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LEY DE PROPAGACION DE COFACTORES

@ 3er COMPONENTE DE LA OPTIMIZACION 1- Funcion MMCC
2- Ecs Condicion

[a% 012 O1y] 3- Precisiones Fins mejores que Inics
2 : :
Zyx = I" 1z 02 I Matriz COVARIANZA ®
|.0'1n 0'721 J
[0 © 0]
2
Xyx = I 0 02 I Matriz VARIANZA (cuando no hay correlaciones) ®
l o a,zlJ
_0'_% - _i ~
o2 w1
1 : ”_% : ;L :
Qxx = Wl=5YXxx=|" o2 =77 w2 " | Matriz COFACTOR — ®
—— () . . . . .
Matriz : ’ : : ’ :
Cofactor . a2 :oa. .. L
i . e coe ?- | . wn-

- IZ XX= a%) Qxx Relaciones de Matrices: W Q Xy X‘

De Teoria de errores 1, Propagacion de la matriz varianza y covarianza:

Para funciones lineales y=ax+b = Zyy = AZyxAT
Para funciones no lineales y=f(x) = Zyy = JyxZxxJvx

Sabemos que:

Zyx = 08 - Qxx para variables X

Zyy = 0Z + Qyy para variables Y
Sustituyendo:
o I, =Alb, D, A" ~0, = [Qyy=4QxxA" e LEY DE APLICACION
o Z,=J,W0, 0,0 ~0;=Quw=Jyx QxxJyx" o DE COFACTORES
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3er COMPONENTE DE LA OPTIMIZACION

1- Funcion MMCC
2- Ecs Condicion
3- Precisiones Fins mejores que Inics


N = 3
DEPARTAMENTO DE GEODESIA '

FACULTAD DE UNIVERSIDAD qv,
INGENIERIA DE LA REPUBLICA

TEORI’A DE LAS OBSERVAC'ON ES LRVGUAY INSTITUTO DE AGRIMENSURA
TEORIA DE ERRORES (Il) / D

APLICACION:

Demostracion de que el peso de la Media Ponderada es igual a la suma de los pesos.

el W1 X1twWorX++wWnX .
X =12 " Media ponderada
w1t wattwy
En notacion matricial:
Xy
w w w X
Xw = |22 22 "]- 2|40
sw'zw’ "Sw
Xn

Es una formulacion del tipo Y = A* X (funcion lineal) ﬁ

[ 0 - 0]
|1 |
Lo = ]
Qxx =W = w2 | Entonces:
| 0]
lO 0 w—nJ
QYY=AQXXAT
_1 -
— 0 o] oy £l
w1 ) ) Jw
P R B N IR N
Yo e e S @2 0 Z':a) Jw'low o Z:‘"
1] %n 1
_0 0 w, | -2 w- BYAY
wtwy ++wy 1
Qvy

Qvy = Wyy' =

Rev3_052023 // Prof.Adj. Ing.Fabian D.Barbato fabian.barbato@fing.edu.uy



DEPARTAMENTO DE GEODESIA FACULTAD DE umvsﬁsm

INGENIERIA DE LA REPUBLICA

TEORIA DE LAS OBSERVACIONES
TEORIA DE ERRORES (Il) / D
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Ecuaciones de condicion > v+ BA = f

con f =d —1ldonde d = datos numéricos
l = observaciones.

Matriz cofactor asociada a las observaciones — Q; = Q = W1 pues simplifica la notacién.

® Algoritmo AMC+M:

N = BTWB
t=BTwWf
A=N1t
v=f—BA
I=1+v

~ tW 3
Esta es la nueva Varianza Referencial producto del Ajuste a(z, = y , ¥ que deberd ser

aplicada en las propagaciones, y no la o’ anterior "a priori"que sirvié para calcular pesos
o relaciones relativas entre observaciones.
Se verd con detalle este Estimador en una proxima clase.

f=EDl4+d- Q= (-DQu(-D"=Q - ®

Qe = (BTW)Qfs(B"W)" = BTWQWT(B")" = B"TWQWB = B"WB = N

~

Pasamos a desarrollar ahora  Q,, —

N

QAA:(N_I)@n[ﬁN_I)I:N_I@_:Eﬁi\’i)_lzf\’_l_wm_lzf\’_l ~ Qu=N7" :> [

| I

\
NT = (BTWB)T = WB)T(B")T = BTWB = N

Qua=N"" o
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_ 2
2pa = 050Q4a

v=f-BWt=f-BN'B'TWf - v=(-BN'BTW)f =

Qu = (I —BN~'BT -W)Q;; (I — BN"'BTW)" =

fe)

(IQ — BN BTWQ)(I" — (BNB™TW)T) =

(B™WHT(BN )T = WB(N~YH)TBT = WBN~1BT

Quy = (IQ —BN~BTWQ)(I —- WBN~'BT) =

=/-Q-I-B-N*.BT".W-Q-1-1-Q-W-B-N"1.BT
— —

h_,—/
Q I I
B-N-1.5T ;.N—l.BT
+B-N1'.-BT-w.-Qq-W-B-N'.BT
hl_/
1

N
I
B~N:1-BT

=Q—BN BT —BN~'BT + BN~1BTe» [0, =Q — BN 'B7| @

= = 080wl ©

1

Si trabajamos con i ajustada = BA =d — l=1=—-BA+d (tipo (y=ax+b))

@f= (-B) Qs (-B)" = BN7'B" = Qz = BN'B" = o

N-1
2

QEZQ_QUU o

Las varianzas de las observaciones ajustadas son menores que las de las observaciones

realizadas. OPTIMIZACION FINALIZADA
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Con la propagacién de cofactores del AMC+M de las magnitudes, podemos calcular las 6% o o

de las magnitudes ajustadas, de las observaciones ajustadas y de los residuales de cada

observacion.

Otra forma de llegar a lo mismo pero mds desarrollada es:

Bwexor
V=-Ba+r$ — vica(wle)e i - (”")(E:W'E) w2

¥—sys (X eau*'f_x_,*w){ i
@-' Q*—U’ —_ = £+ (‘F'GQ} EE & W +(ﬂ+-§-‘) < —Bﬁ-«-d-/

Qs (B+w)?;§ (13+'..u)+ :13+LAJQLU4[B+Y‘ TLJFUJE;)LUB,GLA\UE‘U
Q Wit
_"'/QH = ”/é' J

- -1 o = e L +
Q&a.' N QH (U ) s u'_ nJ (U‘} 2 {“ 1) -f(hJ ) = N F;cu A
ot Y = (Brwad:s dwtehts gtwae v

o { = PAE W £

Qo D = (1-':3.-\:"&+w).52§.;_ (I-%M"C;w)t
= (T-mu'a'w). Cli (T (mavratoyt):
¢ (Taw ). Q- (T~ wi ety )Ty
(Travdw).Q. (T-wav'a*y-
*(ze-av'rtwg) (= - wanT gt

z T o PR -1 = i
1QI -aw'r'uQI- Tawaw 13."+s:3u'f3"wg§uaua*=
E \'-—-h\_--—_--/'J
L——-\_q”___/’)
- =

= Q ‘ZE’U-|&,++ &UA.E.‘.
- Q ‘Euﬁlaﬂ-

Qs Q-an'a’ LV
_"/Qﬁﬁ, ? (."E‘)Qaq (_B)“h: EU“'Q}/"J*PD”% .if:'-Eﬁ-\-r_'- [ex+h)

QY Q- Qu <> Qu-Q-alt -
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N =B"WB
t=BTwf
A=N1¢t

v=f—BA

I=1l+v

Q=w"

Qaa=N"12Z24,=05Qaa

Qu=Q—BN'B" > £, = 63Qu,

Q; = BN'BT = ¥; = 65Qy
viwy

r

of =
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Ej. de la recta: se desea determinar y = ax + b.
Se realizan 3 observaciones de la coordenada y. La x se conoce sin error.

Consider the data for Examples 3-5 and 4-1 ‘'n which a straight line with the equa.
tion y=ax+ b is fitted to three points: x, =2, p,=3.2; x; =4, y,=4.0; x, =6, y, =5.0.
All coordinates are in centimeters. The y-coordinates are the observations, which are
assumed to be (1} uncorrelated and of equal precision, and (2) uncorrelated with
variances 0.10 cem?, 0,08 cm?, and 0.08 cm?, respectively. Compute the least squares
estimates a, b of the two parameters for each of the two cases.

Solution
The three condition equations corresponding to the three points are (see also
Example 4-1)
ntvw-ax,—-b=0 or wvw—2a-b=-y,=-3.2
ntr-ag-b=0 or wvw-da-b=-y,=-4.0
ytwvi—an—b=0 or wvi—6a—b=—yp=-5.0

and in the form v+ BA = f they become

v 3 ] -327
v, | +1 -4 =1 |: :[—- -4.0 | .
" e —mJ
Punto | X | ¥ o2 = 0.10,02 = 0.08, 02 = 0.08
1 |2 | 32
2 |4 40
3 |6 50
o5 = 0.10
1 0 o0 —2-1
W= [0 125 0 | N= [145 134555] = [33?2] B= _4_1]
0 0 125 : : —6-1

10 0 0.112 —0.464]

= -1 = =
Q=W [g 0(')8 008] = Q= |_0464 2208

0.0112  —0.0464 - _
5, =010-Qu = [ 00464 0_2208] = g2 =0.0112 > o, = 0.106
= gf = 0.2208 = g5, = 0.470
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= 27 =(0.032 0.0288 0.0256

[ 0.08 0.032 —0.016]
[—0.016 0.0256 0.0672

2y =1_0032 00512 _00256
0016 _00256 00218
oy = 0.0800 ¢, =0.3

N [ 002  _0032 0_016]

= oy, = 0.0288 >0y, =0.2  varianzas ajustadas
oy, = 0.0672 Oy, = 0.3

Las varianzas ajustadas y propagadas son mejores que las observadas.

oj, =-0.020 g, =0.11
= of, = 0.0512 > 0,, = 0.23
o2 =0.0128 0y, =0.11
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Ej. de la red de nivelacion: (3.7 + 6.8 M & G) para Observaciones con Pesos Iguales

-
- Eakd go smp it a “lwij.t.r_.-:ﬂ{'\ P - [ S u'.?i.'l-'-r_
l.l'.l-- L.nDJtt. L,aunr_.n_r_",.a ﬂﬂ_ﬁ} FPER :_"1 o |-|.‘._‘ uu._nq...-llt-é-d Ll -y
il s beo daiwe ;
" (o) (A3 v (i)
A o " & ) A AL RS
\I\ 1I (=] 2% AR, BhNp
-1 L o A £33 92
1 = £ 4. @ue
& _— [+ c 4. 204
Ll‘ Lt A [ 8.4983
LJm& 5;1_ calecalin = 4.:;44-'.--;“-'-:
5 - J s - X p 1 N

Mg =N AT e —mirr D
b 5 n..-'i.-.-u.--‘.ug, "-..q_} p by 2 -:f,.q..i:.!.l.?'tﬂ-l.l.’.ﬁ'l.

LA e uld!-k.'l:t..-:.-ﬂﬂ » A-wld =D = o O AR
(44893 B 105940 +2x . Aa5a)

P B ?a;.é.lu‘l'n-- £ 2N LOh B 2 elececiol do A=A .

peli-Aa @ rluruas- 2B4.423g s @
e 2-0 s Doy, ~a=-¢
Dallg-A =z Delagedy - 284 Add v £
Brﬂ,,ﬂ—l’.'- iy B el L =D
Dz - s Daflgedy - € = &
Arls v s 2BA ARG & Lo wdy. - 1 g

TS 2he, 48% -3
Fapt Mm-D =@ agd
Ty TEB.ARR -D
WTawy L0 - 2A . PFHO
[ 2% f'_—CZI- 1"-&“4
i C = 299 443

ﬂ[ﬁi J.ﬂ_r-l- 1_?-!.1#1:':‘1'\::: . J‘h"'\-r.a v sk b ek B0

= [1&‘1.15‘1-5‘;‘- Ln.-u—-.n_whq:. f’* I'Lug.ﬂl.ﬁ.ﬁ-b}'- [.;.-1'_\.+u..p.,¢ ‘}".
s (C-D-34.8%4)8 & (e- 189,443 )F.

3. -2 (s, Ti-a)r 2 (B0 - 105900 ) -2 (L-B-m.ehd ) 2 @
1)
ag . 1(;-3—1‘,1;-..-:&}.1 tcﬂu-z.a,aﬁn}—a (c-28@. 192):= ¢
ac
3¢ ;-2 (s-p-10.800) . 2(238 —mﬁ-.:-) -L(c.-n-:s..armjrgl
Al

2B - L=D = LAT . OEF 33 269,43 wa

-0 ARC~-Bz BB Gy “‘F'/c,= 2o g, ATg s
~O-cs2br RAZ. BLY / O 2B . 2P wa .
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A=+281.13m+* 5] B
3 |
B=T1,C=‘[2,D=‘[3 I\k D}/v
Qs la
C
[1 0 0]
PR IR T
W=IA=§2 B=|1 _1 0|N= —i 31 —31
’ lo -1 1]
l0 -1 OJ

A los efectos de poder calcular las varianzas de las cotas ajustadas aseguramos of =
0.0016m?,

[y Y4 Y4l
I 2 4 4| 0.0008 0.0004 0.0004
QM=N‘1=|1/4 1/ 1/4|:>ZM:0.0016-N‘1= 0.0004 0.0008 0.0004

l1/4 1/4 1/2J 0.0004 0.0004 0.0008

o = 0.028m
= 0121 = 0.0008 » |o- = 0.028m
o, = 0.028m
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para Observaciones con Ponderadas segun Distancias, Ajustadas y Propagadas:

e H ve. veso|lvew Y LA, R O (| ¥ ved do  wivelmoiol,
[;%l‘:h} T . I L.':;Ed da phSreevEiliouws da | ;

F'..LLALL‘:H
de  ObNLBELumia Ol L f;'}%{? wS I

A& g 26f . A5
s _,AJF.‘i A sl
o ¢ A4 258.448
A -4 ¢ - BN P
B -a A ~34.894
¢ -1 ¢ SR R T
e

() N @ z A2 -4 =4
-A a -
=4  =A 3

T= cs'ﬁ? z|zsq.05%
343 . Phy
TAS . Ak

U"‘—_ 3 -4 - A -44 244
P I A B
sy =A | SLaa

s A= L4 1LE9.095Y 2B A ok ' Lt. Las
TRE T s = /{"{::1 3'«'5-"#“‘1]-‘ : '.M‘J § et O

/ AP . ALB Pu-ﬂ.l—-‘} QB eiyD
A A2 AS - B6Y IS8, 98
Q. By . Bs- By By L
(5) ocosenu. e Ay A8 | w8 e bvin
[ 195 5, A 2P o AR AL == P = S0 S
nEuPioleL ,  @ond.  ¢PB3  dPel ¢.@3e. ¢pse  Pgan
Paso A. 400 T.333 AB6F . AP ANMCE APRYF

Al wagiiow Lg,m.{.'nuawl., Lt__ M&am Pt =4 a3 _bQ. \ﬂ-:ftJ e
AT E.-u:lf-au el i z
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|
A-udp
2.3332
oz
4186}
A, B0
A.lp
4.@313
"R}, 4 @ @
W awis|4 -4 4 @ A @A W33 -AG09  -2.333
@ @_f} R WS @ @ A |=[A2e@ BHYY -4 Now
A4 0 4 g ;'* ? | Le3az -4 S.oee
E =4 4
il e Lol
269, 153 -
qtf ;LIW-F: QIW < AND = 3E8A.2QLE
L58. A% 38,4394
e Pud MAA L gRs2)
- 34, BA4
s AP . 413 -

vl [@.333802  @avagss gagise
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¢. 483842 ¢.4V288¢ . 25e2se
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H 2bq. 4258
29 424
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. Qg( eoss 4=) . B e ved | c.‘r./twi.'e_v la. J.H..-e_-_Jau| Cons & =
ViEwy@ . peve ki, da s sbhlebeccow (i <y
' i Sconks iﬁ\- oSy ey oo {aa\-ﬂé‘tméﬂua

1= oA
daadao = u'cu\‘caba. kc.‘-ﬂ-u.uwj, de P PPAG s ﬁ(m
(2 Fowadidia - bEa c!.s-:ua.c.-.o‘-c.-; st mndecd e
'L&Va.-t-l- f_,-le.-..n:,r...«n% de (.98 CdD v g

af'nwé_,p e B éwu.l-o-\ 1\_—1..}\ i)uo:':.(.h.w-g._—h

Q . a5y g.3»xagz @, 4:}4q565 up 4%35%3
= &b, q¢5u48 ¢ 432888 | wt
; @. 29825¢
"",' . P b ""__ b
2. wade Y \..q_j‘ul:wl. do oo
Faat UL Qua = (B.4p44)0 "-"m?"”

1./1'/: é.&-.surawm -\."""t‘_mérwr\- Ao _ ,‘ _.l

Jo « (465 woe s @23m ,

Sc: (a9, 592 @S2 m

UD % (A'?-t) h“ '.1.-}}3 d ¢.¢ 22 m : S -5 .- _--'_.-‘.- -0 '.-i -..

Heo vr veaimmenn o .54 - a8

°
N=B"WB o=w"
t=B" WL O =N"=3%,, =0, 0
A=N"0 0,=0-BIN"B' =2, =0;0,
v=f-BIA Q,=BIN"'B' =3, =0, [©,
[=1+v

°
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PROPAGACION DE COFACTORES PARA AMC + C

Ecuaciones de condicién — Av = f
con f =d — l donde d = datos numéricos
[ = observaciones.

AriERO

Deuu, Qe Qe % siwmdbuwie =b Q- GLF.+

Q.t fAQA:+}+= {A*fq" A+ : AQA Qe i

Dewm, (2 Q' e stwebies = QR

((aaa)") - ((Aaat)) s

Alove “Hakzveuwoy ﬁ 0+

@: praat: [ a Qﬁﬁwg]c . ﬂ_*ﬂﬂ*W£ [;[-A.’HE+J]-—&

E: {I‘QA‘HWEA'}E + D_,.E:'wtd-_

Qo (z-qAa'we ) Qu {1~Qa*we.ﬂ~j*
s (X-QAfwen) q ( T- Qweaat)
(T-QA'WeA) Q (T-Awerq)
s (Ta-eA'wenq) (Z-a'wea )

+ +
T X - IQA+thQ—QA*W¢AQI * QA We A QA WeAR:
Qe

—
A A = + o =
QRe: Q-2QA WeAQ + QA weAQ —
R =a-qQa'weana —
; s it 2 .
fqiﬂ? L Quuﬁtﬁr Uaow bea o EI'-.-{J_ -GI_ 23 Q—"\r i ﬂ'ﬂ-LL‘-

b i e UUL WO e oulevue & ';-;ﬁ.uc . EA e Eud‘t&zt
Em  AAR L O [ -3 Q 28 v'/
‘ ~ x Y
Ga Qw_ . G‘DQ - Gs {:"uu
ralos vamimios ©F LOL NEsULTAROS

-,?Z EB_ z Zi-ﬂ_ - & uv f LONAEGIDoO: oK HMEUONE: Gud

La G Lo CRleETL At . _d -
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Presentado de otra forma llegamos a la misma definicion:

Algoritmo AMC+C:

Q. = AQAT (=fo)
w.=Q;"
k=W.,f
v=QA"k
l=1l+v
, VWy

0-0 =
r

Trabajaremos con funciones lineales:
Matriz cofactor asociada a las observaciones@~ Q;; = Q = W1 pues simplifica la notacion.

Q. ya es una matriz cofactor = W, es la matriz peso correspondiente.
f = —Al +d (propagacion lineal) = Q;; = (—A)Qu(—A)" = AQA" - Q;r = AQA" = Q. ®

Qe = (We) Qs W)™ =W, Que =W,  del algoritmo: K = inv(Qe). f @

Q' Qe
Quv = (QAT) Qi (QAT)T = QATW,AQ = % Qyy = QATW,AQ
We (AT)T.QT

Todos los Cofactores y Pesos son simétricos, y para obtener la Matriz Cofactor de
l = 1 + v, debemos tratarla como una funcion lineal de |I.

viWv
r

ol =
Zyp = 02Q,, ®
U 0 Xvv

Demostracion que (W)™ = W,

We=0Q:"= Q¢ = (A0AN)" = (AN AQ" =A4QA" = Q.= Q: = Q. o

A QTAAT

Y demostraremos que Q! es simétrica.

T -1
Wl = <(AQAT)_1) = <(AQAT)T) =Q ' =W, > W) =W, ®
Qe Qe
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Ahora trataremos: I =1+ v =1+ QA"K o

I=1+QATW,f =1+ QATW,(d — Al) = | + QATW,d — QATW, Al

1=(—-QATW,A)l+ QATW,d (forma lineal)

Q== QATW,A) Qu (I — QATW,A)" = (I —QA™W,A) Q [ I — (QA"W,A) T
(We-A)T'(Q~AT)T

Q7 = (IQ — QATW,AQ)(I — QATW,A)" = (IQ — QATW,AQ)(I T —A™W T AQ )
= 1Q — IQATW,AQ — QATW,AQI + QAT W, AQAT W, AQ

Q Qe
I

Q7 = Q — QATW,AQ — QATW,AQ + QATW,AQ

Q7 =0Q — QATW,AQ & [0 = Q — QuJ®= [57 = 030y @

‘O-OQﬁ =090 — 9Quy $|
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