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TEORIlA DE LAS OBSERVAC'ON ES INSTITUTO DE AGRIMENSURA
TEORIA DE ERRORES (1) / SEF

PROPAGACION DE VARIANZAS Y COVARIANZAS

PROPAGACION DE INCERTIDUMBRES

Introduccion

Por lo gral. los modelos con los cuales estudiamos la realidad no son tan sencillos y tan simples
gue se puedan definir con un solo mensurando, sino que partiendo de varias variables medidas
debemos inferir o calcular otras mas complejas.

En estos casos nos interesara conocer a partir de las incertidumbres o errores con las cuales
medimos las variables originales, los efectos que tengan sobre las resultantes. A este proceso se
le llama propagacion.

Ejemplos:

1) Medimos angulos y distancias = calculamos coordenadas.

2) Medimos coordenadas - calculamos superficies y deslindes.
3) Medimos niveles = calculamos desniveles y cotas.

Propagacion de Errores Sistematicos

Como ya vimos al realizar una observacion el error de medida tiene dos componentes, el error
sistematico y el error aleatorio.

Los errores sistematicos los podemos eliminar directamente de nuestras observaciones
mediante correcciones o podemos estudiar el efecto de su propagacion.

X —variable independiente con errores dx sistematicos.
Y —variable dependiente con error dy (el que se quiere hallar).

CASO LINEAL

Y=A-X4+B->Y+dy=A-(X+dx)+B
Y+dy=A4A-X+A-dx+B->dy=A-dx
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CASO NO LINEAL

Y = F(X)
Linealizamos por Taylor Y=Y+ (Z—f{)X - (Z—f{) Xo
Y=(Z—;)X+(YO—(Z—§)XO)—>Y=AX+B—>
) l
A B

—Aplicando el caso lineal » dy = (Z—;) dx

Generalizacion: X = (X, X5, ..., Xp,)
1) Casolineal-» Y = AX; + BX, + -
dy = Adx; + Bdx, + -+

2) Casonolineal =Y = f(X1, X5, ..., Xp)
- (2L K2
dy = (axl) dx; + (axz) dxz +

Ejemplo:

Se mide con una cinta de 30 m los lados de una figura rectangular.

X1=50,170 m
X1 Xz = 61,090 m Y=X1 X Xz

X2

Posteriormente se contrasta la cinta y se encuentra que la misma es 0,03 m mds corta.
Calcularemos el error en el area calculada debido al error sistematico en la medida con la cinta.

30m 0,03

50,170m —  dX;=0,050 Y~ x,

30m 0,03

61,00m —  dX,=0,061 Y _x,
ax,
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dy = (6_Y> dx; + (6_Y> dx, = 6,1m?
X, X, ’

Area Corregida= X1 x X2- 6,1 = 3058,785 m?

Propagacidn de Varianzas y Covarianzas

Cuando tratamos con errores aleatorios, el valor especifico no lo conocemos y es imposible
aplicar la técnica de propagacidn vista anteriormente. Pero es posible estudiar los efectos de su

propagacion.

Consideremos dos vectores X e Y, donde X representa un conjunto de mediciones e Y representa
al conjunto de cantidades calculadas.

Ejemplo: Observamos la distancia d, el azimut a

P Xp = d.sena
yp = d.cosa

o 1= vr=(

El problema consiste en buscar la distribucion del vector Y, conociendo la distribucion del vector
X.

Desarrollaremos primero la propagacion suponiendo un vector aleatorio X compuesto por dos
variables conjuntamente distribuidas x1 y x2 que tienen el mismo modelo aleatorio. Y un vector
aleatorio Y compuesto por dos variables y1 e ys.
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Supongamos que se relacionan:

Y = AX + B (Relacion lineal)

r=() %= ()

En donde:

b, ap; A
B = ( ) A= ( ) con Ay B matrices numéricas.
b, az1 Az y

Nuestro objetivo serd calcular 0, 0, Y 05,5, conociendo a7y, 055, 071, Y cOMo se relacionan

Y = AX + B.
{Yl - a11.x1 + alz.xz + b1
=>
Yz = ay1.X1 + ay9.Xp + bz
Recordemos: 02 =E(x?) — (E(x))2

0y = E((ay1.%1 + @y + b1)?) — [E(aq1.x1 + ag2.x, + by)]?

0l = E(afy.x? + afyxf + 2a11.012.%1 X5 + . + bE) — [a11E(x1) + a2E (x3) + by ]?

a1 [E(x}) = E(x1)?] + af2.E(x3) + 2a11.a12.E(x1 X;) + .. + b}
—[a3, + a?,.E(x3)? + 2a11.a12.E(x1).E(x3) + ... + b?]

2
O-yl

0} = af 0%+ af,0%, + 2a41.0120x1x2
Oy = a%l“)?l"'a%zaxzfz + 2a51.a520x1x2
Oy1y2 = E[(Yl - E(Y1))(Yz - E(Yz))]

Y1 —E(1) = ajix; + agpx; + by —a E(xy) — agE(x;) — by = a11(x1 - E(x1)) +
ais (xz - E(xz))

Yi—EM) = a11(x1 - E(x1)) + alz(xz - E(xz))

Y, —E(Y,) = a21(x1 - E(x1)) + azz(xz - E(xz))
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Oyiy2 = E [(all(xl — E(x1)) + aga(x; — E(xz))) . (a21(x1 — E(x1)) + az(x; — E(xz)))]

Oy1y2 = E [a11a21(x1 - E(x1))2 + 12021 (% — E(x1)) (%2 — E(x2)) + aq1a22 (%, — E(x1)) (%2 —
E(x3)) + arpaz(x; — E(xz))z]

Oyiy2 = Q11021 E [(x1 - E(x1))2] + (a12a21 + a11a22)E[ (%1 — E(x1))(x2 — E(x3))]
+ apaE [(xz - E(xz))z]

— 2 2
Oy1yz = A110210%; + (12021 + A11022)0x1x2 + 120,220%,

Lo anterior lo podemos expresar en forma matricial de la siguiente manera:

2 2
Ox1  Ox1x2 Sou = Oy1 0'y1y2
Y ayy =

Definimos: Xyx = [ ] Matrices Covarianzas

2
Ox1x2 Ox2 Oy1y2 Uyz

= ZYY = A.Zxx.AT

Podemos generalizar lo anterior:

Considerando: X =

n variables aleatorias de las cuales conocemos: 62;, 075, ... g, Ox1x2) Ox1x3) -

[}’1] Ay Q2 0 Qin
| V2| Gy, Gy ~ @ by
y:I : I A=]|" e b,
: b
|_y J Am1 Amz2  **° Amn m
m
Y=AX+B
[Uy1 Oyiy2 --- Oyiyn] [%%1 Ox1x2 +-- Oxiyn]|
oy = I Oyiyz  Opa -+ Oyayn IZXX = I Oxix2  Okz .- C’XZYnI
lUYmY1 Oymy2 - O'}ng lO'me1 Oxmx2 +++ O, mJ

Xyy = A Zxx AT Ley de Propagacién de Varianzas y Covarianzas para el CASO LINEAL
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Cuando la relacién entre X e Y no es lineal: Y = f(x)se pueden linealizar las relaciones usando
Desarrollos de Taylor:

i=Yo+3(5) 4

con: Yo = f;(%10, X20,em Xno) ¥ f €valuada en Xy = (x19, x20,

AXi = X; — Xjo

Y=Y (Z_Q)xo X+ [Yio - (%)xo .xl-o] Lineal en x;

Y=Ax+B

Si para cada relacién hacemos lo mismo:

[2h 2 . oA
| 6x1 axz axnl

A=]|" . | = Jyx (jacobiano)
l% fm . Ofm
|.6x1 ox, 6an

Ley GENERAL de Propagacion de Varianzas y Covarianzas Xvy = Jyx Zxx ]€X

En caso que X1, X2, ...., XnSean independientes, Oxiyj = 0

[0 O 0]
2
ey = I 0 Ox2 ' 0 Iz Matriz Varianza
lo o - a2l

SiY = ai1Xxq + A12X7 +

SiY = f(xy, Xpp Xp) = 0f = (a—f)z o2 + (a—f)z 0% + o+ (a_f)z 2

9xq oxy) X« U dxp, xn

Rev2_102023 // Prof.Adj. Ing.Fabian D.Barbato fabian.barbato@fing.edu.uy Prof. Ing.Danilo Blanco



2\
N s )
DEPARTAMENTO DE GEODESIA FACUTADOE  UNIVERSIDAD K ngl/"

INGENIERIA DE LA REPUBLICA

TEORIA DE LAS OBSERVACIONES
TEORIA DE ERRORES (1) / 8EF

INSTITUTO DE AGRIMENSURA

Ejemplo Propagacion:

X1, X2 y X3 son mediciones independientes con: gy; = 2.0cm, gy, = 4.0cm, gy; = 2.0cm. Las
variables Y1, Y2, Z1 y Z> pueden ser calculadas a partir de X;, X> y X3 de la siguiente manera:

{Yl = Xl + Xz + 2X3 {Zl = 0.5Y1 - YZ
Yz = Xl - ZXZ Zz = Y1 + O.SYZ

Y, Z
Calcular las matrices covarianzas de Y = [Yl] yde Z = [Zl]
2 2

X1
_ 112 _
X_§2 a=[; -, ¢ = vr=ax
3

g2 0 0

oo = [1 1 2] 31 2 0 } 12 _ [051 + 0% + 40k 0f — 205
YY — . . —_ -

e 32 2|2 o 0% —20% 0% + 40,

> Sy = [ 0%y UY1Y2] _ [ 36 -28

Oy1y2 0'51 —28 68 ](cmZ)

o) 4= A = v

1 1/2
5 =[1/2 ”oyzl amz”l/z 1]
YY 1 1/2lloyyy,  of 1L-1 172
Zyy

_ (1/4)0%1 — (1/2)0y1yz — (1/2)0p1y2 + 0%, (1/2)0%; + (1/4)0y1y2 — Oy1yz — (1/2)0}?2]
(1/2)0%1 = Oy1yz + (1/ D) 0y1y2 — (1/2)0¢, 081 + (1/2)0y1yz + (1/2)0y1y2 + (1/4) 0%,

- [105 255]
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