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Prélogo

Estas notas de Geometria y Algebra Lineal 1 surgieron a partir de las guias tedrico-practicas desarrolladas en
el ano 2023 durante nuestra participacion en el dictado del curso en la Facultad de Ingenieria de la Universidad
de la Republica. Las notas siguen el plan de estudio del curso Geometria y Algebra Lineal 1 aprobado por la
comisién de ensenanza del IMERL. Nuestro enfoque es tedérico-practico, presentando un solo texto que busca
ademds preservar todo el material de evaluacién generado en el IMERL durante los tdltimos 17 anos.

En este compendio, no solo hemos incorporado el desarrollo tedrico y las principales demostraciones (basdndo-
nos en las referencias [5], [], [2], [B], [1]), sino también numerosos ejemplos resueltos detalladamente. Este
material se gesté durante el primer semestre del afio 2023 y la edicién especial del curso, denominada Gall
interactiva, realizada en el segundo semestre de 2023. Estas ediciones de curso fueron dirigidas por Marco Pérez
y Mauricio Guillermo respectivamente, a quienes expresamos nuestro agradecimiento. Los ejemplos que se in-
cluyen en estas notas que corresponden a las evaluaciones del curso de GAL1 interactiwﬂ fueron disenados por
el equipo docente del mismo curso y sus soluciones corresponden a Mauricio Guillermo.

La estructura de estas notas se divide en dos partes. La primera aborda temas fundamentales como sistemas
de ecuaciones lineales, dlgebra matricial, determinantes y geometria en el espacio. Como preambulo a esta pri-
mera parte, se incluye un capitulo de preliminares con definiciones y resultados cruciales para la comprensién
de los capitulos siguientes. La segunda parte del curso adopta un enfoque mas tedrico y abstracto, desarrollan-
do los conceptos de espacios vectoriales y transformaciones lineales. Esta segunda parte se apoya en la base
proporcionada por la primera, estableciendo asi una progresién légica en el aprendizaje.

El algebra lineal, esencial para diversas ramas de las matemadticas, asi como para disciplinas afines como
la fisica, ingenieria y computacion, es una herramienta béasica en el desarrollo de conocimientos y aplicaciones.
Su impulso histérico, desde el estudio de sistemas de ecuaciones lineales hasta las ecuaciones diferenciales, ha
sido clave en el desarrollo matematico moderno. A lo largo del tiempo, el dlgebra lineal ha evolucionado desde
las contribuciones de Cardano en el siglo XVI hasta el desarrollo de conceptos fundamentales por parte de
Hamilton, Cayley y Grassmann en el siglo XIX. La aparicién del determinante, su formalizacién por Gauss y
las contribuciones de Leibniz han consolidado el dlgebra lineal como un pilar de las matemaéaticas modernas.

Estas notas buscan proporcionar a los estudiantes una comprension sélida de los principios del dlgebra lineal,
desde sus fundamentos hasta aplicaciones mas avanzadas. Esperamos que esta recopilaciéon de conocimientos sea
una herramienta valiosa en su camino académico y profesional. Agradecemos cualquier sugerencia o correccién
a las mismas.

Josefina Gonzélez
jgonzalez@fing.edu.uy
Rafael Parra
rparra@fing.edu.uy

IEste curso dictado en II semestre de 2023 trabajé sobre el mismo programa que el curso estdndar GAL1L. Se inspir6 en la idea
de motivar los temas mas de lo que es posible en una clase expositiva y masiva, haciendo énfasis en la cultura matemadtica y en el
gusto de pensar problemas colectivamente. Integrantes del curso: Mauricio Guillermo (Responsable), Rafael Parra, Marfa Cecilia
Barranguet,Patricia Cerizola, Carmen Gironella y Juan Piccini (Colaborador).
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Descripcion y objetivos.

En esta primera parte del curso, exploraremos conceptos fundamentales que establecerdn la base para el
estudio avanzado del dlgebra lineal. Los capitulos abordados en esta seccién son los siguientes: Preliminares,
Sistemas de Ecuaciones Lineales, Algebra Matricial, Determinantes y Geometria en R3.

Al concluir esta seccién, encontrardn una base de datos con las evaluaciones correspondientes a estos temas
(Primer Parcial), disefiadas por los diferentes equipos responsables de la asignatura desde el afio 2007.

Los objetivos que se esperan alcanzar en esta primera parte son los siguientes:

= Modelar y resolver problemas aplicados utilizando sistemas de ecuaciones lineales.
= Utilizar la sustitucién hacia atras para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

= Determinar la compatibilidad o incompatibilidad de sistemas de ecuaciones lineales dependientes de
parametros.

s Deducir la matriz aumentada y la matriz de coeficientes a partir de un sistema de ecuaciones lineales.
= Identificar si una matriz esta en forma escalonada por filas o en forma escalonada reducida por filas.

= Utilizar operaciones elementales en las filas con sustitucién hacia atras para resolver sistemas de ecuaciones
lineales.

= Resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante eliminaciéon de Gauss y eliminacién de Gauss con sus-
titucién hacia atras.

= Encontrar la traspuesta de una matriz.

= Determinar si una matriz es invertible o no.

= Factorizar una matriz invertible en un producto de matrices elementales.

s Utilizar operaciones elementales de fila o columna para evaluar el determinante de una matriz.

= Encontrar el determinante de matrices elementales.

s Utilizar el determinante y propiedades del determinante para determinar si una matriz es invertible o no.
» Identificar y construir ecuaciones de rectas y planos en R3.

= Reconocer la posicién relativa de rectas y planos en el espacio y calcular sus intersecciones en caso de que
existan.

» Utilizar determinantes para encontrar la ecuacién reducida de un plano.

= Interpretar geométricamente los conceptos de producto escalar y vectorial.



CAPITULO 1
PRELIMINARES.

En este capitulo, presentaremos algunas definiciones y notaciones bésicas que suponemos que el lector estd
familiarizado. Por lo tanto, avanzaremos rapidamente usando nociones bésicas de teoria de conjuntos que nos
permitiran definir el concepto de relaciéon, clases de equivalencia y funciones. Incluimos un practico para este
capitulo que, aunque no serd tema de evaluacién, consideramos que es de fundamental importancia para la
comprensién de los temas que se desarrollaran a partir del siguiente capitulo.

1.1. Relaciones.

Comenzaremos el capitulo introduciendo la nocién de relacién. Dado un conjunto, podemos describir una
relacién entre pares de elementos de éste, dando una lista de los pares que verifican dicha relacién. Para formalizar
esta idea, recordamos la definicién de producto cartesiano entre conjuntos.

Definicién 1.1 Dados dos conjuntos A y B, definimos el producto cartesiano entre ellos, y denotamos A X B
al conjunto
Ax B={(a,b):a€ Abe B}.

Decimos que los elementos de A x B son pares ordenados y tenemos que (a,b) = (¢,d) siysolosia=rcy
b = d. Se cumple ademés que si A y B son conjuntos finitos, |A x B| = |A|.|B| = | B x A|[[]aunque generalemente
no ocurre que A x B = B x A.

Podemos generalizar la definicién anterior para mas de dos conjuntos. Sean A;, Ao, ..., A, con n € N, entonces
el producto cartesiano de Ay, As, ..., A, es el conjunto

A X Ay X ... X An = {(al,ag,...,an) ta; € Ai,l <1< n}.

A los elementos de A; x Az X ... X A, se le llaman n-uplas ordenadas y se cumple que (a1,as,...,a,) =
(b1,ba,...,b,) siy solo si a; = b; para todo 1 <14 < n.

1Dado un conjunto A, donotamos por |A] el cardinal del conjunto A, es decir, la cantidad de elementos de A.

12
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Definicién 1.2 Una relacién en un conjunto A es un subconjunto R C A x A. Si (a,b) € R decimos que a
estd relacionado con b y lo denotamos por aRb.

Ejemplo 1.1 En cualquier conjunto A, podemos definir la relacién de igualdad, es decir R = {(a,a) : a € A}.

Si el conjunto A es finito, podemos también definir A listando cada uno de los elementos que pertenecen a
la relacién como se ve en el ejemplo siguiente

Ejemplo 1.2 Sea A ={0,{1},{2},{1,2}} vy definimos la relacion R como

R={(0,0),(0,{1}), @,{2}), (0,{1,2}), ({1}, {1}), {1}, {2}), ({1}, {1, 2}), ({2}, {2}), ({2}, {1, 2}), ({1, 2}, {1, 2})}

Observamos que R es la relacidn de inclusion, donde (C, D) € R si y solo si C C D.
Ejemplo 1.3 Sea Z el conjunto de los numeros enteros y R la relacion definida de la siguiente forma
R ={(a,b) : a estd relacionado con b si y solo si a — b es miltiplo de 2}.

Observamos que en este ejemplo, todos los nimeros pares estdan relacionados entre si y todos los impares entre
st.

Existen otras formas de representar relaciones que utilizan el concepto de matriz que definiremos en capitulos
siguientes, o también con grafos. No ampliaremos sobre estos temas en estas notas.
1.1.1. Relaciones de equivalencia.
Definicién 1.3 Una relacion R en un conjunto A se dice

1. Reflexiva si para todo a € A se tiene que aRa.

2. Simétrica si para todos a,b € A, aRb implica que bRa.

3. Transitiva si para todos a,b,c € A, si aRb y bRc, entonces aRc.

Cuando una relacion R cumple las tres propiedades anteriores simultaneamente, decimos que es una relacion
de equivalencia. En este caso, si aRb, lo denotamos a ~ b. De esta forma, podemos reescribir las propiedades
anteriores como

1. a~aVa€ A.
2.a~b = b~a.
3. a~byb~c = a~c.

Las relaciones definidas en los ejemplos y son de equivalencia. Veamos que esto es cierto para la
relacién del ejemplo

- Reflexividad: para todo a € Z, a —a = 0 = 2,0, por lo que el par (a,a) pertenece a la relacién, es decir,
aRa.

- Simetria: sean a,b tales que aRb — a—b=2.k = b—a=—-2k=2.(—k) = bRa.

- Transitividad: sean a,b,c € Z tales que aRb y bRc, entonces a — b = 2k y b — ¢ = 2k’. Por lo tanto,
a—c=(a—"0)+ (b—c)=2k+ 2k =2(k+ k') y tenemos que aRc.
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Veamos otros ejemplos.

Ejemplo 1.4 Sea N el conjunto de los niumeros naturales. Podemos construir el conjunto de los numeros
enteros, Z a partir de N definiendo la siguiente relacion en N x N

(a,b) ~ (', b)) & a+b =d +0.
Cada par representa al entero que surge de restar a la primera componente la sequnda.

Ejemplo 1.5 Sea Z el conjunto de los nimeros enteros. De forma andloga al ejemplo anterior, podemos cons-
truir el conjunto de los mumeros racionales, Q, a partir de ellos definiendo la siguiente relacion en Z, x 7.*,
donde Z* = Z \ {0},

(a,b) ~ (a',b') & all =d'.b

Ejemplo 1.6 Podemos generalizar el ejemplo de la siguiente forma. Dado m € 7Z fijo, definimos una
relacion de equivalencia en Z como a ~ b si y solo si a — b es multiplo de m. En este caso se escribe a =

b (mod m).

Ejemplo 1.7 Veamos un ejemplo de una relacion que no es de equivalencia. Consideremos el conjunto de los
numeros reales y la relacion menor o igual, que notamos <. FEsta relacion es refleriva y transitiva pero no
necesariamente simétrica.

- Reflexividad: es claro que x < x pues x = .
- Simetria: si x <y, no necesariamente se cumple que y < x, claramente esto solo pasa si x =1y.
- Transitividad: si x <y ey < z entonces, x < z pues z <y < z.

Definicién 1.4 Dada una relacion de equivalencia en un conjunto A y a € A, definimos la clase de equiva-
lencia de a, que denotamos [a], como el conjunto de los elementos de A que son equivalentes a a. Es decir,

[a] ={x € A:a~ z}.
Ademds, a todo elemento x € [a] se le llama representante de esa clase.

Proposicién 1.1 Dado un conjunto A y una relacion de equivalencia en €l, sean [al,[b] dos clases de equi-
valencia. Entonces [a] = [b] o son disjuntas. Ademds, todos los elementos de A pertenecen a una clase de
equivalencia.

Demostracién: Supongamos que [a] N [b] # ), entonces existe un elemento ¢ € [a] N [b]. Este elemento estd
relacionado tanto con a como con b, es decir

a~c,b~e = a~c,c~b = a~b

Por lo que [a] = [b]. Aqui usamos las propiedades de simétria y transitividad. Por otro lado, usando la propiedad
de reflexividad, es claro que para todo a € A, a € [a].

Se dice que las clases de equivalencia forman una particién del conjunto A.

Proposicion 1.2 Reciprocamente, dado un conjunto de subconjuntos de A, no vacios, disjuntos entre si y cuya
unidn es todo A, existe una unica relacion de equivalencia cuyas clases de equivalencia son dichos subconjuntos.

Demostracion: Definimos la relacién de equivalencia de forma que a ~ b si y solo si a y b pertenecen al mismo
subconjunto. Es claro que esta relacién cumple las tres propiedades necesarias.
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1.1.2. Conjunto cociente.

Definicién 1.5 Dada una relacion de equivalencia en un conjunto A, definimos el conjunto cociente, que
denotamos A/ ~ como el conjunto de todas las clases de equivalencia.

Examinemos el conjunto cociente en diversos ejemplos previos, asi como en nuevos ejemplos que se presen-
taran.

Ejemplo 1.8 Si A es cualquier conjunto y R = {(a,a) : a € A}, entonces es claro que cada clase de equivalencia
tiene un unico elemento, es decir [a] = {a}, luego el conjunto cociente es simplemente A/R = {[a] : a € A}.

Ejemplo 1.9 En el ejemplo [1.]) tenemos que [(a,b)] = {(a’,') e Nx N:a+V =da’ + b}, por lo que en cada
clase hay infinitos pares.

Observar que (a,b) ~ (a+1,b+1). Tenemos entonces que si a = b, (a,b) ~ (0,0). Si no, tenemos que existe
un dnico ¢ # 0 tal que (a,b) ~ (0,¢) o un dnico ¢ # 0 tal que (a,b) ~ (¢,0). Las clases correspondientes se
denotan ¢ y —c y la clase de (0,0) se denota 0. Se definen los nimeros enteros Z como el conjunto cociente
Al ~.

Ejemplo 1.10 En el ejemplo es claro que [a] = {a,atm,a+2m,...,atkm,...}, es decir, cada clase tiene
infinitos elementos.

Recordar que dado m fijo, todo a € Z puede escribirse como a = qm ~+ 71, donde 0 < 1 < m por lo que a ~ .
Ademds, si tenemos r, 7’ tales que 0 < r < r’ < m, entoncesr y ' no son equivalentes. Por lo tanto, el conjunto
cociente es A/ ~= {[0],[1],...,[m — 1]}. Este conjunto se denota por Z, y sus elementos se llaman enteros
mddulo m. Tenemos que |Zy,| = m.

1.2. Funciones.

Definicién 1.6 Dados dos conjuntos A y B, definimos una funcion, transformacion o aplicacion f de A
en B, y la denotamos f : A — B, como un subconjunto de A x B tal que para cada a € A existe un unico
elemento b € B tal que (a,b) € f. En este caso, escribimos f(a) =b y decimos que b es la imagen de a por f.
Llamamos dominio de la funcién al conjunto A y codominio al conjunto B.

Definicién 1.7 La imagen de un conjunto X C A, que denotamos f(X), es el conjunto formado por las
imdgenes de cada elemento de X, es decir, f(X) = {f(x) : © € X}. El conjunto imagen de la funcion f es
f(A) que también se conoce como recorrido de la funcidn.

Notar que f(A) C B pero no necesariamente se cumple que f(A4) = B.
Definicién 1.8 La preimagen de Y C B es el conjunto f~1(Y)={a € A: f(a) €Y} C A.

Definicién 1.9 Diremos que una funcion es

1. Inyectiva si para todo b € B, el conjunto f~1(b) tiene un tnico elemento. Esto equivale a decir que si

a#ad = f(a)# f(d).
2. Sobreyectiva si f(A) = B. Esto equivale a decir que para todo b € B, existe a € A tal que f(a) =b.

3. Biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
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Ejemplo 1.11 Sean A= B =R y f : R — R tal que (z,y) € f si y solo si y = x°. Esto es, la funcion f es

tal que f(z) = z%. En este caso, tenemos que la imagen de f es R>q, es decir, los reales mayores o iguales que

0. Ademds, dado y € R, es claro que existen dnicamente dos elementos x, —x tales que (x,y),(—x,y) € [ pues
2 2

z? = (—x)°.

Concluimos que la funcion f no es inyectiva ni sobreyectiva.
Ejemplo 1.12 Sea A =R y B = Z. Definimos la funcién parte entera o funcién suelo como
f:R = Z tal que f(x) = |z| =maz{n € Z:n < x}.

Es claro que la funcidn es sobreyectiva pues para todo entero m, tenemos que f(m) = m, es decir, la imagen
de f es todo el conjunto Z. Ademds, f no es inyectiva pues para todos x,y € R tales que m —1 <z <y <m
con m € Z, tenemos que f(x) = f(y), es decir, m tiene al menos dos preimdgenes.

Ejemplo 1.13 Sea p: R xR — R la funcién definida como p(x,y) = x. Es claro que la imagen de p es R por
lo que p es sobreyectiva pero no es inyectiva pues p(x,y) = p(x,y’) para cualquier y,y’ € R.

Ejemplo 1.14 Sean A y B dos conjuntos tales que A C B e i : A — B la funcién definida como i(a) = a.
Entonces esta funcion es inyectiva pero si A # B, no es sobreyectiva.

Ejemplo 1.15 Dada una funcion f: A — B, definimos la relacidn de equivalencia ~¢ como a ~; b < f(a) =
f(b). Tenemos que [a] = {z € A: f(z) = f(a)}, por lo tanto, la funcién f : A/ ~r— f(A) tal que f([a]) = f(a)
es inyectiva pues representantes de clases de equivalencia distintas tienen imdgenes distintas y es sobreyectiva
trivialmente.

Ejemplo 1.16 Las funciones siguientes son todas biyectivas.
v f:7 — Z definida por f(n) =n+1
s f:R—=R/f(z) =2
- fiR* S R/f(2) = log(x)
v idy A — Alida(z) = 2.

Definicién 1.10 Dada una funcion f : A — B y un conjunto C C A, se llama restriccion de f a C a
la funcion g : C — B tal que g(x) = f(x) para todo x € C. Decimos que [ es una extension de g en A.
Denotamos g = f|c.

Definicién 1.11 Una funcion a : N — A se llama sucesion de elementos de A. Llamamos elemento de
la sucesion a cada a(i). Generalmente denotamos a; = a(i) y le llamamos sucesion al conjunto {a;}ien.

Definicién 1.12 Dadas dos funciones f : A — B y g : B — C, llamaremos composicion de fy g a la
funcion h: A — C tal que para todo a € A h(a) = g(f(a)). Notamos a esta funcion go f.

Es necesario que el codominio de f esté contenido en el dominio de g para poder defnir g o f por lo que
puede estar definida esta ultima pero no f o g. Si tenemos que f: A — A,g: A — A, entonces estdn defnindas
fogy go f pero no necesariamente son iguales.

Observar que para toda funcién f : A — B, se cumple que idg o f = foidy = f, donde ida e idp son las
funciones identidad en los conjuntos A y B respectivamente.
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Proposicién 1.3 Se cumple que si f y g son inyectivas (sobreyectivas), entonces go f es inyectiva (sobreyec-
tiva,).

Teorema 1.1 Una funcion f : A — B con dominio A no vacio es inyectiva si y solo si existe una funcion
g:B— Atal que go f=1idy

Demostracién: ( = ) Sea f : A — B una funcién inyectiva, entonces para todo b € B, se tiene que
#f71(b) <1, es decir, b tiene a lo sumo una preimagen. Definimos la funcién g : B — A de la siguiente forma

» Si f71(b) # 0, entonces g(b) = a donde a es la tinica preimagen de b por f.

» Si f71(b) = ), consideramos x € A cualquiera, que sabemos que existe pues A no es vacfo y definimos
g(b) = .

Se cumple entonces que go f =1id4.

(<= )Sea f: A— B tal que existe g : B — A tal que go f = id4. Sean a,a’ € A tales que f(a) = f(a’).
Aplicando g a ambos lados, obtenemos g(f(a)) = g(f(a’)), lo que implica (g o f)(a) = (g o f)(a’). Dado que
go f es la identidad en A, esto se simplifica a id4(a) = ida(a’), concluyendo en a = a’. Por lo tanto, hemos
demostrado que f es una funcién inyectiva.

Llamamos inversa izquierda de f a la funcion g definida en el teorema anterior.

Proposicién 1.4 Sean h,h' : C — A dos funciones. Si f : A — B es inyectiva y foh = foh', entonces h = h'
Demostracién: Si A no es vacio, sabemos que existe la inversa izquierda de f que llamamos g, entonces
foh=foh = go(foh)=go(foh') = (gof)oh=(gof)oh' = idaoh=1idsoh’ = h=1H
Ademés, si A =0, como h: C — A, se tiene que C = ()

Proposicién 1.5 Si f : A — B cumple que para todas h,h/ foh = foh' implica h = h/, entonces f es
myectiva.

Demostracién: Supongamos que f no es inyectiva y sean x,2’ € A,z # ' tales que f(x) = f(2). Sea
C = {c} y definimos las funciones h,h’ : C'— A tal que h(c) = x y h'(c) = «’. Entonces es claro que h # h'. Sin
embargo, (f o h)(c) = f(h(c)) = f(z) = f(z') = f(W(c)) = (f o h')(c), es decir foh = foh/,lo que contradice
la hipdtesis. Luego, f es inyectiva.

Teorema 1.2 Una funcion f: A — B es sobreyectiva si y solo si existe g : B — A tal que fog=idg.

Demostraciéon: ( = ) Sea f : A — A una funcién sobreyectiva, entonces, para todo b € B, tenemos que
f71(b) # 0. Definimos la funcién g : B — A como g(b) = a donde a € f~1(b). Claramente, esto implica que
(f og)(b) = b para todo b € B, es decir, fog=1idp.

(<= )Sea f: A— B tal que existe g : B — A tal que fog =idg y sea b € B, entonces b = idg(b) =
(fog)(b) = f(g(b)). Esto implica que existe un elemento a = g(b) € A tal que f(a) = b. Por lo tanto, f es
sobreyectiva.

Llamamos inversa derecha de f a la funcién g definida en el teorema anterior.

Proposicién 1.6 Si f : A — B es sobreyectiva, se cumple que para todo par de funciones h,h' : B — C
ho f=n o f implica que h = h'.

La demostracién es similar a la de la propiedad analoga para funciones inyectivas

Corolario 1.1 Una funcion f : A — B es biyectiva si y solo si existe g : B — A tal que go f = idy y
fog=1idg. En este caso, decimos que g es la inversa de f y notamos g = f~1.
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1.3. Polinomios.

Definicién 1.13 Un polinomio es una funcion de la forma

n
p(x) = ant” + an_12" '+ a1z +ag = Zaixi
=0

El grado de un polinomio es la potencia mds grande de x en esta expresion, es decir, si a, # 0, entonces el
grado de p es n y notamos gr(p) = n.

En nuestro curso, consideraremos a; € R, Vi =0, ..., n.

Ejemplo 1.17 Los polinomios p(x) = 42® — 32% + 2 y q(x) = 22 — 5 tienen grados 3 y 1 respectivamente.
Ademds, las funciones constantes f(x) = k, Va son polinomios de grado 0 pues el unico coeficiente no nulo
€es agp-

Ejemplo 1.18 EIl polinomio nulo es el polinomio cuyos coeficientes son todos nulos. A éste se le asigna por
convencion grado igual a —oo.

Ejemplo 1.19 Las funciones f(z) = x> + 2% y g(z) = 22° + = 4+ 1/ no son polinomios pues las potencias
de x deben ser naturales.

Definimos la suma y el producto de polinomios de la siguiente manera:

(ap+ a1z + ...+ anx"”)+ (bo+ bz + ...+ bp2"™) = (ao + bo) + (a1 + b1)z + ... + (an + by)z",

En notacién compacta:
n

D (aia') + ) (bia') = (ai + by,
=0

=0 i=0

Es decir, la suma de polinomios se obtiene sumando los términos del mismo grado.

(ao + alxr + e + (lnd?n) . (bo + bllL' + e + bml'm) = (aobo) + (a0b1 + albo)m + (a0b2 + a1b1 + agbo)l'z + e

n m m—+n
Z(aixi) . Z(bzzz) = Z Z (ajbk)xi.
=0 =0 i=0 j+k=i

Se verifican ademads las siguientes propiedades para todo polinomio con coeficientes reales p y g¢:
L gr(p+q) < max(gr(p), gr(q))-
2. gr(p-q) = gr(p) +er(q).
Definicién 1.14 Sea p(z) = 2™ + ap_12" " + ... + a2 + ag. Decimos que o es una raiz del polinomio p si
pla) = apa™ + 10" P+ . +aja+ag=0

Grdficamente, las raices de un polinomio identifican las intersecciones de la grifica del polinomio con el eje
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Teorema 1.3 Sip es un polinomio de grado n > 1, entonces p tiene a lo sumo n raices en R.

Proposicién 1.7 Sip es un polinomio de gradon > 1 y a es un raiz de p, entonces existe un inico polinomio
q de grado n — 1 tal que

p(z) = (z — a)q(x)

Ejemplo 1.20 Sea p(x) = 22 — 5x + 6, entonces tenemos que gr(p) = 2. Las raices de este polinomio son las
soluciones de la ecuacién x? — 5x + 6 = 0 que sabemos que son

5+25-46 b5+1
xr = =
2 2

Por lo tanto, las raices del polinomio son a; = 3, ag = 2 y el polinomio p puede escribirse como p(x) =
(x —2)(x —3).

Ejemplo 1.21 Sea p(z) = 23 —8, entonces p es un polinomio de grado 3. Ademds, p(2) = 22 —8 = 0, por lo que
2 es raiz de p. Utilizando la proposicion, sabemos que existe un unico polinomio q tal que p(x) = (x — 2)q(x).
Este polinomio es q(z) = x? + 2x + 4 que no tiene raices reales. Por lo tanto, no podemos descomponer mds a
p y tenemos

p(z) = (x — 2)(z? + 22 + 4)

1.4. Practico 0.

Practico 0.
Conjuntos, Relaciones de equivalencia, funciones y polinomios.

Ejercicios recomendados: Todos los ejercicios del practico.

1.4.1. Conjuntos.

1. Sean los conjuntos

w A={e,s,t,d,i,a,r}.
= B={m,a,t,e,m,a,t,i,ca,s}.
» C = {e, s}

= D={f,a,s,¢i,n,a,n,t e}

1.1 Describa los conjuntos AUB, AUD, ANB, AN D.
1.2 Compruebe que C es subconjunto de A, By D.

1.3 Demuestre que AND C BN D.

1.4 Compruebe que A\ D = A\ B.

1.5 Demuestre que {f,r,a,n,c,e,s} C AUD.

1.6 Compruebe que {t,i,a} es subconjunto de A, By D.

2. Sean los conjuntos A = {0,1}, B = {1,0}, C = {0,{1}}, D = {{0},1}, E = {{0},{0,1}} y F =
{{0},{1,0}}. Manifieste y justifique si las siguientes expresiones son correctas.
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21 ACB.

22 A=B.

23 AcC.

24 ACD.

2.5 A=D.

26 ECF.

27 FCFE.

28 A€ E.

29 ACE.

2.10 AnB = A.
2.11 ENF ={1,0}.
212 EUF ={0} UA.
2.13 BCF.

. Sea A ={0,{0}} (0 es el conjunto vacio). Manifieste y justifique si las siguientes expresiones son correctas.

2.1 A es el conjunto vacio.
22 pcC A

23 0 e A

2.4 {0} € A.

2.5 {0} C A.

2.6 An{0} = {0}.

2.7 An0=0.

2.8 Au{n} = A.

2.9 An{0} =0.

. Sea A={zy| z,y € N}. Demuestre que A = N.

. Sean A, B y C tres conjuntos tales que A C B C C C A. Demuestre que A = B = C. Mas atn, si

Ay, As, -+, A, son n conjuntos tales que
AiCAyC---CA,CA

pruebe que A1 = Ay =--- = A,.

. Sean A, B, C tres conjuntos cualesquiera. Demuestre las leyes de Morgan

6.1 C\ (AUB) = (C\ A)U(C\ B).
6.2 C\ (ANB) = (C\ A)N(C\ B).

. Dé una interpretacién geométrica de los conjuntos R x R=R? y R x R x R = R?.

. En el plano R? describa geométricamente el conjunto N x N. Haga lo mismo con el conjunto Z x Z.
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1.4.2. Relaciones de Equivalencia.

9. Considere la relaciéon ~ en el conjunto Z definida por
z~y< dkeZtal que x —y = 3k.

Demuestre que ~ es una relacién de equivalencia y que el conjunto cociente Z/ ~ esté formado por las
clases de equivalencia [0], [1], [2].

10. Sea X el conjunto de todas las rectas en el plano. En X defina la relacién ~ como

a) x ~ y si z es paralela a y.
b) z ~ y si x es perpendicular a y.
Asuma que toda recta es paralela a s{ misma. Demuestre entonces que la relacién en (a) es una relacién

de equivalencia. Describa las clases de equivalencia generadas. {Es la relacién definida en (b) una relacién
de equivalencia?

1.4.3. Funciones.

11. Se dice que la funcién f : R — R es lineal si f(cx; + x2) = cf(x1) + f(22), en donde ¢1,z1, 22 € R.
Determine cuéles de las siguientes funciones son lineales:

12. Demuestre que la funcién f : A — B es una biyeccién si, y sélo si cumple la siguiente propiedad: dado
b € B el conjunto f~1(b) C A consta de un solo elemento.

13. Sean f: A— By g: B — C dos funciones. Demuestre que

a) Si f y g son inyectivas entonces g o f es inyectiva.
b) Si f y g son sobreyectivas entonces g o f es sobreyectiva.
¢) Si f y g son biyectivas entonces g o f es biyectiva.

1

14. Hallar (fo fo f)(z), si f: R\ {1} — R definida por f = T2

15. Sea f: A — B una funcién de A en B y sean X; y X5 subconjutnos de A. Demuestre que
b) Si f(X1NXa) C f(X1)N f(X2)
¢) Compruebe que f(X1 N Xo) = f(X1)N f(X2) si, y s6lo si f es inyectiva.
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1.4
16

17.

18.
19.
20.

20.

21.

1.4

.4. Polinomios.
. Hallar p(—1),p(0),p(2) y p(1 —t), si p(z) = 2® — 622 + 112 — 6.

Dados los polinomios p(z) = 2® + 622 — 2 + 1 y ¢(z) = 2? — 3z — 4, deteminar el polinomio (p(z) +

q(2))(p(z) — q()).
Determinar el polinomio de tercer grado que verifica p(—1) = p(2) = p(—3) v p(—2) = 16.
Sea p(z) = 223 — 32% + % Dado que p (%) = 0, determinar las restantes raices.

Encontrar los valores de a,b,c € R tales que el polinomio p(x) = (a + b)z? + (a — b)z + ¢ satisface las
condiciones:

» p(x) = p(—x) para todo x € R.
= p(l) =2

Demuestre que si p(z) = azx? + a1z + ag satisface la condicién p(x) = 0 para todo z € R, entonces
a2 = a1 = ag = 0.

Demuestre que si p(z) = agz? + a1x + ag satisface la condicién p(x;) = 0 para z; € {—1,1,0},entonces
as = a1 = ag = 0. Generalizar este resultado para un polinomio de grado n.

.5. Solucion Practico 0.

Conjuntos.

1

. Recordar las siguientes definiciones:

AUB={z:2€ Aoxec B}.

ANB={xz:x€Ayuxzc B}
A\B={x € A:z ¢ B}.
ACB&Vre A= zeb.

a. AUB = {e,s,t,u,d,i,a,r,m,c}.
AUD ={e, s, t,u,d,i,a,r f,c,n}.
ANB={e,s,t,i,a}.
AND ={e,s,t,i,a}.
b. Es claro pues los elementos e, s pertenecen a los conjuntos A, By D.
c. Tenemos que BND = {a,t,e,i,¢,s} = {e,s,t,i,a}U{c} = (AND)U{c}. Por lo tanto, AND C BND.
d. A\D={d,r} =A\B.
e. Por la parte 1. tenemos que {f,r,a,n,c,e,s} C {f,r,a,n,c,e,s,u,d,n} = AUD.
a. Verdadero. Ambos elementos de A pertenecen al conjunto B.

b. Verdadero. Los conjuntos tienen los mismos elementos.

c. Falso. El elemento 1 estd en el conjunto A pero no en C.
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d. Falso. El elemento 0 pertenece al conjunto A pero no al conjunto D.

®

Falso. Por la parte anterior, tenemos que A no estd contenido en D, en particular, no pueden ser
iguales.

Verdadero. Ambos elementos de E, {0} y {0, 1}, pertenecen al conjunto F'.
Verdadero.

Verdadero.

Falso. El elemento 1 pertenece al conjunto A pero no al conjunto F.

B

—-

Verdadero. Los conjuntos son iguales asi que su interseccién es el mismo conjunto.
Falso. E = F por lo tanto ENF = F.

Falso. El conjunto {0} U A= {0} U{0,1} ={0,1}.

Falso. Por la misma razén que la parte i.

B — = <

Falso. A contiene dos elementos: el conjunto vacio y un conjunto que contiene al conjunto vacio.
Verdadero. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.

Verdadero. El conjunto vacio es un elemento de A.

Verdadero. {0} es uno de los elementos de A.

Verdadero. El conjunto {f} contiene a uno de los elementos de A.

Verdadero.

Verdadero. Esto es cierto para cualquier conjunto A.

PR -0 &0 o9

Verdadero. El conjunto vacio ya estd en A.
Falso.

—-

4. Para demostrar esta igualdad, demostremos ambas inclusiones, es decir, A C Ny N C A.

- ACN: Sea a € A, entonces existen x,y € N tales que a = xy. Sabemos que el producto de niimeros
naturales es natural, por lo que a € N. Como el elemento a era genérico, tenemos que Va € A = a € N
y concluimos que A C N.

- N C A: Sean € N, tenemos que n = n,1. Es decir, encontramos dos naturales x = n,y = 1 tales que
n = xy y por lo tanto n € A.

5. Sean A, B,C conjuntos tales que A C B C C. Como A C By B C C, para probar las igualdades solo
falta probar las otras inclusiones. Es decir, alcanza probar que B C Ay C' C B.
Consideramos un elemento = € B. Como B C C, sabemos que z € C. Ademéas, C' C A y por lo tanto
x € A. Como z es un elemento genérico, tenemos que todo elemento de B pertenece a A y concluimos que
BCA = A=B.
Por otro lado, sea y € C. Como C' C A, sabemos que y € A. Ademas, A C B, por lo que y € B y tenemos
que C C B = B = (' y conseguimos la triple igualdad.

La generalizacién de esto se muestra de forma andloga.

6. a. Seaz € C\(AUB). Tenemos, por definicién de diferencia de conjuntos, que x € C'y z ¢ (AUB) &
reCie¢ Ayx ¢ BoreC\Ayx e C\B < e (C\A)U(C\B). Donde utilizamos la definicién
de unién e interseccién de conjuntos. Probamos entonces que C'\ (AU B) C (C\ A)N(C\ B). La
otra inclusién es andloga.

b. Sea z € C'\ (AN B). Nuevamente, por definicién de diferencia de conjuntos, se cumple que = € C
vr¢ ANBerzeCyrxdgAor¢Beorec(C\A)oxe(C\B)esze(C\AU(C\B).
Probamos entonces que C'\ (AN B) C (C\ A)U (C \ B). La otra inclusién es andloga.
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Relaciones de Equivalencia.

9. Recordar que una relacion R sobre un conjunto X es de equivalencia si verifica las siguientes propiedades

i. Reflexiva: para todo = € X, se cumple que zRz.
ii. Simétrica: para todos z,y € X, si xRy entonces yRz.
iii. Transitiva: para todos z,y,z € X, si zRy e yRz entonces xRz

Supongamos ahora que X = Z y z ~ y < Jk € Z tal que x — y = 3k. Veamos que la relaciéon es de
equivalencia.

Reflexiva: sea x € Z, entonces © — x = 0 = 3,0 y por lo tanto = ~ x.

Simétrica: sean x,y € Z tales que x ~ y, esto significa que Ik € Z tal que x — y = 3k. Entonces
y—x=—3k=3(—k) =3k, donde ¥’ = —k € Z, y concluimos que y ~ x.

Transitiva: sean x,y,z € Z tales que x ~ y e y ~ z, esto significa que existen ki, ky € Z tales que
x—y =23k ey—z =3k Entonces z —z =z —y+y — 2z = 3k; — 3ka = 3(k1 + k2) = 3k donde
k = k1 + ko. Por lo tanto, x ~ z.

Finalmente, observamos que cualquier multiplo de 3 estard en la clase de equivalencia del 0, cualquier
nimero de la forma 3n + 1 estard en la clase de 1 y cualquier nimero de la forma 3n + 2 estard en la clase
de 2. Es decir, las clases de equivalencia son los posibles restos de dividir entre 3.

10. a. Recordar que dos rectas en el plano son paralelas si tienen la misma pendiente. Veamos que la relacién
cumple las tres propiedades.

- Reflexiva: es claro que una recta es paralela a si misma, por lo que esta propiedad se verifica
trivialmente.

- Simétrica: dadas dos rectas r y s, si r es paralela a s entonces s es paralela a 7.

- Transitiva: sean r, s,t tres rectas tales que r es paralela a s y s es paralela a t. Entonces r es
paralela a t.

Observar que para cada pendiente, tenemos una recta que pasa por el origen y tiene esa pendiente.
Por lo que podemos pensar al conjunto cociente como el de todas las rectas por el origen.

b. No es una relacién de equivalencia. Es claro que una recta no es perpendicular a si misma por lo
que no se cumple la propiedad reflexiva. Ademads si consideramos r,s,t tres rectas tales que r es
perpendicular a s y s perpendicular a t, tenemos que r es paralela a t.

Funciones.
11. a) f(x) = x es una funcién lineal. Para probar esto consideremos ¢y, x1,z2 € Ry calculemos f(cix1+x2):
flerz + x3) = crmy + 22 = e1 f(21) + f(22)
b) f(z) = 322 no es una funcién lineal. Sean c;, 71,72 € R, entonces
flerzr + x2) = 3(cry + 1) = 3(6%33? 4+ 2c1z1T9 + x%) #

1323 + 223 = c1 f (1) + f(22)
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c)

)
)

f)

f(x) = 2+ 1 no es una funcién lineal. Sean c1, z1, 22 € R, entonces

flazi+z) =czi1+x2+1#c(z1+1)+ (z2+1) =1 f(z1) + fz2)

f(z) = 22% + 1 no es lineal.

f(x) = mx donde m es una constante es una funcién lineal. Sean ¢y, x1, 22 € R, entonces
flarzr + x2) = m(ciz1 + x2) = cimay + mag = 1 f(z1) + f(22)

f(z) = mx + k donde m y k son constantes no es una funcion lineal si k # 0.

12. Sea f : A — B una funcién biyectiva y sea b € B. Como f es sobreyectiva, sabemos que el elemento b
tiene al menos una preimagen, es decir, el conjunto f~1(b) = {a € A : f(a) = b} es no vacio. Ademas, por
ser f inyectiva, este conjunto tiene un solo elemento.

Reciprocamente, si f~!(b) tiene un solo elemento, sabemos que b tiene preimagen, para cualquier b € B
por lo que f es sobreyectiva y ademads esta preimagen es tnica por lo que es inyectiva.

13. Sean f: A— By g: B — C dos funciones.

a)

b)

c)

Sean z,y € A tales que (go f)(z) = (g o f)(y), entonces g(f(z)) = g(f(y)). Como g es una funcién
inyectiva, tenemos que f(z) = f(y). Ademds, como f es inyectiva, concluimos que x = y y por lo
tanto g o f es una funcién inyectiva.

Sea z € C' cualquiera. Como g : B — C' es sobrectiva, sabemos que existe un elemento y € B tal que
9(y) = z. Ademds, como f es sobreyectiva, sabemos que existe un elemento x € A tal que f(z) = y.
Por lo tanto, tenemos que (g o f)(x) = g(f(z)) = g(y) = z y concluimos que g o f es una funcién
sobreyectiva.

Juntando las partes anteriores, se desprende esta.

14. Sea f: A — B una funcién de A en B y sean X; y X5 subconjutnos de A.

a)

Para probar que f(X; U X2) = f(X1) U f(X2) podemos probar ambas inclusiones.

Consideremos un elemento y € f(X; U X5). Tenemos que existe x € X; U Xo tal que f(z) = y.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que € X; y en este caso, tenemos que y = f(z) €
f(X1) C f(X1) U f(X2). Es decir, f(X1UXs) C f(X1)U f(X2).

Sea ahora y € f(X1)U f(X32), sin pérdida de generalidad, podemos suponer que y € f(X;). En
este caso, sabemos que existe x € X; tal que f(z) = y. Como z € X; C X; U X5, tenemos que
y € f(X1UX3) y por lo tanto, f(X1)U f(X2) C f(X1 U X2).

Sea y € f(X1 N X3), entonces existe x € X7 N X, tal que f(x) = y. Como = € X; N X5, entonces
z € X1y x € Xo. Por lo tanto, y € f(X1) e y € f(X2), es decir, y € f(X1) N f(X2).

Supongamos que f es una funcién inyectiva. Tenemos que probar que f(X1)N f(X2) C f(X1 N X2).
Seay € f(X1)Nf(X2). Entonces existen z1 € X y 29 € X tales que f(z1) =y y f(x2) =y. Como f
es inyectiva, tenemos que x1 = 2, en particular x; € X1 N Xy y por lo tanto y = f(z1) € f(X1NX4).

Reciprocamente, sea f una funcién que cumple f(X; N X3) = f(X1) N f(X2) y sean x1, x4 tales que

f(z1) = f(x2). Entonces, tenemos que f({z1}) N f({z2}) = f{z1}) C f({z1} N {z2}) y concluimos
que x; = x2 pues en otro caso, la Ultima intersecciéon seria vacia.
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Polinomios.
16. = p(—1) =
p(=1) = (1) = 6(=1)* +11(~1) = 6
=—-1-6-11-6
=24,
= p(0) =
p(0) = 0° — 6(0)% 4+ 11(0) — 6
=0-0+0-6
= —6.
» p(2) =
p(2) =2° —6(2)? +11(2) — 6
=8-244+22-6
=0.
» p(l—t)=

p(1—t)=(1—t)3—6(1—-t)2+11(1—1t) -6
=(1—=3t+3t* 1) —6(1 -2t +t*)+11(1 —t) -6
=1-3t+3t>—t* -6+ 12t — 61> + 11 — 11t — 6
=3 —3t2 - 2t.

17. Comencemos encontrando p(z) + q(z) y p(z) — q(z):

p(z) +q(z) = (2® +62% —x + 1) + (2% — 3z — 4)
=23 4+622—zx+14+22—3z—14
=23+ 72% — 42 — 3.

p(z) — q(z) = (2® +62% —x +1) — (2% — 32 — 4)
=2t +622—x+1—2>+3x+4
=23 4+ 522 + 22 + 5.

Ahora, multipliquemos estos dos polinomios para obtener (p(x) 4 ¢(x))(p(x) — g(x)):

(p(z) + q(z))(p(x) — q(x))
= (2% 4+ 72 — 4o — 3)(2® + 522 + 22 + 5)
=28 4+ 122° + 332* — 423 + 1222 — 262 — 15.

18. p(x) =4(x + 1)(z — 2)(x + 3).
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19. Notamos que p (%) = 0 implica que x = % es una raiz de p(x). Utilizando la divisién sintética o el método
)

de factorizacién, podemos factorizar p(z) en la forma (z — 1)(...) para encontrar las raices restantes.

Realicemos la factorizacion:

1
px) = 203 — 322 + 3

(x;>@ﬁ2xn.

Ahora, igualamos el segundo factor a cero para encontrar las restantes raices:

202 -2z —-1=0
) 1

—z— - =0.
X X B)

Resolvemos esta ecuacién cuadratica utilizando la férmula general:

—b+ Vb% —4ac
rT= """
2a

En este caso,a=1,b= -1,y c= —%. Sustituimos estos valores en la férmulas:

14 /(-1)2 - 4(1)(-1)

Simplificamos:
1+£vV1+2 1+V3
x = = .
2 2
Por lo tanto, las raices restantes son z = 1+2\/§’ yx= 1*2\/5

20. a=b=1yc=0.



CAPITULO 2

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES.

Las ecuaciones lineales son fundamentales en muchas areas de la ingenieria, desde la mecdnica hasta la
electronica y la programacién. Estas ecuaciones describen relaciones lineales entre variables, lo que significa que
el valor de una variable es una combinacion lineal de otras variables. Por ejemplo, en una ecuacién lineal simple
como 3x + 6y = 10, el valor de = es una combinacién lineal de y.

Sin embargo, en muchos casos, una sola ecuacién lineal no es suficiente para describir una situacién real. En
cambio, se necesitan miiltiples ecuaciones lineales para describir un problema con precisién. Cuando se tienen
varias ecuaciones lineales con multiples variables, se utilizan los sistemas de ecuaciones lineales para resolver el
problema.

Los sistemas de ecuaciones lineales son conjuntos de ecuaciones lineales que se utilizan para describir una
situacion real. Los estudiantes de ingenieria deben estar familiarizados con el proceso de solucién de sistemas
de ecuaciones lineales para poder resolver problemas en sus respectivos campos. Por ejemplo, en la ingenieria
eléctrica, los sistemas de ecuaciones lineales se utilizan para modelar circuitos complejos. En la ingenieria
mecanica, los sistemas de ecuaciones lineales se utilizan para resolver problemas de movimiento y vibracién en
estructuras.

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales, se utilizan técnicas y herramientas matematicas, como la
eliminacién Gaussiana y la matriz de coeficientes. El objetivo de este capitulo es tener una comprensién sélida
de estas técnicas y herramientas.

Definicién 2.1 Se llama ecuacidn lineal en las incégnitas (o indetermindas) x1, 2, - , &, a una ecuacion
de la forma

ai1ry + asxe + -+ apx, =0

donde a1, as, - - a,,b son numeros reales dados.

» El ndmero a; que multiplica a la incégnita x; (j = 1,--- ,n) se llama coeficiente de la incégnita corres-
pondiente.

28
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= El nimero b se llama término independiente de la ecuaciéon. Si b = 0 se dice que la ecuacion es
homogénea. En caso contrario, se dice que no es homogénea.

= Existe una notacién més compacta para representar la misma ecuacién lineal
n
E ajxj =b.
=1

= En el caso de una ecuacion lineal con dos incégnitas, se usan tradicionalmente las letras x e y para denotar
éstas. En el caso de tres incognitas, se usan también x,y, z.

= Las potencias de las incégnitas son siempre menores o iguales que uno.

Ejemplo 2.1 Las ecuaciones 3x1+2x2 =0 y V2 4 229 = % son ecuaciones lineales en las incdgnitas x1,xs.
La primera de ellas homogénea y la segunda no homogénea. Mientras que la ecuacion 3x3 + 2x5 = 1 no es una
ecuacion lineal.

Definicién 2.2 Se dice que 1 = a1, 29 = Qg,-*+ , &, = @ (donde ay, g, -,y son ndmeros reales determi-
nados) es solucion de la ecuacion aixi+asxo+---+anx, =b, si estos valores de la incdgnitas satisfacen la
ecuacion, en el sentido de que sustituyendo estos valores en ella, la misma se reduce a una identidad, es decir,
St

araq + asas + azasg + - - - apay, = b.

A la solucién 1 = a1, 22 = aig, -+ - , T, = @, de la ecuacién aix1 + asws + - - -+ a,x, = b, la representaremos
con la n-upla ordenada (g, aq, -+ , ). Al conjunto de todas las soluciones de la ecuacién aix; + agxs + -+ - +
anxy, = b le llamaremos conjunto solucion.

Por ejemplo, para la ecuacién 3x; = 6 se tiene que x = 2 es solucién, ya que 3(2) = 6. Asi como para la
ecuacién x1 + 3x2 = 4 se tiene que x1 = 1,20 = 1 y 1 = 4,29 = 0 son soluciones. En este caso diremos que la
2-upla (1,1) y la 2-upla (4, 0) son soluciones de la ecuacién z1 +3z2 = 4. El conjunto solucién de dicha ecuacién
viene dado por

{(4—=3x,z): = €R}

Ejemplo 2.2 FEcuacion lineal con una incognita.
Para la ecuacion lineal ax = b, donde a y b son nimeros reales y x es la incognita, se presentan los siguientes
casos:

1. Si a es diferente de cero (a # 0), entonces la dnica solucion de la ecuacion es x = b/a.

2. Sia es igual a cero (a =0), se distinguen dos casos adicionales segin los valores de b:

= Sib es igual a cero (b = 0), cualquier nimero real satisface la ecuacion Ox = 0. En este caso, el
conjunto solucidn de la ecuacion es R (el conjunto de todos los nimeros reales).

= Sib es diferente de cero (b # 0), no hay nidmeros reales que satisfagan la ecuacion Ox = b. En este
caso, el conjunto solucion de la ecuacion es vacio.
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Definicién 2.3 Un sistema S de m ecuaciones lineales con n incdognitas x1,xs, -+ ,T,, se define como un
conjunto de ecuaciones de la forma:

a1171 + a1oTa + -+ a1, = by
a2121 + a2%g + -+ asp®, = b

S f—
11 + Qa2+ + Amn®n = bn

los coeficientes a;; y los términos independientes b; con 0 < i <m y 0 < j < n, son nimeros reales conocidos.

El sistema anterior también puede escribirse en forma compacta como
n
> agz;=bii=1,-,m.
Jj=1

Definicién 2.4 Un sistema S de m ecuaciones lineales con n incdgnitas xi,To, - , Ty, Se denomina ho-
mogéneo si tiene la forma:

1171 + a12%2 + -+ + A1pTy 0
a2171 + agexe + - +aspr, = 0

S pr—
Am1T1 + QmaZ2 + - + GmnTn = 0

donde los coeficientes a;;, con 0 <i <m y 0 < j < n son nimeros reales conocidos.

Una solucién del sistema S es una n-upla (aj,as, -+ ,@,) de nimeros reales tales que si se sustituye
1 = Q1,Ty = Qg,- -+, T, = Qy, se verifican simultdneamente las m ecuaciones. Al conjunto solucién del
sistema S se le denota Sol(S), y se refiere al conjunto de todas las soluciones de S. Resolver un sistema es
determinar su conjunto solucién. Si el sistema S es homogeneo, siempre posee al menos la solucién trivial o nula
1 =0,20=0,---,z, =0.

Ejemplo 2.3 Consideremos el sistema de ecuaciones lineales:

T, +4x9 + 323 =
1 — 31‘2 — 21‘3
2x1 + bxo + 43

Para determinar si la 3-upla (3,—2,2) es una solucidn de este sistema, sustituimos x1 =3, o = —2 y x3 = 2
en las ecuaciones:
3+4(-2)+3(2) =1
3—-3(-2)—-2(12) = 5.
23)+5(—2)+4(2) = 4

Al realizar las operaciones, vemos que se cumplen simultdneamente las tres ecuaciones, por lo que la 3-upla
(3,—2,2) es una solucion del sistema.
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Sin embargo, al evaluar la 3-upla (3,2, —2) en las ecuaciones del sistema, obtenemos:

34+4(2)+3(-2) = 5#1
3-3(2)—2(-2) = 1#5.
23) +5(2) +4(-2) = 8#£4

Claramente, la 3-upla (3,2, —2) no es una solucion del sistema.

Es importante destacar que las 3-uplas (3,—2,2) y (3,2, —2) estdn formadas por los mismos nimeros, pero
la primera pertenece al conjunto solucion del sistema mientras que la seqgunda no. Esto ilustra que las 3-uplas
mencionadas en la definicion del conjunto solucion de un sistema son uplas ordenadas. Por lo tanto, al describir
una 3-upla solucion, convenimos que su primera entrada corresponde al valor que debe tomar la incégnita x1,
la sequnda entrada corresponde al valor que debe tomar la incognita xo, y asi sucesivamente.

2.1. Clasificaciéon de sistemas lineales.

I. Segun el nimero de ecuaciones e incognitas del sistema, se clasifica en sistema cuadrado si m = n, es
decir, si tiene el mismo numero de ecuaciones que de incdégnitas. Si m # n, se clasifica como sistema
rectangular. En este tltimo caso, si el sistema tiene mds ecuaciones que incégnitas (m > n) se denomina
sobredeterminado. Si por el contrario, si tiene menos ecuaciones que incégnitas (m < n), se denomina
subdeterminado.

Ejemplo 2.4 El sistema

T, +4r9 +3x3 = 1
T — 31‘2 — 21‘3 = 5
2I1 —|— 5562 —|— 41‘3 = 4
es un sistema cuadrado de 3 ecuaciones y 3 incognitas. En cambio, el sistema
xr1 + 2o + 3563 = 0
T —3rx9—2x3 = D

es un sistema rectangular subdeterminado de 2 ecuaciones y 3 incognitas. Por wultimo, el sistema

1+ 5y = 2
9.231 — Sl‘g =
X1 +5172 = 5

es un sistema rectangular sobredeterminado.

IT. Seguin la cardinalidad del conjunto solucién. Un sistema con al menos una solucién se denomina sistema
compatible o consistente. Si la solucién es tnica, se lo denomina sistema compatible determinado.
Si existe méas de una solucién se lo llama sistema compatible indeterminado. Un sistema sin solucién
se llama sistema incompatible o inconsistente.

Ejemplo 2.5 Una ecuacion lineal ax+by = ¢, con dos incognitas x ey, es posible interpretarla geométricamente
como la ecuacion cartesiana de una recta en el plano (R?) (los valores de a y b se suponen no simultaneamente
nulos). Entonces resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, es equivalente a considerar la posicion
relativa entre dos rectas en el plano. Para ello consideremos los siguientes casos:
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1. Si dos rectas tienen la misma pendiente, entonces son paralelas. Por ejemplo, las rectas —2x +y = 3 y
—2x +y =7 son paralelas porque ambas tienen una pendiente igual a 2, en este caso el sistema formado
por las mismas es incompatible, pues la cardinalidad del conjunto solucion es cero.

2x+y=7
3/-2x+y=3

g —2rx+y = 3'
—2z4+y = T

2. Si dos rectas tienen pendientes diferentes, entonces son secantes. Por ejemplo, las rectas —2x +y =3 y

3z 4+ y = 5 son secantes, en este caso el sistema determinado por las mismas es compatible determinado,

la interseccion de las mismas es (2,%2).
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3x+y=5

(2/5,19/5)

2X+y=3

-28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12

I
v

—2x +y
3z +y

-10

-12

-14

-16

10

3. Si dos rectas tienen la misma ecuacion, entonces son coincidentes. Por ejemplo las rectas —2x +y = 3

y —4x 4+ 2y = 6 son coincidentes, en este caso el sistema determinado por las misma es compatible

indeterminado. El conjunto solucion se puede describir por

{(z,22 +3): x €R}.

12

14

16

18
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. 4AxX+2y=6
2x+y=3
3
2
1
-10 -9 -8 7 6 5 1 0 1 2 3 4 5 6

g —2x+y = 3
| 4z +2y = 6

Observacion 2.1 Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo siempre es compatible. Puede ser: compatible
determinado (la solucion trivial es la inica solucién) o compatible indeterminado (el conjunto solucion estd
formado por la solucién trivial y al menos una solucidn no trivial).

2.2. Sistemas equivalentes y transformaciones elementales.

Al estudiar sistemas de ecuaciones lineales, a menudo buscamos simplificarlos mediante transformaciones,
manteniendo asi su conjunto solucién pero presentandolos de forma mads sencilla. Para ello, introducimos el
concepto de sistemas equivalentes.

Definicién 2.5 Dos sistemas de ecuaciones lineales con el mismo conjunto de incdgnitas se denominan equi-
valentes si tienen el mismo conjunto solucion.

Dado un sistema de ecuaciones lineales por resolver, nuestro objetivo es transformarlo mediante operaciones
algebraicas en las ecuaciones que lo componen, con dos propésitos fundamentales en mente: obtener un sistema
mads simple que el dado inicialmente y asegurar que el sistema transformado tenga el mismo conjunto solucién que
el original, es decir, que ambos sistemas sean equivalentes. Consideremos los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales:

X1 —2x9 +3x3 =18 r1 —2x9 +3x3 =18
S, = —xr1 +3x9 =4 Sy = T2 +3r3 =14
2x1 —bdxo +bxz =17 2x3 = -5
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A simple vista, el sistema S presenta una estructura notablemente més simple, lo que facilita un cédlculo rapido
de su conjunto solucién. En contraste, el sistema S; no revela de manera inmediata cudl es su conjunto solucién.
No obstante, demostraremos mas adelante que estos dos sistemas son, en realidad, equivalentes. La estructura
peculiar de S5, donde cada ecuacién tiene exactamente una incognita mas que la siguiente, se asemeja a una
escalera. Por esta razén, diremos que Sy estd en una forma escalonada o escalerizado. Ademds, mediante
un proceso de sustitucion hacia atras, podemos determinar completamente el valor de todas las incognitas
en este caso. Al resolver la ultima ecuacién, obtenemos x3 = —5/2; luego sustituimos este valor en la segunda
ecuacién y encontramos que xo = 43/2. Finalmente, con los valores de x3 y x2 encontrados, regresamos a la
primera ecuacién y obtenemos x1 = 137/2. Por lo tanto, el conjunto solucién de Sy consta de una tinica 3-upla,
es decir,

Sol(Sa) = {(F2, 42, 157)}.

Ahora, nuestro propésito es definir operaciones algebraicas o transformaciones que nos permitan modificar
el sistema S7 y llevarlo a la forma escalonada del sistema Ss.

Definicién 2.6 Llamaremos transformaciones elementales a cualquiera de las siguientes operaciones efec-
tuadas en las ecuaciones de un sistema lineal con m ecuaciones y n incognitas:

1. Cambiar el orden de dos ecuaciones (permutar dos ecuaciones).

2. Multiplicar una o mds ecuaciones por una constante distinta de cero (cambio de escala de los coeficientes
de las ecuaciones).

3. Sumar (o restar) a una ecuacion particular el multiplo de otra ecuacidn del sistema.

Para representar cada ecuacién en un sistema de ecuaciones lineales, utilizaremos (de manera conveniente)
la letra E. De esta forma, para el sistema:

a1171 + a12T2 + - + 1Ty = by
a2171 + g2 + - + A2, Tn = by
S =
Am1%1 + 22 + -+ + AT = bm
Tendremos la siguiente correspondencia para 1 <1i < m:
E,
Es
S=9. Ei = anx1 + aipx2 + -+ + ainxn = b;.
En,

Por lo tanto, la notacién que emplearemos para describir cada operacion es la siguiente:
1. Intercambiar el orden de dos ecuaciones. (E; = E;)

2. Multiplicar una o més ecuaciones por una constante o # 0. (E; ~— aF;). No se permite multiplicar una
ecuacion por 0, ya que esto podria alterar el conjunto solucion.

3. Sumar (o restar) a una ecuacién particular el multiplo de otra ecuacién del sistema. (E; ~— E; + aFE;). Su-
mar un multiplo de una ecuacién a si misma es, obviamente, equivalente a multiplicarla por una constante.
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Proposicion 2.1 Si se aplica una transformacion elemental a un sistema S de ecuaciones lineales, el sistema
resultante S’ es equivalente al sistema original.

Demostracién: Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

a1 +ai®2 + -+ apr, = by
a21%1 + a2y + -+ aop®, = by

S =
Am1T1 + AmaZa + -+ ApnTn = bm

Demostraremos que al realizar cualquiera de las tres operaciones elementales mencionadas, el conjunto soluciéon
no cambia. Por lo tanto, dividiremos la prueba en tres partes:

1. Intercambiar el orden de dos ecuaciones. Es evidente que si se intercambia la posicién de dos
ecuaciones en S, el nuevo sistema tendra las mismas soluciones que el sistema original.

2. Multiplicar una ecuacién por una constante « # 0. Supongamos que la i-ésima ecuacién se multiplica
por a # 0, quedando entonces el sistema

1121 + a12%2 + -+ a1 Ty = by

a21%1 + a22%2 + - -+ + A2p Ty = by

ai—1)171 + G@—1)2T2 + * + AG—1)nTn = bi_1
aa;171 + aapre + -+ QGinT, = ab;

S =

A(i+1)171 + (i+1)2T2 + ** + A(i41)nTn = bit1

Am1%1 + AmaT2 + -+ + AGpTn = bm

Para comprobar la equivalencia entre los sistemas S y S/, es necesario demostrar que comparten el mismo
conjunto solucién. Es decir, debemos probar que Sol(S) = Sol(S’). Para establecer esta igualdad, lleva-
remos a cabo un enfoque de doble contencién. En otras palabras, demostraremos tanto Sol(S) C Sol(S’)

como Sol(S") C Sol(S).
= Sol(S) C Sol(S’): Supongamos que la n-upla (c1,¢a,- -+, ¢,) es solucién del sistema S. Esto es

ai1c1 +aiace + - -+ apcp = by
a101 + A22Co + + - + agpCp = ba

Am1C1 + GmaC2 + -+ - + AmnCn = bm

Es importante notar que los sistemas S y S’ tnicamente difieren en su i-ésima ecuacién. Por lo
tanto, al multiplicar la ecuacién a;ic; + a;ace + -+ + a;ncn = b; por la constante «, obtenemos
aa;1c1 + aagcs + - -+ + aainc, = ab;. Esto significa que (c1,¢a,- -+ ,¢,) es una solucién del sistema
S’

» Sol(S") C Sol(S): Queda a cargo del lector.
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3. Sumar a una ecuacién el miiltiplo de otra ecuaciéon del sistema. Supongamos que sustituimos la
i-ésima ecuacion del sistema S por ella misma méas a veces la la j-ésima ecuacién del sistema, quedando
entonces el sistema

a1121 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + - -+ + A2 Ty, = by

a(i—1)17T1 + G—1)2T2 + * + AG—1)nTn = bi_1
(a“ + ozajl)xl + (aiz + Oéajg)l'g + -4 (am + ozajn)scn =b; + Otbj

A(i41)171 + A@41)2T2 + 0+ Qi1 1)nTn = bit1

S =

Am1T1 + AmaZ2 + -+ + AppTn = bm

Notemos que los sistemas S y S’ difieren solamente al tener en el lugar i-ésimo diferentes ecuaciones. Al
igual que en el caso anterior, debemos probar que Sol(S) = Sol(S’).

= Sol(S) C Sol(S"): Supongamos que la n-upla (c1, ca,- -+, ¢p) es solucién del sistema S. Esto es
ajicr +aipce + -+ amme, = by
azicy +agCe + -+ amc, = by
Am1Cl + AmaC2 + -+ + GmnCn = by

En particular, al verificarse la i-ésima y la j-ésima ecuacion se tiene que
@;1C1 + a;2C2 + -+ + AinCp = b1 y ajic1 + aj2C2 + -4 AjnCn = bj
Por lo tanto,
(ailcl + a;oCo + - -+ amcn) + (aajlcl + Qa;joCo + -4 aajncn) =b; + Oébj

(ain + aaj1)C1 + (a2 + aan)C2 + o4 (am + cvajn)cn =b; +ab;
de donde concluimos que (¢1,ca,- -+ ,¢,) es una solucién del sistema S’.
= Sol(S") C Sol(S): Queda a cargo del lector.

Ejemplo 2.6 Retomando el andlisis de los sistemas de ecuaciones lineales S, y S3, demostraremos ahora su
equivalencia. A continuacion, presentamos ambos sistemas:

T —2x9 +3x3 =18 r1 —2x9 +3x3 =18
—x1  +3x2 =—4 So X2 +3x3 =14
2x1 —dx9 +bdxz =17 2x3 = —5H

S
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Es suficiente hallar una secuencia finita de transformaciones elementales que convierta el sistema S1 en Ss.
Entonces, de acuerdo con la proposicion previa, ambos sistemas serdn equivalentes.

r1 —2x9 +3rz3 =18 Ty —2x9 +3x3 =18
S| = —x1 +3x9 =—4 (EQ — E2+E1) = T9 +3x3 =14 (E3 — E3+(—2)E1) =
2x1 —b5x9 +dx3 =17 2x1 —bxy +bxy =17
Ty —2x9 +3x3 =18 Ty —2x9 +3x3 =18
X9 +3x3 =14 (Eg ~— E3+E2) = Sy = X9 +3x3 =14 .
—x9 —x3 =-—19 263 = —5H

2.2.1. Aplicacion: Ajuste polinomial.

El ajuste de curvas polinémicas es una técnica utilizada en estadistica y andlisis numérico para encontrar
una funcién polindmica que se ajuste a un conjunto de datos. La idea es encontrar una curva (grafica de un
funcién polinémica) que pase cerca de los puntos de datos, y que pueda ser utilizada para hacer predicciones
sobre los valores de la variable dependiente para valores de la variable independiente que no estan presentes en
los datos originales.

Supongamos que tenemos un conjunto de datos (x1,y1), (z2,¥2), .- ., (Tn, yn), donde cada y; es el valor de la
variable dependiente correspondiente al valor de la variable independiente x;. Queremos encontrar una funcién
polinémica p(x) = ag + a1 + agx® + -+ - + a,_12" ! de grado n — 1 (o menor) que se ajuste a los datos dados.

Para resolver el problema y encontrar el valor de los coeficientes del polinomio ag, a1, - - - , G,_1, consideremos
el sistema de n ecuaciones y n incégnitas ag, a1, - ,Gp_1-
2 n—1 _
ag +a1T1 + axy + -+ ap-17 = U
—1
ag + a1x2 +G2CE% +- ot ap_1Ty = Y2
2 n—1 —
ap + a1y, + a2y, + -0+ Ap 1Ty, = Yn

Ejemplo 2.7 1. Deseamos determinar el polinomio p(x) = ag+ a12 + axx? cuya grdfica pasa por los puntos
A = (1,5), B =(3,2) y C = (4,6). Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales en las
incognitas ag, a1 y az (obtenido al evaluar las coordenadas de x dadas en el polinomio ag + a1z + a2x2):

a0+a1(1)+a2(1)2 =5 ag + a1 + as =5
ag + 04(3) + a2(3)2 =2 = < ag+ 3a1 + 9as =2
ao + 01(4) + a2(4)2 =6 ag + 4a1 + 16a; =6

Al aplicar transformaciones elementales al sistema anterior, obtenemos el sistema equivalente:

ap =12
— 53

ay = G -

11

a9 = G
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Por lo tanto, el polinomio buscado es:

pla) =12 - Ba+ %mQ.

: : _ 53 11,2
Figura 2.1: p(x) = 12 — Fx + Fz°.

2. Ejercicio 8 miiltiple opcién. Examen GAL1. Julio 2019. La grdfica del polinomio p(z) = ax® +
br? + cx +d (a,b,c,d € R) estd dada por

Después de haber determinado los coeficientes a, b, ¢, y d, indica la opcion correcta:
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_8
(B) a+b—c—d=-%.
_ 4
(D) a+b—c—d=—3.
Solucion: A partir de la grdfica del polinomio, obtenemos las condiciones p(—1) = —1, p(—=2) = 0,
p(1) =1 y p(2) = —2 para el polinomio buscado, lo que nos permite plantear el siguiente sistema:
—a +b —c +d =-1 —a +b - +d =-1
—8a +4b —2¢ +d =0 N —4b +46¢ —-7d =8
a 4b +c¢ +d =1 3¢ —3d =4
8a +4b +2¢ +d =-2 —6d = -2
De donde obtenemos:
_ 13 _ 1 .,_3 3_1
a=-3b=-5c=35d=3
Por lo tanto,
atb-c—d=-}-}-§-}=-1

La opcion correcta es la B.

2.3. Sistemas de ecuaciones lineales y matrices.

Con el fin de facilitar los célculos involucrados en los procedimientos previamente expuestos, resulta conve-
niente introducir el concepto de matriz. En esencia, una matriz se puede visualizar como una tabla bidimensional
con filas y columnas en la cual es posible organizar objetos matematicos. En el contexto de nuestro enfoque,
presentamos la siguiente definicién.

Una matriz de m filas y n columnas es una disposicién rectangular de nimeros reales, representada de la
siguiente manera:

ai1 a12 A1n
a1 422 a2n
Am1 Am2 . Amn

Se denota a las matrices con letras mayisculas y a sus elementos con letras mintsculas. Por ejemplo, la matriz
A se escribe como:

a1 a2 a1n

a21 az2 A2n
A =

am1 Am?2 coo Qmn

Otra notacién frecuentemente utilizada para denotar matrices es

A = (aij)i=1,...m,-
j=1,...,n

1Es importante destacar que la disposicién rectangular presentada no es en sf misma una matriz, sino mas bien una representacién
visual de una matriz. De manera precisa, una matriz A sobre los nimeros reales es una funcién que opera en el conjunto de pares
ordenados (¢,7), donde 1 <i<my 1<j<mn,y asigna valores en el conjunto de ntimeros reales.
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Esta notacion presenta la ventaja de permitirnos identificar claramente la ubicacién de cada elemento en la
matriz. De esta manera, el elemento a;; se sitia en la fila 7 y la columna j de la matriz A.

alj

A= an ... | ay | ... an 1 — ésima fila.

amj
j — ésima columna.

Decimos que A es una matriz de tamafio m por n, o bien es un matriz de m x n. Esta matriz cuenta con m filas
y n columnas. Por ejemplo, la primera columna se representa como:

arl
a
Al 21
Am1
Asimismo, la tercera fila se denota como As = (as1,ase,- - ,as,). Es importante observar que empleamos un

superindice para referirnos a las columnas de la matriz y un subindice para indicar las filas respectivas. Por
consiguiente, en ciertas ocasiones, haremos referencia a la matriz A utilizando la siguiente notacién:

Ay
Az 1 42
A= .| en funcién de sus filas, o en funcién de sus columnas por A = (47, A% --- | A™).
Am
En este contexto, las filas de una matriz se pueden considerar como n-uplas, mientras que las columnas como

m-~uplas verticales. Una m-upla vertical también es conocida como un vector columnaﬂ Notamos que una n-upla
(a1,a2, -+ ,ay,) es una matriz de 1 x n. Por otro lado, un vector columna

es una matriz de m x 1.

Ejemplo 2.8 La siguiente es una matriz de 2 X 3:

Tiene dos filas y tres columnas. Las filas son Ay = (1,3,4) y Ay = (0,—1,2). Las columnas son

- o) (5)= ()

2Profundizaremos sobre el tema de vectores en el capitulo de Geometria.
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Definicién 2.7 Diremos que dos matrices A = (a;;) y B = (b;j) son iguales si satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Tienen el mismo tamano.

2. Cumplen la igualdad a;; = b;; para todo 1 <i<m y1l<j<n.

Finalmente, denotaremos al conjunto de todas las matrices de tamano m X n y coeficientes reales por
Mat(R),,xn-

2.3.1. Matriz de coeficientes asociada a sistemas de ecuaciones lineales.

A cada sistema de m ecuaciones lineales con n-incégnitas

1121 + a12%2 + + - + A1 Ty =b
a2171 + 22T + -+ + A2p T = by
Am1T1 + AmaZa + -+ ApnTn = bm

le podemos asociar una matriz A, conocida como la matriz asociada del sistema S, de tamano m x n. Esta
matriz se construye de manera que sus coeficientes sean precisamente los mismos que los del sistema S. Es decir:

ail ai12 N A1n

a21 a2 N a9n
A =

am1 QAm2 oo Qmn

Es importante notar que la matriz anterior contiene inicamente los coeficientes que acompanan a cada una de
las variables o incégnitas en el sistema de ecuaciones. Sin embargo, para incorporar también la informacién de
los términos independientes, se construye lo que se conoce como la matriz ampliada del sistema S, denotada
como (A | b). Esta matriz tiene un tamano de m x (n+ 1), a diferencia de la matriz anterior que era de tamano
m x n. La nueva columna que se agrega corresponde precisamente a los términos independientes del sistema.

a1 ai2 e A1n bl

azi a22 ... a2n bo
(A]b) =

Am1 Am2 - Gmn | bm

Ahora, considerando que las matrices son representaciones de sistemas de ecuaciones lineales, podemos hacer
una correspondencia directa entre las operaciones elementales definidas previamente para las ecuaciones del
sistema y operaciones elementales aplicadas a las filas de la matriz, que denotaremos como F; para 0 < i < m.
Estas operaciones se expresan de la siguiente manera:

1. Intercambiar dos filas de la matriz. (F; = Fj)
2. Multiplicar una fila por una constante « distinta de cero. (F; «— «F}).

3. Sustituir una fila por la misma fila sumada a « veces otra fila de la matriz. (F; «— F; + oFj}).
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De esta manera, las operaciones realizadas en las ecuaciones del sistema se corresponden de manera directa
con operaciones aplicadas a las filas de la matriz asociada. Si deseamos establecer una formulacién mas rigurosa,
una operacion elemental de filas se define como un tipo particular de funcién o regla € que asocia a cada matriz
de tamafio m x n, denotada como A, otra matriz del mismo tamano, £(A).

e: Mat(R),,xn = Mat(R),,xn.
A —e(A)

De manera especifica, podemos describir esta funcién € para cada uno de los tres casos anteriores del siguiente
modo:

1. Intercambiar las filas r-ésima y s-ésima de A:
e(A)ij=uaisit#rys, e(A)r =as, €(A)sj = ar;.
2. Multilplicar la fila r-ésima de A por una constante « distinta de cero:
e(A)ij = aij sii #r, e(A)y; = aay;.
3. Sustituir la r-ésima fila de A por la misma fila sumada a « veces la s-ésima fila de la matriz.
e(A)ij = aij sit #r, e(A)r; = ar; + aag;.

Cada vez que realizamos una operacién elemental en una matriz A, podemos revertirla aplicando una ope-
raciéon del mismo tipo. En otras palabras, para cada operacién elemental de filas realizada en una matriz A,
existe una operacién elemental inversa del mismo tipo que nos permite restaurar la matriz original.

Definicién 2.8 Dos matrices con coeficientes reales de tamanio m xn, A y B, se dicen equivalentes por filas
si es posible transformar A en B mediante una sucesion finita de operaciones elementales de filas.

Dejamos al lector interesado verificar lo siguiente: cada matriz es equivalente por filas a si misma; si B es
equivalente por filas a A, entonces A es equivalente por filas a B; si B es equivalente por filas a A y C es
equivalente por filas a B, entonces C' es equivalente por filas a A. En otras palabras, la equivalencia por filas
es una relacién de equivalencia pues cumple con las propiedades de reflexividad, simetria y transitividad (Ver
capitulo 1. Preliminares).

Ejemplo 2.9 Para ilustrar este concepto, consideremos la siguiente matriz:
0 2 3 -1
A= (2 -2 1 4 > ’

Si aplicamos la operacion elemental de sustituir la sequnda fila por ella misma mds 3 veces su primera fila,

obtenemos la siguiente matriz:
0 2 3 -1
B = (2 4 10 1 > '

En este caso, la matriz By es equivalente a la matriz A. Ahora, si multiplicamos la sequnda fila de By por -1,
obtenemos otra matriz equivalente:
0 2 3 -1
Ba = <—2 -4 -10 —1> '

La matriz By es equivalente a la matriz By y por lo tanto equivalente a A.
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A continuacién, presentaremos un algoritmo que permite resolver sistemas de ecuaciones lineales utilizando
la notacién matricial para representar dicho sistema. El objetivo es realizar operaciones elementales sobre la
matriz ampliada del sistema con el propdsito de simplificarla, de manera similar a como se realiza la eliminacién
de incégnitas en el sistema de ecuaciones lineales. Con este fin, proporcionaremos una definicién formal del tipo
de matriz al que aspiramos llegar en el proceso.

Definicién 2.9 Se define como matriz escalonada a aquella que satisface las siguientes condiciones:
1. Todas las filas, excepto posiblemente la primera, comienzan con una secuencia de ceros.
2. Cada fila contiene al menos un cero mds al principio que la fila inmediatamente superior.

También llamremos a una matriz escalonada reducida si, ademds de satisfacer las dos condiciones previa-
mente mencionadas, cumple con lo siguiente:

1. El primer elemento no nulo de cada fila es igual a 1.

2. En la columna correspondiente al primer elemento no nulo de cada fila, todas las demds entradas son
nulas.

Ejemplo 2.10 Las siguientes matrices se encuentra en la forma escalonada:

100 -1 001 -1 -5 100
Ai=(0 1 0 4], 4=[00 0 -1 4|,4,=(0 01
00 1 2 000 0 0 00 0

Mientras que las siguientes matrices se encuentran en forma escalonada reducida:

100 -1 0010 2 100
Ag=(0 1 0 2|,4=[0 001 6],46=({0 1 0
00 1 2 0000 O 00 1

Definicién 2.10 Un sistema de ecuaciones lineales se considera escalonado si su matriz de coeficientes tiene
forma escalonada. Del mismo modo, se establece la definicion de sistema escalonado reducido.

2.3.2. El método de eliminacién Gaussiana.

El procedimiento que emplea operaciones elementales sobre las filas para transformar cualquier sistema lineal
en un sistema escalonado por filas se conoce como el Método de Eliminacién Gaussiana o Método de
Reduccién por Filaﬂ

Las ideas fundamentales de este método ya han sido discutidas en secciones anteriores; ahora solo resta
organizarlas de manera coherente. Cuando nos encontramos con un sistema de ecuaciones lineales del cual
deseamos determinar las soluciones, el primer paso consiste en escribir la matriz aumentada del sistema y, a
continuacion, aplicar operaciones elementales sobre sus filas para llevarla a su forma escalonada reducida. En
este punto, es relevante justificar la validez de este procedimiento. Asi, el sistema representado por esta nueva
matriz tendrd las mismas soluciones que el sistema original, pero con una estructura mas manejable para su
resolucion.

3También conocido como el método de eliminacién de Gauss-Jordan, denominado en honor a Carl Friedrich Gauss y Wilhelm
Jordan. Algunos casos especiales de este método, presentados sin demostracién, fueron utilizados por los chinos tres siglos antes
de Cristo. Gauss lo incorporé en el marco del método de minimos cuadrados, siendo de gran utilidad en la resolucién de diversos
problemas précticos, como la determinacién de érbitas astronémicas.
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Ahora procederemos a demostrar, en primer lugar, que cualquier matriz dada puede ser transformada a
su forma escalonada por filas mediante un numero finito de operaciones elementales de filas. Este resultado
establecerd las bases para un algoritmo efectivo en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales.

Proposicion 2.2 Toda matriz de tamano m X n con coeficientes reales es equivalente por filas a una matriz
escalonada por filas después de aplicarle un numero finito de operaciones elementales por fila.

Demostracién: Sea A = (a;;) una matriz de tamafio m x n con coeficientes reales. Sin perder generalidad,
podemos asumir que la primera columna tiene al menos una entrada no nula. Ademaés, podemos reorganizar las
filas de la matriz A de tal manera que a1 # 0.

Consideremos los indices r tales que 2 < r < m y a,1; # 0. Nuestro objetivo es convertir todos los elementos
no nulos de la primera columna (excepto el primero) en ceros. Para lograr esto, restamos a la fila r-ésima la fila
1 multiplicada por el escalar a,/a11.

Obteniendo la matriz con la siguiente forma:

ail a2 N QA1n
* *

0 a3 ... a3,
* *

0 a3 ... agz,
* *

0 ape - Gyp

En el siguiente paso, nuestro objetivo es obtener una nueva matriz con las entradas de la segunda columna, salvo
quizas las dos primeras, reducidas a ceros. Para lograr esto, repetimos el procedimiento descrito anteriormente
en la matriz resultante de eliminar la primera fila y la primera columna.

Es importante notar que la matriz obtenida al eliminar la primera fila y la primera columna tiene dimensiones
(m —1) x (n — 1). Denotaremos esta matriz como A*.

* *
a3, ... a3,
* *
azy ... a3,
A*
* *
Ama - Qpp

Si todos los elementos de la primera columna de la matriz A* son ceros, podemos omitir esta columna y
proceder a considerar la siguiente. Sin embargo, si algin elemento en la primera columna de A* es distinto de
cero, podemos suponer que es as, después de reorganizar las filas correspondientemente. Esto nos asegura que,
siguiendo el procedimiento ya descrito, podemos transformar todos los elementos no nulos que se encuentran
debajo de a3, en ceros.

Finalmente, es evidente que después de un ntumero finito de pasos se obtendrd una matriz escalonada por
filas equivalente a A.

Observacion 2.2 La transformacion de una matriz en una matriz escalonada a través de operaciones elemen-
tales por fila se conoce como el Método de Gauss. Por otro lado, la conversion de una matriz en una matriz
escalonada reducida se denomina Método de Gauss-Jordan.

Definicién 2.11 Si E es una matriz escalonada el nimero de escalones de E es la cantidad de filas no
nulas.
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Ejemplo 2.11 FEncontraremos la forma escalonada de la matriz

1 2 3 4 5
6 7 & 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Para ello realizamos las siguientes operaciones por filas

1 2 3 4 5 1 2 3 4 )
6 7 8 9 10 0 -5 —-10 -15 -20
11 12 13 14 15| Fp~— F—(6)Fy= |11 12 13 14 15 | F3— F3— (11)F, =
16 17 18 19 20 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 21 22 23 24 25
1 2 3 4 5 1 2 3 4 )
0 -5 —-10 —-15 -20 0 -5 —-10 —-15 -20
0 —-10 —-20 -30 —40|Fy~ Fy—(16)Fi=]10 —-10 —20 —-30 —40| F5+~ F5— (21)F, =
16 17 18 19 20 0 —-15 —-30 —-45 -60
21 22 23 24 25 21 22 23 24 25
1 2 3 4 5)
0 -5 -—-10 —-15 -20
0 —-10 -20 —-30 —40
0 —-15 -30 —-45 -60

o

-20 —-40 -60 -80

Procedemos ahora sobre los elementos de la sequnda columna

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0 -5 —10 —15 —20 0 -5 —10 —15 —20
0 —10 —20 —30 —40|Fs— Fs+(-2)F,= [0 0 0 0 0 |F—Fi+(-3)F=
0 —15 —30 —45 —60 0 —15 —30 —45 —60
0 —20 —40 —60 —-80 0 —20 —40 —60 —80
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0 -5 —10 —15 —20 0 -5 —10 —15 —20
00 0 0 0 |F—F+(-dR=]|0 0 0 0 0
00 0 0 0 00 0 0 0
0 —20 —40 —60 —80 00 0 0 0

Hemos encontrado una forma escalonada para la matriz del ejemplo

1 2 3 4 5
0 -5 =10 —-15 -20
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Continuando con las operaciones elementales sobre las filas de esta matriz, como por ejemplo multiplicar la

1
segunda fila por — obtenemos la siguiente forma escalonada:

OO O O
OO O
OO O N W
OO O Wk
O O O = Ot

Esta también representa una forma escalonada de la matriz original. Por lo tanto, podemos concluir que la
forma escalonada de una matriz no es unica. Sin embargo la forma escalonada reducida de ambas matrices es

-1 -2 -3
2 3

S o oo

0
1 4
0 O 0 0
0 O 0 0
0 O 0 0
Esto se resume y expone de un modo mas general en la siguiente observacion.

s Si F es una matriz escalonada y E’ es una matriz reducida equivalente el niimero de escalones de ambas
es el mismo.

= La forma escalonada de una matriz no es tnica sin embargo su forma reducida si lo es. Por lo tanto, la
cantidad de escalones de todas las formas escalonadas de una misma matriz coinciden.

La matriz del ejemplo previo puede ser considerada como un caso particular del siguiente

Ejemplo 2.12 Para n > 3, busquemos la forma escalonada y determinemos el nimero de escalones de la
stguiente matriz de tamano n X n:

1 2 3 ...n
n+1 n-+ 2 n-+3 ...2n

2n+1 2n + 2 2n+3 ...3n

n—n+1 n2—n+2 n>-—n+3 n?
Notemos que para el caso n =5 obtenemos la matriz del ejemplo anterior:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Comenzaremos el proceso de obtener la forma escalonada al transformar en cero las entradas de la primera
columna. Para lograr esto, multiplicaremos la primera fila de la matriz por (i — 1)n + 1 y restarla a la i-ésima
fila para cada 2 <1i<mn.

Por ejemplo para i = 2 hacemos Fy ~— Fy — (n+ 1)F
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1 2 3 ....on 1 2 3 n
n+1 n+ 2 n+3 ... 2n 0 —n —2n oo —(n—=1n
2n+1 2n+ 2 2n+ 3 ... 3n = 2n+1 2n + 2 2n+3 3n

n—n+1 n>—n+2 n?—n+3 --- n? n”—n+1 n>—n+2 n> —-n+3 .- n?

Procedemos con las restantes filas y obtenemos la matriz

1 2 3 .. n

0 -n —2n —1(n—1)n

0 —2n —4n e —2(n—1)n

0 —3n —6n e —3(n—1)n

0 —-(n—-1n —-2n—1)n -+ —(n—1)(n—1)n

Continuaremos realizando operaciones elementales en la matriz anterior para lograr obtener ceros en la sequnda
columna. Para lograr esto, podemos multiplicar la sequnda fila de la matriz por (i — 1) y restarla a la i-ésima
fila para cada 3 <1 <n.

Por ejemplo para i = 3 hacemos Fy» ~— Fy» — (n+ 1)Fy

1 2 3 .. n

0 —n —2n —1(n—1)n

0 0 0 0

0 —3n —6n e —3(n—1)n

0 —-(n—1n —2n—-1)n -+ —(n—1)(n—1)n

Procedemos con las restantes filas y obtenemos la matriz

1 2 3 .. n
0 —n —2n ... —1(n—1)n
0 0 0o ... 0
0 0 0 0
0 0 o - 0

Concluimos el proceso, ya que podemos observar que la matriz resultante estd en su forma escalonada. Siendo
2 su numero de escalones.

Definicién 2.12 Para una matriz M con coeficientes reales, definimos el rango de M como la cantidad de
escalones presentes en su forma escalonada, y lo denotamos como Rg(M).

Observacion 2.3 Podemos resumir y enumerar algunas observaciones relevantes hasta el momento.

1. Todas las formas escalonadas que se obtienen a aplicar el Método de Gauss a una matriz A tienen el
mismo rango.
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2. Para cualquier sistema de ecuaciones lineales

a1171 + a12T2 + - + A1 Th =b
21%1 + G22T2 + - -+ + G2 Ty =by
Am1%1 + Am2T2 + - + GmpTp = bm

= Siempre es posible encontrar un sistema equivalente en forma escalonado. Ademds, existe una forma
escalonada reducida equivalente para dicho sistema.

m FEn caso de que la forma escalonada por filas de la matriz ampliada incluya una fila de la forma
(O 0 -~ 0] b) se pueden considerar las siquientes situaciones:

a) Sib =0, esta fila carece de relevancia en el sistema y, por lo tanto, puede ser omitida.

b) Sib#0, el sistema S es incompatible, ya que no existe conjunto de nimeros reales que satisfaga
la ecuacion
0x1 +0x9+---+0x, =b

= Si el sistema S es subdeterminado, lo que significa que el nimero de ecuaciones es menor que el nime-
ro de incdgnitas (m < n), existen dos posibilidades: el sistema puede ser compatible indeterminado o
incompatible.

= Vamos a aplicar lo mencionado previamente al caso de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo,
es decir, un sistema en el que los términos independientes b; son todos iguales a 0 para 1 < i < m.
En tal situacion, el sistema S siempre es compatible, ya que tiene la solucién trivial (0,0,...,0).

Supongamos, ademds, que el niumero de ecuaciones es menor que el numero de incdgnitas, es decir,
m < n. En este caso, el sistema S no solo tendrd la solucion trivial, sino que también tendrd
soluciones no triviales, en las cuales al menos una de las incdgnitas (y posiblemente mds) tomard
valores diferentes de cero. Esto implica que el sistema tiene una infinidad de soluciones distintas a
la trivial. En otras palabras, el sistema serd compatible indeterminado.

Ejemplo 2.13 Sistemas de ecuaciones lineales dependientes de uno o mds pardmetros. Otro tipo
de problema que puede resolverse de manera efectiva utilizando el método de escalerizacion es el siguiente.

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones en el cual existen pardmetros indeterminados en los
coeficientes o en los términos independientes del sistema. En esta situacion, es posible investigar cdmo se
comportan las soluciones del sistema en funcién de estos pardametros.

1. Sea A € R. Hagamos un dnalisis de las soluciones del sistema Sy un funcion del pardmetro .

Sy =

X+y=0
z+ Ay =1.

Consideremos la matriz ampliada (Ay | b) asociada al sistema Sy y buscamos la forma escalonada de
dicha matriz
1
-\ /-

A 110 1 2|1 1 A

Consideremos dos casos seqin el valor de 1 — \?:
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= Cuando 1 — X2 # 0 (es decir, para \ # £1): En esta situacion, podemos encontrar el valor de y a

partir de la primera ecuacion:
A
YT

Sustituyendo este valor de y en la primera ecuacion, podemos hallar el valor de la variable x:
-2 A2 1
=l-y=1-A—=14+4—-=——.
v Y I i1
Concluimos que el sistema Sy es compatible y determinado para cada valor de A que no sea +1. En
este caso, el conjunto solucion estd formado por un unico elemento:
1 —-A

Sol(Sy) = {(m7 W)}'

» Cuando 1 — A2 =0 (es decir, para A = £1), el sistema se transforma en:

1 A 1 _Jrz+Ay =0
(o 0—)\>:>S’\_{o —

En este caso, el sistema es evidentemente incompatible y no tiene solucion.

2. Ahora, vamos a analizar un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas que depende de un pardmetro
AeR:
r—y+2z =0
Sy=q—2+y—2z =0
r+Ay+z =0.

Consideremos la matriz ampliada (Ax | b) asociada al sistema Sy y buscamos la forma escalonada de
dicha matriz

1 -1 2]o0 1 -1 2]0
1 X 110 1 X 11/0
1 -1 210 1 -1 2] 0 x -y +2z =0
0 0 1|0 |(Fls=F)=|0 Xx+1 1|0 |= A+1l)y -z =0.
0 X+1 —-110 0 0 1|0 . -0

De la dltima ecuacion del sistema, podemos deducir el valor de la incognita z, que resulta ser z = 0.
Ahora, consideremos dos casos en funcion del valor de A + 1:

= Cuando A\+1 # 0 (es decir, para A # —1), de la sequnda ecuacidn obtenemos el valor de la incdgnita
y, que es y = 0. Finalmente, de la primera ecuacion podemos determinar el valor de la incognita x,
que es x = 0. En consecuencia, para cualquier A # —1, el sistema Sy es compatible determinado y
su conjunto solucion es:

Sol(Sy) = {(0,0,0)}.
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= Cuando AN+ 1 =0 (es decir, para A = —1), el sistema se trasnforma en:

x -y +2z =0

S:
A z =0

De la primera ecuacion, deducimos que x = y. Por lo tanto, para A = —1, el sistema Sy es compatible
indeterminado y su conjunto solucion es:

Sol(Sy) = {(z,z,0) : x € R}.

2.3.3. Teorema de Rouché-Frobenius.

Determinar si un sistema de ecuaciones lineales tiene solucién (si es compatible) y cudntas soluciones posee
(si es determinado o indeterminado) se simplifica en todos los tipos de sistemas al andlisis de los rangos. Por
ende, estableceremos un criterio para examinar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales basandonos
en el rango de la matriz del sistema y la matriz ampliada. El resultado es conocido como el Teorema de
Rouché-Frobenius[]

La importancia del teorema se debe a que permite clasificar un sistema de ecuaciones lineales a partir de los
rangos de la matriz ampliada y de la matriz de coeficientes del sistema, sin necesidad de resolverlo.

Teorema 2.1 Sea S un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas con matriz ampliada (A|b). Entonces:

1. El sistema S es compatible si y solo si Rg(A) = Rg(A|b).
2. Si el sistema S es compatible, entonces:

a) El sistema S es determinado si y solo si Rg(A) = n.
b) El sistema S es indeterminado si y solo si Rg(A) < n.

Es importante notar que Rg(A) < Rg(A[b), ya que la matriz de coeficientes estd incluida en la matriz
ampliada. En otras palabras, el rango de la matriz A no puede ser mayor que el rango de la matriz ampliada
(A]b).

A pesar de su relevancia, este teorema presenta una limitacién: no proporciona un método para calcular la
solucién de un sistema de ecuaciones. Su utilidad se centra en determinar la existencia de solucién, ya sea su
unicidad o multiplicidad.

Ejemplo 2.14 Mostremos la utilidad del Teorema de Rouché-Frobenius en la clasificacon de sistemas de ecua-
ciones lineales dependientes de pardmetros.

1. Ejercicio 1. Examen GAL1 interactiva. Diciembre 2023. Considerar el sistema S, que depende
de los parametros a,b € R:
T+y+=z =1
Sap=Qqar+y+z =2
r4+ay+2az =b+2

Entonces:

4El teorema aparecié, primero, en un articulo de dos paginas en 1875 (Sur la discussion des equations du premier degré) y
después, en 1890, fue publicada una versién més extensa en el Journal de I’Ecole Polytechnique.

Sin embargo, el matematico Georges Fontené (1848-1923) reclamo la autoria de la demostracién. Mds tarde, en 1905, el matematico
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) acredité la autorfa tanto a Rouché como a Fontené.

Actualmente, el teorema se conoce como Teorema de Rouché-Frobenius. En Rusia se conoce como Teorema de Kronecker-Capelli;
en Italia, como Teorema de Rouché-Frobenius; y, en Francia, como Teorema de Rouché-Fontené.
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(A) No existen valores de a y b para los cuales S, es incompatible.
(E) Eziste un dnico valor de a para el que existen infinitos valores de b tales que S, es incompatible.

(I) Ezisten exactamente dos valores de a para los que ezisten infinitos valores de b tales que Sqp es
incompatible.

(O) Eziste un dnico valor de a y un dnico valor de b tal que Sy es incompatible.
(U) Ezisten infinitos valores de a e infinitos valores de b tales que Sqp es incompatible.

(Y) Ezisten finitos valores de a y finitos valores de b para los cuales S, es incompatible.

Solucion: FEscalerizamos el sistema en su representacion matricial:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 1 1 2 = 0 1—a l—al|2—a = 0 1—-a 1-—a 2—a
1 a 2a|b+2 0 a—1 2a—1]0b+1 0 0 al3+b—a

Este sistema tiene una matriz de rango 3 si a # 0,1; por lo cual es compatible y determinado para todo
a # 0,1, independientemente de los valores de b. Cuando a = 1, la sequnda fila representa la ecuacion
0= 1. En este caso, el sistema es incompatible para todo valor del pardmetro b. Cuando a = 0, la tercera
fila representa la ecuacion 0 = 3 4+ b, que es incompatible para todo valor de b excepto para b = —3.

La respuesta correcta es la opcion (I): Ezisten exactamente dos valores de a para los que existen infinitos

valores de b tales que S, es incompatible.

. Ejercicio 2. Primer parcial GAL1 interactiva. Septiembre 2023. Sea el siguiente sistema de
ecuaciones con pardmetro k € R:

_Jr+2y+kz =6
N 3r+6y+8z =4

Entonces:

(A) S es compatible determinado para todo k.
(E) S es incompatible para infinitos valores de k.
(1) S es incompatible para un dnico valor de k.
(0) S es compatible indeterminado para k = 3.
(U) S es compatible determinado para k = §.
(Y) S es incompatible para todo k.

Solucion: FEl sistema tiene pardmetro k y aplicando el método de Gauss obtenemos:
1 2 k|6 N 1 2 k 6
3 6 8|4 0 0 8-3k|—14

Por el teorema de Rouché-Frobenius, este sistema es compatible si y solo si 8 — 3k # 0, por lo que es
compatible para todo valor de k, excepto para uno, que es k = %.

La opcion correcta es (I): S es incompatible para un unico valor de k.
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3. Ejercicio 3. Examen GAL1. Diciembre 2023. Considere el sistema S dependiente de los parametros

reales m y Tﬂ
1 0 1 T m
1 2 -1 yl =120
0 2 -2 z n

Indicar la opcion verdadera:

(A) S es compatible determinado para todo valor real de m y n.
(B) Sim = —n, entonces S es compatible indeterminado.

(C) Sim =0 yn= -2, entonces S es compatible indeterminado.
(D) Sim=1yn=1, entonces S es compatible determinado.

(E) Sim =mn, entonces S es compatible indeterminado.

Solucion: FEscalerizamos el sistema en su representacion matricial:

1 0 1|m 1 0 1 m 1 0 1 m
12 =110 ]|=102 -2|-m |=]0 2 =2 -m
0 2 -2|n 0 2 -2 n 0 0 0|l m+n
St m = —n el sistema es compatible indeterminado. Por lo tanto, la opcidn correcta es la B.

4. Ejercicio 1. Examen GAL1 (interactiva). Febrero 202/4. Resolver el siguiente sistema dependiente
del pardmetro k, discutiendo su compatibilidad y hallando los conjuntos solucion para los valores de k para
los que sea compatible:

r + y + 2z =k
Sp=1 kx + y + 2z = 2
r + ky + 2z = 4
Solucion: FEscalerizamos el sistema en su representacion matricial:
1 1 1|k 1 1 1 k 1 1 1 k
E1 2(2]|=|01-k 2—-k|2-k> |=[[0 1-k 2—k 2 — k2
1 k£ 1|4 0 k-1 0] 44—k 0 0 2—k|6—k—K?

Este sistema tiene una matriz de rango 8 sik # 1 y k # 2, y el conjunto solucion en este caso se obtiene
(por ejemplo) despejando y sustituyendo:

x +y +z =k
1-ky +2-k):= =2—k?
(2—k)z =6-—k—k?

La ecuacion 6 — k — k? admite raices -3 y 2, y se factoriza como (—1)(k + 3)(k — 2), por lo que la tercera
ecuacion equivale a z = k+ 3. Sustituyendo en la seqgunda ecuacidn, obtenemos (1 —k)y+ (2—k)(k+3) =

5Fl sistema se encuentra expresado en notacién de ecuacién matricial, donde hace uso del producto matricial para definirlo (Ver
x + zZ = m
capitulo 3) el sistema en cuestién es S = r + 2y - z 0
2y — 2z n
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2 — k2, que desarrollando nos da (1 —k)y —k*> —k+6 =2 — k2. De donde (1 —k)yy=k -4 yy = %.

Finalmente, sustituyendo z e y hallados en la primera ecuacion, tenemos r = % — k — 3, que equivale
2k+1

1-Fk -

Entonces, para k # 1 y k # 2, el conjunto solucién es {(%, ]f_;;i, kE+3)}.

Cuando k = 1, la sequnda ecuacion equivale a z = 1 y la tercera a z = 4, lo que es absurdo, por lo que
para k =1 el sistema es incompatible.

Cuando k = 2, el sistema equivale a:

El sistema es entonces compatible e indeterminado con un grado de libertad (la matriz del sistema tiene
rango 2). El conjunto solucién se obtiene despejando, por ejemplo, todo en funcion de z: {(—z,2,z) | z €

R}.

. Ejercicio 2. Primer Parcial GAL1. 16 Septiembre 202/.

Considere el sistema de ecuaciones
r+ay+z=1
z+2(a—1y+22=4
(a—2)y+az=5

en funcion del pardmetro a € R.

FEl sistema es:

(A) Compatible indeterminado para a = 0 y a = 1, incompatible para a = 2, y compatible determinado
para los otros a.

(B) Incompatible para a =1 y a = 2, y compatible determinado para los otros a.

(C) Incompatible para a = 0, compatible indeterminado para a = 1 y a = 2, y compatible determinado
para los otros a.

(D) Compatible indeterminado para a = 1, y compatible determinado para los otros a.
(E) Incompatible para a = 1, compatible indeterminado para a = 2, y compatible determinado para los
otros a.

Solucion: FEscalerizamos el sistema en su representacion matricial:

1 a 1|1 1 a 111 1 a 1|1
1 2(a—1) 2|4 = 0 a—2 1|3 = 0 a—2 113
0 a—2 albd 0 a—2 a|b 0 0 a—1]2

Podemos considerar entonces los siguientes casos:

» Sia=1, obtenemos la ecuacion 0z = 2, lo que hace que el sistema sea incompatible.
= Para a = 2, tenemos z = 3 y z = 2 simultaneamente, lo que lleva a un sistema incompatible.
= Cuando a no es igual a 2 ni 1, el sistema resulta ser compatible determinado.

En consecuencia, la opcion correcta es la letra B: Incompatible para a =1 y a = 2, y compatible determi-
nado para los otros valores de a.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

2.3.4. Relacién entre rango y grados de libertad.

Como vimos en la seccién anterior la caracterizacién de los sistemas de ecuaciones lineales y el niimero
de parametros de los que dependen sus soluciones nos los proporciona el Teorema de Rouché-Frobenius que
establece que si S es un sistema de ecuaciones lineales con n incégnitas y matriz ampliada (A|B), entonces:

1. S es un sistema compatible si y solo si Rg(A4) = Rg(A|B).
2. Si S es compatible, entonces S es determinado si y solo si Rg(A) = n.

3. Si S es compatible indeterminado, el conjunto de soluciones puede expresarse en funcién de n —Rg(A) > 0
pardmetros (grados de libertad).

Entonces en un sistema compatible indeterminado, la diferencia entre el nimero de incégnitas y el rango
de la matriz se denomina grados de libertad del sistema. Si tenemos un sistema de ecuaciones lineales S
compatible indeterminado

(1171 + a12T2 + -+ + A1p Ty =b
21T + A22T2 + -+ - + A2p Ty = by
Am121 + m2T2 + - + AmpTy = bm

después de aplicar el método de Gauss-Jordan obtenemos un sistema escalonado reducido en el que podemos
reordenar sus incognitas de la siguiente manera:

1 = h1 — (Clr41@rq1 + -+ + Ciny)
xg = hy — (Cor41Zr41 + - + C2nTh)

Ty = hy — (CTT+1xr+1 + -+ crnxn)

En otras palabras, obtenemos la solucién de las incégnitas (1, s, . . ., ) en términos de las incégnitas (,41, Tr42,
,-..,&n). Esto significa que al elegir valores para cada una de las variables (z,41,Zr42,...,2n), obtendremos
soluciones diferentes de (1,2, ..., 2,). En consecuencia, el sistema de ecuaciones se dice que tiene n —r grados
de libertad. Es importante destacar que el valor de 7, que representa el niumero de ecuaciones efectivas, y es lo
que hemos denominado como el rango del sistema.

Ejemplo 2.15 Consideremos el sistema

r+3z—-—v=3 1 03 0 —1] 3
S={y+52=7 =10150 0| 7
u+20=—1 0 0 0 1 21 -1

Como Rg(A | b) = 3 < 5 = n, el sistema (S) es compatible indeterminado, con dos grados de libertad. Si
reordenamos el sistema, obtenemos:

r=3—-3z4v
y="7—05z ,
u=—1-—2v
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si ahora hacemos, z = A1 y v = Ay obtenemos que :

$:3*3)\1+)\2

y="T7-"5\
Z:)\l
u=-—1—2\
'U:)\Q

Es decir, para cada valor de A\y y Ao obtenemos una solucion distinta del sistema.

Ejemplo 2.16 Sistemas de ecuaciones con restricciones enteras. En el siguiente ejemplo se busca expre-
sar un problema en términos de un sistema de ecuaciones lineales, para luego resolverlo e imponer restricciones
dentro del conjunto solucion.

1. Ejercicio 1. Primer parcial GAL1 interactiva. Septiembre 2023. Una muebleria elabora juegos
de comedor, sala, dormitorio y oficina. El trabajo se divide en 3 etapas: corte, ensamblado y terminacion:

= Cada juego de comedor requiere de 3 horas de corte, 3 horas de ensamblado y 8 horas de terminacion.

» Cada juego de sala requiere de 2 horas de corte, 8 horas de ensamblado y 3 horas de terminacion.

= Cada juego de dormitorio requiere de 4 horas de corte, 2 horas de ensamblado y 2 horas de termina-
cion.

= Cada juego de oficina requiere de 2 horas de corte, 3 horas de ensamblado y 2 horas de terminacion.

La muebleria puede pagar 70 horas de corte, 90 horas de ensamblado y 80 horas de terminacion. Hallar
cudl es la mayor cantidad de juegos que pueden fabricarse usando todas las horas. Decir cudntos juegos
de cada tipo se obtienen para esa solucion.

Este problema tiene 3 partes: modelar el problema con un sistema lineal, resolver el sistema lineal y
interpretar la solucion a la luz del problema que se esta resolviendo.

= Modelado del problema: Los diferentes tipos de muebles consumen de los 3 tipos de horas de trabajo.
Denotemos respectivamente como ¢, s, d, o las cantidades de juegos de comedor, sala, dormitorio
y oficina. De acuerdo a la cantidad de horas de cada tipo que consume cada juego de muebles, las
ecuaciones de balance de los 3 tipos de horas dan el siguiente sistema de ecuaciones:

3c+2s+4d+20="170
3c+3s+4+2d+ 30=90
3c+3s+2d+ 20 =280

= Resolucion del sistema: Mediante el método de escalerizacion de Gauss:

3 2 4 2|70 3 2 4 2|70 3 2 4 2 70
33239 ]=(101 -2 1{20 |=(01 -2 1 20
3 3 2 2|80 01 -2 0]10 0 0 0 —-1]-10

El conjunto solucion de este sistema es:
8
{(10 — §d’ 10 +2d,d,10) | d € R}.

El sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad y entonces admite infinitas soluciones
en R*.
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= Interpretacion de la solucion: Si bien el sistema admite infinitas soluciones, este es un modelo al-
gebraico para un problema en el que los valores de ¢, s, d y o deben ser numeros naturales, ya que
son cantidades de un producto que no se puede fraccionar. Entonces los valores del parametro d de la
solucion deben ser naturales, pero ademds 10— %d también debe ser un natural. Como 10— %d >0 que
equivale a 0 < d < % = 3,75, a priori tenemos 4 valores posibles para d = 0,1,2,3. Pero solamente
cond=0 od=3 el valor de 10 — %d es un natural.

De las infinitas soluciones que tiene el sistema, sdélo dos son pertinentes al problema: (10,10,0,10),
que corresponde a d = 0, y (2,16,3,10), que corresponde a d = 3. En el primer caso se producen
10 + 10 + 0 + 10 = 30 juegos y en el segundo 2 4+ 16 + 3 4+ 10 = 31 juegos. La solucion buscada es
entonces con d = 3.

Concluimos que la opcion que mazximiza la cantidad de juegos produce: 2 juegos de comedor, 16 juegos
de sala, 3 juegos de dormitorio y 10 juegos de oficina.

Practico 1.

Practico 1 — Sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales.

1. Determinar el conjunto solucion de los siguientes sistemas

—rz+y—z=-1 r+z=1 r—y+5z=-2
a) dr+2y—2=5 b) y+z=0 c) 2r+y+4z=2
r+z=2 r+y+2=0 20 +4y — 22 =28

r—2y—z=1 rT—y+dz=-2 r+2y—2z=1

d) —r+3y+32=4 e) 20 +y+4z2=2 ) 20 +2y—2=26

2z — 3y +2=10 20 +4y — 22 =28 3x+4y—3z2=5

2. Determinar el conjunto soluciéon de los siguientes sistemas

2w+xr+2=6
y—2z=-3
r+2y—z=-2
—2w+2x+y+32=0

b)

z4+y+z+w=0
z+y+2z4+2w=0
204+ 2y+3z+4w =1
2z 4+ 3y + 4z + Hw =2

3. Determinar el conjunto solucién de los siguientes sistemas

w+2r+z=2>5
—w+y=-—1
—w+3x—2=0
wH+dr+y+2z=9

a) r+2y—2=0 b) z+2y—2=0
—x—2y+z=1 20 +4y — 2z =1
w+z—y=0 Toytz=2
) 2w+3r—2=0 d) de=2y—z=2
¢ T4y+5z=2

2w+r—4y+2=0

—xr—Yy—z=2
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4. Las siguiente son matrices de sistemas homogéneos. Para cada parte determinar el conjunto solucion.

1 =30 -1 0 10 -5 0 -8 (1)_153(1)8
a) [0 1 0 0 —4 b) [0 1 4 -1 0 0)00300
0o 0 0 1 9 00 0 0 1 00 0 1 2

5. Determinar el conjunto solucién de los siguientes sistemas en funcion de .
r+y—z=2

b d 2 =3
% {:B+)\y=4 ) {2w—2y=4 ) etay=0 ) iiyy++(§—5)z=A

6. Resolver y discutir segin « y 3 reales.

o ar +2y+ 3z =4
a) {ji ngz__al b) dr +5y + Bz =3
y - 14z + 16y + 382 =0

7. Consideremos un sistema lineal homogéneo con m ecuaciones y n incdgnitas.

a) Probar que si (a1, a9, ..., ay) es solucién entonces (caq, cag, . .., cay,) también es solucién V ¢ € R.

b) Probar quesi (aq, g, ...,a,) v (81, B2, ..., Bn) son soluciones entonces (a1 +f1, aa+ B2, ..., @+ 5n)
también es solucién.

¢) Mostrar que si m < n entonces el sistema tiene soluciones no triviales.

d) Mostrar que si el sistema es determinado y admite como tdnica solucién la trivial (solucién en que
todas las incégnitas toman el valor 0), entonces m > n.

e) Dar ejemplos de sistemas homogéneos indeterminados en los que m sea mayor que n.
8. Consideremos sistemas lineales cualesquiera, con m ecuaciones y n incognitas.

a) Para el caso m > n, en que el sistema tiene mds ecuaciones que incégnitas,

1) dar ejemplos de sistemas incompatibles;
2) dar ejemplos de sistemas compatibles y determinados;
3) dar ejemplos de sistemas compatibles e indeterminados.

b) Repetir la parte anterior para el caso m = n, en que el sistema tiene el mismo nimero de ecuaciones
que de incognitas.

¢) Para el caso m < n, en que el sistema tiene menos ecuaciones que incégnitas,

1) dar ejemplos de sistemas incompatibles;
2) dar ejemplos de sistemas compatibles e indeterminados;

3) mostrar que el sistema nunca puede ser compatible y determinado.
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2.4.2. Sistemas de ecuaciones lineales con restricciones enteras.

En el siguiente ejercicio se busca expresar un problema en términos de un sistema lineal de ecuaciones, para
luego resolverlo e imponer restricciones dentro del conjunto solucién. Para ser preciso, en el caso del reparto de
tablas de sushi, no es posible hacer media tabla de algun tipo. Las cantidades de cada tabla deben ser enteras
no negativas puesto que son cantidades discretas.

Reparto de cantidades.

9. Para un almuerzo de trabajo en un Departamento de Matematica la direccién del mismo compré diferentes
piezas de sushi: 32 de Philadelphia, 22 de New York y 50 de California. Se repartiran en diferentes tablas
de 8, 12 y 24 unidades como se describe a continuacién:

La tabla Lagrange tiene 4 piezas de Philadelphia, 3 de New York y 5 de California.
= La tabla Hausdorff tiene 2 piezas de Philadelphia, 1 de New York y 5 de California.
= La tabla Gauss contiene 6 piezas de Philadelphia, 3 de New York y 15 de California.

= La tabla Kolmogorov tiene 8 piezas de Philadelphia, 6 de New York y 10 de California.

Encontrar todas las formas en las que se pueden armar las tablas sabiendo que se usaran todas las piezas
y garantizando que haya al menos una tabla de cada tipo.

2.4.3. Geometria.

En esta seccién veremos como algunos problemas geométricos se pueden modelar mediante ecuaciones y/o
sistemas de ecuaciones.

10. Sean f,g: R — R funciones con expresién f(z) = a1z + b1 y g(z) = a22® + baz? + coz. Determinar f y g
a partir del gréfico, donde los puntos marcados son (—2,4), (—1,3) y (1,1).

11. Tres puntos no alineados en el plano determinan una unica circunferencia. Encontrar los coeficientes a,b
y ¢ de la circunferencia 22 + ax + y% + by = ¢ dada en la figura. Determinar radio y centro de la misma.
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('2’7) .

('4’5) °

(4:'3)

12. Los puntos del espacio pueden representarse como una 3-upla (x,y, z), donde z, y y z representan las
coordenadas en un sistema coordenado.

Un plano dentro de este espacio puede representarse por una ecuaciéon del tipo ax + by 4+ cz = d, donde
a,b y ¢ no son todos nulos. Asi, por ejemplo, el plano del suelo esta dada por la ecuacién z = 0

Tomando d = 10, determinar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1,1, -1), (3,-2,-2), (5,5, 3).

2.4.4. Aplicaciones.

Sistema masa resorte.: Supongamos que tenemos un resorte colgado desde el techo, con una longitud natural
L. Si se agrega un bloque de masa m en el vértice libre y el resorte se estira una longitud Az entonces este
ejercerd una fuerza “hacia arriba” sobre el bloque. El médulo de esta fuerza es kAxz donde k es la constante
elastica del resorte.

Figura 2.2: representacién grafica de los elementos del problema

Si el bloque queda en equilibrio entonces la suma de fuerzas es 0 (es decir mg = kAx).

11. Se tienen 3 bloques unidos por resortes, en un primer momento los resortes estdn en su longitud natural.
El sistema se deja hasta que se estabiliza. Notemos x; es desplazamiento del bloque ¢ desde la postura
inicial.
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Figura 2.3: representacion gréfica de los elementos del problema (los valores x; no estén a escala)

2.4.5.

a) Sabiendo que m; = 10kg, mo = 2kg, mz = 2kg, k; = 10 kg/sec?, ko = 20 kg/sec?, k3 = 10 kg/sec?

Calcular los valores de z;.

b) Sabiendo que m; = 2kg, my = 3kg, mg = 2,5kg, x1 =7 c¢m, x5 = 10 cm, 23 = 12 cm. Calcular los

valores de k;.

Solucion a ejercicios seleccionados del Practico 1.

Sistemas de ecuaciones lineales.

1.

a. El sistema es compatible determinado. Para hallar el conjunto solucion podemos plantear la matriz

correspondiente y escalerizar o razonar de la siguiente forma.

Considerando la 1ltima ecuacién del sistema, vemos que podemos despejar la variable z en funcién
de x y obtenemos z = 2 — x. Aplicamos esta condicién en las primeras dos ecuaciones y obtenemos
el siguiente sistema que es equivalente al inicial

y=1
Sx+2y="7

Observamos que la primera ecuacion de este nuevo sistema ya nos dice cuanto debe valer la variable
y. Sustituimos este valor en la segunda ecuacién para despejar el valor de x y lleggamos a que x = 1.
Volviendo a la condicién original sobre z y conociendo el valor de x, concluimos que z = 1 y por lo
tanto, el conjunto solucién del sistema es Sol(S) = {(1,1,1)}.

c. El sistema es compatible indeterminado y Sol(S) = {(—3%2,2 + 2z,2) : z € R}. Consideramos la

matriz ampliada (A|b) correspondiente al sistema y escalerizamos

1 -1 5] -2 1 -1 5|-2 1 -1 5|-2
2 1 4| 22250 3 6| 6 | 22200 3 6| 6
2 4 —2| 8 ) B2\ o 6 —12| 12 0 0 o] o0

Dado que la matriz A tiene la misma cantidad de escalones que la matriz ampliada, el sistema es
compatible. Ademds, como tenemos dos escalones y tres incégnitas, sabemos que es indeterminado.
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De la segunda fila obtenemos la siguiente ecuacion
3y —6z=6

Por lo que podemos expresar a y en funcién de z como y = 2 4 2z y sustituir en la primera ecuacién
para obtener x = —3z.

. El sistema es compatible determinado. Hallemos el conjunto solucién utilizando matrices.

2 1 0 1 6 2 1 0 1 6 2 1 0 1 6
00 1 —2|-3 Fy+F, 0 01 —2|-3 Fy—3F; 0 1 2 1| -2
01 2 —-1]|-2 01 2 —-1]|-2 Py F3 0 0 1 -2|-3
-2 21 3 0 0 3 1 4 6 0 0 -5 71 12
2 1 0 1 6
Fy+5F; 01 2 —-1]-2
00 1 —-2|-3

000 —-3|-3
Llegamos entonces a una matriz escalerizada con 4 escalones. Por el teorema de Rouché-Frobenius,
sabemos que el sistema es compatible determinado y despejando de las ecuaciones concluimos que el
conjunto solucion es

Sol(S) = {(2,1, -1, 1)}.

. El sistema es compatible indeterminado. Hallemos el conjunto solucién. Como en las partes anteriores,

planteamos la matriz ampliada y escalerizamos.

1 2 0 1 ) 1 2 0 1]5 1 2 0 1|5
-1 0 1 0] -1 Fo+Fy 0 2 1 114 Fy—Fy 0 2 1 114
-1 3 0 -1 0 F3+Fy 0 5 0 0]5 0 50 0|5

1 4 1 2 9 0 2 1 14 0 00 0|0

De la fila 3 concluimos que X = 1 y de las filas 1 y 2 despejamos a las variables w,y en funcién de
z, z. Por lo tanto,

Sol(S) ={(3—2,1,2—2z,2): z € R}.

. El sistema es incompatible y por lo tanto Sol(S) = ). Para ver esto, alcanza sumar ambas ecuaciones

y observar que esto implica que 0 = 1 lo cual es una contradiccion.

. El sistema es compatible indeterminado. Observar que dado que es un sistema homogéneo, w = = =

y = z = 0 es una solucion, por lo que el sistema es compatible. Ademads, tenemos menos ecuaciones
que incégnitas por lo que no puede ser determinado. Para hallar el conjunto solucién, planteamos la
matriz correspondiente y escalerizamos, llegando a

1 1 -1 010

0 1 2 =110

00 0 0]0
De la segunda fila podemos despejar z en funcién de = e y y tenemos que z = x + 2y y de la primera
despejamos w también en funcién de x e y para obtener w = —z+y. Por lo tanto, el conjunto solucién
es

Sol(S) ={(—z+y,z,y, 2+ 2y) : y,z € R}.
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4.

a. El sistema es compatible indeterminado. Para determinar el conjunto solucién, observamos primero

que la matriz ya estd escalerizada por lo que podemos despejar las variables de la siguiente forma.
De la ultima fila obtenemos que x4 = —9x5. De la segunda fila, zo = 4z5 y de la primera z; =
3zg + x4 = 1225 — 925 = 3x5. Dado que en las ecuaciones no aparece la variable zg, esta puede
tomar cualquier valor real y por lo tanto, el conjunto solucién es Sol(S) = {(3zs, 4z, x5, — 925, x5) :
x3, x5 € R}

. El sistema es compatible indeterminado. Igual que en la parte anterior, la matriz ya esta escalerizada

por lo que alcanza despejar las variables para concluir que

Sol(S) = {(10x5, 2x5,0, —2x5, x5) }.

. Para resolver este sistema podemos plantear la matriz correspondiente escalerizar y luego discutir

segun el valor de A.

112H1 112
1 A4 0 Ax—=-1(2 /)

Observamos que si A = 1 la matriz tiene menos escalones que la ampliada y por lo tanto, el sistema
es incompatible. En este caso Sol(S) = ().

si A # 1 el sistema es compatible determinado y Sol(S) = {(2/\/\%14, =)}

. Razonando analogamente a la parte anterior, tenemos lo sigueinte

11 112 11 -1 2
1 2 113 ] =101 2 1
1 1 X=5]2A 0 0 A—=4|X-2

Observamos que si A = 4, el sistema es incompatible y por lo tanto el conjunto solucién es vacio.

4N—10 =X\ A=2
S o))

Por otro lado, si A # 4 el sistema es compatible determinado y Sol(S) = {(

. Para resolver este sistema podemos plantear la matriz correspondiente escalerizar y luego discutir

segun los valores de a y .

a 2 3|4 4 5 B |3 4 5 B 3
4 5 B3 | = a 2 3|4 |—->10 8-5a 12—af|16—3«a
14 16 38 1|0 14 16 35 |0 0 -3 —p -21
4 5 B 3 4 5 Jé] 3
=1 0 -3 -6 —21 -1 0 -3 -6 -21
0 8—b5a 12—af | 16 — 3« 0 0 28(a—4)+36|96a—120

Por lo tanto, observar que si 268(a—4)+36 = 0, es decir 5 = ;—ii, y 96— 120 # 0, es decir a # 5/4,
el sistema es incompatible, ya que tendriamos 0 igual a algo distinto de cero y el conjunto solucién
es vacio.

Si28(a—4)+36 =0y a=>5/4, lo que implica que 8 = 72/11, el sistema es un sistema compatible
indeterminado, cuya matriz tiene la siguiente forma

4 5 72/11 | 3
0 —3 —72/11 | -21
0 0 0 0
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Por lo tanto, la solucién del sistema es

24
Sol(S) = {(ﬁz—&?— Hz,z) Dz ER}

Si 28(ac — 4) 4 36 # 0, el sistema es compatible determinado y su conjunto solucién es

SOZ(S)_{(9a5+526+216 —9a8 — 88 48a — 60 )}
L \4(Ba—4) +18)" Bla—4) + 18" Bl — 4) + 18

7. Consideremos un sistema de la forma

a.

Si (o, ..., ) es solucién del sistema, entonces verifica cada una de las m ecuaciones. Es decir, para
cada i € {1,...,m}, tenemos que
ai101 + ..o + Qi = 0

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por ¢ € R, obtenemos
clapor + ... + apay) = ¢,0=0
Usando la propiedad distributiva resulta que para todo i € {1,...,m}
a1 (car) + ... + aip(cay) =0

Concluimos entonces que (cay, ..., cay,) es solucién del sistema.

. En esta parte razonamos de forma anéloga a la anterior. Supongamos que (a,...,an) v (81, ..., Bn)

son soluciones del sistema. Entonces si consideramos la ecuacion i-ésima tenemos que
aj10q + ... + ajpa, =0
a;181 + .. + @i Bn =0
Sumando ambas ecuaciones
a;i(ar + f1) + ...+ ain(on + fn) =0

Como esto vale para cada una de las m ecuaciones, concluimos que (ay + 1, ..., ., + 3, es solucién
del sistema.

. La idea de esta prueba es observar la cantidad maxima de escalones que puede tener esta matriz y

usar el teorema de Rouché-Frobenius. La siguiente parte es simplemente el contrarreciproco de ésta.

. Esto es simplemente el contrarreciproco de la parte anterior.

e. Para construir contraejemplos alcanza tomar sistemas con varias ecuaciones que sean equivalentes.

z+y=0
i. Unejemplocon m=3yn=2esax+y=1
r+y=2
Las ecuaciones son contradictorias, por lo tanto es un sistema incompatible.
. . r=1
ii. Un ejemplocon m =2y n=1es
20 =2

Ambas ecuaciones nos dan la misma informacién, por lo tanto tenemos un sistema compatible
determinado.
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10.

12.

r+y=1
iii. Un ejemploconm =3y n=2es {2r+2y=2 Claramente todas las ecuaciones son equiva-
3z +3y=3

lentes, por lo que armando la matriz y escalerizando, obtenemos una matriz de 3 x 2 donde las
dltimas dos filas son nulas. Usando Rouché-Frobenius, concluimos que el sistema es compatible
indeterminado.

c. iii. Observar que m < n da una restriccién sobre la cantidad méaxima de escalones que puede tener
la matriz escalerizada. Usar con esto el Teorema de Rouché-Frobenius.

Sistemas de ecuaciones lineales con restricciones enteras.

El ejercicio consiste en hallar la cantidad de tablas de cada tipo que podemos armar con las piezas de sushi
disponibles. Llamemos entonces w a la cantidad de tablas Lagrange, x a la cantidad de tablas Hausdorff, y a
la cantidad de tablas Gauss y z a la cantidad de tablas Kolmogorov. Disponemos de 32 piezas Philadelphia
que debemos repartir entre las diferentes tablas. Por cada tabla Lagrange que armemos, usamos 4 de ellas,
por cada tabla Hausdorff usamos 2 de ellas, por cada tabla Gauss usamos 6 y por cada tabla Kolmogorov
usamos 8 de ellas. Razonando andlogamente con el resto de las piezas, podemos representar el problema
con el siguiente sistema de ecuaciones

4w + 2x 4 6y + 8z = 32
3w+ x + 3y + 6z = 22
dw + dx + 15y + 10z = 50

Escalerizando, obtenemos que el sistema es compatible indeterminado y las soluciones son de la forma
(6—22z,4—3y,y, z). Dado que solamente podemos tener cantidades enteras de tablas y ademds debe haber
al menos una de cada una, tenemos que

w=6—2z>1
r=4-3y>1

Despejando de las inecuaciones anteriores, obtenemos que y =1, 1 < z < % Por lo tanto, el conjunto de
soluciones del sistema es

{(4,1,1,1),(2,1,1,2)}.
Geometria.
La informacién que nos dan los puntos marcados es que f(—2) = ¢g(—2) = 4, f(-1) = g(-1) =3y
f(1) = g(1) = 1. A partir de esto, podemos armar un sistema de ecuaciones y obtenemos que f(z) = —x+2,
g(z) = a3 + 222 — 22
La ecuacién genérica del plano asumiendo que d = 10 es

az + by + cz = 10.

Basta sustitir en ella los puntos (1,1, —1), (3, =2, —2), (5, 5, 3) y encontrar a, b, c para que estos la verifiquen.
La ecuacién del plano es entonces 2x + 3y — 5z = 10.
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13.

Aplicaciones.

a. Los valores son z1 = 14, x5 = 16, x3 = 18.
b. Los valores son k1 = 10,7, ko = 18,3, k3 = 12, 5.



CAPITULO 3
ALGEBRA DE MATRICES.

Enfoquemos nuestra atencién en el conjunto de todas las matrices de tamafnio m X n con coeficientes reales,
denotado como Mat(R),,x,. En el capitulo anterior, utilizamos matrices como herramientas para resolver
sistemas de ecuaciones lineales. Ahora, nuestro objetivo es definir operaciones algebraicas entre los elementos de
Mat(R),,, xn, aprovechando los conocimientos previos y las operaciones algebraicas que empleamos de manera
natural con los niimeros reales. Comenzamos definiendo dos operaciones basicas: la multiplicacién de una matriz
por un escalar y la suma de dos matrices.

1. Multiplicacién por escalares: La multiplicacién de una matriz A por un escalar A € R implica multi-
plicar cada entrada de A por A.

i R x Mat(R),xn — Mat(R),,xn-

aill a12 e A1n )\Clu )\&12 e /\aln

agy a9 N aAon, )\a21 )\(122 N /\a2n
A . ) .-

Ami Am2  --- Qmn A1 Aadm2 .. Aamn

2. Suma de matrices: la suma de dos matrices del mismo tamano implica la suma de sus correspondientes

entradas
+: Mat(R),,xn X Mat(R),,xn — Mat(R),,xn
a1 a2z ... Qip bir bz ... bin a1 + bis a2 +biz ... aip+bin
as1 G2 ... Q2n bar bz ... b2, az1 +ba1  aso+ba ... aoy +ba,
( : : : : ’ : : : : )=
Am1 Am?2 .. Amn bml bm2 CIEa bmn Am1 + bml Am2 + bm2 e Amn + bmn
2 -9 6 0o -1 3
Ejemplo 3.1 Consideremos las matrices A = [0 0 1], B =0 0 6], y el escalar A\ = —2. La
1 6 0 1 0 O

matriz resultante A + \B es:

67
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2 -9 6 0 -1 3 2 -9 6 0 2 -6 2 -7 0
0 0 1|+(-2(0 0 6]=(0 0 1|]+[0 0 —-12)=(0 o0 -11
1 6 0 1 0 O 1 6 0 -2 0 0 -1 6 0

Estas dos operaciones proporcionan al conjunto Mat(R),,x, una estructura algebraica. En los préximos
capitulos, demostraremos que este conjunto con estas dos operaciones, constituye un espacio vectorial real.
Podemos destacar que estas operaciones de multiplicaciéon por escalares y suma poseen buenas propiedades y
son compatibles entre si. Estas propiedades se pueden enumerar de la siguiente manera:

1. Conmutatividad de la suma: A 4+ B = B + A para todas las matrices A, B € Mat(R),,x -

2. Asociatividad de la suma: Para todas las matrices A, B, y C en Mat(R),,xn, se cumple (A + B) + C =
A+ (B+0C).

3. Distributividad de la multiplicacién por escalar respecto a la suma de matrices: A- (A+B) =X-A+A-B
para todas las matrices A, B € Mat(R),,x, y escalar A € R.

4. Distributividad respecto de la suma de escalares: Si A7 y Ay son escalares, para toda matriz A en
Mat(R).xn, se cumple (A1 + A2)A = A1 A + A2 A.

5. Asociatividad de la multiplicacién por escalar: (A-pu) - A= X-(u- A) para toda matriz A € Mat(R),,xn
y escalares A\, u € R.

6. Existencia del elemento neutro (matriz nula): Existe una matriz llamada matriz nula O,, ., tal que, para
cualquier matriz A € Mat(R),,xn, se cumple A + O, %, = A. Donde

00 ... 0

0 0 0
Omxn: .

0 0 0

7. Existencia del inverso aditivo: Para cada matriz A € Mat(R)an, existe una matriz B € Mat(R),,,x,, tal

ail a2 ... Qin
. . . a1 a22 e agn
que A+ B = O,,xn. Denotaremos a dicha matriz B por —A. Entonces, si A = . . . ] ,
am1  Am2 cor Qmn
—aii —ai2 ... —0ain
. . —asz1 —a22 ... —Q2n
su inverso aditivo —A es
—Aam1 —Qam2 e —Amn

Ejemplo 3.2 Una cadena de venta de autos tiene dos sucursales, una en Montevideo y otra en Punta del Este.
La gama de autos que ofrecen se pueden agrupar en: autos eléctricos, autos hibridos (eléctricos y nafta), autos
cldsicos (solamente nafta). Las ventas mensuales de autos en las dos tiendas durante dos meses se dan en las
stguientes tablas:
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Enero Montevideo Punta del Este
Autos eléctricos 20 15
Autos hibridos 10 12
Autos cldsicos 8 4
Febrero Montevideo Punta del Este
Autos eléctricos 23 12
Autos hibridos 8 12
Autos cldsicos 12 6
Las tablas sugieren dos matrices:
20 15 23 12
E=110 12 y F=[8 12
8 4 12 6

Para calcular, el cambio en las ventas de cada auto en ambas sucursales, restamos las entradas correspon-
dientes en estas dos matrices. En otras palabras, queremos calcular la diferencia de las dos matrices:

23 12 20 15 3 =3
F-E=(8 12]—-110 12)=|-2 O
12 6 8§ 4 4 2

Por lo tanto, el cambio en las ventas de cada auto es el siguiente:

Sucursal ‘ Montevideo Punta del Este
Autos eléctricos 3 -3
Autos hibridos -2 0
Autos cldsicos 4 2

3.0.1. Matrices especiales I:
A continuacién mencionaremos algunas matrices de particular importancia.

1. Matriz diagonal. Una matriz A de tamafio n x n es llamada una matriz diagonal si a;; = 0 para i # j;
esto es, si todos los elementos que estan fuera de la diagonal principal son cero.

ail 0 0

0 asy ... 0
A= . . .

0 0 Ann,

2. Matriz identidad. Es una matriz diagonal de tamano n x n, con la condicién adicional, a;; = 1 para
todo 1 <7 < n. Son denotadas por I,,.
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Por ejemplo,

~
—
Il
—~
—
SN—"
fonl
I
N\
O =
)
~_
&
I
O O =
S = O
—_ o O
iy
Il
O O O
O = OO
— o O O

OO = O

3. Matriz triangular superior. Una matriz A de tamafio m x n es llamada triangular superior si a;; =0
para ¢ > j; esto es, si todo elemento por debajo de la diagonal principal es cero.

a11 Q12 N A1n
0 aso ... a2n

A =
0 0 ... Gmn

4. Matriz triangular inferior. Una matriz A de tamafio m x n es llamada triangular inferior si a;; = 0
para j > i; esto es, si todo elemento por encima de la diagonal principal es cero.

ail 0 0

a1 a2 0
A =

Am1 Am2 . Amn,

Definicién 3.1 Sea A = (a;5) una matriz de tamario m x n. La matriz B = (b;;) de tamanio n x m donde
bij = aj; se conoce como la traspuesta de A, y se denota por A'. El trasponer una matriz equivale a intercambiar
filas por columnas y viceversa. Si A es la matriz dada por

a1 a2 . QA1n
a921 a9 e (057
A= ,
am1 Am2 cee Qmn
entonces At es la matriz
ail a1 e Am1
At a2 a922 e Am2
Aln QA2n ... Gmnp
2 1 0 23
Ejemplo 3.3 Si A = (3 5 6)’ entonces A = |1 5]. 8 A = (2,3,—1) es un vector fila, entonces
0 6
2
At = | 3 | es un vector columna.

—1
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3.0.2. Matrices especiales II:

1. Matriz Simétrica. Una matriz A de tamaio n x n es llamada simétrica si a;; = a;; para todo ,j =

1,---,n; esto es, si A® = A. Por ejemplo, para n = 3,
1 2 -3
A=|2 0 5
-3 5 6

Ejemplo 3.4 Determinar los valores de los coeficientes reales a,b y ¢, tal que la matriz

1 a—2b+2c 2a+b+c

3 1 a+c

0 -2 —4
sea simétrica.

Dado que una matriz es simétrica si A = At, planteamos:

1 a—2b+2c 2a+b+c 1 3 0
3 1 a-+c =la—2b+2c 1 —2
0 -2 —4 2a+b+c¢c a+c —4

Comparando elementos, obtenemos el sistema:

a—2b+2c=3
2a+b+c=0
a+c= -2
Resolviendo,
1 -2 2 3 1 -2 2 3
2 11 0 |]=-—-=120 5 —3| —6
1 0 1|-2 o o 1|-2
Encontramos que a =11, b= -9 y ¢ = —13.

2. Matriz antisimétrica. Una matriz A de tamafio n x n es llamada antisimétrica si a;; = —a;; para todo
i,7=1,---,n; esto es, si A" = —A. Esto implica que los elementos en la diagonal de la matriz son iguales
a cero, ya que a;; = —a;;. Por ejemplo, para n = 3,

0 2 -3
A=[-2 0 5
3 -5 0

Proposicion 3.1 Toda matriz cuadrada de tamano n X n se puede expresar de manera unica como la suma de
una matriz simétrica y una matriz antisimétrica.
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Demostracion: Dada cualquier matriz A de tamano n X n, podemos expresarla como la suma de dos matrices:

A=Yt any s La-an.
2 2

Observemos que la matriz A+ A* es simétrica. Esto se puede verificar porque (A+ A')! = A+ (A" = A'+ A =
A + At. Del mismo modo, podemos demostrar que la matriz A — A! es antisimétrica, ya que (A — AY)! =
Al — (AN = A — A= —(A— A"). Por lo tanto, las matrices 3(A + A") y $(A — A") también son simétrica y
antisimétrica, respectivamente.

Para demostrar la unicidad, supongamos que A = C + D = E + F, donde C' y E son matrices simétricas,
y D y F son matrices antisimétricas. Entonces, C — E = C — F' es una matriz que resulta ser tanto simétrica
como antisimétrica. Esto implica que C — E = C — F = Oy, es decir, la matriz nula. Por lo tanto, C = E'y
D = F', lo que demuestra la unicidad de la descomposicién en matriz simétrica y antisimétrica.

2 5 3
Ejemplo 3.5 Para expresar la matriz A= | =3 6 0] como la suma de una matriz simétrica y una anti-
4 1 1

simétrica, podemos usar la técnica usada en la demostracion (constructiva) de la proposicion anterior:

A= %(A+At) 4 %(A—At).

2 -3 4
Siendo A' =[5 6 1], tenemos que:
3 0 1
2 5 3 2 1 % 0 4 f%
36 0)={16 L]4+[-a 0 -]
71 11

3.0.3. Particién de matrices.

Consideremos una matriz A de tamano m x n. En la disposicién rectangular de niimeros reales que representa
A, podemos trazar lineas verticales y horizontales para dividirla en secciones, como se muestra a continuacion:

ayj;  ai2 a1z | | Gi(n-1) Qin
G21 Q22 AG23 | - | G2(p—1) QG2n
az1  az2 a3z | -~ | G3(n—1) (3n
A= aq1 Q42 Q43 | *°° | G4(n—-1) Q4n
as1 As2 453 | * | A5(p—1) QA5n
Aml Am2 Gm3 | " " | Gm(n—1) dmn

La matriz queda asi dividida en bloques rectangulares con sus respectivos elementos, lo que se conoce como una
particién de la matriz A. Estos bloques resultantes de la particién pueden considerarse como submatrices
independientes y se les denomina submatrices de la matriz A.

Las matrices de bloques consisten en matrices de mayor tamano construidas mediante la combinacién de
matrices mas pequenas. Estas matrices son una herramienta ampliamente utilizada en diversos campos y sim-
plifican célculos que, de otro modo, podrian resultar complicados. Cada matriz puede ser concebida como una
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matriz compuesta por bloques, con una cierta forma de particién. Por ejemplo si

0 2 -3 2 =3
A=1-2 0 5 1 =3
3 -5 0 2 -3

0 2 -3|2 -3
A= -2 0 5|1 -3 _(A” A”)
2 3 A9 As

en donde las submatrices A;; son:

2 2 -
A“:<_Oz 0 53>’A12:(1 —2)7‘421:(3 =5 0),An=(2 -3).

En la matriz A anterior se puede también efectuar la siguiente particién:

0 2 1 -312 -3
_ | _ _ (A A Ags
A= 2 0 5 |1 3 =14 A A
35 502 -3 o1 Azx Ags

en donde las submatrices A;; son:

0 2 — 2 —
AH(_Q 0>7A12<53>,A13<1 _g),Aﬂ(g 5), Agy = (0), Ags = (2 —3).

Es evidente que existen multiples formas de realizar particiones en una matriz. En resumen, podemos concebir
una matriz de bloques como una especie de matriz de matrices. Es decir, una matriz de bloques en Mat(R),,,«xn
puede ser vista como:

Ay A - Agg

Agp Agp -+ Ay

Apn Ap - A
en donde cada submatriz A;; es una matriz en Mat(R)mimi para algunos enteros positivos mq,--- ,m; y
ny, - ,ng tales que my +---4+my = m y ny + --- +ni = n. La matriz tiene entonces [ filas de bloques y k

columnas de bloques.
Consideremos la matriz A expresada de la siguiente manera:

Ay 0 -+ 0
0 Ass - 0
A= . . .
0 0 - Ap

En este caso, diremos que A es diagonal por bloques.
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Ejemplo 3.6 Consideremos A dada por:

10 3 0 0 1 0 3[/0 0
5 4 1 0 O 5 4 110 0 A 0
A:26400:26400_<011A)
0002 =5 00 0[2 -5 22
0 00 1 -3 0 0 0|1 =3
donde los bloques no nulos son
1 0 3
An=1|5 4 1 ,AQQG _35)
2 6 4

3.1. Producto matricial.

La tercera operaciéon bésica que abordaremos es la multiplicacién matricial. Para fundamentar su defini-
cién, exploraremos dos ejemplos que nos ayudaran a comprender mejor esta operacion, la cual puede parecer
inicialmente poco intuitiva.

1. Un problema de consumo: Supongamos que una empresa constructora tiene contratos para construir
3 estilos de casa: moderno, nérdico y colonial. La cantidad de material a emplear en cada tipo de casa
estd dado por la siguiente tabla (en ciertas unidades):

Hierro Madera Vidrio Pintura Ladrillos

Moderno 5 20 16 7 17
Noérdico 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

a) Si quisieramos saber cudntas unidades de cada material serdn empleadas si va a construir 5, 7y 12
casas de tipo moderno, nérdico y colonial, respectivamente. ;Qué cuenta debemos hacer?

b) Si los precios por unidad de hierro, madera, vidrio, pintura y ladrillos son 15, 8, 5, 1 y 10.
¢) Cudl es el costo total del material a emplear?

d) ;Coémo serfa la funcién de costo si quiero construir M casas de tipo moderno, N de tipo nérdico y C
de tipo colonial?

2. Un problema de cambio de variables: Supongamos que tenemos un sistema de 3 ecuaciones con 4
incognitas:
Ty +4rs +3x3 +5xy =1
S=<qx — 319 — 223 +3x4 =5
T1 — To — 23 + T4 =0

Recordemos que la matriz asociada al sistema S es

1 4 3 95
A=11 -3 -2 3
1 -1 -2 1
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Deseamos cambiar las variables x1, xo, x3 v x4 de este sistema por nuevas variables y; y yo, relacionadas
de la siguiente manera:

1 =Y1 + Y2
T2 = 3y1 + 2y2
3 = 3y

Ta=Y1 — Y2
Al realizar las sustituciones correspondientes, obtenemos:
(Y1 + y2) +4(3y1 + 2y2) + 3(3y2) + 5(y1 — y2)
(Y1 +y2) —3(3y1 + 2y2) — 2(3y2) +3(y1 —y2) =5
(Y1 +y2) — (By1 + 2y2) — 2(3y2) + (y1 — ¥2) =0

Simplificando cada ecuacién, la nueva expresion para el sistema S es:

S=14¢-5y; — 14y =5
—y1 — 8y2 =0
18 13
con matriz asociada C' = [ =5 —14 | . Para comprender la relacion entre las matrices A y C, es necesario
-1 -8

involucrar a una tercera matriz que llamaremos B, la cual estard relacionada con la forma en que se
expresan las variables z1, 3, 3 v o4 en funcién de las variables y; y y2. Las ecuaciones de cambio de

variable,
T1 =Y+ Y2
To = 3y1 + 22
x3 = 3Y2

Ta=Y1 — Y2
pueden ser consideradas como un sistema de ecuaciones, donde 1, x2, 3 y x4 son valores conocidos, y
las incégnitas ahora son 5. Por lo tanto, la matriz asociada a este sistema sera

b

1
B:

_ O W
W N =

-1
Ahora nos preguntamos cudl es la relacién entre las matrices A, By C.

Con el propésito de ofrecer una resolucién mas sencilla a los problemas planteados presentamos la siguiente
definicién.

Definicién 3.2 Sea A € Mat(R),,xp y B € Mat(R),x,. Definimos el productolﬂ entre matrices como:
.: mXP(R) X MPXH(R) — men(R)
(A,B) —- A-B=C

donde C' = (c¢;j) con ¢;j = Y % _, aibyj.

1Si las matrices tiene las dimensiones adecuadas para que tenga sentido el producto se dice que las mismas son conformables.



76 JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

Esquemaéticamente:
a1 ai2 . a1p C11 N C1j e Cin
a1 a9 e azp bll b12 . blj bln C2o1 PN C25 ce Con
bor  baa ...boj bon,
Q41 @2 Qip Ci1 Qi
bpl bp2 PPN bpj e bpn pxn
m1 Am2 ... Gmp mxp Cm1 - Cmj ... Cmn mxn

donde Cij = aﬂblj + aigbgj + -4 Cbipbpj = Zi:l aikbkj.

Ejemplo 3.7 1. Usando definicion del producto C = AB, donde A y B son dos matrices 3 X 3, obtenemos:

a b ¢ r s t ar+bu+cxr as+bv+cy at+bw+cz
C=1|d e f u v w|=\|dr+eu+ fr ds+ev+ fy dit+ew+ fz
g h 1 r Yy z gr+hu+ix gs+hv+iy gt+hw+1iz

Aungque parece una cantidad considerable de operaciones algebrdicas, la construccion de la matriz en el
lado derecho es directa si sequimos la regla que establece que el elemento en la fila i y columna j de la
matriz C se obtiene multiplicando la fila © de A con la columna j de B. Por ejemplo, para obtener el
elemento en la fila 2 y columna 8 de C, tomamos la fila 2 de A y la multiplicamos con la columna 8 de B
para producir dt + ew + fz. Repitiendo este proceso, obtenemos cada elemento de C.

0o 2 =3 0 1
2. Sean A=|-2 0 5 |,B=|1 2]|. Entonces AB es una matriz de tamano 3 x 2.
3 -5 0 0 1
0o 2 =3 0 1 0:0+42-1+(-3)-0 0-1+2-2+(-3)-1 2 1
AB=1|-2 0 5 1 2= -2-04+0-14+5-0 -2-140-245-1 =10 3
3 -5 0 0 1 3-0+(-5)-140-0 3-1+(-5)-2+40-1 -5 =7
Observacién 3.1 Si Ay,---, A, son las filas de la matriz A, y BY,--- , B"™ son las columnas de B, la entrada

ij de la matriz AB es igual a el producto de A;B7. Asf,

AB' AB® ... AB"

AyB' AyB® ... A.B"
AB = , , .

An.B' A,B? ... A,B"

mXxXn

Esta forma de representacion resulta wtil cuando queremos entender como se relacionan las filas y columnas de
la matriz AB en funcion de las filas y columnas de las matrices A y B.

Retomemos la discusion con la cual iniciamos esta seccién y que nos motivaban a definir el producto matricial
de esta manera.

1. Un problema de consumo:
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a)

Llamemos A a la matriz que representa a la tabla con los datos, es decir,

5 20 16 7 17
A=1[7 18 12 9 21
6 25 8 5 13

Notar que para calcular la cantidad total de hierro a utilizar, debemos multiplicar por 5 a la cantidad
necesaria para construir una casa de tipo moderno, por 7 a la cantidad necesaria para construir una
casa de tipo nordico, por 12 a la de tipo colonial y luego sumar estas cantidades. Luego razonamos
de la misma forma para calcular la cantidad de los otros materiales. Es claro entonces que podemos
definir matriz B € Mat(R)1,3 como B = (5 7 12) que contiene las cantidades a construir de cada
tipo de casa y tenemos que

BA = (146 526 260 158 388).

Por lo tanto, se necesitan 146, 526, 260, 158 y 388 unidades de hierro, madera, vidrio, pintura y
ladrillos respectivamente.

En este caso, definimos una matriz de costos C' € Mat(R)5x; como C = (15 8 5 1 10)t y
tenemos que la matriz
492
AC = | 528
465

guarda los precios de por unidad de cada tipo de casa; es decir, los precios por unidad de casa de
tipo moderno, nérdico y colonial son 492 528 y 465 respectivamente.

Utilizando las partes anteriores, podemos calcular esto como BAC' y concluimos que el costo total
de construir 5 casas de tipo moderno, 7 de tipo nérdico y 12 de tipo colonial es 11,732.

2. Un problema de cambio de variables: Una manera mas eficiente de transformar el sistema

1 +4xo +3x3+ 5y =1
S=<x1—310—223+324 =5
1’171’272134’1'4 =0

de las variables x1, x2, T3 y T4 a un nuevo sistema en la variables y; y ys seria simplemente considerar el
sistema cuya matriz resultante es el producto de las matrices

Asi,

Caos sy (L]
A=|1 =3 -2 3|, B=|, ;

1 -1 -2 1 L
1435;); 18 13
AB= (1 =3 -2 3||0 S |=|-5 -l4)=C
L1 -2 1) ] 5 -1 -8

Proposicién 3.2 Si A, B y C son matrices (con tamanos tales que los productos de matrices dados estén
definidos) y c es un escalar, entonces se cumplen las siguientes propiedades:
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1. Propiedad asociativa de la multiplicacion: A-(BC) = (A-B)-C

2. Propiedad distributiva: A-(B+C)=A-B+ A-C

3. Propiedad distributiva: (A+B)-C=A-C+B-C

4. Propiedad asociativa de la multiplicacion por escalares: ¢- (AB) = (¢- A)-B=A-(c- B)

Demostracién: Mostraremos tinicamente la propiedad asociativa de la multiplicaciéon. La demostracién de las
propiedades restantes queda a cargo del lector interesado. Primero notamos que A - (BC) y (A - B) - C tienen
el mismo tamano. Adem4s,

(A( Zam BC)y Zam (Z bklclg> =D (awbu)ey = (AB)O);

=1 k=11=1
Observacion 3.2 Listemos ahora algunas propiedades adicionales y comentarios sobre el producto matricial.

1. Ecuaciones matriciales: Consideremos el sistema S de m ecuaciones lineales con n incdégnitas

a11T1 + 12T + -+ + A1, Ty =b
a21%1 + A20%2 + ++ + + A2 Ty =by
Amp121 + Am2To + - - + AmpTy = bm

Sea A la matriz del sistema S, de tamano m X n.

ail ai12 e QA1n

a1 a2 . (05793
A =

am1 aAm2 oo Qmn

Consideremos también la matriz X de tamano n X 1 formada por las incognitas del sistema

T

T2
X:

Tn

y la matriz B de tamano m x 1 formada por los términos independientes by, ba, - - - by,

b1
bo
B =
bm
Entonces el sistema S puede escribirse usando el producto matricial como:

a1 ai2 . A1n I bl
a1 as2 . a2n To b2
Gm1 Gm2 .- Qmn T, b

o por la ecuacion matricial AX = B.
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2. No conmutatividad del producto matricial: La propiedad de no conmutatividad del producto matricial
se manifiesta en el hecho de que, en general, para matrices cuadradas A y B de tamano n X n, las
expresiones AB y BA son diferentes, salvo en casos particulares. Por ejemplo, si consideramos las matrices

0 2 10
=13 ve=s)

notamos que AB y BA no son iguales:

8 4 0 2
AB:<13 6)7ABA:<2 14)'

Cuando A es de tamario m X p y B es de tamano pxm, con m # p, las matrices AB y BA estdn definidas
pero sus tamarnos no coinciden. Por iltimo, si A es de tamano m X p y B es de tamano p X n, con m # n,
la matriz AB estd definida, pero BA carece de significado.

3. Potencias de matrices cuadradas: La propiedad de asociatividad del producto matricial nos permite
definir las potencias de matrices cuadradas. Para una matriz A de tamano n X n y para cualquier entero
k > 1, utilizamos la siguiente notacion para representar las potencias de A:

Al = A,
A% = AA,
A3 = AA? = A%A = AAA,

A= AFIA = A4
0
13

o (2 6\ ,5_ (6 22
A_(a 11>’A_ 11 39)

Podemos observar que, en general, las entradas ij de la matriz A% no son simplemente las entradas ij al
cuadrado de la matriz A.

Por ejemplo, consideremos la matriz A = < > Calculando las potencias de A, obtenemos:

4. Producto matricial, traspuestas y matrices simétricas. Sean A y B matrices de tamanos adecuados
para que el producto AB esté definido. En tal caso, la traspuesta del producto es igual al producto de las
traspuestas en orden inverso, es decir, (AB)! = Bt A?.

Para demostrarlo, primero verifiquemos que los tamanos sean los mismos. Ahora, si A se compone de
las entradas a;; y B se compone de las entradas by, entonces la matriz C = AB estd compuesta por las
entradas c;,, donde:

Cik = Ai1big + -+ + Ainbpr = bigas + 4+ bprQin.

Denotemos las traspuestas de A, B, y C como A* = (a};),B" = (b;) y C* = (c};) respectivamente.

Utilizando la definicion de traspuesta, podemos afirmar que a;-i = aij,b%j =bjk Y ¢; = cik. Ast, podemos
expresar cj,; como:

/ 1/ Vi / !
Chi = bjpay; ++ -+ by,a,
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Lo cual implica C* = B*At, como queriamos demostrar.

Podemos verificar la propiedad anterior utilizando el ejemplo en el que A = ((1) :23) y B = (3 2 0).

Primero, calculamos AB y su traspuesta (AB)*:

0 2\ (3 2 0 2 6 2
AB = (1 3) (1 3 1>“ (6 11 3)

2 6
(AB)' = |6 11
2 3

Ahora calculemos las traspuestas de A y B, es decir At y Bt:

ngéyyz

O N W
w

Luego, calculamos BtA?

(=}

3 1 2 6
Bt At — 23(29— 1
0 1 2 3

Es importante destacar que esta propiedad mos permite mostrar que, para cualquier matriz A de tamarnio
m x n, las matrices AA y A'A son siempre matrices simétricas. La justificacion es la siguiente:

(AAt)t:(At)tAt:AAt
(ATA) = (A)!(AD)! = AA.

Para pensar: Proporciona un ejemplo de dos matrices de tamano 2x2, A y B, tales que (AB)! # A'Bt.

. Multiplicacion de matrices. Un desafio informdtico y computacional. La multiplicacion de ma-

trices es un cdlculo fundamental con un alcance amplio en diversas aplicaciones, desde visualizar imdgenes
en pantallas hasta simular fendmenos complejos en la fisica. Ademdas, juega un papel esencial en el campo
del aprendizaje automdtico. Optimizar este cdlculo podria tener un impacto significativo en muchas tareas
computacionales diarias, reduciendo costos y ahorrando energia. La multiplicacion de matrices es una
herramienta omnipresente en la ingenieria, utilizada en una variedad de problemas numéricos.

En esencia, una matriz es una disposicion ordenada de niumeros que representa informacion variada.
La multiplicacion de matrices implica la combinacion de filas y columnas de matrices diferentes. Esta
operacion, que parece simple, puede volverse compleja rapidamente. La multiplicacion de matrices grandes
consume recursos considerables en términos de tiempo y energia.

Cada par de numeros en las matrices debe multiplicarse individualmente para construir una nueva matriz,
y a medida que las matrices crecen, el problema se vuelve desafiante. Se estima que hay mds métodos
para resolver la multiplicacion de matrices que estrellas en nuestra galaxia, lo que demuestra la riqueza de
enfoques que pueden utilizarse para abordar esta operacion aparentemente basica.

En resumen, la multiplicacion de matrices, aunque esencial, puede ser un proceso intensivo en recursos.
Dado su impacto en una amplia gama de aplicaciones, desde la tecnologia hasta la ciencia, la busqueda de
formas mds eficientes para realizar este cdlculo sigue siendo un drea activa de investigacion y desarrollo.
Una manera de simplificar los cdlculos involucrados en el producto matricial es efectuar la multiplicacion
de dos matrices en las que se ha realizado previamente una determinada particion.
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3.1.1. Multipliacién de matrices de bloques.

Sea A una matriz de tamano m X p y B una matriz de tamano p X n. Supongamos que las p columnas de
A estdn divididas en dos grupos: el primero formado por las s columnas de una submatriz My y el seqgundo
por las p — s columnas, que formardn la submatriz My. Hagamos una subdivision andloga con las filas de
la matriz B, de modo que B se divida en una matriz s X v, N1, y una matriz (n — s) X r, No. La férmula
del producto AB = C' se descompone en dos partes correspondientes:

cit = (aibig + - + @ishsk) + (@is41 + -+ + Aipbpi)

En el primer paréntesis aparecen solo la fila i de la primera submatriz My de A y la columna k de la
submatriz superior N1 de B. Por lo tanto, este primer paréntesis es exactamente d;i, el elemento de la
fila i y la columna k del producto M;Ny. Del mismo modo, el seqgundo paréntesis es el término df, del
producto MaNy. Por lo tanto, c;, = di, + d7,.

A continuacidn, explicaremos como realizar la multiplicacion de dos matrices sobre las cuales hemos
tomado previamente una particion adecuada. Para simplificar la notacion involucrada, nos centraremos
en matrices que han sido divididas en cuatro submatrices.

Supongamos ahora que en las matrices A y B se ha realizado una particion que permite escribirlas como:

A11 A12 Bll Bl2
A= , B=
<A21 A22 BZl BQQ
donde A;j € Mat(R),,, xp, parai= 1,2y j=1,2, ademds de que py +p2 = p y my+mg = m. Del mismo

modo, Bij € Mat(R),, xp, parai=1,2 yj=1,2, y también p1 + ps = p y n1 +na = n. El producto de
AB puede efectuarse como

AB = C = (A A (Bu Biz) _ (AuBu+ AwpBn AuBiz+AwpBz) _ (Cu Ci
Agr Axx) \Ba1 DB A21B11 + A Ba1 A1 Bia + A2 B Cor Ca

Una observacion importante es que todas las operaciones anteriores entre las subamtrices A;; y B;; estdn
bien definidas. Por ejemplo, consideremos las matrices A y B dadas por:

10 3 0 00 001 1 O 0
5 4 1 0 0 O 2 40 0 1 0
2 6 4 000 1210 0 1
A= 1001 00 B = 0 00 2 -2 -2
010010 0 001 -1 0
0 01 0 01 0001 -1 5

Supongamos que deseamos calcular el producto AB. Podemos utilizar una particion adecuada de estas
matrices para simplificar el cdlculo.

1 0 3|0 00 00 1|1 0 o0
5 4 110 00 2 4 0/0 1 0

. 2 6 4(0 0 0 :(AH 03> B 1 2 1|0 0 1 :(B11 13>
1 0 0[1 0 O Is I3 00 0][2 -2 -2 03 Bg)-
01 0[0 1 0 00 0|1 -1 0
00 1[0 0 1 00 0|1 -1 5
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Por lo tanto

AB — (An 03) (Bu I3 > _ <A11B11 + 0382 Anils +03322>
Is I3 03 DB I3B11 + 1503 I35 + I3Bay

(A11B11 An >
By Is+ By ) -

Solo nos resta calcular

1 0 3 0 0 1 3 6 4

A1Bii=15 4 1 2 4 0l=19 18 6

2 6 4 1 2 1 16 32 6

Entonces

3 6 4|1 0 3 3 6 4 1 0 3
9 18 6|5 4 1 9 18 6 5 4 1
AB — 16 32 6|2 6 4 _ 16 32 6 2 6 4
0O 0 1|3 -2 =2 0O 0 1 3 -2 =2
2 4 0|1 O 0 2 4 01 0 0
1 2 1j1 -1 6 1 2 1 1 -1 6

3.1.2. Matrices especiales III:

1. Matrices nilpotentes. Una matriz de tamano n x n recibe el nombre de nilpotente si existe un entero

k > 1tal que A* = O,,, donde O,, es la matriz nula. Al menor entero para el cual se cumple esta propiedad
se le denomina indice de nilpotencia de la matriz A. Por ejemplo, consideremos la matriz

010
A=10 0 1
0 0 0

Esta matriz es nilpotente, con un indice de nilpotencia igual a 2. Esto se puede verificar al elevar la matriz
al cuadrado:

010 010 0 0 0
A2=10 0 1 0 0 1]=10 00
0 0 0 0 0 0 0 0 0
En general, si A = (a;;) es una matriz tal que a;; = 0 para ¢ > j, entonces A es nilpotente. ;Cual es su

indice de nilpotencia?

. Matrices idempotentes. Una matriz de tamafo n x n recibe el nombre de idempotente si A2 = A. Por

ejemplo, consideremos la matriz

2 -3 -5
A=1|-1 4 5
1 -3 —4
Esta matriz es idempotente. Esto se puede verificar al elevar la matriz al cuadrado:
2 -3 -5 2 -3 -5 2 -3 -5
A2=(-1 4 5 |[-1 4 5 |=[-1 4 5
1 -3 -4 1 -3 -4 1 -3 -4

La relacion entre el producto matricial y la trasposicion de matrices, como se enuncié en la seccién anterior,
nos permite demostrar que una matriz A es idempotente si y solo si A? también lo es.

Para pensar: Demostrar que si A y B son matrices de tamano n x n tales que AB = Ay BA =B
entonces A y B son matrices idempotentes.
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3. Matrices involutorias. Una matriz de tamafio n x n recibe el nombre de involutoria si A2 = I,,. Por
ejemplo, consideremos la matriz

10 0 O

01 0 0

4= 1 1 -1 0

1 1 0 -1

Esta matriz es involutoria. Esto se puede verificar al elevar la matriz al cuadrado:

10 00

2 10 1 00

A= 0 01O
0 0 01

Relacién entre matrices idempotentes e involutorias: Si A es una matriz de tamafio n X n involu-
toria, entonces las matrices 3(I, + A) y 2(I,, — A) son idempotentes. En efecto,

1
@@Hﬁm2:ﬂh+AV:ﬂﬁ+ﬁA+ﬁy:ﬂh+LMJQ:%Qh+wQ:?M+A)
De igual forma,

(31, — A4))* = 1(1,, — A)?

HI2 — 24+ A%) = 1(I, - 24+ I,,) = (21, — 24) = L(I,, — A).

Para pensar: Si Ay es una matriz arbitraria de tamano n x n. Demostrar que la matriz A de tamaifio
2n X 2n
I 0
2 __ n
#=(5 )

Ejemplo 3.8 Ejercicio 4. Primer parcial GAL1 interactiva. Septiembre 2023. De las siguientes afir-
maciones, decir cudles son verdaderas (V) y cudles son falsas (F):

es involutoria.

A. Para todas las matrices A, B € Mat(R),xn, st AB = 0, entonces A= 0, o B=0,.
B. Para todas las matrices A, B € Mat(R
C. Para todas las matrices A, B € Mat(R),,x,,, se cumple que (A+ B)(A — B) = A> — AB + BA — B2

(R)
(R)pxen se cumple que (A+ B)? = A2 + AB + BA + B2
(R)
D. Para todas las matrices A, B € Mat(R),,xr, se cumple que A’B + AB? = AB(A + B).

Solucion:

A. Falso. Contraejemplo: A = <(1) 8) y B = (8 (1)) Entonces AB = (8 8) pero ninguna de las dos

matrices es la nula.

B. Verdadero. Aplicando la propiedad distributiva del producto frente a la suma, tenemos: (A + B)? = (A +
B)(A+ B)=AA+ AB+ BA+ BB = A?>+ AB + BA+ B2,

C. Verdadero. Aplicando la propiedad distributiva del producto frente a la suma, tenemos: (A+ B)(A— B) =
AA— AB + BA—- BB =A% - AB + BA — B2

D. Falso: Tomemos A = ((1) i) y B = ((1) 8) Entonces, A2B + AB? # AB(A + B).
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3.2. Practico 2.

Préactico 2 — Matrices, operaciones entre matrices, y aplicaciones?|

3.2.1. Matrices.
1. Construir las siguientes matrices
C i 1]
a) A= ((a”)) c Mat(R)3X4, Q5 =1 +7 b) B = ((blj)) S Mat(R)gxg, bij = { 0 i>j

2. Consideremos matrices A y B de dimensiéon 4 x 5 y matrices C, D y E de dimensiones 5 X 2, 4 X 2 y
5 x 4 respectivamente. Todas las matrices tienen sus entradas en el mismo conjunto numérico. Determine
cuéles de las siguientes operaciones estan definidas:

BA, AC+D, AE+ B, AB+ B, E(A+B), EAC.
En caso de estarlo, indique las dimensiones de la matriz resultante.

3. Se consideran las matrices:
3 0 1 -1 1 1 2 3
A=1-1 2 B(;l _11) C’(; ‘1" g) D=|-3 2 —-1| E=(2 4 6
1 1 -2 1 0 1 2 3
Realizar las siguientes operaciones: AB, BC, B + B!, AAt, A'A, (AB)C, A(BC)y DE — ED.

1 1
4. ParaA(O 1

que no conmute con A.

), hallar todas las matrices 2 X 2 que conmuten con A. Dar un ejemplo de una matriz

5. Sea d(ig,jo) € Mat(R),,«, definida por

1 sii=dgyj=jo
6(1(]’.]0)17] - {0 en otro caso

a) Dada A € Mat(R), xy,, describir la matriz §(1,1)A en funcién de los valores a; ;. Repetir para
Ad(1,1).

b) Dada A € Mat(R),xn, describir la matriz 6(1,2)A en funcién de los valores a; ;. Repetir para
Ad(1,2).

¢) Describir 6(ig, jo)A para i, jo cualesquiera.
6. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

a) Si la primera y tercera columna de B son iguales, también lo son la primera y tercera columna de
AB;

b) Sila primera y tercera fila son iguales en B, también lo son en AB;

2Denotaremos I, y 05, a la matriz identidad y la matriz nula de tamafio n X n. En caso que se sobrentienda el tamafio notaremos
simplemente I y 0.
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¢) Sila primera y tercera fila son iguales en A, también lo son en AB;
d) Si Ay B son matrices n X n entonces

1) (AB)? = A?B?;

2) (A+B)? =A% +2AB + B?

3) (A+B)(A-B)=A?>-B?
e) SiA#0,y AB=AC = B=C

f) Siel producto AB entre las matrices A y B estd definido entonces también lo estd el producto BA.

3.2.2. Operadores en matrices y matrices especiales.
1. Trasposicién de matrices
a) Demostrar que (A + B)! = A" + B, (aA)! = aA' y (AB)! = B'A! (siendo A y B conformables).
b) Sea A una matriz de tamafio n X n tal que A® = AA donde A # +1. Mostrar que A es 0,,.

¢) Sean Ay B matrices cuadradas tales que A = ¢B' y B = pA!, para un par de niimeros p, q. Probar
que A=0=Bopg=1.

2. Traza de una matriz

Sea A una matriz cuadrada. Se define la traza tr(A) de la matriz A como la suma de todos los elementos
de su diagonal. Entonces, si A = ((a;;)) es una matriz n x n tendremos

t’I’(A) = a11 + - +ann = Zau
=1

Probar:

a) Si Ay B son matrices cuadradas n x n:
tr(A+ B) =tr(A) + tr(B), tr(ad) = atr(A), tr(A) = tr(A")
b) Sabiendo que tr(AB) = tr(BA), demostrar que no existen matrices cuadradas Ay B n x n tales que
AB—BA=1,.
¢) Sea A una matriz de n x n. Probar que tr(AA") >0y tr(AA") = 0 si solo si A = 0,,.

3.2.3. Geometria.

En los ejercicios de esta seccién los puntos del plano se representaran como matrices 2 x 1. Por ejemplo el

1) =(1 3)t y a veces también como (1, 3).

punto (1,3) se representard como <3

1. Matriz de la simetria respecto a la recta z = y.

Sea S : R? — R? la funcién definida por
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a) Representar en el plano los siguientes puntos (1 O)t, (0 1)t, (1 1)t y (1 fl)t, y sus respec-
tivas imdgenes por la funcién S. Para estos puntos dibujar un flecha entre p y S(p). Interpretar
geométricamente.

b) Bosquejar las siguientes figuras y sus imédgenes por S.
a) x=5 b) x+y=0 c) z—y=0 d z—y=2
¢) Probar que la funcién S es biyectiva y calcular su inversa.

2. Matriz de giro de angulo 6.

cos —sinf
sin 6 cos 0

n((3)=a(3)

a) Calcular para (1,0) y (0,1)* sus iméagenes al aplicar Ry e interpretar geométricamente el resultado
(Sugerencia: bosquejar en el plano los puntos y sus imdgenes).

b) Dados 6 y 9, jcudl es el resultado Z de calcular Y = Ry(X) siendo X = (1,0)" y luego Z = Ry (Y)?
,Coémo se interpreta esto geométricamente?

Para un ntimero 0 € [0, 27) se considera la matriz Gy = ( ) , v se define la funcién

Ry : R? — R? mediante la férmula

¢) Comparar el resultado anterior con la accién de la funcién Rgiy. ;Qué famosas férmulas trigo-
nométricas pueden deducirse de estas manipulaciones?

3.2.4. Aplicaciones.

1. Una empresa constructora tiene contratos para construir 3 estilos de casa: moderno, nérdico y colonial. La
cantidad de material a emplear en cada tipo de casa estd dado por la siguiente tabla (en ciertas unidades):

Hierro Madera Vidrio Pintura Ladrillos

Moderno 5 20 16 7 17
Nérdico 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

a) Utilizar un producto de matrices para determinar cudntas unidades de cada material serdn empleadas
si va a construir 5, 7y 12 casas de tipo moderno, nérdico y colonial, respectivamente.

b) Si los precios por unidad de hierro, madera, vidrio, pintura y ladrillos son 15, 8, 5, 1 y 10.;Cudl es el
precio unitario de cada tipo de casa?

¢) ;Cudl es el costo total del material a emplear?

d) ;Cémo serfa la funcién de costo si quiero construir M casas de tipo moderno, N de tipo nérdico y C'
de tipo colonial?

2. Imagenes En este ejercicio se estudiard como a partir de operaciones de matrices podemos manipular
una imagen. Una imagen en blanco y negro (sin grises) puede representarse como una matriz de ceros y
unos, donde un 0 representa un bit negro mientras que un 1 representa uno blanco.
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Figura 3.1: Imagen de ejemplo (donde cada cuadrado representa un bit) junto a su matriz

a) Asumiendo que lo importante es la parte negra y se quiere trasladar un lugar hacia la derecha.
Encontrar B € Mat(R)gx¢ tal que AB sea una solucién al problema.

b) Suponga ahora que se quiere reflejar la imagen (como si se viera en un espejo). Encontrar B €
Mat(R)sx6 tal que AB sea una solucién al problema.

¢) Determine alguna forma de pasar de la imagen a su negativo (intercambiar bits blancos y negros) a
partir de operaciones con matrices.

3.2.5. Solucidén a ejercicios seleccionados del Practico 2.

Matrices.
2 3 45
1 a A=13 4 5 6
4 5 6 7
1 1 1
b. B=10 2 2
0 0 3
2 Recordar que dos matrices A y B se llaman conformables si A € m x ny B € Mat(R),,»,. En este caso

podemos definir el producto AB. Ademaés, la suma de matrices estd definida solo para matrices del mismo
tamano.

Dado que A y B no son conformables, la operaciéon BA no esta definida en este caso. La operaciéon AC
por otro lado, si puede hacerse pues C' € Mat(R)52. La matriz resultante de este producto es de 4 x 2 y
por lo tanto puede sumarse con D.

La operacién AFE puede hacerse pues A y E son matrices conformables y el resultado es una matriz de
4 x 4. Sin embargo, la matriz B es de 4 x 5 por lo que no se puede hacer AFE + B.

De la misma forma que no se puede calcular BA, no puede calcularse AB en este caso. Por lo tanto, no
puede hacerse la operacién AB + B.

Ay B pueden sumarse pues son del mismo tamano y su resultado es una matriz A + B € Myx5. Dado
que E € Mat(R)s5x4, no podemos calcular E(A + B).

Por ultimo, como dijimos antes, se puede calcular AC' y da una matriz de 4 x 2 y por lo tanto podemos
calcular EAC.

En conclusién, se pueden hacer las operaciones AC' + D, E(A+ B) y EAC que tienen dimensiones 4 X 2,
5 X D5y d X 2 respectivamente
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3 Recordamos que dadas dos matrices conformables A = ((ai;)) € Mat(R)xn ¥y B = ((bij)) € Mat(R),p,
el producto AB = ((¢;j)) € Myxp donde ¢;; = >°)_, aipbp;. Utilizando esta definicién, calculamos los
siguientes productos.

12 -3 9 -3 3
AB={0 3 ,BC:G 195 S>7B+Bt:(§ ;),AAt: 3 05 1],
6 0 3 1 2
0o 3 45 9 11 -6 1
A‘fA<_1 5),(AB)C 9 3 15|, DE-ED=[22 —-12 2
6 24 12 11 -6 1

5 Observamos a partir de la definicién que la matriz 0(ig, jo) es una matriz que tiene un 1 en la posicién
(i0,jo) y ceros en el resto de las entradas.

a. Para el caso en que (ig, jo) = (1,1), la es de la forma

1 0 0
0 0 0
0(1,1) = .
0 0 0
Por lo que el producto 6(1,1)A es
ailp a2 ... Gin
0 0 ... 0
0(1,1)A =

0 0o ... 0

Es decir, multiplicar a izquierda por §(1,1) devuelve una matriz cuya primer fila corresponde a la
primer fila de A y tiene ceros en el resto de las entradas.

Si ahora multiplicamos A a derecha por §(1, 1) obtenemos

ail 0 ... 0
ag1 0o ... 0
As(L, )= | . .
Qan1 0o ... 0

Es decir, multiplicar a derecha copia la primer columna de A en la primer columna del producto.

b. Repitiendo el procedimiento de la parte anterior, tenemos que ahora la matriz §(1,2) es

01 ... 0
00 ... 0
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Multiplicando A a izquierda y derecha por esta nueva matriz, tenemos lo siguiente

a1 Q22 ... QA2n 0 ail ... 0
0 o ... 0 0 ay ... O
5(1,24=1| . . oA 2)= . . :
0 o ... 0 0 apy ... O

c. De las partes anteriores podemos concluir que multiplicando a izquierda por §(ig, jo) copiamos filas
de A y mutiplicando a derecha copiamos columnas. Ademds ip indica cudl fila/columna estamos
copiando y jo indica en qué fila/columna de la matriz producto se va a devolver. Es decir, d(ig, jo)A4
es una matriz que tiene la fila F; ) de A en su fila Fj y ceros en el resto de las entradas, mientras
que Ad(ig, jo) es una matriz que tiene la columna C;, de A en su columna C, y ceros en el resto de
las entradas.

6 a. Verdadera. La idea es ver que para calcular los elementos de la primera columna de AB se usan las
filas de A y la primera columna de B. Para la tercera columna de AB se usan las filas de A y la
tercera columna de B que es igual a la primera.

b. Falsa.
c. Verdadera.
d. 1. Falsa. Tenemos que
(AB)? = (AB)(AB)A(BA)B
Pero como no vale la propiedad conmutativa para el producto de matrices, BA # AB y por lo
tanto A(BA)B # A?B2.
2. Falsa. Desarrollando (A + B)? tenemos que

(A+B)*=(A+B)(A+B)=AA+ AB+BA+ BB = A>+ AB+ BA + B?

De nuevo, como no vale la propiedad conmutativa para el producto de matrices, AB+BA # 2AB.

3. Falsa.
(A+ B)(A—B)=AA+ AB— BA+ BB = A?> + AB— BA — B?

Como el producto de matrices no es conmutativo, el término AB — BA # 0,,.

e. Falsa. Demos un contraejemplo. Sea A = <(1) 8), B = <8 (1)> yC = <8 (1)> Tenemos entonces

que AB = AC = 0,. Sin embargo es claro que B # C.
f. Falsa. Tomando A € Mat(R)ax3 v B € Mat(R)3x2, podemos calcular AB pero no BA.

Operaciones en matrices y matrices especiales.

1 Sea A = ((a;;)) € Mat(R),,xn, recordar que podemos notar a su traspuesta como At = ((api)) c
Mat(R)nXm donde a;i = aij-

a. Sean A = ((a;j)), B = ((bij)) € Mat(R),,x,. Entonces, si notamos C' = A+ B, C' = ((¢;;)) donde
Cij = aij + bij, tenemos que C* = ((c};)) donde cf; = c¢j;. Por lo tanto

(A+ B) = C" = ((¢f;)) = ((¢ji) = ((ai + bji)) =
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((@ji) + ((bj2)) = ((af;)) + ((bi;)) = A" + B".
llegando a lo que queriamos demostrar.
Sea ahora a € R, calculemos la traspuesta de oA = ((ca;j)).

(ad)" = (((aai;)")) = ((aa;i) = o((a;i) = oA
Consideremos A = ((a;j)) € Mat(R),,xn v B = ((bij)) € Mat(R),x, y llamemos C = AB.
Utilizando la férmula para los coeficientes del producto de matrices, tenemos que C' = ((¢;;)) donde
Cij = Y n_y @inbpj y por lo tanto

(AB)t =C' = ((Cig)) Cﬂ Zajhbhz = ((Z aﬁbjbﬁh))
h=1

((Z ahjb Z zha‘h] = BA*
h=1

Sea A = ((aij)) € Mat(R),x, y notemos A* = ((af;)). Sea A # £1. Si A = AA" entonces

aZ—j = )\a‘l?j = )\aji

aji = )\Cl;l = )\aij
por lo tanto, tenemos que a;; = A?a;;. Como A # +1, A2 # 1 y concluimos que a;; = 0 para todos
i,].
Sean A y B matrices cuadradas tales que A = ¢B* y B = pA! para un par de ntimeros p y q.

Recordando que (A?)! = A y la parte a. del ejercicio, tenemos que B* = (pA')! = pA por lo tanto
A = gpA. Concluimos que pg = 1 0 A es la matriz nula, por lo que A? es la matriz nula y B también.

Sean A = ((ai;)) y B = ((bi;)) matrices cuadradas de n x n. Entonces A + B = ((a;; + bi;)) y
aA = ((aa;;)) son matrices de n x n. Podemos calcular sus trazas:

A+B Za”—i—b” En:a“—l—i:b“:tr(/l)—ktr(B)
i=1 i=1

aA) = Z aa; = o z”: a;; = tr(A)
i=1 i=1

Por otro lado, es claro que tr(A) = tr(A?) pues trasponer una matriz preserva la diagonal.

. Supongamos por absurdo que existen A y B matrices cuadradas de n x n tales que AB — BA = I,,.

Se debe cumplir entonces que
tr(AB — BA) = tr(1,)

Pero tr(I,) = Y. ; 1 = ny usando las propiedades de la parte a), sabemos que

tr(AB — BA) = tr(AB) + tr((—=1)BA) = tr(AB) — tr(BA)
Por ultimo, sabemos que tr(AB) = tr(BA) y concluimos que
0= tr(AB — BA) =

Lo cual es absurdo pues n > 1.
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c. Sea A una matriz de n X n. Recordar que si tenemos dos matrices A y B conformables, entonces el
producto AB es una matriz C' = ((3_,_, airbk;)). Usando esta definicién y teniendo en cuenta que
el coeficiente de la fila i columna j de A’ es a;; , tenemos que AA" = ((3°)_; aira;x)). Entonces

AAt Z Zalkalk Z(Z afk) >0

=1 k=1 i=1 k=1
Pues los sumandos son todos no negativos. Ademads, para que la suma sea 0, todos los términos deben
ser nulos. Es decir tr(AA?) = 0 si y solo si a;; = 0 para todos i,k si y solo si A = 0,.

Geometria.

1 a. S(LO) - (07 1)a 5(07 1) - (170)a 5(17 1) - (1a 1) y S(]-v *1) = (717 1) En general, S(ac,y) = (y,x)
b. Para bosquejar las figuras, consideramos un punto genérico en cada una y calculamos a dénde lo
lleva S.
Los puntos de {# = 5} son de la forma (5,y) y por lo tanto S((5,y)) = (y,5). Es decir, transforma
una recta vertical que corta al eje O, en x = 5 en una recta vertical que corta al eje O, en y = 5.

Razonando analogamente,
» S{r+y=0}) =S{y = —2}) ={S(z,—y)} = {(-y,2)} ={z +y =0}.
v S{z—y=0}) =S{z =y}) ={S(z,2)} ={(z,2)} ={z —y =0}
- S{r—y=2})=5{y=2-2)) = (Sr,z -2} = {(z ~ 2.0)} = {z —y = ~2}.
c. Para ver que S es biyectiva, veamos que es inyectiva y sobreyectiva. Es claro que S es una funcién

sobreyectiva pues dado cualquier punto (z,y) € R?, tenemos que S(y,z) = (x,y); es decir, (y, ) es
la preimagen por S de (z,y). Adem4s, dados dos puntos (z,y), (z',y") € R?, es claro que S(z,y) =

S(xlvyl> And (y7x) = (ylax/) g (ny) = (x’,y’).
De lo anterior se desprende que la inversa de S es S™1 = 5.

cosf) —sinf

2 Sea 0 € [0,2m), Gg = <sin9 cosf

> y la funcién Ry : R — R dada por

Rg(({l:,y)t) = GQ(xvy)t
a. Ry((1,0)%) = (cosf,sinf)" Ry((0,1)*) = (—sin6,cos )
b. Y = Rp((1,0)") = (cos b, sinh)*, entonces
. .ty [cosy —siny) (cosf)  [costpcost —sinipsind
Z = Ry((cosf,sin0)") = (sinw cos > <sin9> o (sin¢cos0+cos¢sin0

c. La funcién Ry estd dada por

Royp((2,9)") = Gory(z,y)"

Esto corresponde a girar un vector un angulo 8 + 1. Lo que es igual a girarlo un angulo 6 y luego al
vector resultante girarlo un dngulo v. Es decir, Ry = Rg o Ry.
Por un lado tenemos que

R ,01) = (S0 ) 02 0 ()= (oot )
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Usando la parte anterior, y dado que Rg14((1,0)") = Ry (Rg((1,0))), tenemos que

cos(f + 1)) = cos @ cos ) — sinfsin )
sin(f 4 ) = sinf cos ) + cos O sin )

Aplicaciones.

1. Ver inicio de la seccion.

2 a. Una forma de hacer esta parte es usar el ejercicio [1.4] donde dada una matriz A, tenemos otra matriz
d(i0,10) tal que Ad(ig,jo) devuelve una matriz que tiene la columna iy de A en su columna jy y el
resto de las entradas son nulas.

En este caso, queremos una matriz B que al multiplicarla por A, devuelva una matriz cuya columna
i+ 1 sea la columna i de A. Resulta que esa matriz es

_— o oo oo
S o oo o
SO OO O
S OO+ OO
SO O OO
o= OO OO

b. Razonando de forma andloga a la parte anterior, ahora buscamos copiar la columna i en la n — i+ 1.
Por lo tanto, la matriz B que nos sirve es

_ O O o oo
o= OO OO
SO O OO
S OO+ OO
(=l eloBol
oo oo o

c. Para esta parte, alcanza sumar a A una matriz B = ((b;;)) de n x n tal que si a;; = 1 entonces
bi; = —1 y si a;; = 0 entonces b;; = 1.
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3.3.

Matriz inversa.

Definicién 3.3 Se dice que una matriz A de tamarno n X n es invertible si existe una matriz B, necesariamente
del mismo tamano que A, tal que

AB=BA=1,.

En caso contrario se dice que A no es invertible.

Observacion 3.3 Resultados preliminares y ejemplos de matrices inversas:

1. La matriz identidad es invertible. Para cada n > 1 la matriz identidad

2.

. El caso 2 x 2. Sea A =

10 ... 0

0 1 0
I, =

00 ... 1

es invertible. Y su inversa es ella misma. En efecto, I,1, = I,.

Ezxiten matrices que no tienen inversa. Consideremos la matriz:
1 1
A =
(o o
Supongamos por absurdo, que existe una matriz B = (Ccl Z) tal que AB = BA = I,. Esto implica que

deben ezistir numeros reales a, b, ¢, y d que cumplan:
1 1\ fa b)Y (1 O
0 0/\c d) \0O '
a+c b+dy (1 0
0 0 —\0 1/°

Sin embargo, esto resulta ena+c=1,b+d=0 y 0=1, lo cual es claramente una contradiccion. Por lo
tanto, no puede existir tal matriz B, y la matriz A no es invertible.

—_

FEsto a su vez lleva a la ecuacion:

. St la tnversa existe, entonces es unica. Si existieran matrices B y C de tamarno n X n ambas inversas

de A entonces
B = BI, = B(AC) = (BA)C =I,C = C.

FEsta observacidn, nos permite usar la notacion de A~ para denotar la inversa de A en caso de que exista.

@ d) Se requiere determinar bajo qué condiciones A es invertible, y en
tal caso, obtener una formula explicitia de su matriz inversa. Se requiere entonces calcular una matriz
B = (ml xQ) tal que:

T3 X4
AB=BA=1,

G R G T G B G
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Al hacer una de las multiplicaciones indicadas y luego igualando los elementos coorrespondientes, obtene-
mos el siquiente par de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas:

g — ari +brs = 15_ ars+bry = 0
V7Y exp+des = 0 727 ) caat+dry, = 1

El primer sistema tiene solucion si ad — bc # 0, en cuyo caso

d . —c
ad — be ) T3 = ad — bc’

T =

De manera andloga, si ad — bc # 0, el seqgundo sistema tiene solucion dada por

—b B a
ad — be ) T4 = ad — bc’

To =

Por lo tanto, si ad — bc # 0, la matriz A = (Z Z) es tnvetible y su inversa viene dada por

1 d —b
At = .
ad — bc (C a )

Observamos que, en el caso de matrices de tamano 2 X 2, la existencia de la inversa estd determinada
por la condicion ad — be # 0. Esto sugiere que el nimero ad — be desempenia un papel fundamental en el
andlisis de la inversa.

. Algebra de matrices invertibles. Consideremos matrices invertibles A y B, y un escalar no nulo .

Las siguientes propiedades son sencillas de demostrar pero ttiles; su verificacion se deja al lector:

= M\A es invertible y su inversa es \"ATL
n A™! es invertible y su inversa es A.
s AB es invertible y su inversa es BT1A™L,

» AF es invertible para cada entero k > 1 y su inversa es (A~1)F.

w Al es invertible y su inversa es (A7)t

Ejemplo 3.9 Matrices simétricas invertiblesP| Si A es una matriz simétrica e invertible de tamario
n x n, entonces A~1 también es una matriz simétrica.

Dado que A es simétrica e invertible, se cumple que A' = A y que A™' existe. Por lo tanto,

(Afl)t — (At)fl — Afl.

. Propiedades de cancelacion a derecha e izquierda para matrices. Si C es una matriz invertible,

entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a) Si AC = BC, entonces A = B. (Propiedad de cancelacion derecha)
b) Si CA = CB, entonces A = B. (Propiedad de cancelacion izquierda)

3Existen matrices simétricas no invertibles. Por ejemplo, <(1] O).
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Para demostrar la propiedad a, utilizamos el hecho de que C' es invertible, la propiedad de asociatividad
del producto matricial y escribimos:

AC = BC = (AC)C™!'=(BO)C™!' = A(cC™')=B(CC™') = Al,=BI, = A=B.

La demostracion de la propiedad b es andloga.

Ejemplo 3.10 Descripcion de las matrices idempotentes. Si A es una matriz idempotente de ta-
manio n x n (es decir, A2 = A), entonces A =1I,, o A es una matriz no invertible.

Para demostrar esto, sabemos que cada matriz A puede ser invertible o no. Si no lo es, la prueba termina.
Ahora, supongamos que A es invertible y apliquemos la propiedad de idempotencia:

A=A
AA = AIL,

Aplicando ahora la propiedad de cancelacion a izquierda, obtenemos:

A=1,.
En otras palabras, si A es una matriz idempotente e invertible, entonces es la matriz identidad.

. Matrices nilpotentes versus matrices invertibles. Ninguna matriz nilpotente puede ser invertible
sPor qué?. Sin embargo, si A es una matriz tamanio de n X n nilpotente con indice de nilpotencia igual a
k, podemos afirmar que la matriz I, — A es invertible.

Para comprender esto, consideremos primero el caso donde k = 2, lo que significa que A®> = 0,,. En este
caso, al calcular el producto:

(I, — A, +A) =1, - A*=1,.
resulta evidente que la matriz I, + A actia como la inversa de I, — A.

Ahora, generalicemos este concepto. Observemos que para cualquier matriz nilpotente A de indice k, la
siguiente igualdad se mantiene: (I, — A)(I, + A+ A2 + ...+ A1) =1, - AF =1,

Por lo tanto, hemos demostrado que si A es una matriz nilpotente de indice k, entonces I, — A es invertible
y su inversa es I, + A+ A2+ ...+ AF L

. Matrices en bloques invertibles. Si A y B son matrices invertibles de tamano nxn, entonces la matriz
C de tamano 2n x 2n dada por
A 0
°=(5 5)

Usando las propiedades de multiplicacion de matrices en bloques presentadas en la seccion anterior, pode-
mos comprobar que la matriz
AL 0
0 B!
es la inversa de C. De hecho,

A 0\ /At 0\ [AA7? 0 N _ (I 0)_,
0 B o Bt'Y) o BB'Y \o 1,)] ™

también es invertible.
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Por lo tanto,

_ A7t 0
1_

. Matrices invertibles y sistemas de ecuaciones. Consideremos un sistema de ecuaciones lineales

compatible S definido como:
a1121 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by
a21%1 + a2 + - -+ + A2 Ty, = bo
Ap1T1 + Ap2To + - + AppTy = bn

Asociado a este sistema tenemos la ecuacion matricial AX = B, donde:

ail a2 e A1n b1

ag1 a9 e (0579 bg
A= , B=

An1 Ap2 ... Gpn by,

Para cualquier matriz invertible M, los conjuntos solucion de los sistemas AX = B y MAX = MB son
los mismos, es decir, los sistemas son equivalentes. En siguiente seccion, mostraremos cudles son estas
matrices invertibles que nos permiten obtener sistemas equivalentes a AX = B pero mds sencillos de
resolver.

Ejemplo 3.11 Ejercicio 4.2. Examen GAL1. Diciembre 2023. Considere la matriz

10 0 O
0 1 0 0
A= 10 20 -1 O

5 -8 0 -1

Indicar la opcion verdadera:

(A) A=A 1=1

(B) A2=0

(C) A+ A1 =0

(D) A+ A=t =24

(E) A2 = 2]

Solucién: Notamos que A~1 = A (A es una matriz involutoria). Por lo tanto, A+ A~ = 2A. Siendo la D

opcion correcta.
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3.3.1. Matrices especiales IV: Matrices elementales.

Definicién 3.4 Se dice que la matriz E de tamano n X n es elemental si ella puede obtenerse, a partir de la
matriz identidad I,, realizando en ésta una operacion elemental

Como existen tres tipos de operaciones elementales sobre las filas de una matriz, existen tres tipos de matrices
elementales:

= Matrices elementales de tipo I: Son aquellas que se obtienen al intercambiar dos filas cualesquiera de
la matriz identidad I,,. Estas matrices se denotan como Ej.

Por ejemplo, si n = 4, al intercambiar la fila 3 y 4 de 14, obtenemos la matriz:

E; =

SO O
o o = o
= O O O
O = O O

Ahora, consideremos una matriz A de tamafio 4 x 4, dada por:

ajl; a1z a1z a4
A= Ga21 Q22 (A23 A24
asz1r Qg2 as3z as4
a41 Q42 Q43 Q44

. Cudl es el efecto que tiene sobre A la multiplicacién a la izquierda (premultiplicar) por Ej?

1000 a1l a2 a1z a4 a1l a2 a1z a4
FiA = 01 0 0 a1 @z a3 G4 | _ @21 a2 a3 4o
0 0 01 az1 a3z a3z a34 (41 Q42 Q43 Q44
0 010 (41 Q42 Q43 (44 a3l G32 a3z a34

Por lo tanto, multiplicar a la izquierda por la matriz E; intercambia las filas 3 y 4 de la matriz A.

= Matrices elementales de tipo II: Son aquellas que se obtienen al multiplicar una fila cualesquiera de
la matriz identidad I,, por un escalar no nulo A. Estas matrices se denotan como Ej;.

Por ejemplo, si n = 4, al multiplicar la fila 2 de I4 por A, obtenemos la matriz:

Err =

o O O
o O > O
O = O O
_ o O O

;Cudl es el efecto que tiene sobre A la multiplicacién a la izquierda (premultiplicar) por Err?

1 0 0 O a1 Q12 Q13 Q14 all a2 a3 ai4
E]]A _ 0O X 0 O a21 Q22 Q23 Q24 o )\agl )\(122 )\(123 )\(l24

0 010 as1 Gs2 a3z a3q a1 a3z (33 (34

0 0 01 (41 Q42 Q43 Q44 asg1 Q42 Q43 Q44

Por lo tanto, multiplicar a la izquierda por la matriz E;; modifica tinicamente la segunda fila de A, en
dicha fila todas las entradas se encuentran multiplicadas por A.
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= Matrices elementales de tipo III: Son aquellas que se obtienen al sumar a una fila de la matriz

identidad I,, algin multiplo no nulo de otra fila de I,,. Estas matrices se denotan como Eyj;.

Por ejemplo, si n = 4, al sumar a la fila 3, la fila 2 de I; multiplicada A, obtenemos la matriz:

1 0 0 O

01 0 0

Eir=109 1 0

0 0 0 1

;Cudl es el efecto que tiene sobre A la multiplicacién a la izquierda (premultiplicar) por Er;;?
1000 a1 a2 a3 a4 a1 ai2 a3 a4
B A — 0 1 .00 a1 Gz a3 G2 | _ as1 a2 a3 a24
i 0 X 10 asy asz2 a3z 434 A1 +az1  Aagg +aszz  Aagz +azz  Aags +asg

0 0 01 (41 Q42 Q43 (44 41 a42 a43 (44

Por lo tanto, multiplicar a la izquierda por la matriz Er;; suma a la fila 3 de A, X veces la fila 2.

En conclusién, al multiplicar la matriz A por la izquierda (premultiplicar) con una matriz elemental, ob-

tenemos una matriz que es el resultado de aplicar la misma operacién elemental a A que se aplicé a I para
obtener F;, donde i = I, 11, II1I.

Observacion 3.4 Algunos ejemplos y observaciones importantes son:

1. Las siguientes matrices son elementales:

001 10 01

0 10}, 0 4)°\1 0

1 00
La primera se obtiene intercambiando las filas 1 y 8 de la matriz I3, la sequnda multiplicando por 4 la
sequnda fila de Iz, y la tercera al intercambiar las filas de Iz. Sin embargo, la matriz

0 2

1 0
no es una matriz elemental, ya que para llegar a ella desde Iy es mecesario realizar dos operaciones
elementales (intercambio de filas y multiplicar la primera fila por 2).

. Si E es una matriz elemental, entonces E es una matriz invertible. Su inversa, también es una matriz

elemental del mismo tipo. Justificar!

. Es importante considerar el efecto que tienen las matrices elementales cuando se posmultiplican por la

matriz A. Este efecto se refleja en las columnas de la matriz A.

Por ejemplo, si n =4, al intercambiar las filas 3 y 4 de I, obtenemos la matriz:

E; =

S o O
o o= O
_ o O O
O = O O
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& Cudl es el efecto que tiene sobre A la multiplicacion a la derecha (posmultiplicar) por E; ¢

a1l a2 a3 aiq 1.0 00 ail a2 a4 G13
AR, | @20 922 23 an 0 1 0 0] _ |a21 a2 az a
asy Gs2 a3z a34 0 0 01 as1 a3z (34 033
(41 Q42 Q43 Q44 0 010 41 Q42 Q44 Q43

Por lo tanto, multiplicar a la derecha intercambia las columnas 3 y 4 de A.

Razonamientos andlogos permiten hacer observaciones sobre el efecto de posmultiplicar con las matrices

de tipo II y IIIL.

4. Sea A una matriz de tamano n xn. Si el sistema de ecuaciones lineales homogéneo AX = O es compatible
determinado (es decir, tiene inicamente la solucidn trivial), entonces A es equivalente por filas a la matriz
identidad I,,.

Para demostrar esto, razonemos por absurdo. Supongamos que A no es equivalente por filas a la matriz
identidad. Luego, mediante operaciones elementales sobre las filas de A, podemos transformar el sistema
AX =0 en un sistema equivalente EX =0, donde E es la forma escalonada reducida de A. Dado que E
no es la matriz identidad, al menos uno de los coeficientes en la diagonal de E seria igual a cero. Esto
implicaria que AX = 0 es equivalente a un sistema homogéneo con mdas incognitas que ecuaciones, lo cual
indicaria que el sistema AX = 0 debe tener infinitas soluciones no triviales, lo que lo haria indeterminado.
Esto claramente genera una contradiccion.

Por lo tanto, llegamos a la conclusion de que si el sistema AX = 0 es compatible determinado, entonces
A es equivalente por filas a la matriz identidad I, .

Antes de presentar uno de los resultados mas importantes de esta seccién, necesitamos intorducir la siguiente
definicién.

Definicién 3.5 Una matriz A de tamano n X n es equivalente por filas E| a otra matriz B de tamano n X n
si existe una cantidad finita de matrices elementales Ey, ..., Eo, E1 tales que A = E), ... E2F1 B.

Teorema 3.1 Sea A una matriz de tamano n X n. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es invertible.
2. A es equivalente por filas a la matriz identidad.

Demostracién: (1) = (2): Si A es una matriz invertible, entonces el sistema homogéneo AX = 0 es compatible
determinado. Por lo tanto, segun la parte 4 de la observacion anterior, A es equivalente por filas a la matriz
identidad.

(2) = (1): Como A es equivalente por filas a la matriz identidad, existen un ntmero finito de matrices
elementales, Ey,..., Fa, Fq, tales que I, = E} ... EsFE1A. Luego, como cada matriz elemental es invertible,
se tiene que A = E;'Ey . ..Ek_lln = (Ey...Ey)"'I,. Por lo tanto, A resulta ser el producto de matrices
invertibles y, en consecuencia, es invertible.

Observacion 3.5 Observamos que si A es una matriz no invertible, su forma escalonada reducida necesaria-
mente contendrd al menos una fila compuesta exclusivamente de ceros. Supongamos, por absurdo, que la forma
escalonada reducida tiene todas sus filas no nulas. En tal caso, la dnica matriz de tamano n X n en forma
escalonada reducida sin filas no nulas es la matriz identidad I,,. Es decir, A seria equivalente a I, lo cual
implicaria que A es invertible, generando una contradiccion.

4Esta definicién permite establecer una relacién de equivalencia en el conjunto de las matrices cuadradas de tamafio n X n.
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Algoritmo para el cilculo de A~1.

Enfoquémonos en la demostracién de la implicacién (2) = (1) del resultado anterior. Bajo la hipétesis de
que A es equivalente por filas a la matriz identidad, hemos concluido que A es invertible. Sin embargo, la prueba
resulta ser constructiva ya que explicitamente exhibe la inversa de A.

Al premultiplicar la matriz A por la matriz elemental E7, obtenemos la primera matriz F; A, que es parte de
nuestro proceso para obtener la inversa. Del mismo modo, al premultiplicar Ey A por Es, obtenemos Fs(E1 A),
la segunda matriz equivalente a A en el proceso para llegar a I,,. Dado que el proceso es finito, llegamos a la
conclusion de que:

I, =FE...E3E A

Esto nos permite afirmar que:
A ' =FE,...FsEy = Ey... EsE\I,.

Por lo tanto, las mismas operaciones elementales que se aplican a A para obtener I,, se aplican a I,, y el
resultado es la inversa de A.
Describimos el algoritmo de la siguiente manera: Para calcular A~!, se forma la matriz aumentada

(All)pnx2n
Luego, se aplican las operaciones elementales para llevar a A a la forma escalonada reducida, resultando en:
(1147
De donde se obtiene la inversa A~!. Podemos concluir ademds que la matriz A es invertible si, y sélo si, se

puede expresar como producto de matrices elementales.

Ejemplo 3.12 1. Calcular la inversa de la matriz

1 -1 0
A=|-2 1 1
2 -2 4
Formamos la matriz ampliada (A | I3)
1 -1 0]1 0 0 1 -1 01 0 0
2 1 1|0 1 0 |(FR—F+2FR)=|0 -1 1|2 1 0 |(F3~ F3—2F)~
2 -2 4]0 0 1 2 -2 400 0 1
1 =10/ 1 00 1 0 —-1|-1 -1 0
0 -1 12 10 |(Fi-FA-FK)=(0 -1 1|2 1 0|@F\E~FA+1iF)~
0 0 4[-2 0 1 0 0 -2 0 1
1 0 0o]-% -1 4 1 0 0]-% -1 %
0 -1 1|2 1 0 |FHmB—im)=[0 -1 1 1 0 | (Fav Fy+ —F3) ~
0 0 4[-2 0 1 0 0 1|-% 0 1
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1 0 0
-1 0
0 0 1

Entonces

. Ejercicio 3. Primer parcial GAL1 interactiva. Septiembre 2023. Determinar la inversa de

ot |
N

D=

=

e

AT = -

1

o

0

0

=

2
2

0

0

Solucion: Planteamos el algoritmo de cdlculo de la inversa:

o O =

0

Para cada i entre 1 yn — 1 aplicamos la transformacion elemental F; < F; — F; 11 y obtenemos:

1

o

0

0

Dividiendo la fila i entre i, es decir F; +

1
0
0

O = O

Por lo tanto,

N DN DN

0 0

0 0
2 0
0 3

0 0

o
)

W w w

4
4
4

0
0

0
0

0

0
0
0

0 0j1 -1 0 O
0 0j0 1 -1 0
0 0j0 O 1 -1
0 n{O O O O
%Fi, obtenemos:
01 -1 0 0
0|0 1/2 —-1/2 0
0/[0 O 1/3  -1/3
110 0 0 0
-1 0 0 0
1/2 —-1/2 0 0
0 1/3  —-1/3 0
0 0 0 0

n—1 n
n—1 n
n—1 n

0 n

[ —

0

o o o

(Fgf—FQ):>
-3 _1 1
g 1
1 i
-3 0 3

3 4 n—1

3 4 n—1

3 4 n—1

0 0 0

o O O

OO =

o O O

o = O

_ o O

o

1/:n

O[T o

o

0

o O O

o

o o O

1

o O O

—1
-1

NN N T
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3. Ejercicio 4. Examen GALI1 interactiva. Febrero 202). Se consideran M y B matrices reales de

n x n. Se sabe que satisfacen la ecuacion BM?3 — 4BM — 2I,, = 0,,. Entonces:

(A) M es invertible, M~' = 1B(M? — 41,,) pero B no necesariamente es invertible.
(E) M no necesariamente es invertible, B es invertible y B~ = $(M? — 4I,,,,) M.
(I) M y B no son necesariamente invertibles.

(O) M y B son invertibles, M~ = LB(M? — 4I,) y B~' = (M?* — 41,,)M.

(U) M y B no son invertibles.

(Y) M y B son invertibles, M~' = 2(M?* —41,,)B y B~' = $(M? — 4I,,)M.

Solucién: La ecuacion matricial BM3 — 4BM — 2I, = 0, es equivalente a BM? — 4ABM = 2I,.
Multiplicando ambos lados por %, obtenemos B - %(M?’ —4M) = I,,. Por lo tanto, B es invertible y su
inversa es (M3 — 4M).

Tomando nuevamente la ecuacién BM?3 —4BM = 2I,,, podemos factorizar B y M de la siquiente manera:
1B(M? — 41,)M = I,,. Entonces, M es invertible y su inversa es 3 B(M?* — 41I,,). La respuesta correcta
es la opcion (0).

Resumen.

Las siguientes propiedades son equivalentes para una matriz M de tamano n X n:

1.

2
3.
4

M es producto de matrices elementales.

. M es invertible.

Cualquiera de las matrices escalonadas que se obtienen al aplicar el método de Gauss a M tiene rango n.

. La matriz escalonada reducida que se obtiene al aplicar el método de Gauss-Jordan a M es la matriz

identidad.

Al aplicar el método de Gauss-Jordan a la matriz ampliada (M|I), se obtiene una matriz de la forma
(I|U). En este caso, U = M 1.

Aplicaciones. (Opcional)

1.

Encriptando mensajes.

La criptografia, del griego kryptos (escondido) y graphein (escribir), es el arte de ocultar mensajes usando
simbolos convencionales que solo tienen sentido con una clave secreta. Los cédigos secretos han acompanado
a la humanidad desde que inventé el lenguaje escrito, empleando diversas técnicas para el cifrado de la
escritura de mensajes que solo el destinatario puede entender.

El cifrado es la transformacion del texto original en un criptograma o texto cifrado, mientras que el
descifrado es la operacién inversa para recuperar el texto original. Desde el ano 450 a.C., los espartanos
de Grecia usaban un método de codificacién por transposicion, ocultando mensajes en bandas de cuero
que revelaban el mensaje al ser enrolladas en un cilindro adecuado.

En el cifrado por sustitucién, cada letra o grupo de letras se reemplaza por otro. Un ejemplo antiguo es
el Cifrado de César, donde cada letra se desplaza tres posiciones en el alfabeto.

Una técnica un poco més sofisticada que consiste en el empleo del cifrado en dos pasos. Primero se le
aplica al mensaje una sustitucién, seguida luego de una transposicion que usa matrices invertibles. Para
el primer paso, consideremos el siguiente cifrado por sustitucién:
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blc|d|e|f|lg|h|i|j |k | ]l | m|n|n|o|p]|q]|T
1121345678910 |11 12|13 |14 |15 |16 | 17| 18 |19

Como se muestra en la tabla, a cada letra de nuestro alfabeto, asi como a los signos de puntuacién mas
usuales, se les asigna un numero. Esto corresponde a una funcién f, que es biyectiva, permitiendo el
proceso inverso de pasar de los niimeros a las letras o signos que representan.

Por ejemplo, la palabra CAJA quedaria codificada como 3 —1 — 10 — 1.
Asimismo, la secuencia 7 — 1 — 21 — 16 representa la palabra GATO.

A partir de ahora, utilizaremos la notacién matricial para representar las palabras, es decir la palabra
GATO la expresamos como:

Método: Supongamos que tenemos una matriz invertible C', llamada matriz de codificacion, que solo es
conocida por las personas que van a compartir el secreto y un texto que queremos encriptar.

Primero, transformamos el texto a una secuencia de nimeros, asignando a cada caracter un valor numérico
tnico, como explicamos previamente. Pasemos luego a un segundo paso o nivel de codificacién, multipli-
cando por la izquierda (premultiplicando) la matriz M que representa al mensaje que queremos codificar,
por la matriz C.

Usando por ejemplo, como matriz de codificacion

1 -1 0 1
-2 1 1 0
¢= 2 =2 4 -1/’
2 -1 0 0
se tiene que el mensaje codificado seria

1 -1 0 1 7 22
-2 1 1 0 1 8
CM = 2 -2 4 -1 21 80
2 -1 0 0 16 13

Para descifrar el mensaje, escriba la secuencia de nimeros que ha recibido como una matriz, disponiendo
los niimeros como vectores columna de 4 elementos E| y premultiplique por la inversa de C'

1 4 _1 7

R T
o1l = 3 3 3 3
0 1 0 1

2 4 _1 4

3 3 3 3

5Si queremos reescribir el mensaje en términos alfabéticos, nos encontramos con el inconveniente de que una de las entradas
de la matriz resulté mayor que 30 y, en consecuencia, es inaplicable la tabla jA qué letra corresponde, por ejemplo, 807 ;Qué
modificaciones debemos hacerle a nuestro proceso para solventar esta situacién?
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2. Programacién lineal.

Los métodos de programacion lineal (PL) sirven para resolver problemas de optimizacién de funciones
lineales con restricciones lineales, donde generalmente se pide ademas la no negatividad de las variables.
Este enfoque es fundamental en la optimizacién de procesos industriales, logisticos y financieros, entre
otros, y ha inspirado el desarrollo de areas como la programacién no lineal y la optimizaciéon convexa.

Un problema de esta clase puede representarse de la siguiente forma

minz ="

j=1Ci%j

sujeto a:
STy =bii=1,..k
2?21 ai;r; > b,i=k+1,...,m
z; >20,7=1,...,n

Dado que las restricciones son lineales, las soluciones del problema se encuentran en una regién del espacio
R™ delimitada por subespacios de menor dimensién. A dicha regién se le llama regién factible.

Para la resolucién numérica de problemas de PL se suele usar la forma standard, donde las restricciones
son solo de igualdad. Se puede pasar del problema original a su forma standard introduciendo variables
de holgura, es decir, variables no negativas que sirven para llevar desigualdades a igualdades.

Un problema de PL en su forma standard es

z n
minz =3 7, ¢z;
sujeto a:
n .
Zj:l Qi T5; = bi, 1= 1, e,

Zj ZO,j:l,...,n

Notar que a este problema lo podemos escribir en su forma matricial como sigue: defino A = ((a;;)) €
Moppsin, bt = (b1, ...,bm), ¢t = (c1,...,cn) donde pedimos que b > 0, es decir b; > 0,Vi. Si esta tltima
condicién no se cumpliera, alcanzaria multiplicar alguna de las ecuaciones por —1. Utilizando esto, el
problema original se convierte en

min clx

sujeto a:
Axr=b
x>0

donde z' = (z1,...,z,) € R™

Si suponemos que A es de rango completo, entonces podemos resolver el sistema Ax = b expresando a m
variables en funcién de las restantes n —m. Supongamos que las primeras m son las que pueden expresarse
en funcién del resto. Definimos el vector zg € R™ como el que tiene las primeras m componentes de x
y xny € R™™™ como el que tiene las restantes. Ademds, definimos la matriz Ag como la que tiene a las
primeras m columnas de A y Ay como la que tiene a las restantes n — m columnas de A. Entonces el
sistema Ax = b puede reescribirse como
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Aprp +AnzNn = b

Como Ap tiene rango completo, existe su inversa A§1 y obtenemos la siguiente expresién

rp + AglAN(EN = Aglb — ITB = Aglb — AlglANQL‘N

Por lo que para cualquier valor de xy, obtenemos de la expresién anterior un valor de xp que satisface
Az = b. En particular, podemos tomar x = 0, en cuyo caso rp = Aglb. A éste valor se le llama solucién
basica y la matriz Ap es la correspondiente matriz basica. La solucién bésica g = Aglb, zny = 0 es
factible si xp > 0.

Las soluciones bésicas factibles corresponden a los vértices de la region de soluciones factibles y se sabe
que la solucién 6ptima del problema se encuentra en uno de dichos vértices. Esto tltimo se conoce como
la "propiedad de optimalidad en vértices”, que establece que si existe una solucién 6ptima, ésta necesa-
riamente se encuentra en uno de los vértices de la regién factible, es decir, en uno de los puntos donde se
cruzan las restricciones del problema.

En caso de tener pocas variables, podemos representar el problema graficamente y evaluar la funcién
objetivo en cada uno de los vértices hasta encontrar la soluciéon 6ptima. Sin embargo, cuando la cantidad de
variables es mayor y la solucién vive en un espacio muy grande, se suelen usar algoritmos computacionales
para resolverlo. Uno de ellos es el método simplex. Este es un algoritmo iterativo que se basa en comenzar
desde una solucion basica factible y en cada paso selecciona una arista de la region factible que mejora la
funcién objetivo y se mueve a lo largo de ella hasta el siguiente vértice. El proceso se repite hasta llegar
a la solucién éptima. Es claro que esto sucede en finitos pasos por lo que el algoritmo termina.

A modo de ejemplo, consideremos el siguiente problema.

max 2x1 + 3x9
sujeto a:
T1+x2 <2
1+ 222 <3
z1,22 > 0

A partir de las condiciones, representamos la region factible de la siguiente forma:

Observar que encontrar el mdximo de la funcién objetivo f(x1,x2) = 2x1 + 3z2 en dicha regidn, es
equivalente a encontrar el minimo de la funcién g(x1, z2) = f(x1,22) en la regién factible y tomar el valor
opuesto.

Para llevar el problema a su forma standard agregamos dos variables de holgura x3 y x4 y obtenemos

min —2x; — 3z,
sujeto a:

1+ T2+ 23 <2
T+ 229 + 24 < 3
T1,%2,23,%4 > 0

La forma matricial de este problema es
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min(—2, —3,0,0)x

sujeto a:

-0

x>0

donde z = (21, x2, 3, x4).
Del sistema anterior, podemos despejar facilmente x3 y x4 en funcién de x1 y x3:

133:27:1717172, ,I4137£17172132
Como vimos antes, conseguimos una solucién bésica tomando x; = z2 = 0. Esta solucién es (0,0, 2, 3)
y como todas sus coordenadas son no negativas, la solucién es factible. Sin embargo, no coincide con la
solucion 6ptima. Observar que en la solucién béasica factible, el valor de la funcién es 0 pero en el punto

(1,1,0,0) la funcién vale —5. Esta tltima es la solucién 6ptima y existen algoritmos para llegar a ella a
partir de la solucién basica factible.

3.4. Practico 3.

Practico 3 — Matrices invertibles y rango

3.4.1. Matrices invertibles.

1. Determinar si las siguientes matrices son invertibles, y en caso de serlo calcular la inversa de la matriz.

o () (T80 (e e 0 G o)
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2 1 0 2 4 1 (1) % (1) i)
e) 1 1 4 f) -1 1 -1 9)
2 1 2 1 4 0 0 101
1 2 0 2
2. Las siguientes matrices son invertibles:

6 —2 -3

A:(_f _§> B=[-1 1 0

-1 0 1

a) Calcular las inversas.

b) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales usando los cdlculos de la parte anterior:

. 1 T 4
a(5)=(1) ml e )-
y 1 z 0

3. Hallar la inversa de las siguientes matrices, donde k y k;, ¢ = 1,2, 3,4, indican constantes no nulas.

—_

kk 0 0 O 0 0 0 Kk kK 0 0 0
0 ke 0 O 0 0 ko O 1 kK 0 O
0 0 ks 0 |’ 0 ks O 0 |’ 01 k£ O
0 0 0 kg ks, 0 0 O 00 1 k
. . 10
4. Se considera la matriz A = ( 3 4 )
a) Hallar matrices elementales Ey y Es tales que EsE1 A = 1.
b) Hallar A1,
¢) Expresar A como el producto de matrices elementales.
5. Se consideran las siguientes matrices
1 2 3 7 8 9 1 2 3
A=1|(4 5 6], B=|4 5 6], C=14 5 6
7 8 9 1 2 3 9 12 15

Hallar matrices elementales Ey, Ey, E3y Fy tales que E1A =B, EsB= A, FsA=Cy E,C = A.
6. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdades o falsas, justificando en cada caso.

a) Si Ay B son invertibles y a # 0 entonces aAB es invertible y (¢AB)~! = 1 B=1A-1
b) Si A es invertible entonces (A%)~! = (A71)L.
¢) Si Ay B son invertibles entonces A + B es invertible.
d) Si Ay B son invertibles y A + B es invertible, entonces (A + B)™! = A=t + B~L.
)

e) Si A es invertible y AB no lo es, entonces B no es invertible.
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7. Calcular la inversa de la siguiente matriz

1 0 0 0 0
2 2 0 0 0
3 3 3 0 0
M =
n—1 n—-1 n—-1 ... n—1 0

8. Matrices en bloques.

a) Sean A € Mat(R),xn y B € Mat(R),,x, definimos la matriz C' € Mat (1 m)x (n4m) COMO

_ A Onxm
C o <0’I’77.><TL B ) ’

donde 0, indica a la matriz nula de r filas y s columnas. Formalmente,

a; sit<n,j<n
Cij = bifn,jfn sit>mn,j>n
0 en otro caso

Probar que si A y B son invertibles entonces C' es invertible.

b) Probar que si A y D son invertibles entonces
A B\ ' [A'! —A"lBD-!
0 D Lo D! ’
3.4.2. Rango de Matrices.

1. a) Determine el rango de las matrices del ejercicio 1.1.

b) Determine el rango de las siguientes matrices

1 2 3 1 1 1 0 1 1

a) 4 5 6 b) 2 1 1 c) 1 0 1

7 8 9 3 2 2 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 2 2 2 2 2 2 2

o |56 7T 8| |vEVEVE VR VEVE Ve
9 10 11 12 0 0 0 0 0 0 0
13 14 15 16 4 4 4 4 4 4 4
0 0 0 0 0 0 1
2. Considerar las matrices
1 a -2 i 1 1
A=1(2 3a—-1 a’>—-a—-4|, B= “ “
a a? a?—-2a—1 la=3 a=3
1 1 a?—15

Hallar el rango de A y B discutiendo segin a real.
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3. Sea A € Mat(R),,xn v b € Mat(R),,x1. Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y
justificar en cada caso:

S

) Rg(4) <m

) Rg(A) = min{m,n}

) SiRg(A) < n el sistema AX = b es incompatible.
)

)

[

U

El sistema AX = b es compatible indeterminado si y solo si Rg(A) = Rg(A|b) < n.

e) Si A es una matriz cuadrada de 2 x 2 invertible, entonces la matriz B = A + 2[5 (donde I es la

matriz identidad de 2 x 2) también es invertible.

4. Sean Ay P € Mat(R),,x, tal que P es invertible. Probar que el rango de A es igual al rango de PA.

3.4.3. Solucidn a ejercicios seleccionados del Practico 3.
Matrices invertibles.

1 Recordar que para calcular la inversa de una matriz A la ampliamos por la matriz identidad y reducimos
(A|I) por escalerizacién a la matriz (I|B) donde B = A~1.

a. Si1 A= <_23 _35>, calculamos la inversa como sigue

-3 5|1 0 3m-F -3 5|1 0\ Fr-5R -3 0]|-9 -15
2 3|01 0 -1]2 3 0 —-1] 2 3

Fi/3 10 3 5

(—1)Fy 0 1|-2 =3

Tenemos entonces que la matriz inversa de A es A™!

Il
/I—\
MOJ
| o
w
X

c. La matriz inversa es ( 1/\/§ 1/\/§>
' -1/vV2 1/V2
2 4 1|1 0 0 1 4 0/0 01 1 4 0]0 0
e | =11 —1]o 10 | 225 101 1010 | 2o 5 —1]0 1
14 0|00 1 24 1|1 00) 52 \o -4 1/10 -
1 4 0|00 1 10 0|-4 -4 5
BBl 1 ool1 1 -1 | 2220001 0] 1 1 -1
0 -4 1|1 0 —2/) B2\ 090 1] 5 4 —6
—4 -4 5
Concluimos que la matriz inversa de Aes A=t = | 1 1 -1
5 4 -6
1 2031000 12 0 3/ 1 000
0111/0100 ]| mm] |01 1 1] 0 100
&l1o101/0010]|ma|00 -1 0 0-110
1 20 2[00 01 00 0 —-1[-1 00 1
12 0 0]-2 0 3 12 00/-2 00 3
Ftsr, | 001 1 0]-1 101 | mems [0 1 0o0[-1 01 1
FatFs | 000 =1 0] 0 =1 10| Cym |00 -1 0] 0 -1 1 0
00 0 —1[-1 00 1 00 01| 1 00 -1
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1 0 0 O 0 0 -2 1
F—2F, 01 0 0|-1 0 1 1
(—1)F3 0 0 10 01 -1 0
0 0 01 1 0 0 -1

a. Utilizando el mismo procedimiento que en los ejercicios anteriores, llegamos a que

1 2 3

_ 3/4 1/2 _

A1:< >y31: 1 3 3
1/4 1/2 Lo o

b. Notar que A (5) = (}) & <;) =A"! (}) Dado que calculamos A~! en la parte anterior del
ejercicio, podemos calcular el vector solucién resolviendo el ultimo producto de matrices. Llegamos
a que la solucién del sistema es (x,y) = (5/4,3/4).

T 4
Para el segundo sistema razonamos de forma andloga y llegamos a que [y | = B~' [ 1
z 0

Tenemos que la solucién del segundo sistema es (x,y, z) = (6,7, 6).

4 Recordar que la matriz elemental E asociada a una transformacién elemental T' es la que se obtiene al

aplicar la transformacién T a la matriz identidad n X n.

a. Para calcular las matrices elementales, consideramos las transformaciones elementales que llevan a

la matriz A a la identidad.
1 0\ m-3rm (1 0\ Fy/4 (1 0O
3 4 0 4 0 1

Llamando T; a la transformacién que hace Fo —3F; y T a la que hace F5/4, tenemos que sus matrices

asociadas son E; = (_13 (1)) y B2 = <(1) 194)

Como T5(T1(A)) = I, es claro que ExE1A = 1.

b. Por la parte anterior, tenemos que EsFE1A = I, por lo que A~ = E>,E, = (_?}/4 1(/)4>

c. Despejando de la parte a., tenemos que A = EflEgl donde Efl = (:1)) ?) y E51 = <(1) 1(/)4)

a. Verdadero. Para probar esto alcanza hacer el producto de éB_lA_1 por aAB y verificar que da la
matriz identidad.

b. Verdadero.
c¢. Falso. Tomando B = — A, tenemos que A + B es la matriz nula que claramente no es invertible.

d. Falso. Si fuera verdadero, entonces (A + B)(A—1+ B~1) = I. Utilizando la propiedad distributiva,
concluimos que este producto da 2I + AB~' + BA~! que no necesariamente es la matriz identidad.

e. Verdadero. Si B fuera invertible, por la parte a) tenemos que AB deberia ser invertible y su inversa
serfa (AB)~! = B~1A~1L
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1 0 0 0
112 . 0 0
0 —1/2 ... 0 0
7 La inversa de M es M~ = | . . ) )
0 0 ... 1/n-1) 0
0 0 .. —1m-1) 1

Matrices en bloques.

8 En ambas partes de este ejercicio, la idea es pensar el producto de matrices en bloques como producto de
matrices de 2 x 2 donde en cada entrada queda un producto de matrices conformables. Esto se sigue de
la definicién de producto de matrices.

Rango de Matrices.

1 a.

Como todas son invertibles, tienen rango maximo. Es decir, los rangos son 2, 2, 3 y 4 respectivamente.

b. Rg(4) = Rg(B) = Rg(D) = Rg(E) =2y Rg(C) =3

o

d.

e.

IS

. Escalerizando, uno consigue la siguiente forma escalerizada

1 a -2
0 a—1 a®>+3a—4
0 0 a® -1
Por lo tanto, se tiene que si a # 41 el rango es 3. Si a =1 el rango es 1 y si a = —1 el rango es 2.

Escalerizando, uno consigue la siguiente forma escalerizada

1 1

-4 a—4
0 a®>—15
0 0

a

S o o

Por lo tanto, se tiene que si a # +1/15,4 el rango es 3. De lo contrario el rango es 2.

Verdadero.
Falso.
Falso.
Verdadero.

Falso.

4 Una forma de pensar este ejercicio es notar que para encontrar el rango de A, podemos estudiar el sistema
AX = 0y ver cudntos grados de libertad tiene. Por lo tanto, si el sistema (PA)X = 0 tiene la misma
solucién que el anterior, probamos que el Rg(A4) = Rg(PA).

Otra forma es observar que como P es invertible, es producto de matrices elementales y multiplicar a una
matriz por una matriz elemental no cambia su rango.



CAPITULO 4
DETERMINANTES.

4.1. Motivacion historica y determinante de una matriz.

Los determinantes surgieron a mediados del siglo XVII, mucho antes del desarrollo completo del &lgebra
lineal. En el contexto de su época, la motivacion principal era comprender las condiciones bajo las cuales
un sistema de ecuaciones lineales representado por una matriz cuadrada A € Mat(R),«, tendria una unica
solucién. En términos modernos, esto equivale a garantizar que el rango de la matriz sea méaximo, es decir,
Rg(A) = n, o, de manera equivalente, que la matriz sea invertible. Sin embargo, estas definiciones estaban
muy lejos de la comprension matematica de la época, y los mateméaticos de entonces compartian una aspiracién
comun con muchos estudiantes en la actualidad: encontrar una férmula concreta para resolver estos sistemas.

Cuando n = 1, para encontrar la solucién del sistema AX = B donde A = (a11), X = (z1) y B = (b1), la
situacion es bastante sencilla: la solucién es directamente 1 = a%, siempre que aj; # 0. Si a;; = 0, la ecuacion
se convierte en 0x; = by, que no tiene solucién cuando b; es distinto de cero o tiene infinitas soluciones si by es
igual a cero.

Cuando n = 2, aprovechando los calculos que se realizan para obtener la férmula de la matriz inversa,
obtenemos las soluciones del sistema AX = B donde A = (an a12)7 X = (xl) y B= (bl).

Q21 Q22 T2 ba

Dichas soluciones vienen expresadas por

brazy — baaiz
oy = (4.1)
a11022 — A12021
beai1 — bras
oy = (4.2)
G11022 — Q12021

Estas formulas son validas siempre que el denominador, es decir, aj1a22 — a12a21, no sea igual a cero. En
caso contrario, el sistema dejaria de tener una solucién tnica y podria tener miltiples soluciones o incluso ser
incompatible.

En la actualidad, la ensenanza de los determinantes presenta dos enfoques principales. El primero, més
abstracto, consiste en presentar la expresién generalizada que abarca el caso n y demostrar que posee las
propiedades deseadas en relacién con los sistemas de ecuaciones. Por otro lado, el segundo enfoque, mas intuitivo,

112
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introduce los determinantes a través de la resolucién de sistemas mediante la eliminacién de Gauss y, en algin
momento, llega a una féormula abstracta para completar la teorfa.

El primer enfoque, aunque mas elegante, tiene la desventaja de que la expresion parece surgir de la nada y
a menudo requiere ciertos conceptos algebraicos adicionales. Por otro lado, el segundo enfoque, aunque menos
directo, puede generar cierta sorpresa, ya que la existencia de los determinantes no es inmediatamente obvia.

Estos dos enfoques ofrecen perspectivas diferentes para comprender los determinantes y su papel en la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, permitiendo a los estudiantes abordar el tema desde diversas
perspectivas didéacticas.

Nosotros usaremos el primer enfoque y la definicién del determinante de una matriz cuadrada se establecerd
de manera inductiva en funcién del nimero de filas (o columnas). En otras palabras, proporcionaremos la
definicién del determinante de una matriz n X n basdndonos en el conocimiento previo de los determinantes de
matrices (n — 1) x (n —1).

Este enfoque inductivo es fundamental en la teoria de determinantes, ya que nos permite construir el concepto
de determinante para matrices mas grandes a partir del entendimiento de matrices méds pequenas. Comenzamos
con casos base, como los determinantes de matrices 1 x 1 (escalares) y 2 x 2 (ficilmente calculables). Luego,
utilizamos estos casos para desarrollar el concepto de determinante de matrices 3 x 3 y asi sucesivamente.

Definicién 4.1 Sea A = (a11) una matriz de tamano 1 x 1. Definimos el determinante de A como el propio

numero.
Para una matriz de tamano 2 X 2:
a a
A _ 11 12
G21 Q22
Denotamos el determinante de la matriz A como |A| E| y se define como |A| := ay1a22 — aj2a2;.

Calculemos el determinante de la matriz A = (3 4>. Aplicando la férmula, obtenemos:

1 2
A|=3.2-4.1=6-4=2.

Podemos notar que el determinante de una matriz es un niimero que se calcula mediante operaciones aritméticas
con las entradas de la matriz. Por lo tanto, puede ser positivo, negativo o igual a cero.

Observacién 4.1 La solucidn del sistema AX = B donde A = 11 12 , X = 1 y B = b viene
az1 Q22 T2 bo

expresadas entonces por

biazz — baay2 brass — baayg
11022 — G12G21 |A|
baai1 — biag; baa11 — biax
T = = . (44)
a11a22 — a12G21 |A|

Para extender la definicién del determinante a una matriz de tamafio n X n con n > 3, es necesario introducir
la siguiente definicién.

Definicién 4.2 Sea A = (a;;) una matriz de tamanio n x n, se define la matriz adjunta asociada al elemento
ai; como la submatriz A;; de la matriz A que se obtiene eliminando la fila i y la columna j de A.

1En ocasiones también usaremos la notacién det(A).
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Dada la matriz
1 2 3
A=1|4 5 6
7 8 9
La matriz adjunta asociada al elemento a;o se obtiene eliminando la fila 1 y la columna 2 de A

4 6
A12<7 9>'

Dada la matriz

2 01 3
1 4 2 6
A_0137
2 3 15

La matriz adjunta asociada al elemento az3 se obtiene eliminando la fila 3 y la columna 3 de A

2
2

W s O

3
6
3

Ahora estamos en condiciones de presentar la definicién inductiva del determinante para matrices de tamafo
nxn. Esta definicién se denomina inductiva porque utiliza determinantes de matrices de tamano (n—1) x (n—1)
para definir el determinante de matrices de tamafio n x n.

Definicién 4.3 Sean > 3. Si A es una matriz de tamano nxn, el determinante de A se define como el nimero
‘A| = (—1)1+1a11|A11\ + (—1)2+1a21|A21| =+ .- (—1)i+1ai1|Ai1| + e+ (—1)n+1an1|An1|.

Supongamos que tenemos la matriz A de 3 x 3

2 1 3
A=10 -1 2
1 4 0

Para calcular su determinante, aplicamos la definicién:

= |G D)ool 0)

=2.((-1)-0-4-2)—0-(1-0—-3-4)+1-(1-2—-3-(=1))
—2.(0-8)+1-(2+3)

=2.(-8)+1-5

=—-16+5

=-11

Entonces, el determinante de la matriz A es |A| = —11.

Observacion 4.2 1. Observamos que, en el ejemplo anterior, necesitamos 6 términos para calcular el de-
terminante de la matriz. Sin embargo, para matrices de tamano 5 X 5, se requieren 120 términos, y para
matrices de 70 x 70, mds de 10'°° términos. Por esta razén, no presentamos una definicion del determi-
nante utilizando una férmula explicita, sino una definicion inductiva.
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2. Ademds, aunque el determinante se define mediante una expansion de términos utilizando la primera
columna como referencia, es importante destacar que se puede calcular el determinante expandiendo por
cualquier fila o columna de la matriz. Por ejemplo, en el caso anterior, podriamos haber calculado el
determinante expandiendo la matriz por la sequnda fila.

R e N A EY S TV P F G VR
= 0-(1-0-3-4)-1-(2.0-3-1)—2-(2-4—-1-1)
=—0+3-14
= —11.

Lo expresado en la segunda parte de la anterior observacion lo podemos presentar sin demostracion en el
siguiente teorema

Teorema 4.1 Si A es una matriz cuadrada de tamano n X n, entonces su determinante se calcula como:

Al = (=1)"ay; A | + (1) ag; | Agj| + - (1) ag| Agg| + -+ + (1) an;| Ay

Al = (=1)"ai|Aa| + (1) Pai| A 4+ - (1) ag | Al + -+ + (1) ain| Ainl.

El nimero ¢;; = (—1)"77|4;;| se denomina cofactor del elemeneto a;; de la matriz A. Por lo tanto podemos
rescribir el teorema anterior de la siguiente manera

[ Al = ayjerj + agjca; + -+ @ijcij + -+ anjcn;.

|A| = aincin + aizciz + - aijcij + -+ QinCin-

Estrategia 1 para el calculo de determinantes.

Si A es una matriz cuadrada de tamano n x n, para calcular su determinante, elegimos la fila o columna que
tenga la mayor cantidad de ceros.

Observaciéon 4.3 Utilizando el resultado previo, podemos verificar que el determinante de A y su traspuesta
son iguales:

AT =14].

Esta igualdad es trivial para el caso n = 1. Suponiendo luego que la propiedad es vdlida para matrices de
tamano (n—1) x (n— 1), y recordando que las filas de A son las columnas de A, observamos que el desarrollo
por la fila i de |AY| coincide con el desarrollo por la columna i de |A|, siendo, por lo tanto, ambos determinantes
1guales.

Determinante de matrices triangulares.

Calcular determinantes de matrices de tamano n x n donde n > 3 puede ser tedioso. Sin embargo, existe
una excepcién importante: el determinante de una matriz triangular. Recordemos que una matriz cuadrada se
llama triangular superior si tiene todas sus entradas iguales a cero debajo de su diagonal principal, y triangular
inferior si tiene todas sus entradas iguales a cero por encima de su diagonal principal.
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Matriz triangular superior Matriz triangular inferior

ai1 a2 a3 -+ Gaip a1 0 o - 0
0 axx ass -+ a2n a1 az 0O -~ 0
0 0 aszs3 -+ asn az1 az2 asz --- 0
0 0 0 o Qpn an1 an2 ap3 N )

Para encontrar el determinante de una matriz triangular, simplemente multiplicamos los elementos en la
diagonal principal. Podemos utilizar induccién para demostrar esta afirmacién en el caso de una matriz triangular
superior, y un razonamiento similar se aplica a las matrices triangulares inferiores.

Para una matriz 2 x 2, por ejemplo, si tenemos:

El determinante es |A| = a11 - ass — a12 - 0 = a1 - ase. Suponiendo que esta afirmacion es vélida para cualquier
matriz triangular superior de tamafio (n—1) x (n—1), consideremos una matriz triangular superior A de tamano
nxXn

ailr a2 aiz - Qin

0 az azz -+ ag,

A= 0 0 asz -+ G3n
0 0 0 - ann

Expandiendo por la n-ésima fila, obtenemos:
Al =0 (=1)" A | +0- (=1)" [ Apa| + ... +0- (=1)" | A 00 1) 4 (1) | A

|A‘ = (_1)2nann|Ann| = annlAnn|

Ahora, notemos que A, es la submatriz que se obtiene al eliminar la n-ésima fila y la n-ésima columna de A.
Debido a que esta matriz tiene tamafio (n — 1) X (n — 1) y es triangular superior, podemos aplicar la hipStesis
inductiva para obtener que el determinante de A, es igual al producto de los elementos de su diagonal, es
decir:

|Ann‘ =a11 +Qa22°-0a33 *..." a(n—l)(n—l).

Por lo tanto, el determinante de A se expresa como:
|A] = ann - [Apn| = @np - (@11 - @22 - azz - ... 'a(nfl)(nfl)) = @11 - Q220433 ... A(n—1)(n—1)0nn-
Ejemplo 4.1 Consideremos la matriz triangular superior A de tamano 3 x 3:
2 5 7
A=(0 3 6
0 0 4
Para calcular su determinante, simplemente multiplicamos los elementos en la diagonal principal:

|A|=2-3.4=24,
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Observaciéon 4.4 Si A es una matriz diagonal dada por

a1 0 0 0

0 a2 0o --- 0
A—]10 0 o0 0|

0 0 0 Ann

entonces,

\A| = 11412 ** " Apn-

En particular,

|In‘ =1,

donde I,, es la matriz identidad de tamano n X n.

En general, no es cierto que para cada par de matrices A y B se verifique |A + B| = |A| + | B|.

. . 1 2 0 2
Consideremos, por ejemplo, A = (O 2) y B = <O 3

>.Ent0nces7
|A+ B|=5#2=2+0=|4|+|B|.

Sin embargo, el determinante si es lineal con respecto a una fila o columna, en el sentido que establecera el
siguiente resultado.

Teorema 4.2 (Linealidad del determinante respecto a una fila). Sean las matrices A = (a;j), B = (bsj)
y C = (cij) de tamano n x n. Supongamos que existe algin k, con 1 < k <n, tal que

C”_{aij:bij st Z#k
1]

ar; +bp; si 1=k

Entonces,
|C| = |A| + |BJ.

Esquemdticamente,

a11 a12 a13 ce Q1n a1 a2 aiz - QAin a1 aiz @iz -+ QAln

az a2 az3 s Q2n ag1 G2 Q23 -+ Q2p| |G21 Q22 @23 - G2p

: , : , : , : , | = an b. b. b. b. .

ak1 +bk1 ak2 +0k2 arz+0k3 -+ Qgp + Okn a1 Q2 Qa3 Qkn k1 k2 k3 't Okn

an1 an2 an3 ce Ann apl Qp2 Gp3 - Apn anl1 Aap2 Gap3z ' Anpn

Demostracién: Es suficiente con calcular el determinante de la matriz C usando la expansién por cofactores
sobre la k-ésima fila.
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4.2. Relaciéon entre las operaciones elementales por filas y determi-
nates.

Dada una matriz A de tamano n X n, recordemos que podemos realizar tres operaciones elementales en sus
filas para obtener una matriz B que es equivalente a A. Consideremos el caso de la matriz

-1 3 5
A= 0 3 3
2 31
1. Intercambio de filas. Si realizamos la operacién elemental de intercambiar las filas 2 y 3 para obtener
B:
-1 3 5
B=|2 31
0 3 3

Nos preguntamos sobre la relacion entre los determinantes de estas dos matrices. Calculamos los determi-
nantes de A y B respectivamente:

3 3 3 5 3 5
3 1 3 1 3 3

=-1-(3-1)-(3-3)-0-(3-1)=(5-3)) +2-((3-3) = (5-3))
=-1-3-9)—0-(3—15)+2-(9—15)
=—1-(=6)—0-(=12) +2-(—6)

aenf Jof o

—6+0—12
- 6.
3 1 3 5 3 5
|B|:_1"3 3‘_2"3 3‘*0"1 3‘
=-1-((3-3)—(1-3))—2-((3-3) = (5-3)) +0-((3-3) = (5-1))

=-1-(9-3)—-2-(9-15)4+0-(9-5)
=-1-6—-2-(—6)+0-4
=—-6+12+0
=6.
Por lo tanto, el determiante de B es igual al determiante de A con signo opuesto.

2. Multiplicaciéon de una fila por escalar no nulo. Consideremos el caso de multiplicar la fila 2 de A
por el escalar 4 para obtener una nueva matriz B.

-1 3 5
B=| 0 12 12
2 3 1
Nos preguntamos sobre la relacién entre los determinantes de estas dos matrices. Calculemos el determi-
nante B:
12 12 3 5 3 5
|B|_(_1)"3 1‘_0"3 1‘+2"12 12‘

=-24=4(-6) = 4|4]
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Por lo tanto, el determinante de la matriz B es 4 veces el determiante de la matriz A.

3. Sumar a una fila un multiplo de otra. Consideremos el caso de multiplicar la fila 1 de A por el escalar
2 y sumarla a la fila 3 para obtener una nueva matriz B.

-1 3 5
B = 0o 3 3
0 9 11
Calculemos el determinante B:
3 3 3 5 3 5
|B|(1)"9 11‘0"9 11‘*0"3 3‘
= 6= |4

Por lo tanto, el determinante de la matriz B es igual a determiante de A.

El ejemplo anterior no es una situacién excepcional; la siguiente proposicion es de gran utilidad en el contexto
de calculos de determinantes, ya que generaliza lo expuesto en el ejemplo anterior.

Proposicién 4.1 Sean A y B matrices de tamarnio n X nE|

1. Si B se obtiene de A intercambiando dos filas de A, entonces |B| = —|A|.

2. Si B se obtiene de A al multiplicar una fila de A por una constante no nula ¢, entonces |B| = c|A|.

3. Si B se obtiene de A al sumar un multiplo de una fila de A a otra fila de A, entonces |B| = |A|.
Observacion 4.5 Podemos deducir propiedades adicionales a partir del resultado de la proposicién anterior.

1. Si A es una matriz de tamano n X n conn > 2 y tiene dos filas o columnas iguales, entonces |A| = 0. En
efecto, segun el primer item del resultado anterior, |A| = —|A|. Por lo tanto, |A| = 0.

2. Una consecuencia inmediata del item 2 es que, para todo ¢ € R y toda matriz A de tamafio n X n, se
cumple:
|cA| = ™| A.

3. Si A es una matriz de tamanio n X n con n > 2 que tiene dos filas proporcionales, es decir, si existe A € R
no nulo tal que Ay, = AA; con i # k, entonces |A| = 0.

En efecto, si A tiene la forma

ail ai2 . A1n
a1 a2 . agn
[£251 a2 Qjn,
A =
Ak-1)1 Ak-1)2 -+ OQk-1)n
)\aﬂ )\aig . )\(Zin
Ak+1)1 O(k+1)2 -+ Qk+1)n
anl an2 e Ann

2Las propiedades enunciadas en esta proposicién también son validas si cambiamos la palabra filas por columnas.
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entonces |A| = \|A’

Notamos que A’ tiene dos filas iguales, por lo tanto |A’| = 0. Entonces,

Demostracion: (Proposicién [4.1]) Mostraremos solamente la prueba de la

por el item 2, donde

a

a

ail ai2
a21 a22
Qi1 ;2
(k=11 G(k—1)2
Qi1 ;2
(k+1)1  Q(k+1)2
an1 an2

Q1n
A2n

A(k—1)n

A(k+1)n

a/TL’I’L

1A] = 0.

parte 3.

Sea A = (a;;) una matriz de tamafio n x n. Consideremos la matriz B = (b;;) que se obtiene al sumar un

miultiplo de la s-ésima fila a la k-ésima fila de A.

a11
a21

A(k—-1)1
a1 + Aast
A(k+1)1

apnl

a12
a22

A(k—1)2
a2 + A2
A(k+1)2

Gn2

A1n
A2n

A(k—1)n
as1 + )\asn
A(k+1)n

ann

nxn

Al calcular el determinate de la matriz B usamos el Teorema y obtenemos

a11
a1

A(k—1)1
ag1 + Aas
A(k+1)1

Gnl

a12
a22

A(k—1)2
a2 + Aas2
A(k+1)2

An2

A1n
a2n

A(k—1)n _

Gs1 + )\asn
A(k+1)n

a”ﬂ/ﬂ

ail a12
azy a22
Ak—1)1 O(k—1)2
(4951 g2
Ak+1)1  Q(k+1)2
an1 an2

A1n
a2n

A(k—1)n
Gs1
A(k+1)n

a”ﬂ/ﬂ

a1
a21

A(k—1)1
)\asl

A(k+1)1

Gn1

a12
a22

A(k—1)2
)\asg
A(k+1)2

an2

A1n
a2n

A(k—1)n
Aasn

A(k+1)n

a’ﬂ/ﬂ
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Entonces, usando la parte 2 de la Proposicién [£.1] tenemos que

a11 a12
a1 a2
A(k—1)1 A(k—1)2
ar1 + Aas1 g2 + Aage
Ak+1)1 A(k+1)2
an1 an2

Notamos que la matriz

tiene dos filas iguales, entonces

Por lo tanto, |B| = |A].

Ejemplo 4.2 Si A =

NN
S O O W

QA1in aiy a2 QA1in
Qa2n a21 a22 QA2n
Ak—1)n | _ |(k-11 Ak-1)2 --- CQk-1)n
as1 + Ay, ak1 ak2 asi
A(k+1)n A(k+1)1  G(k+1)2 -+ Q(k+1)n
Ann an1 an2 Ann
a1 a12 A1n
a1 a2 a2n
A(k-1)1 O(k—-1)2 A(k—1)n
As1 Q52 Asn
Ak+1)1  Q(k4+1)2 A(k+1)n
an1 [07%) Anpn
aiy a2 Ain
a1 a2 a2n
Ak—1)1  A(k-1)2 A(k—1)n -0
A1 G52 Asn
Ak+1)1  Q(k4+1)2 A(k+1)n
an1 an2 Ann
1 5 1 3 1 5 1 3 1 5
0 8 Al = 2 0 0 8 722 0 0 8
2 10|’ 12 6 2 100 7)1 3 1 5
2 1 7 0 2 1 7 0 2 1

la primera y la tercera fila iguales.

Observacion 4.6 ;Cudl de los dos determinantes mostrados a continuacion es mds facil de calcular?

1 -2
Al =|-1 3
2 -5

3
0
5

|B| =

a1
a21

A(k—1)1
As1

A(k+1)1

+A

an1

a12
a22

A(k—1)2

A(k+1)2

Gn2

A1n
a2n

A(k—1)n
QAsn

A(k+1)n

a”l’L’ﬂ

= 0 pues la ultima matriz tiene

O O =
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Ahora que sabemos como calcular el determinante de una matriz triangular, es claro que el determinante
de la derecha es mucho mds fdcil de evaluar. Su determinante es simplemente el producto de las entradas en la
diagonal principal. Es decir, |B| =1-1-2 = 2. Por otro lado, usar la expansion por cofactores (la inica técnica
discutida hasta ahora) para evaluar el determinante de la izquierda requiere tiempo y esfuerzo. Por ejemplo, si
expandemos por cofactores a lo largo de la primera fila, obtenemos:

1 -2
Al=|-1 3
2 =5

3 0 -2 3

-5 5’(1)“—5 5 3.0

T O W

1.‘

A

La evaluacion de los determinantes de estas tres matrices de 2 X 2 produce:
|[Aj=1-15+1-(5)+2-(-9) =2

No es coincidencia que estos dos determinantes tengan el mismo valor, si se analiza a partir del resultado
proporcionado por la proposicién[{.1. De hecho, podemos obtener la matriz B realizando operaciones elementales
de fila en la matriz A:

1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3
A=| -1 3 o | B=B22h (g 1 3 | BB g 1 3 | =B
9 _—5 5 | Prleth 0 -1 -1 0 0 2

Por lo tanto, como B se obtiene de A sumando multiplos de filas de A a otra fila, el determinante permanece
tqual.

Estrategia 2 para el cdlculo de determinantes.

Dada una matriz A de tamarnio n xXn conn > 3, calculamos su forma escalonada B, y usamos la proposicion
la cual nos indica cémo varia el determinante en cada una de las matrices que se obtienen en los pasos
intermedios hasta llegar a su forma triangular superior. Finalmente, recordamos que el determinante de una
matriz triangular superior es el producto de los elementos en su diagonal principal.

Operacion Elemental sobre A Efecto en | B
Intercambio de filas |B| = —|A|
Multiplicar una fila por una constante A |B| = MA|
Sustituir una fila por ella misma mds unmaltiplo de otra |B| = |A4|

Ejemplo 4.3 1. Ejercicio 5. Primer parcial GAL1 interactiva. Septiembre 2023. Se consideran
las matrices

a b c a-+2b b 3¢
A=|d e f|,B=| d+2e e 3f
g h i 5g + 10h 5h 15

Se sabe que |A| = 3. Calcular el determinante de |B|.
Solucion: Usamos como cambian las transformaciones elementales en los determinantes:
s Las transformaciones F; — oF; multiplican al determinante por «. Lo mismo sucede con las colum-
nas.

» Las transformaciones F; — Fy+al; no cambian al determinante. Lo mismo sucede con las columnas.
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a-+2b b 3¢ a+2b b 3c a+2b b ¢ a b c

|B|=| d+ 2e e 3f|=5|d+2 e 3f|=15|d+2e e f|=15|d e f

5g + 10h 5h 15i g+2h h 3i g+2h h i g h 1
=15-3=45

2. FEjercicio 2. Examen GALI1 interactiva. Diciembre 2023. Sean las matrices M :

a b c
M=|d e f
g h 1
tal que |M| =5y N:
d+2f f e
INlJ=[a+2¢c ¢ b
g+2i ¢ h

Solucion: Aplicando transformaciones elementales y la linealidad por columnas, tenemos que:

d+2f f e d f e f f e d f e a ¢ b a b c
IN|[=la+2c ¢ bl=la ¢ b+2-|c ¢ bl=la ¢ bl=—=|d f el=|d e f|=5.
g+2i 1 h g 1 h i it h g it h g 1t h g h 1

3. Ejercicio 2. Examen GALI1 interactiva. Febrero 202/. Se consideran las matrices M, N de tamarno
4 x 4 dada por:

a b c d a b d c+2d
M = ¢ f g h N := © / h g+ 20
i 7 k1 m n q P+ 2¢q
m n p q 3i+m 3j+n 3l4+q 3k+6l+p+2¢q

Se sabe que det(M) = D € R. Entonces:

(A) IN|= D.
(E) [IN| = 6D.
(I) |N| = —6D.
(0) IN|= 3D.
(U) |N| = —3D.
(Y) IN|= —-D.

Solucion: Aplicando transformaciones elementales y la linealidad por filas, tenemos que:

a b d c a b d c a b d ¢
N =| ¢ f h 9 |_g.l¢ f g+2.efhg:
m n q p m n oq p m n oq p
3i+2m 3j+4+2n 3l+2q¢ 3k+2p i Lk m n q p
a b d c a b ¢ d
e [ h g _ e [ g _ o
-3 i Gk =3- ik = 3D por hipdtesis. La respuesta correcta es (O).
m n q p m n p q
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4. Ejercicio 6. Primer parcial GAL1 interactiva. Septiembre 2023. Calcular el determinante de la
stguiente matriz n X n:

n n—1 n eemon

n n n—2 - n n
A=

n n n e 2 0m

n n n 1

Solucion: Para cada i entre 2 y n, aplicamos al determinante la transformacion elemental F; — F; — Fy,
lo cual no cambia el determinante, obteniendo:

n o n o n o n n n
0 -1 0 0 0 0
0 0 -2 0 0 0
0 0 0 O —n+2 0
o o o o0 - 0 -n+1

Como esta ultima es una matriz triangular superior, su determinante es el producto de las entradas de la
diagonal:

[Al=(1-n)x(2—-n)x---x(=2)x (-1)xn=nx(-1)(n—1) x (=1)(n —2) x -+ x (=1)2 x (=1).
Como hay en este producto n — 1 factores (—1), entonces tenemos

Al = (D" Txnx(n—1)x(n—2)x--x2x1=(=1)""1 xn!f]

4.2.1. Estartegia 1 versus estrategia 2 en el calculo de determinantes.

Hasta ahora, hemos presentado dos métodos generales para evaluar determinantes. De estos, el método de
usar operaciones elementales de fila para reducir la matriz a una forma triangular superior suele ser mas rapido
que la expansién de cofactores a lo largo de una fila o columna. Si la matriz tiene un tamafio grande, la cantidad
de operaciones aritméticas necesarias para la expansion de cofactores puede volverse extremadamente grande.
Por esta razén, la mayoria de los algoritmos computacionales utilizan el método que involucra operaciones
elementales de fila. La siguiente tabla muestra la cantidad de sumas y multiplicaciones necesarias para cada uno
de estos dos métodos para matrices de tamano 3 x 3,4 x 4, 5 x5y 10 x 10.

Tamafio | Desarrollo por cofactores Reduccién por Filas
Sumas/Multiplicaciones | Sumas/Multiplicaciones
3x3 5/9 5/10
Ax4 23/40 14/23
5x5 119/205 30/45
10 x 10 3628799/6235300 285/339

3El factorial de un nimero natural n, denotado como n!, se define como el producto de todos los nimeros naturales desde 1
hasta n. Se expresa como:

n=1-2-3-...-(n—=2)-(n—1)-n=

k
1

n

k
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La cantidad de operaciones necesarias para calcular el determinante de una matriz de tamano n X n crece
factorialmente (n!). Dado que 20! = 2432902008176640000, incluso una matriz relativamente pequena de 20 x 20
requerirfa méas de 10'° operaciones.

Una tercera estrategia al calcular determinantes manualmente y que a veces permite ahorrar tiempo es
utilizar operaciones elementales de fila (o columna) para crear una fila (o columna) que tenga ceros en todas
las posiciones excepto una, y luego utilizar la expansion de cofactores para reducir el orden de la matriz en 1.

4.3. Relacion entre el determinante y la inversa de una matriz.

Hagamos un breve resumen de lo que hemos explorado hasta ahora. Hemos observado que las matrices
pueden ser clasificadas en dos categorias distintas utilizando como criterio la invertibilidad. Por lo tanto, para
una matriz cuadrada A de tamano n X n, nos encontramos con dos situaciones posibles:

1. A es invertible. En este caso, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A es invertible.

b) El sistema AX = B tiene una tnica solucién, X = A~ B, para todo B € R", es decir el sistema es
compatible determinado.

¢) La forma escalonada reducida de A es la matriz identidad I,,.

d) A tiene rango méximo.
2. A no es invertible. En este caso, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A no es invertible.

b) El sistema AX = B tiene infinitas soluciones o ninguna solucién, es decir, el sistema es compatible
indeterminado o incompatible.

¢) La forma escalonada reducida de A tiene al menos una fila nula.

d) El rango de A es menor que n.

En consecuencia, al enfrentarnos a una matriz cuadrada A, la primera pregunta que surge es si es invertible
o no. La respuesta a esta pregunta esta asociada al estudio del determinante de A y la siguiente proposicién nos
ofrece una respuesta parcial.

Proposicién 4.2 Si A es una matriz cuadrada de tamario n X n no invertible, entonces |A| = 0.

Demostracién: Dado que A es no invertible, su forma escalonada reducida A’ contendrs al menos una fila
compuesta exclusivamente de ceros. Al realizar operaciones elementales sobre las filas de A para llegar a A,
el determinante de A se verd afectado en cada operacién elemental, ya sea por un cambio de signo o por la
multiplicacién de una constante, segiin la Proposicién [4.1

Finalmente, llegamos a la forma escalonada reducida A’, cuyo determinante es igual a cero. Por lo tanto,
|A] = 0.

4.3.1. Determinantes de matrices elementales.

Las propiedades del determinante expresadas en la Proposicién [£.1] también nos permiten calcular los de-
terminantes de las matrices elementales. Recordemos que estas matrices se obtienen al realizar operaciones
elementales sobre las filas de la matriz identidad I,,. Dado que |I,| = 1, podemos observar que:
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= Matrices elementales de tipo I: Son aquellas que se obtienen al intercambiar dos filas cualesquiera de
la matriz identidad I,,. Ademds, conocemos el efecto de premultiplicar por una matriz de este tipo. Por
lo tanto,
|Er| = —|In| = —1.

De este modo, si A es cualquier matriz de tamafio n X n, entonces
|E1 Al = —[A].

También notamos que
|ErAl = —|A| = |E/|A].

= Matrices elementales de tipo II: Son aquellas que se obtienen al multiplicar una fila cualquiera de
la matriz identidad I,, por un escalar no nulo A\. Ademads, conocemos el efecto de premultiplicar por una
matriz de este tipo. Por lo tanto,
|Err| = M| = A

De este modo, si A es cualquier matriz de tamano n X n, entonces
|Err Al = MA].

También notamos que
|ErrAl = AA] = |Ep]|Al.

= Matrices elementales de tipo III: Son aquellas que se obtienen al sumar a una fila de la matriz
identidad I,, algin multiplo no nulo de otra fila de I,,. Adema&s, conocemos el efecto de premultiplicar por
una matriz de este tipo. Por lo tanto,
|Errr| = L] = 1.

De este modo, si A es cualquier matriz de tamafio n x n, entonces
|Errr Al = |Al.

También notamos que
|ErrAl =1-|A] = [Ep]|A].

Podemos resumir la anterior en la siguiente tabla

Matriz elemental E | Determinante | Relacién con la premultiplicacién
I B[ = 1 [EA = [E|4]
11 |E| = A |[EA| = |E||A|
111 |E| =1 |[EA| = |E||A|

La tabla anterior resume un hecho interesante en su tercera columna: el determinante del producto de
cualquier matriz por una matriz elemental es igual al producto de los determinantes. Ahora, examinemos el
calculo del determinante para el producto de dos matrices.

Consideremos las matrices

1 0 3 2 00
A=10 1 2|, B=[|2 15
1 0 1 1 1 1
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Utilizando las herramientas descritas en las secciones anteriores, encontramos que

Al = =-2, |B]= =-8, |AB|=

— O
o = O
=N W
=N DN
== O
= ot O
W = Ot
=W W
— = w

Il

—

(@2}

Entonces, notamos que |AB| = 16 = (—2)-(—8) = |A| - | B|. Este hecho no es especifico de las matrices parti-
culares que hemos elegido para el ejemplo; el siguiente teorema generaliza lo expuesto y es que el determinante
de un producto de matrices es el producto de los determinantes.

Teorema 4.3 (Binet-Cauchy). Si A y B son matrices de tamario n X n, entonces
|AB| = |Al[B].
Demostracién: Consideremos los siguientes casos:

s Caso 1. Si A es una matriz invertible, entonces podemos expresar A como el producto de matrices
elementales,

A=FFE;---Ey.
Entonces,

|AB| = |E\Ey - - Ex B| = |Er||Es| - - |Ex||B| = (|Exl|Ea| - - |Ex|)|B| = [Er Bz - - Ei||B| = [A]| B

» Caso 2. Si A es una matriz no invertible, entonces en este caso, AB no es invertible (Justificar!). Por lo
tanto, |[A] = 0 y |AB| = 0. Entonces, evidentemente

|AB| = |A||B|
Corolario 4.1 Si A es una matriz invertible
1
A7 = — = A7
|A]

4.3.2. Determinantes de matrices por bloques.

Para matrices diagonales o triangulares definidas por bloques, el cdlculo del determinante esté relacionado
con el calculo de los determinantes de las submatrices que forman los bloques. Dejamos al lector interesado la
validez y la demostracion de los siguientes resultados, bastante ttiles.

1. El determinante de una matriz diagonal por bloques verifica:

‘AU 0

2. El determinante de una matriz triangular por bloques verifica:

A 0
Asy Az

‘All A12 _ ‘A11||A22|

0 A22
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Ejemplo 4.4 1. El determinante de la matriz

121 0 0 0
4 2 3 0 0 O
1 110 0 0
0 00 3 20
0 00 5 01
000 1 2 5
viene dado por
121 0 00
RN Ty
=14 2 3||5 0 1| =(-1)(—54) =54
0003 20 1 1 1|]1 2 5
0 005 01
0001 2 5
2. El determinante de la matriz
0O 01 0 0O
4 2 3 0 0 O
1 01 0 0 0
1 0 2 0 2 0
-1 0 4 0 0 1
2 3 01 1 5
viene dado por
0O 01 0 0O
R R
=14 2 3|10 0 1|=(-2)(2)=—-4
1 0 2 0 2 0 Lo 1l 1 s
-1 0 4 0 0 1
2 3 01 15

4.4. Observacion final.

En el desarrollo de la teoria de determinantes que hemos presentado en estas notas, partimos de la base de
que conocemos de antemano el determinante de las matrices de tamano 2 x 2. Sin embargo, otro enfoque que
podemos tomar para desarrollar esta teoria es asumir que existe una funcion, llamada determinante, que opera
sobre el conjunto de las matrices cuadradas con coeficientes reales y devuelve valores reales, y que cumple con
las siguientes premisas:

1. El determinante de la matriz identidad I,, (para n > 1) es igual a 1.
2. Si intercambiamos dos filas (o0 dos columnas), el determinante cambia de signo.

3. Si multiplicamos una fila (o una columna) por un escalar A, el determinante se multiplica por el mismo
factor.

4. Si podemos expresar todos los elementos en una fila (o columna) como la suma de dos nimeros cada uno,
podemos dividir el determinante completo en la suma de dos determinantes.
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5. Si una fila (o columna) estd compuesta completamente por ceros, entonces el determinante es cero.

Podemos entonces deducir el valor de la funcién determinante para matrices de tamano 2 x 2. Empecemos
con la matriz identidad I. Segtn la Propiedad (1), obtenemos:

0
1—1

O =

Al aplicar la Propiedad (3), al multiplicar la primera fila de I por a, el determinante se multiplica por a:

0
1

o 2

Usando nuevamente la misma propiedad, esta vez multiplicando la segunda fila por d, obtenemos:

a 0

0 d:ad

De manera similar, al multiplicar las filas de Is por b y ¢, obtenemos:

0 C:bc

‘b 0
La Propiedad (2) establece que si intercambiamos las filas, el determinante cambia de signo, lo que implica:

‘0 c — _be

b 0

__b()
10 e

Por la Propiedad (4), al expresar los elementos de la primera fila como sumas, podemos escribir:

a ¢ |la+0 O0+c| |a 0+0 c
b dl | b d | b d b d
Al repetir este argumento pero ahora con las matrices (Cbl 2) y (Z 2), y al aplicar la Propiedad (5),
obtenemos:
a 0 a 0 a 0 a 0
b d‘_‘O—l—b d+0l=lo 4 + b 0‘—ad—|—0—ad
De igual manera,
0 ¢ 10 ¢ —
b odl b oof” ¢
Por lo tanto:
b
c d’—ad—bc

4.5. Practico 4.

Practico 4.
Determiantes.
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4.5.1. Determinantes.

1.

Calcular los siguientes determinantes:
1 1 1 1 1 1 1 V2 1 e 0 e 0,1 0,2 0,1
a) |-1 0 1 by (1 2 3 ) |1 V2 -1 d |et 0 1 e) 10,1 0,3 0,2
-1 -1 0 1 3 6 -2 V2 3 0 1 0 0,2 0,3 0,1
2 4 -5 2 1 5
1 2 1 2 o -1 7 3 -3 4
0 0~ sen() 3 2 3 2 0o 1 1 0 0 -1
) sen(f) cos(0) tan(0) 9) h)
—cos(f) sen(f) —cos(9) b3 04 34012l
0o 4 -1 -3 o 5 3 -1 4 3
5 1 3 0 0 -1
. Sabiendo que
a b c
d e f 5,
g h i
calcular los siguientes determinantes:
d e f —a —b —c a b c a+5 3b c
g h i|,| 2d 2 2f|,|d—3a e—3b f—3c|,| d+5f 3e f
a b c —g —h —i 2g 2h 2 2g+10¢ 6h 21
. Calcule el determinante de las siguientes matrices y determine para cudles valores de k son invertibles.
k. -k 3 k k 0 k—4 0 0
a) 0 k+1 1 b) K 4 K? c) 1 k 2
k. -8 k-1 0 k k 3 3 k-1
a) Sean A, B € M, «n, tales que det(A) = 3 y det(B) = —2. Calcular los siguientes determinantes:
a) det(—AB)  b) det(4?) ¢) det(B7'A)  d) det(24) e) det(3BT)  f) det(AAT)
b) Sean A, B,C,D € M55, tales que det(A)=det(B) # 0, det(C) =4 y det(D) = 2. Calcular
det (A"C™'B7'(3D")™!) — det (4ACD (AT B)T)
Calcular los determinantes
1 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
dn = )
111 - 0 1
1 11 --- 1 0
paran = 2,3,..., donde se supone que la matriz con determinante d,, tiene n filas y n columnas.
Sean A matriz n X n, B una matriz n x m y C una matriz m x m. Con O indicaremos una matriz m X n

cualquier dimensién cuyas entradas son todas nulas. Probar que

det( e > — det(A) det(C).
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4.5.2. Solucidén a ejercicios seleccionados del Practico 4.
Determinates.

1 a. Desarrollamos el determinante por la tercera columna y tenemos que

1 1 1
-1 0 1 :1’:} _01‘+(—1)‘_11 _11‘:1
-1 -1 0

Por lo que el determinante de la matriz es 1.

d. Desarrollamos el determinante por la segunda columna

ez 0 e° 2%  a
v 0 1|=(-1) eea el =0
0 1 0
f. Desarrollamos el determinante por la primera fila.
0 0 sin(6)

sin()  cos(0)

sin(0)  cos(0) tan(9) | = sin(h) —cos() sin(0)

—cos(0) sin(0) —cos(0)
g. Desarrollamos el determinante por la primera columna y tenemos lo siguiente
1 2 1 2

= sin(0)(sin?(0) + cos*(0)) = sin(6)

s 5 3 2 3 2 2 1 2| ]2 1 2
L3 o 4|=lF3 0 4313 0 4|2 3 2|=35-3314W=0
4 -1 -3 4 -1 -3 |4 -1 -3

0 4 -1 =3
h. El determinante es 3003.

2 Para este ejercicio debemos utilizar las propiedades de determiantes con respecto a las transformaciones

elementales.
d e f a b c a b ¢
m|lg h i|=—|g h i|=|d e f|=5
a b c d e f g h i

Donde utilizamos que intercambiar filas cambia el signo del determinante.

—a -b —c a b c a b ¢ a b c
w (2d 2 2f|=(-1)|2d 2 2f|=(-1)%|2d 2 2f|=2|d e f|=10
—-g —h —i —g —h —i g h i g h i
a b c a b ¢ a b c a b c a b ¢
m d—3a e—3b f—3c|=|d e f|+]|-3a —-3b —3c¢c|=2|d e f|+]0 0 0|=10,
29 2h 2i 29 2h 20| |29 2n 2 g h il |29 2n 2

a+5c 3b ¢ a 3b c 5¢ 3b ¢ a b c
= | d+5f 3¢ f|=|d 3e f|+|5f 3¢ f|=6|d e f|=30
2g+10¢ 6h 21 2g 6h 2i 10¢ 6h 2i g h i

3 Para que las matrices sean invertibles, el determinante debe ser no nulo. Por lo tanto, calculamos el
determinante de cada una y discutimos segun k.

k -k 3

a. |0 k+1 1 _k‘
kK -8 k-1

= k(> —1+8—k—3k—3) = k(k? — 4k + 4).

kE+1 1 -k 3
-8 k-1 E+1 1
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Esto se anula si k = 0 o (k —2)% = 0, es decir, los valores de k que anulan el determinante son k = 0
y k = 2. Por lo que la matriz es invertible para todo k # 0,2
k—4 0 0
c. 1 k 2 |=(k—-4) ‘
3 3 k-1
Este determinante se anula si k = 4,3 o —2, es decir, la matriz es invertible para todo k # 4,3, —2

k 2

3 k_l‘:(k—4)(k2—k—6)

4 a) a. det(—AB) = (—1)"det(A)det(B) = (—-1)""'6
. det(A?) = det(4)? =9

= Wl( gy det(A) = =3/2

o & o T
o,
@
o+
oo}
L
b
S—
|

. 3B') = 3" det(B') = 3" det(B) = 3"(-2)
f. det(AAY) = det(A) det(A?) = det(A)? =9
b) Aplicando las propiedades es facil ver que el primer sumando es igual a

1 1 1 1
det(C) det(B) 35 det(D) 1944’

det(ATC7'B~1(3DT)~1) = det(A)

mientras que el segundo sumando es igual a

1 det(A)
det(4CD™H(A™1B)") = 4° det(C = 2048.
et( ( ") %) 3et(D) det(B)
Por lo tanto el resultado de la resta es %.

5 Escalerizando la matriz sin alterar el determinante, obtenemos lo siguiente
11 1 ... 11 1 1 1 .01 1
10 1 ... 11 o -1 0 ... 0 O
1 1 0 ... 1 1 o 0 -1 ... O 0

=|. . o = (-t

11 1 ... 01 0 O o ... =1 0
11 1 ... 10 0 0 o ... 0 -1

Donde la tdltima igualdad es resultado hacer el producto de los elementos de la diagonal.

6 Una forma de encarar este ejercicio es hacer induccién en n, es decir, en el tamano de A.



CAPITULO 5
GEOMETRIA EN R.

En el estudio de objetos fisicos, nos enfrentamos al desafio de describir no solo sus propiedades inherentes,
como la masa o la densidad, sino también comprender su estado en un momento dado, que puede estar marcado
por variables como la velocidad o el peso. En este contexto, usamos las magnitudes para representar estas
caracteristicas, y algunas de ellas, como la masa o la temperatura, son conocidas como magnitudes escalares,
ya que se expresan mediante un solo ntimero real junto con su unidad de medida.

Sin embargo, al adentrarnos en fenémenos mas complejos, como el desplazamiento de un objeto en el espacio,
nos encontramos con la necesidad de utilizar magnitudes que no solo indiquen valores numéricos, sino que
también incluyan informacién sobre la direccién y el sentido. Aqui es donde entran en juego los vectores, que
se presentan como segmentos orientados que llevan consigo informacién sobre direccién y longitud.

En este marco, las magnitudes como la fuerza o la velocidad se denominan magnitudes vectoriales. Para
comprender y operar con estos vectores, comenzamos por establecer un sistema cartesiano de coordenadas,
que actua como referencia para ubicar la posicién de un objeto y observar su cambio relativo, es decir, su
desplazamiento.

5.1. El espacio R".

En lo que sigue, n denotard siempre un nimero natural mayor o igual a 1. Consideremos el conjunto de
todas las n-uplas ordenadas de ntimeros reales, que denotaremos por R™:

R™ = {(z1,22,23,...,2n) 2, ER, i =1,...,n}

A cada uno de los ndmeros reales x; que conforman la n-upla (x1,z9,...,z,) lo llamamos componente o
coordenada i-ésima. Por ejemplo, si n = 1, el conjunto R' no es més que el conjunto de ntimeros reales.
Si n = 2, R? serd el conjunto de parejas ordenadas de ntimeros reales y usualmente lo representamos como
{(z,y) : ,y € R}. Para n = 3, el conjunto R3 est4 formado por las tripletas ordenadas de niimeros reales y lo
expresamos usualmente como {(z,y,2) : z,y,z € R}.

Insistimos en que las n-uplas que constituyen el conjunto R™ son ordenadas. Por ejemplo, en R?, la pareja
(1,5) es diferente de la pareja (5,1). De hecho, dos n-uplas en R™ se consideran iguales cuando cada una de sus

133
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coordenadas son iguales. Es decir, para n-uplas (z1,Z2,23,...,Zn) ¥ (Y1,Y2, Y35 -, Yn):

(1,22, 23, ..., 2n) = (Y1,Y2,Y3,-- -, Yn) = x; = y; paratodoi=1,...,n.

Un hecho de fundamental importancia y que serd relevante en la segunda parte de estas notas es que en el
conjunto R™ podemos definir dos operaciones entre sus elementos, las cuales cumplen con ciertas propiedades
que veremos a continuacién.

» Suma de n-uplas ordenadas: Si (x1,x2,...,2,) ¥ (Y1,%2,-..,Yn) son dos elementos de R", definimos su
suma, y la denotamos por (z1,2a,...,2,) + (1, Z2,...,2,), COMO

(1.17x2a"'7xn)+(ylva;"'uyn) - ('Tl +y1;x2+y27"'7xn+yn)~

= Producto de un escalar real por una n-upla ordenada: Si (x1,xs,...,T,) es un elemento de R™ y ¢ es un
nimero real, el producto de la n-upla (x1,x2, ..., z,) por el escalar ¢, denotado por ¢- (z1, T2, ..., Z,), se
define como
¢ (z1,xa,...,xn) = (cx1, X9, ..., CTp).

Obsérvese que, segtn estas definiciones, tanto la suma de n-uplas como el producto de una de ellas por un
escalar son nuevamente n-uplas del conjunto R™. Por ello, se dice que estas operaciones son cerradas en R". Por
ejemplo, en R3, la suma de la tripleta (1,5,9) con la tripleta (0,0,7) es

(1,5,9) +(0,0,7) = (1+0,5+0,94+7) = (1,5,16)
que es una nueva tripleta de R3. En R, el producto de la 5-upla (1,1,0,1,0) por el escalar 2 es
2. (la 15 07 170) = (25 2707 2a 0)

que también es un elemento de R®. Es rutina verificar que estas operaciones entre los elementos de R cumplen
con las propiedades siguientes:

1. Propiedad 1. La suma es conmutativa, es decir
(@122, @) + (Y1, Y2, Yn) = (Y1, Y2, -, Yn) + (21,22, .., @),
2. Propiedad 2. La suma es asociativa, es decir
(1,29, .., )+ [(Y1,92, -+ - Un) + (21,22, -, 20)] = [(®1, 22, -y 2n) + (Y1, Y2, -, Un)] + (21, 22, - o, 20)-

3. Propiedad 3. Existe un elemento en R™, llamado cero, que actiia de manera neutra para la suma. De hecho,
este elemento es el que tiene todas sus coordenadas iguales al (nimero real) cero. Lo denotaremos por 0
. Es decir 0 = (0,0,...,0) € R y se tiene

(1,22, ,2n) +(0,0,...,0) = (z1,22,...,2Zp).

4. Propiedad 4. Cada u-upla de R™ tiene un inverso aditivo, el cual es un elemento de R™ que tiene la propiedad
de que, sumado con la n-upla original, produce el cero. De hecho, el inverso aditivo de (z1,x2,...,2,) es
(=21, —%2,...,—Tp), puesto que

(z1,22,...,2pn) + (—z1, —22, ..., —xy) = (0,0,...,0).
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5. Propiedad 5. Si c es un escalar, se tiene
(W1, y2, -y Un) + (21,22, -y 20)] = (cy1,cy2, - - -y cYn) + (21, c22, . . ., C25).
6. Propiedad 6. Si c y d son escalares, se tiene
(ed) (21,22, ..., 20n) = cld(((x1,22,...,2,))] = d[c(((x1,22,...,24))]-
7. Propiedad 7. Si ¢y d son escalares, se tiene
(c+d)(z1,29,...,2n) = c(x1, 22, ..., 2y) + d(x1,22,...,2,).

8. Propiedad 8.

Wz, 22, .., 2n) = (1,22, ..., Ty).

Interpretacién geométrica.
1. El cason = 2.

= Representacion en el plano de 2-uplas ordenadas: Un vector anclado en el origen se visualiza
geométricamente como un segmento de linea dirigido, con su punto de inicio en (0, 0) y su punto final
en (z1,22), como se ilustra en la siguiente figura. Este vector se expresa como un vector columna
utilizando el mismo par ordenado que representa su punto terminal. En otras palabras,

7= ("
xT9 ’
Por ejemplo, el vector 7 se representa como un segmento de linea dirigido desde el punto A = (0, 0)
hasta B = (2, 3).

35

B=(23)
25

15

0.5

A= (0, 0)

-0.5
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Geométricamente, R? se describe como el conjunto de todas las 2-uplas ordenadas de la forma (z,y),
y observamos que hay una correspondencia directa entre cada 2-upla (x,y) y el vector anclado en el

origen con su punto terminal en (z,y).

En general, cada vector columna se relaciona con una direcciéon y una longitud, siendo irrelevante el
punto de anclaje. Asi, para un vector columna 7 (no nulo) y un punto P, siempre existe un tinico

punto @ tal que P@ =7.

En resumen:

a) Dados los puntos P y @, hay un dnico vector columna ]@ que representa la posicién de @Q

respecto a P.

b) Dado cualquier vector columna no nulo ?, existen infinitos pares de puntos P y @ tales que

PO=7.

¢) Dado cualquier punto P y cualquier vector columna no nulo 7, hay un tnico punto @ tal que

PO=7.

= Suma de vectores en el plano: Dados los vectores @ = (0,0)(2, 3 y U = (0,0)(4, 3;, la suma de estos

vectores es U@ + U = (0,0)(2 + 4,3 + 3) = (0,0)(6,6).

5.5

4.5

35

2.5

15

0.5

B=(23)

u+v
C=(4,3)

A = (6, 6)

55 5 45 4 35 -3 -25 -2 -15 -1 -05
-0.5

-1.5

Si trasladamos el vector anclado ¥ hasta el punto (4,3) y el vector anclado 7 hasta el punto (2,3),

la figura adquiere la apariencia de un paralelogramo.
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55

4.5

35

25

15

0.5

B=23"

u+y,

C=@ 93

55 5 45 4 35 -3 -25 -2 -15 -1 -05
-0.5

-1.5

0.5

6 65 7

Para obtener geométricamente U 4+ ¥, nos enfocamos en la diagonal anclada en (0,0) del paralelo-

gramo formado.

» Multiplicacién de un escalar por un vector: Sean U = (0,0)(2, 3; y ¢ € R. Entonces,

= (0,0)(2¢, 3c3.

Analizamos el efecto de la multiplicacién del escalar ¢ sobre el vector 7, dividiéndolo en casos segun

el valor de c.

Si ¢ > 0, distinguimos dos subcasos: la multiplicacién por c¢ resulta en un alargamiento de U en

c veces cuando ¢ > 1. Por ejemplo, la multiplicacién de U = (0,0)(2,3; por 2 da como resultado
el vector (0,0)(4,6;. De manera andloga, para 0 < ¢ < 1, obtenemos un acortamiento de . Por

ejemplo, para ¢ = %, obtenemos el vector %7 = %(0, 0)(2, ) =

e
(0,0)(1,3)
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En general, si ¢ es un nimero real con ¢ > 0, cu se interpreta como un vector en la misma direccién
que . De hecho, diremos que U y T tienen la misma direccién si existe un nimero real ¢ > 0 tal
que ¥ =c.

La multiplicacién por un ntiimero real negativo invierte la direccién. Por ejemplo, -2 = (0,0)(—4,—6 ;,
como se representa en la siguiente figura.
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(2.3)

-112 10 9 8 -7 6 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

('4, '6) -6

Decimos que dos vectores no nulos v y U tienen direcciones opuestas si existe un ¢ < 0 tal que U =cv.

2. El cason = 3. Podemos realizar consideraciones andlogas e interpretar geométricamente que R? se describe
como el conjunto de todas las 3-uplas ordenadas de la forma (z,y, z). Observamos una correspondencia
directa entre cada 3-upla (z,y, z) y el vector anclado en el origen con su punto terminal en (x,y, z). Por
ejemplo, identificamos la 3-upla (2,3,1) con el vector anclado en el origen y punto terminal en (2,3, 1), es

decir, W = (0,0,0)(2,3,1), como muestra la siguiente figura.
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La interpretacién geométrica de los vectores, cominmente asociada a los espacios R? y R?, se aplica conven-
clonalmente al caso general de vectores en R™. Aunque esta visualizacién tiene sentido al considerar vectores
que podemos percibir en dimensiones espaciales més bajas, como R? y R3, se extiende esta practica incluso al
contexto abstracto de R™.

Este enfoque surge al contemplar que, de no estar limitados por las restricciones espaciales inherentes a
nuestra percepcién como seres humanos (habiendo evolucionado en un entorno tridimensional, R3, y siendo
incapaces de visualizar o imaginar espacios R con n > 3), los vectores en R™ mostrarian las “mismas propiedades
geométricas” que los vectores en dimensiones més bajas, como R? o R3.

Observacion 5.1 La resta de vectores en R™, denotada como U — 7, se define como la suma de U con el
opuesto de U, es decir, U — U = U + 0. Dados los vectores @ = (0,0)(2,3; y U= (0,0)(4,3;, la resta de
estos vectores es U — U = (0,0)(2 — 4,3 — 3) = (0,0)(—2,0).
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(2,3)

(-4,-3)

5.2. Rectas en R5.

En esta seccién, caracterizaremos los puntos que pertenecen al lugar geométrico de una recta en R3. Para
ello, consideremos que todos los vectores cuyo extremo y origen se encuentran sobre la recta son simplemente
multiplos de un vector especifico, al cual llamaremos el vector director de la recta, suponiendo siempre que
este vector no sea nulo.

Sea Py = (x0,Y0,20) un punto fijo de la recta L, y P = (z,y, z) cualquier otro punto en ella. Podemos

expresar el vector Poﬁ como tﬁ, donde W es el vector director de L con coordenadas (a,b,c), y t es un nimero
real. Asi, de la igualdad
PP = 111,

obtenemos la ecuacion vectorial de la recta L:
(.’ﬂ —Z0,Y — Yo, 2 — ZO) - t(CL, b7 C)'
A partir de esta igualdad, obtenemos la ecuacién paramétrica de la recta L:

T — o =ta
L=qy—yo=1b

z—2zy=tc

donde t € R es el pardmetro, permitiendo expresar cada componente del punto (z,y, z) € L como una funcién
de t:
x(t) = xo + ta
L=<y(t)=yo+1db
z(t) = z0 + tc
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Ejemplo 5.1 Obtengamos la ecuacion paramétrica de la recta L que pasa por el punto (2,—3,5) y tiene a
U = (—4,—6,1) como vector director. Segin la ecuacidn anterior, ecuacidn de la recta viene dada por

x(t) =2—4t
L={y(t)=—3—6t
2(t) =5+t

Noétese que, al despejar e igualar el pardmetro ¢ de cada una de las ecuaciones paramétricas de la recta L,
ésta también puede describirse a través de una ecuacién simétrica:

T—Zo _Y—Y _ 22— %0
a b c
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Esta ecuacion solo puede obtenerse si las componentes del vector director son no nulas, es decir, si a, b, ¢ # 0.
Retomando el ejemplo anterior, la ecuacién simétrica de la recta que pasa por el punto (2, —3,5) y tiene como
vector director a U = (—4,—6,1) estd dada por:

Observacién 5.2 Al igual que en R?, en R3, dos puntos determinan una inica recta. En efecto, la recta
determinada por los puntos Py = (zg,z1,22) y P1 = (Yo, y1,y2) viene definida por cualquiera de los puntos Py

o Py y un vector director. Este vector director puede obtenerse considerando el vector PoPy o P1 Py.

Ejemplo 5.2 La ecuacion paramétrica de la recta L que pasa por los puntos (1,1,1) y (1,2,3) viene dada por

z(t) =1
L={ylt)=1+t
Z(t) =1+ 2t

donde hemos utilizado el punto Py = (1,1,1) y el vector director U = (1,1,1)(1,2,3; = (0,1,2) para su
construccion. Aunque la primera componente del vector director U es nula, podemos obtener una ecuacion
simétrica para la recta L de la siguiente manera
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Ejemplo 5.3 1. Consideremos las dos rectas

x(t) =144t xz(t) =7+ 3s
Li=<yt)=—-2-6t Ly =< yt)=2+2s
z(t) =5+ 8t z(t)=1-2s

donde los pardmetros de las rectas han sido convenientemente escogidos con letras distintas, t,s € R.
Estamos interesados en calcular Ly N Lo. Si existe algin punto (x,y,z) € L1 N Lo, tendria que ezistir un
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valor de t y otro de s que hagan posible que se obtengan las igualdades correspondientes, es decir,

1+4t:7+38 4t—38:6 4t—38:6
“2-6t=2425 > -G-2=4 =S¢ 13
548t —=1—2s 8t + 925 = —4 g ST

En este caso, este sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas (s y t) tiene solucion para t = 0 y

s = —2. Al sustituir estos valores de los pardmetros en las ecuaciones de las rectas, encontramos que el
punto comin de ambas es (1,—2,5).

. Ejercicio 8. Examen GAL1. Febrero 2016.

Dado a,b € R, se considera el sistema lineal S con 3 ecuaciones y 3 incognitas dado por la matriz ampliada

El conjunto solucion del sistema S es una recta si y solo si:

(A) a® # 1 (cualquier valor de b).

(B) a=1 0a=—1 (cualquier valor de b).
(C)a=1yb=0.

(D) a = —1 (cualquier valor de b).

(E) a=—-1yb=1.

Solucion: Opcion E. En efecto, escalerizando, obtenemos que:

1 a —1 1 1 a -1 1
—a —1 1| -1 — 0 a2—-1 1l—ala-1
-1 —a a b 0 —a—1 a+1|b+1

Se distinguen tres casos:

a) Sia® # 1 (es decir, a # 1 y a # —1), el sistema es compatible determinado y tiene una solucion
dinica.

b) Sia=1, el sistema tiene la matriz ampliada

11 -1 1
00 O 0
00 O0]b+1
Se distinguen dos subcasos:
1) Sib# —1, el sistema es incompatible.
2) Si b = —1, el sistema es compatible indeterminado, y su conjunto solucion es el plano m :

r+y—z=1.
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¢) Sia=—1, el sistema tiene la matriz ampliada
1 -1 -1 1 1 -1 0 0
0o 0 2 -2 |—=(10 01 -1
0 0 0]b—-1

0 0 —2|b+1

De nuevo, se distinguen dos subcasos:

1) Sib#1, el sistema es incompatible.
2) Sib=1, el sistema es compatible indeterminado, y su conjunto solucion es la recta r: x —y =

0,z=—1.
Luego, el conjunto solucion del sistema original consiste en una recta solo en el ultimo caso, donde a = —1

yb=1.
Definicién 5.1 Dos rectas son paralelas si sus vectores directores tienen la misma direccion.

Si uf y w5 son los vectores directores de las rectas Ly y Lo respectivamente, entonces L es paralela a Lo,
denotado por Ly || Lo, si i I w5, es decir, si existe un ¢ € R tal que @] = cti3. En este caso, podemos distinguir

dos subcasos:
LT LiNLy=0= Ly y Ly son paralelas no coincidentes.
1 2 = .
LiNLy # 0= Liy Ly son paralelas coincidentes.
Si dos rectas en R® no son paralelas, diremos entonces que se cruzan. En este caso, también podemos tener
dos subcasos dependiendo de como sea su interseccién:
LiNLy; =0= L1y Ly se cruzan y no se cortan.
L1 H L2 =
LiNLy # 0= Ly y Ly se cruzan y se cortan.

5.3. Interseccion de rectas y sistemas de ecuaciones.

Consideremos dos rectas L; y Lo no paralelas dadas por las ecuaciones paramétricas

x(t) = x2 + azs

x(t) = 1 + agt
Li=qy(t) =y + b1t Lo = ¢ y(t) =ys + bes
z(t) = 21 + et z(t) = 23 + a5

Estas rectas se cruzan en el espacio al no ser paralelas. Al plantear el sistema

1+ a1t = x2 + ass ait —ass=x9— 21— 1

y1 +bit = yo + bas
21+ cit = 29 + ca9s

notamos que este sistema tiene 3 ecuaciones y 2 incégnitas. Se presentan los siguientes casos:

= bltbeS:ygfylfl
cit—cos =29 —21—1

= El sistema es incompatible, en cuyo caso, L1 y Lo se cruzan pero no se cortan.
= Kl sistema es compatible determinado, en cuyo caso, Ly y Lo se cruzan y ademds su interseccién no es

vacia y consta de un inico punto.
Ejemplo 5.4 Consideremos dos rectas Ly y Lo dadas por las ecuaciones paramétricas
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x(t) = -7+ 3t x(t) =21 + 6s
Ly =qy(t)=—4+4t Ly =< y(t) = =5+ —4s
z(t) = -3+ -2t z(t) =2+ —s

Notamos que L1 Jf Lo, lo que significa que las rectas se cruzan en R3. Al considerar el sistema

3t — 6s = 28
3t —6s =7+21 3t — 65 = 28 115
dt+4s=4-5 ={ dt+4s=-1 = 128:T
—2t+s5s=3+2 —2t+s=5 0:@
12

Como el sistema planteado no tiene solucidn, las rectas no se cortan. Por lo tanto, L1 N Ly = (.

5.4. Planos en R?.

Vimos que dos puntos cualesquiera en R3 determinan una tinica recta. Ahora, si consideramos tres puntos
no colinealeﬂ Py = (%0,90,20), P1 = (z1,9y1,21) y P» = (2, Y2, 22) estamos interesados en describir el lugar
geométrico al que llamaremos plano, formado por todas las sumas de multiplos de los vectores I?PI y m
(anclados en el punto (xg, 3o, 20)). Dicho lugar geométrico se describe mediante la ecuacién vectorial

(x07y0320)(177y725 = AP0P1 +:U'POP2a

donde A y u son pardmetros reales.
Podemos observar que la condicién de no colinealidad entre los puntos Py, P; y P> implica que los vectores

—
PyP, y PyP; no son paralelos. Por lo tanto, necesitamos de dos pardmetros, en este caso A y u, para describir
un plano en R3. Resulta entonces que la ecuacién paramétrica del plano viene dada por

x —xo = My — xo) + plxe — o)
Y —yo = My1 —vo) + 1(y2 — yo)
zZ—zZ0 = )\(2’1 — ZQ) + ,LL(ZQ — ZQ)

Si expresamos explicitamente la dependencia de cada coordenada del plano respecto a los pardmetros A y p,
obtenemos:

x(A p) = xo + May — o) + p(xe — o)

y(A 1) = Yo + Ay1 — yo) + 1(y2 — yo)

2(A, 1) = 20 + Mz1 — 20) + p(z2 — 20)

En resumen, tres puntos no colineales Py, Py y P> determinan un tnico plano que los contiene. También
podemos pensar que cada plano queda determinado por un punto fijo, en este caso, Py = (zo, Yo, 20), y dos
vectores no nulos y no paralelos U = (a1,a2,a3) y T = (b1, b2, b3). En este caso, la ecuacién vectorial del plano
también se puede expresar como

(%0, Y0, 20)(x, Y, ZS =\ 447,

1Un conjunto de puntos situados sobre una misma recta se dice que es colineal.
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donde A y p son pardmetros reales. La correspondiente ecuacién paramétrica es entonces

(A 1) = xo + Aag + puby
y(A, 1) = yo + Aag + pba
z2(A, 1) = z0 + Aaz + pbs.

Ejemplo 5.5 Obtengamos la ecuacion pardmetrica del plano m que contiene los puntos Py = (1,0,0), P;(0,1,0)
y P, = (0,0,1). Utilizando la férmula recién presentada, la ecuacion buscada es:

(0,90, 20) (2, Y, 2) = APy Py + Py P,

x —xo = Ny — x9) + p(xe — o)
T=19y—y = Ay1 —vo) + 1(y2 — %o)
z—20 = Az1 — 20) + p(z2 — 20)

r=1-A—p
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5.4.1. Ecuacién reducida de un plano en R?

Consideremos un plano 7 determinado por el punto Py = (xq, Yo, 20) y los vectores direccién U = (a1,as2,a3)
y v = (b1, b2, b3). Entonces, el punto (x — xo,y — Yo,z — 20) € 7 si existen reales A y p tales que se verifica la
siguiente relaciéon:
T —xg = Aay + pb;
Y — Yo = Aaz + pbe
z — 29 = Aaz + ubs

Luego, el determinante de la matriz
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debe ser igual a cero debido a que la primera fila F} se puede expresar como AFs + uF3. Por lo tanto,

T—To Y—Y =Z2—20
al a9 as =0

by b bs
Al calcular este determinante usando la expansién por cofactores en la primera fila, se obtiene:

as

ag ap asg
by by

b by T )

— (¥ — %)

by by|
Por lo tanto,
(x — x0)(agbs — aszba) — (y — yo)(a1bs — azb1) + (2 — 20)(a1bz — azby) =0

Denotando A = asbs —azbs, B = a1b3 —azby, y C = a1bs — asby, tenemos la ecuacién reducida del plano 7:

Az —20) + By — yo) + C(z — 20) =0

En general, la ecuacién reducida de un plano tiene la forma Ax + By + Cz + D = 0, donde los coeficientes
A, B y C no pueden ser simultdneamente nulos.

Ejemplo 5.6 Determinemos la ecuacion reducida del plano m que contiene los puntos Py = (1,0,0), P, =
—— —

(0,1,0) y P, = (0,0,1). Tomamos las direcciones & = PyP; = (—1,1,0) y ¥ = PyP; = (—1,0,1) y planteamos

el determinante segun lo discutido anteriormente:

rz—1
-1
-1

=0

(eI N
— O W

Resolviendo este determinante obtenemos la ecuacion reducida del plano:
r+y+z=1

La ecuacién reducida del plano proporciona informacion geométrica interesante, ya que permite calcular los
puntos de corte (si existen) del plano con cada uno de los ejes coordenados. Por ejemplo, si queremos conocer
el punto de corte entre el plano x + y + z = 1, es suficiente con sustituir y = z = 0 en la ecuacién anterior para
obtener que z = 1. Esto indica que el punto de interseccion entre el eje de las X y el plano z +y+ 2z = 1 es
(1,0,0).

77

-D -D
el eje Y en el punto <0, 5 0); y finalmente, si C' # 0, el plano cortard el eje Z en el punto (O, 0, C).

En general, si A # 0, el plano cortard el eje X en el punto < 0, O>; si B # 0, entonces el plano cortard

Ejemplo 5.7 1. Ejercicio 7. Primer parcial GAL1 interactiva. Septiembre 2023.

a) Hallar una ecuacion paramétrica y una reducida para la recta v que pasa por el punto (1,0,1) y es
paralela al vector (1,1,1).

b) Hallar una ecuacion paramétrica y una reducida para el plano que pasa por los puntos (1,0,0), (0,2,0)
y(0,0,3).

Solucion:
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a) Una ecuacidn paramétrica se obtiene expresando en coordenadas una ecuacion vectorial:

=14+ A
X = (1,0,1) +A(1,1,1) (Sx)=<y=A
z=14+ A

Despejando X y sustituyendo, el sistema (S») equivale al (S}):

z=1+y

z=1+y

La primera y la tercera ecuacion de (S%) constituyen una ecuacion reducida para la recta v, que la
expresan como interseccion de dos planos:

r—y—1=0
(5) { B
z—y—1=0

b) Igual que en el caso anterior, empezamos por hallar una ecuacidn vectorial para el plano. Llamemos a
los puntos dados A = (1,0,0), B =(0,2,0) y C = (0,0,3), de donde tenemos los vectores directores
z@ = (-1,2,0) y AC = (—1,0,3). Una ecuacion vectorial es (Sx,) y luego, despejando X\ y p y
sustituyendo hallamos una reducida:

r=1-XA—pu r=1-%-1%
X = (1,0,0) + A(—1,2,0) + u(~1,0,3) (Sx.) =4y =2 ~ <y =2)
z=3u z=3u

La primera ecuacion de este sistema constituye una ecuacion reducida para el plano: r+ %y—i— %z— 1=
0.

2. Ejercicio 3. Examen GAL1 interactiva. Febrero 202.

a) Hallar una ecuacidn paramétrica y una reducida para la recta v que pasa por el punto (3, 0, 2) y es
paralela al vector (—1,1,2).

b) Hallar una ecuacion paramétrica y una reducida para el plano que pasa por los puntos de coordenadas
(1,0,0),(2,1,0) v (3,0,1).

Solucion:

a) Una ecuacion vectorial de la recta es (x,y,z) = (3,0,2) + A(—1,1,2). De esta se deduce una pa-
ramétrica, simplemente escribiendo esta identidad vectorial en coordenadas:

r=3—A
y=2A
z2 =242\
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Una forma de obtener una ecuacion reducida consiste en despejar el pardmetro de una de las identi-
dades y sustituirlo en las restantes dos. En este caso,

A=y

y sustituyendo obtenemos:

b) Para buscar una ecuacion paramétrica precisamos dos vectores directores del plano: u := (2,1,0) —
(1,0,0) = (1,1,0) y v = (3,0,1) — (1,0,0) = (2,0,1). Una ecuacidén vectorial para el plano es
(z,9,2) = (1,0,0) + A(1,1,0) + u(2,0,1) y escribiendo esta identidad en coordenadas obtenemos una
ecuacion paramétrica:

r=14+X4+2pu
y=A
zZ=

Despejando los pardmetros A y u de dos de las identidades y sustituyendo en la tercera se obtiene una
ecuacion reducida para el plano. En este caso, los pardmetros estdn ya despejados: A=y y =z, y
luego obtenemos la ecuacion reducida r =14y + 2z.

5.5. Practico 5.

Practico 5.
Geometria en el espacio. Rectas y planos.

Ejercicios sugeridos:

5.6. Puntos y vectores.

1. Poligonos regulares. Considere el hexdgono regular centrado en el origen que se muestra en la figura.

c b

a) ;Cuénto da la suma de los vectores a, b, ..., f?
b) ;Qué ocurre si sumamos todos menos a?

¢) Discutir qué ocurre con el tridngulo regular a,c,e.
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2. Para el plano representado en la siguiente figura determinar A y p tal que Q@ = P + Av + pw. Repetir para
R, SyT.

5.7.

P+ov

P+ w

Ecuacién del plano y de la recta.

1. Hallar ecuaciones paramétricas y ecuaciones implicitas (o reducidas) de las siguientes rectas:

)

d)

la que pasa por el punto P = (1,2,5), con vector director v = (2,1, 3);
la que pasa por los puntos A = (4,3,0) y B = (1,0,1).

Averiguar si los puntos (3,1, —1), (5,2,1) y (5,0, 0) pertenecen a la recta con ecuaciones paramétricas

=142\,
y:2_)‘7
z==24+ A

Repetir para los puntos (—1,0,0), (0,1,1) y (1,—1,1), y la recta que tiene ecuaciones reducidas

r+y—2+1=0,
2 —y+2+2=0.

Averiguar si los puntos (1,0,2), (—1,1,1) y (3, —1, 1) estdn alineados. Si lo estdn, encontrar ecuaciones
paramétricas y reducidas de la recta que determinan.

Repetir para (1,1,1), (1,0,—1) y (1,2,3).

3. Hallar ecuaciones paramétricas y reducidas de los siguientes planos:

a)
b)

)

el que pasa por el punto (1,1,1) y tiene a (2,—1,1) y (1,0, —1)como vectores directores;
el que pasa por los puntos (1,1,1), (2,2,3) v (1,1, -2);

r+y+2+2=0,

el que pasa por el punto (1,1,1) y contiene a la recta { r—y— 2220
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4. a) Demostrar que si u = (u1,us,u3) y v = (v1,v9,v3) son dos vectores no colineales, es decir, ninguno
es multiplo del otro, el sistema de ecuaciones paramétricas

T =p1 + Aug + pog
Y = p2 + Auz + pvo (5.1)
z = p3 + Aug + pus

es compatible si y sélo si el determinante
r—=p1r Y—p2 Z2—P3
U1 U2 us3 =0.
U1 V2 V3

b) Concluir que el plano de ecuaciones paramétricas tiene una ecuacién reducida de la forma

Uz U3
Vo U3

Uy us
(%1 VU3

Uy U2

S (z —p3) =0.

(x —p1) — (y —p2) +

¢) Usar este resultado para hallar una ecuacién reducida del plano cuyas ecuaciones paramétricas son

r=-14+X—pu,
y=2+A+u,
z=—-1—)X—2u.

5. Hallar la interseccion de los siguientes planos:

r=2—-X+pu,
20 — 3y + 4z = -2, y=—1—XA+2u,
z=—-2-=-2\—p.

6. Se consideran los planos de ecuaciones

z=1+2\+2pu,

20 +y+2—2=0, y==-3+A—pu, ,
z=A+p,
y las rectas de ecuaciones
r+y—3z=—6, z=3+)
r+2y—4z = -8 y=4+4
L Zz=1-3\

Hallar la interseccién de cada una de las dos rectas con cada uno de los dos planos.

7. Para cada una de las ternas de planos 71, m2 y 73 que se proponen a continuacién, hallar la interseccién
w1 Mg N3 de los tres planos. En caso de que la interseccién sea vacia, estudiar las intersecciones dos a
dos. Interpretar geométricamente los resultados.

a) m:y+z2=0,7m: 20 —y—22=57m3:3x+3y+22="1.
b) mix+2y—2=2,m:2x+y—32=0,7m3: — 20 —4y+22=3.
¢) mir—2y+z=5m:x+z=3, m3:x+4y+2z=0.
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8. Hallar ecuaciones paramétricas de una recta que no corte a ninguno de los planos de ecuaciones
z+y+z=1 z—y=3
y que pasa por el punto (10,11, 12).
9. Sean 7 el plano dado por 7 : x +y + z = 3 y r la recta dada por r : (z,y,z) = (0,0,0) + A(a, b, 1).
Discutir la interseccién de r y 7 en funcién de a y b.
5.7.1. Solucién de ejercicios seleccionados del Practico 5.

Puntos y vectores.

1 a. La suma de los vectores da el vector nulo.
b. La suma de todos menos a da el vector d.
c. Sumar ¢y e da el vector d que es opuesto a a por lo que hacer a4+ c+e = a+d que es el vector nulo.

Ecuacion del plano y de la recta.

1 a. Sustituyendo los datos en la ecuacién vista en el tedrico, llegamos a que la ecuacién paramétrica de

r=142\
la rectaes ¢y =2+ A\
z2=5+3A

Para pasar a la ecuacion implicita, podemos despejar A de una de las ecuaciones y sustituir en las
otras. Por ejemplo, tomando la segunda ecuacién, tenemos que A = y — 2. Sustituyendo en la primera
y la tercera, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

r—2y=-3
—3y+z=-1
: : —
b. A partir de los puntos A y B, podemos encontrar un vector director de la recta: v = BA y entonces
la ecuacién paramétrica es:

=143\
y =3\
z=1-—-X

De forma anéloga a la parte anterior, obtenemos la ecuacién reducida:

r+3z=4
y—3z2=3
3 a. La ecuacién paramétrica es:

($»y7 Z) = (17 1, 1) + )‘(27 -1, 1) + N(1’07 _1)
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Como en el caso de las rectas, podemos despejar los pardmetros A y p en funcién de las variables
x,y, 2z para pasar a la ecuacién reducida:

r+3y+2=5
b. La paramétrica es:
r=1+A
y=1+2A\
z=14+2\—-3pu
La reducida es:
z—y=0

c. Dado que la recta estd contenida en el plano, alcanza encontrar dos puntos de ésta y junto con el
punto P = (1,1, 1), estamos en un caso andlogo al de la parte anterior. Si por ejemplo consideramos

los puntos Q = (0,0, —2) y R = (0,—1,—1) y los vectores v = Q? yw = }?ﬁ la ecuacion paramétrica

es:
r=14+A+1u
y=14+X+2u
z2=1+3X+2u

y la implicita es
—dr+y+z=-2

5 Para hallar la interseccién, debemos armar un sistema con las ecuaciones de ambos planos. Para esto,
consideramos la ecuacién reducida del segundo plano:

or —3y —z =15

Entonces, la interseccién de los planos es:

20 -3y + 4z = -2
S5 —3y—z=1>5

Dado que el sistema es compatible indeterminado con un gradao de libertad, tenemos que la interseccion
es una recta.

T+y—3z=—6

, tenemos que la interseccién es
r+2y—4z = -8

6 Siw1:2x+y+z—2:0yr1:{
20 4+y+2=2

mNri:yxz+y—3z2=—6

r+2y—4z=-8

Que es un sistema compatible determinado y su solucién es (0,0,2). Es decir, la recta y el plano se
intersectan en un punto.
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r=3+ A
Si’l“gi y:4+)\
z=1-3\

entonces podemos pasar 19 a reducida de modo que la interseccién r, Ny esté determinada por la solucién
de un sistema de 3 ecuaciones donde aparecen las dos de 72 y el plano.

Otra forma de pensar el ejercicio es sustituir en la ecuacién del plano los valores de z,y,z como estdn

dados en la ecuacion de la recta y estudiar para cudles A la eucacion obtenida tiene solucién. Es decir
roNm 123+ AN+ 4 +XN)+(1—=3N)—-2=22+A-3A+6+4+1-2=9+#0

Y concluimos que su interseccién con m; es vacia.

La interseccion de estos planos es la recta dada por

r+y+z=1
r—y=3

Es claro aue cualquier recta paralela a esta y no coincidente, serd paralela a ambos planos y por lo tanto

no cortard a ninguno de ellos.

El vector (1,1,—2) es vector director de esta recta. Teniendo en cuenta que el punto (10,11,12) no estd
en ninguno de los planos, conseguimos la siguiente recta

=10+ X
y=114+ X\
z=12—2A

que no corta a ninguno de los planos.

Una forma de convencerse de esto es notar que dados dos vectores directores directores v y w de cualquiera
de los planos, podemos escribir al vector director de la recta como

(1,1,-2) = av + Sw

para algunos valores de « y 3, por lo tanto, la recta tiene direcccién paralela al plano.

Pasando r a forma reducida, tenemos que la interseccién entre la recta y el plano estd dada por la solucién
del siguiente sistema de ecuaciones:

T+y+z=3
z—az=0
y—bz=0

3b 3)

Sia+b # —1, el sistema es compatible determinado y la recta corta al plano en el punto (1+3;+b7 TTath Trats)-

Si a+ b= —1, el sistema es incompatible y la recta es paralela al plano.
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5.8. Producto escalar.

En el espacio R™, podemos definir un tipo de producto entre sus elementos, que son los vectores que componen
el espacio. Este producto enriquece el espacio con propiedades geométricas que nos permiten explorarlo mas
profundamente. Se conoce como el producto punto o producto escalar, y es un tipo de producto interno que se
puede definir en espacios vectoriales como se verd luego.

El producto punto en R” es una funcién que toma dos vectores u y v en R™ y los asocia con un nimero
real u - v, también llamado producto escalar de u e v, a menudo denotado como < u,v >. Se define como:

n
u-vle-y1+x2-yg+...+xn~yn:Za:jyj.
j=1

donde u = (1,22, ..., Zn) Y V= (Y1,Y2, - -, Yn)-
El siguiente teorema enumera las propiedades més importantes del producto punto.

Teorema 5.1 Para cada w = (1,Z2,...,24), v = (Y1,Y2,---+Yn) ¥y w = (21,22,...,2,) vectores en R™ se
cumplen las siguientes propiedades.

1. u - u es siempre no negativo, y es igual a cero si y solo si u es el vector nulo.
2. u-v =v-u, lo que significa que el producto punto es conmutativo.
3. (u+w) -v=u-v+w-w,lo que implica que el producto punto es distributivo sobre la suma vectorial.
4. (M) - v = A(u - v) para todo escalar A en R.
Demostracion:
1. Al considerar el producto punto u - u

Cada término z7 es no negativo, ya que el cuadrado de cualquier niimero real es no negativo. Por lo tanto,

la suma de términos no negativos también es no negativa. Ademads, u - u es igual a cero si y solo si cada
x; es igual a cero. Asi que u-u =0 si y solo si u = 0.
U v =T1y1 +Tay2 + ...+ TpYn = Y1T1 +Y2T2 + ...+ YpTp =V - U.
3. Consideremos el producto punto de v + w con v:
(u+w) - v=(r1+21)y1 + (x2 + 22)y2 + ... + (Tn + 2n)Yn.

Aplicamos la propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la suma en R:

(utw)v = z1y1+21y1+T2y2H20Y2+ - ATnYn+2nYn = (T1Y1+T2Y2+ - A TnYn) H(21y1+22Y2+. A 20Yn) = wvtwv

4. Consideremos el producto punto de Au con v:

(M) -v=(Az1)y1 + (Ax2)y2 + ... + (Azn)yn) = A@191 + Z2y2 + . .. + Tuyn) = A(u - v).
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5.8.1. Interpretacién geométrica.

Para motivar la definicién de ortogonalidad o perpendicularidad de vectores en R™, examinemos cémo se
presenta esta nocién entre dos vectores en R2. Consideremos los vectores u = (z1,22) e v = (y1,92) en R? y
supongamos que son perpendiculares con y1,ys # 0, como se muestra en la siguiente figura.

25

La recta en la que se encuentra el vector u tiene una pendiente de %, y la que contiene el vector v tiene una
pendiente de %
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N, 25 7

. 15

0.5

s -2 N\,

Estas rectas son perpendiculares si y solo si el producto de sus pendientes es igual a -1. En otras palabras,
los vectores x e y seran perpendiculares si y solo si:

)@)-

T1Y1 + T2lYa = 0

Lo cual se simplifica a:

El lado izquierdo de esta ultima expresién no es mas que el producto punto de u e v. Por lo tanto, en el plano
R?, la perpendicularidad de vectores es equivalente a que su producto punto sea igual a cero. Esta observacién
nos lleva a la siguiente definicién, que generaliza la idea de perpendicularidad de vectores en el espacio R".

Definicién 5.2 Se dice que dos vectores u e v en R™ son ortogonales si u-v = 0.
De acuerdo con esta definicion, el vector 0 en R™ es ortogonal a cualquier vector u en R™, ya que es claro
que 0 - u = 0 para cualquier u en R™. Ademsds, el vector cero es el uinico vector en R™ con esta propiedad. En

efecto: si u en R"™ es tal que u-v = 0 para todo v en R"™, entonces, en particular, se tiene u-u = 0, y atendiendo
a la primera propiedad del producto punto enunciada en el teorema anterior, se concluye que u es el vector cero.

Ejemplo 5.8 1. Sea u= (—1,1). El vector v = (z,y) es ortogonal a u si, y solo si
—lz+(1)-y=—-z+y=0.

Observamos que el conjunto de todos los vectores v con esta propiedad constituyen geométricamente la
recta y = x.
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15

1
u=(1,1)

0.5

-25 -2 -1.5 -1 -0.5

-0.5

En un sentido mds general, si u = (m

0.5 1 15

25

35

4.5

,—1), donde m es un nidmero real dado, los vectores v = (z,y)

ortogonales a u son aquellos para los cuales u-v = mx—y = 0. Estos vectores representan geométricamente
la recta y = mx, que es una recta por el origen con pendiente m. Por lo tanto, podemos afirmar que la

recta y = mx es el conjunto de todos los vectores en el plano que son ortogonales al vector (m,—1).

En general, la recta y = mx+b, con pendiente m y ordenada al origen b, se puede describir como el conjunto
de puntos (z,y) en el plano que se expresan como (0,b)+ (t, mt), donde t es un nimero real. Esto se puede
verificar directamente. Esto significa que los vectores (x,y) en la recta y = max + b son vectores que se
obtienen sumando el vector constante (0,b) con vectores del tipo (t,mt) que son ortogonales a (m,—1) (en

otras palabras, estos vectores (t, mt) pertenecen a la recta y = mzx).
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(0,b) +(t,mt)

2. Dado el vector no nulo u = (a,b,c) € R®, el conjunto de vectores v € R® que son ortogonales a u estd
formado por los vectores v = (x,y,z) tales que u-v = azx + by + cz = 0. Esta ecuacidn representa
geométricamente un plano que pasa por el origen.

Norma y longitud de un vector.

Usando del producto punto, el cual hemos estudiado en la seccién anterior y que nos proporciona en R" el
concepto geométrico de ortogonalidad de vectores, podemos introducir una nocién de tamano de un vector y de
distancia entre dos vectores (o distancia entre dos puntos en R™).

Definimos la norma (més precisamente, la norma euclidiana) de un vector u € R™, denotada como |ju||, de
la siguiente manera:

Jull = Vu-u

De acuerdo con la primera propiedad del producto punto de vectores, esta definicién tiene sentido, ya que lo
que estd dentro de la raiz cuadrada siempre es un nimero no negativo. En concreto, si u = (21, g, ..., %),
entonces tenemos:

lull = /a3 + 3 + ...+ a2

Decimos que el vector u es unitario si |Jul| = 1.

Analizando los casos de vectores en R? y R3, debe quedar claro que esta nocién de norma de un vector,
que hemos definido de manera general en el espacio R™, nos proporciona una medida del tamano o longitud del
vector. En efecto, si u = (z,y) € R?, entonces tenemos ||u|| = \/x2 + 42, que es precisamente la distancia del
punto (x,y) al origen (es decir, es el tamafio del vector u.
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En R?, podemos definir la nocién de angulo entre los vectores v = (z1,41) v u = (22, y2) E| de la siguiente

Para calcular este angulo, consideramos la recta que pasa por los punto

por los puntos (0,0) y (x1,y1). Estas rectas tienen pendientes tan(t + s) =

s (0,0) y (x2,y2), y la recta que pasa
Y2 .
== y tan(s) = =, respectivamente.
T

A}
AY
: \
\\
\S
0.5 \
1
1
3
2.5 -2 -15 -1 0.5 o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75
-0.5
Entonces, el dngulo ¢ (el d4ngulo entre los vectores u y v) se puede expresar como
Y2 Y1 T1Y2 — T2l
t = arctan ( — | — arctan | — | = arctan
T2 T
Al expresar la formula en funcién del coseno, obtenemos:

Tox1 + y2y1>

u-v

cost = =
(21 + 1) (@22 +42)  ull?[vl?
De donde tenemos que el producto punto en R? satisface:

T1T2 + Y1Y2

Por lo tanto,

u-v = ||lul|*||v||* cost.

y u-v
= arccos——-—-—.
2|12
[l [lv]]
Para definir el dngulo entre dos vectores cualesquiera de R™ nos inspiraremos en lo discutido anteriormente,
para ello es necesario probar primero el siguiente resultado

2Vistos como vectores anclados en el origen.
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Teorema 5.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para cada u y v vectores en R™ se cumple
(u-v)* < (u-u)(v-v)

Demostracién: Si u = 0, ambos lados de la desigualdad son iguales a cero (y, en este caso, la desigualdad es
cierta).

Sea entonces u # 0. Consideremos el vector w = v + Au, donde A es un nimero real fijo, pero arbitrario.
Calculemos el producto punto de w consigo mismo

w-w=(v+Au)- (v+ A\u)
= (v-v) +2(v-u)A + (u-u)A2
La funcién f(A) = (u - uw)A? + 2(u - v)A + (v - v) es una funcién polinémica cuadratica que representa

geométricamente una parabola que abre hacia arriba (ya que u - u es positivo). Puesto que f(\) es siempre no
negativa para todo A, el discriminante de la ecuacién cuadrética:

2(u-v)? — 4(u-u)(v-v)

debe ser negativo o cero. Entonces:
(2(u-v)* —4(u-u)(v-v) <0

Por lo tanto,
(u-v)? = (u-u)(v-v) <0

(u-v)* < (u-u)(v-v).

Usando el resultado anterior, observamos que para cada par de vectores u y v en R al tomar la raiz
cuadrada en ambos lados de la desigualdad se obtiene:

juo] < vaayo o = ulol.

En consecuencia,
U v
= ullfloll

y existe un unico angulo 0 <t < 7 tal que
u-v

cost =
[[ul[[Jv]]

Definimos este dngulo como el angulo formado por los vectores u y v.
Proposiciéon 5.1 Sean u,v vectores en R™, y ¢ un nimero real. Se tiene:
1. JJul] >0, yllul| =0 u=0.
2. |leul| = || - [Jul]-
3. |lu+v|| <|Jul| + ||v|| (Desigualdad triangular).

Demostracion: Demostraremos solamente el item 3, los restantes quedan como ejercicio a cargo del lector.
Para demostrar la desigualdad triangular, escribimos:

[lu+0l? = (u+v) - (u+v) = Jul|* + 2(u-v) + o],
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utilizando la bilinealidad del producto punto. Luego, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
[l +[[* < ([ful] + [0l])?,

y tomando la raiz cuadrada en ambos lados obtenemos la desigualdad triangular.

Recordemos que dos planos en R son paralelos si sus vectores normales son paralelos. Se dice que son
perpendiculares si sus vectores normales son perpendiculares. El angulo entre dos planos se define como
el dngulo formado por sus vectores normales. Del mismo modo dos rectas en R? son paralelas si sus vectores
directores son paralelos. Se dice que son perpendiculares si sus vectores directores son perpendiculares. El
angulo entre dos rectas se define como el angulo formado por sus vectores directores.

Ejemplo 5.9 1. Dados los planos x+y+2z=1y z =0, el dngulo que forman estos planos corresponde al
dngulo que forman sus vectores directores w = (1,1,1) y v = (0,0,1). Por lo tanto,

U-v 1

1
cost = =—, t=arccos|—]|.
ullllv]l /3 (x/§>

2. Ejercicio 6. Examen GAL1. Diciembre 2015. Dados a,b € R, consideramos la recta r definida
como (x,y,z) = (0,a,1) + X a,b,1) y el plano m definido por © —y+ z = 2. Indicar para cudles valores de
a,b € R la recta r es paralela a w pero no contenida en .

(A) b=a+1, para cualquier a.
(B) a#—-1yb=a+1.
(C)a=1yb=—1.

(D) a#1yb=a+1.

Solucion: Opcion B: La recta r tiene vector director v.= (a,b,1) y el plano w tiene vector normal
n = (1,—1,1). Entonces, la recta v es paralela al plano © cuando v-n = a —b+ 1 = 0, es decir,
cuando b =a+ 1. En el caso donde b =a+ 1 (r es paralela a 7), la recta r estd contenida en 7w cuando
A =(0,a,1) € w, es decir, cuando —a + 1 = 2, dicho de otra manera, cuando a = —1. Luego, la recta r
es paralela a ™ y no contenida en ™ cuando b=a+1 ya # —1.

3. Ejercicio 4.1 y 4.2. Primer Parcial GAL1. 16 Septiembre 2023. Se consideran las siguientes

rectas:
n 5 =24+ A
€T =
7"1:{ Y , T2iqyY=3+2A
z=2
z=1-—\

Pregunta 4.1: Las rectas r1 y o

(A) se cortan y son perpendiculares.

(B) se cortan pero no son perpendiculares.
(C) son paralelas.

(D) no se cortan y no son paralelas.

(E) son iguales.

Pregunta 4.2: Sea 7 el plano que contiene a o y al punto (1, 2, 8). Un vector normal de 7 es
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(D) 57 74a
(E) (7,-5

1,—1,0).

(B) (2,3,1).

1).
1).
1

(
(
(1,1, -
(
(7,=5,1).

Solucion:

Pregunta 4.1. Una ecuacion paramétrica para la recta r1 es:

—3- )

Por lo tanto, el vector director de r1 es (—1,1,0). De la ecuacidon de ro, deducimos que su vector
director es (1,1,—1). Al realizar el producto punto entre estos dos vectores, obtenemos:

(-1,1,0)- (1,1,-1) =0

Por lo tanto, las rectas r1 y ro son perpendiculares. Ademds, es rutina verificar que ry N ry =
{(1,2,2)}. La opcidn correcta es la opcidn A.

Pregunta 4.2. El plano m buscado debe tener una normal perpendicular a la direccion de la recta ro
(1,1,—1). Por lo tanto, podemos descartar las opciones B, C y E.

Ahora descartemos la opcidn D: Si un vector normal al plano 7 fuera (5,—4,1), entonces el plano
buscado seria de la forma bx — 4y + z = d. Dado que (1,2,3) € 7, tendriamos que d = 0. Entonces
w5 —4y + z = 0. Como el plano 7 contiene a la recta o, el punto (2,3,1) deberia satisfacer la
ecuacion del plano, lo cual no es cierto.

Por lo tanto, la opcion correcta es la A.

Estudiemos ahora el concepto de distancia entre dos vectores en R". Recordemos que el vector diferencia

u—uv de u,v € R™ es un vector que conecta los puntos finales de las flechas que representan a v y v. La norma de
este vector es entonces una medida de la distancia que separa a los puntos u y v en el espacio R™. Por lo tanto,
la definicién que usaremos de distancia entre dos vectores en R" es: dados u,v € R"™, definimos la distancia
entre u y v, y la denotamos por d(u,v), como:

d(u,v) = [lu = vl|.

Paran=2: La distancia entre los puntos P, = (z1,41) y P2 = (22,y2) es
d(Py, Pp) = \/(932 —x1)? 4+ (y2 — y1)?.

Paran=3: SiP, = (x1,41,21)y P2 = (22,y2, 22) son dos puntos en RS, entonces la distancia entre ellos es

d(P1, Py) = /(w2 — 21)2 + (y2 — 11)% + (22 — 21)2.
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5.9. Producto vectorial en R3

En esta seccién estudiaremos un nuevo producto entre vectores en R3. Con él, podremos analizar de nuevo
las ecuaciones de planos en R3. Una diferencia fundamental de este nuevo producto es que serd un vector en
R3, mientras que el producto punto es, como sabemos, un escalar.

Dados dos vectores u = (z1,y1,21) ¥ v = (72,2, 22) en R? definimos el producto vectorial de u y v y lo
denotamos por u A v, de la siguiente manera:

uAv = (Y122 — 21Y2, 21T2 — T122, T1Y2 — T2Y1)

Una regla mnemotécnica que facilita recordar la definiciéon anterior es emplear el siguiente determinante.

i j ok
uAv=det |21 Y1 21| = (Y122 — 21Y2, 21T2 — T122, T1Y2 — T2Y1).
T2 Y2 22

Una de las propiedades fundamentales del vector u A v es que es perpendicular a ambos vectores u y v.
uAv-u=20
uAv-v=0

En efecto,

uAv-u = (Y122 = 21Y2, 21T2 — T122, T1Y2 — T2Y1) - (T1, Y1, 21) = (Y122 — 21Y2)@1 + (2172 — X122)y1 + (T1Y2 — T291) 21

UAV-U = Y1221 — 21Y2T1 + 21%T2Y1 — T122Y1 + T1Y221 — Tay121 =0

Ademas, de que el vector u A v es perpendicular a u y v, su direccién sigue la regla de la mano derecha:
usando la mano derecha, coloque su dedo pulgar perpendicular a los deméas dedos; alinee la direccién de los
cuatro dedos con la del vector u de manera que, cerrando la mano, esta pueda seguir hacia el vector v. La
direccién hacia donde apunta su dedo pulgar es la direcciéon de u A v.

Ejemplo 5.10 Sean u = (1,3,5) y v = (0,5,6). Se tiene

u A v =det

O = -
QU QO e

k
5| =(-7,-6,5).
6

Teorema 5.3 Sean u,u’,v,v" vectores en R® y A un escalar. Entonces:

1. uAv =—v Au (anticonmutatividad)

2. uN(w+ M) =uAv+AuAv

3. (u+ M)A Av=uAv+ I Av

4. |lux v|| = JJu||||v|| sint, donde t es el dngulo entre u y v.

Demostracion: Demostraremos solamente los items 1 y 4. Dejaremos los restantes a cargo del lector.
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1. Sean u = (z1,y1,21) y v = (22, Y2, 22).

ik ik
uAv=det [z;1 y1 21| =—det|x2 Y2 20| = —(U/\’U,)
T2 Y2 22 I Y 2

lux v]|* = (Y120 — 2192)° + (2122 — 2122)° + (2192 — 2211)°
5 Bsasi + S A - Raaainia + o3 4o — 2evmran + o2
= (z1+y1 +21)* (w2 + Y2 + 22)° — (2122 + Y1y + 2122)°
= [lul[lv])? = (u - v)?
= [Jul®Jo||* = |Jul/*||v]|* cos® t
— o]0 = cos? )
[

= |lu|?||v||*sen?t

Por lo tanto, ||u x v|| = ||u||||v|| sint.

Ejemplo 5.11 1. Ejercicio 3. Examen GAL1 . Diciembre 2015. Sean dos vectores u,v € R3. Enton-

(A) (u+v)A(u—v)=(uAu)+ (vAv)
(B) (u+v)A(u—v)=(uAu)—(vAv)
(C) (u+v)A(u—v)=2(uAv)

(D) (u+v)A(u—v)=—2(uAv)

Solucion: Opcion D: En efecto, tenemos que

(u+v)A(u—v) = (uA(u—2))+ (VA (u—v)) = (uAu)—(uAV)+(VAU)—(VAV) = —(uAv)+(vVAU) = —2(uAD)
2. Ejercicio 4. Examen GAL1 . Diciembre 2015. Para todos los vectores u,v € R3:

+ [Ju Aol = [lul* + [[o]2

(A) (u-v)?
(B) (u-v)? + [lunol|* = [Jul|* + 2(u - v) + [Jv]|?
(u-v)* +[Ju Av|? = [[ul o]
(u-v)?

(C)
(D) (u

u-v

+0) + [Ju A vl = 2fful vl [?

Solucion: Opcion C: Sea 0 el dngulo entre los vectores u y v. Tenemos que u - v = cos(6)|ul|||v] y
[uAv = [sin(@)[lull[v]]. Luego, tenemos que:

[u v+ u Av|? = cos?(@)]|ulf*|[v]|* + sin®(0)[ul*[|v]|* = (cos*(6) + sin*(@)) [u]*[[v]]* = [[ul*[v]>.
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3. Ejercicio 6 (Verdadero-falso). Examen GAL1 . Febrero 2016. Determinar si la siguiente afir-
macion es verdadera o falsa: Sean u, v € R®. Si ||u|| = ||[v]| = 2, u-v > 0 y |Ju x v|| = 2V/3, entonces
[lu—o]| = 2.

Solucion: La afirmacion es verdadera. En efecto, sea o € [0, 7] el dngulo formado por los vectores u y

. . A .
v. Dado que ||u Av|| = sinalu||||v]|, obtenemos sina = H|ZH:;)|H = % = @ En consecuencia, « = % 0
a = %" Sin embargo, al considerar que u-v > 0, concluimos que o < 5. Por lo tanto, o = % (= 60°).

Dado que los vectores u y v tienen la misma norma |ul| = ||v|| = 2, forman un tridngulo equildtero. De
esta manera, el tercer lado del tridngulo, representado por el vector u— v, tiene igual norma: ||u—v| = 2.

4. Ejercicio 3. Examen GALI1 interactiva. Diciembre 2023. Sea s la recta tal que (1,1,1) € s,
s1(1,1,0) ys L (1,-1,1), y sea 7 el plano de ecuacidn reducida x +y+ z = 1.

a) Hallar una ecuacion vectorial para s. Justificar paso a paso el resultado.

b) Hallar la interseccion entre s y 7. Justificar paso a paso el resultado.

Solucion: Tenemos que calcular un vector director de s. Un tal vector de coordenadas (a, b, c¢) debe cumplir
que 0 = ((a,b,¢),(1,1,0)) =a+b y 0 = ((a,b,¢),(1,-1,1)) = a — b+ c. Estas dos condiciones dan un
sistema lineal homogéneo en a,b,c y hay que buscar alguna solucion no nula (ejercicio). Una forma
alternativa de hallar directamente un vector ortogonal a los dos vectores dados es mediante un producto
vectorial:

i j k
(1,1,0) x (1,—1,1) =1 1 0|=i—j—2k=(1,-1,-2).
1 -1 1

Una ecuacion vectorial para esta recta es: (x,y,z) = (1,1,1) + A(1, -1, —2).

Para hallar la interseccion N s basta con hallar una ecuacion reducida para s y resolver el sistema lineal
correspondiente a la interseccion con m:

Una ecuacion paramétrica para s es

=141\
y=14+(-1)A
z=14(-2)A

Despejando A de la primera ecuacion y sustituyendo en las otras dos se obtiene la ecuacion reducida:

y=2—x
z=3—-2x
La interseccion corresponde entonces a resolver el sistema lineal:

r+y+z=1
T+y=2
2x4+2=3

cuya unica solucion es (el punto de coordenadas): (2,0,—1).
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5.10. Practico 6.
Ejercicios sugeridos:

Practico 6
Producto escalar y vectorial.

5.11. Producto escalar y producto vectorial.
1. Dados los vectores u = (2,—1,7), v = (1,1,-3) y w = (1, —1,2) calcular:

a) [l loll, {u,0), w Ao, luno].

b) uA(vAw)y (uAv)Aw. Observar que el producto vectorial no es asociativo.

2. Productos notables.

Sean z e y vectores de R? o R3. Demostrar que se satisfacen las igualdades

a) llz+yl? = [zl + [yl* + 2(z, y).
b) (z+y,x—y)=|=z|*—|lyl>
¢) Regla del paralelogramo. % (llz +ylI> + llz — yl?) = |=]I* + ly|?

3. Sean u y v dos vectores de R3.

a) Hallar ||v|| sabiendo que el dngulo entre u y v es igual a 7/4, ||u|| = 3 y que u — v es perpendicular a

u.

b) Hallar ||v|| v |Ju + v|| sabiendo que el dngulo entre u y v es w/4, que ||u| = 3 y que el dngulo entre
u+ vy uesigual a 7/6.

¢) ¢Es cierto que si v es un vector no nulo entonces la igualdad (u,v) = (w,v) implica u = w? ;Qué
puede decirse de u — w?

4. Dados dos vectores u y v de R3, hallar:

a) todos los vectores w para los que se satisface u A w = u A v.

b) todos los vectores w para los que se satisface (u, w) = (u,v).

5. Calcular el producto vectorial
(a11,a12,0) A (az21, azz,0)

y usarlo para analizar la interpretacién del determinante

ail a2
21  a22

como un area orientada.
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5.12. Revisitando ecuaciones de rectas y planos.
1. Ecuaciones de planos y vectores normales.

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (—3,1,0) y es perpendicular a (—1,2,3).

b) Expresar el plano 7 de ecuacién z — y + 3z = 1 como (P — Py, N) = 0, donde P = (z,y,2) es un
punto genérico, N es un vector perpendicular al plano, y Py es un punto a determinar.

¢) Hallar dos versores que sean perpendiculares al plano 2z +y = 0. Recordar que un versor es un vector
de norma 1.

2. Probar que las rectas son ortogonales.

r+y—3z—1=0, 20 +y+22+5=0,
20 —y—92—2=0 | 2z —-2y—2+2=0,

3. Trazado de perpendiculares. Hallar ecuaciones paramétricas y reducidas de la recta que pasa por el
punto (4,4,4) y es perpendicular al plano 2z + y = 0.

4. En cada caso, hallar las ecuaciones reducida y paramétrica de la recta que satisface las condiciones espe-
cificadas:

a) pasa por el punto (1,0, 1) y es perpendicular al plano 22+ y + 3z — 1 = 0.

b) Pasa por el punto (—1,2, —3), se intersecta con la recta
P = (17 _17 3) + )‘(37 27 _5)5

y es ortogonal a la recta

r=—1406),
y=-—3-2)\
z=2-3\

¢) Pasa por el punto (1,1,1) e intersecta perpendicularmente a la recta

T =4+ 3\
y=—-2-—2\
z2=2—A

d) Pasa por el punto (—4, —5, 3) e intersecta perpendicularmente a la recta de ecuacién paramétrica

P=(-1,-3,2) + A(3,-2,—1).

5.13. Distancias entre elementos geométricos.

1. Sea f:R3 — R3 una funcién que preserva las distancias, es decir, que para cualquier par de puntos P, Q
se cumple d(P,Q) = d(f(P), f(Q)). Observar que esto es lo mismo que [|[P — Q|| = || f(P) — f(Q)]|, es
decir, preserva la norma de los vectores. Se sabe ademds que f(O) = O.

Probar que f preserva dngulos, es decir que si el angulo entre dos vectores no nulos © y v es « entonces
el dngulo entre f(v) y f(u) también es a.
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2. Determinar la distancia entre los plano w1 y 7o siendo

a) m:rz+yt+z=1 m:x+y+z=>5 b) m:x+2y—z=1, m:2x+4y—2z=-1

3. Determinar la distancia entre el plano 7 y el punto P, siendo
a) m:x4+y+z=0, P=(2,24) b) m:x=0, P =(23,4)
4. Hallar la distancia entre las rectas r y s donde

a) ri(z,y,2) =(1,2,3) + A(1,0,0), s: (2,9,2) = (3,0,0) + u(0,1,1)

b)

_Jxz+y+2z=0 5= r+y+z=5
T lz—y+22=1""" lz—y+22=10

5. Hallar la distancia entre la recta r y el punto P siendo

a) P=(1,3,2), r:(z,5,2) = (1,L,1) +A(1,3,2) b)) P=(1,0,1), s= {;f;zfo
5.13.1. Solucién a ejercicios seleccionados del Practico 6.
Producto escalar y producto vectorial.
1 Recordar que la norma de un vector v estd definida como ||v|| = \/(v,v). Si v € R3, v = (v1,v2,03)

entonces |[v|| = y/v] + v3 + v3
a. ||u|| = V54, ||v]| = V11, (u,v) = =20, u Av = (—4,13,3), ||u Av|| = V194.
b. uA(vAw)=(37,-3,-11), (u Av) ANw = (29,11, -9).

2 a. Sabemos que ||v||? = (v,v), por lo tanto, tenemos que

lz+yll* = (& +y,2+y) = (x,2) + (x,9) + (¥, 2) + (1,9)

donde usamos vale la propiedad distributiva. Ademaés, sabemos que el producto interno es conmuta-
tivo, por lo que concluimos que

[l +ylI* = [l2ll* + 2(z, y) + |lyl|*

b. Razonando de forma andloga a la parte anterior

(z+y,x—y) = (z,2) +(z,~y) + (¥, 2) + (y, —y)

Usando ahora la linealidad del producto escalar y el hecho de que es conmutativo, tenemos que

(x+y,z—y) =z — ||yl
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. El hecho de que u — v es perpendicular a w implica que (u — v,u) = 0. Utilizando la propiedad
distributiva, esto es equivalente a

(u,v) = [lu’| =0

Por lo tanto, (u,v) = 9.

Por otro lado, (u,v) = ||ul|||v||cos(#) donde @ es el dngulo que forman u y v. De esta parte concluimos
que

9 = 3||v||v3/2

y por lo tanto ||v]| = 3v/2

. Por un lado tenemos que {(u,v) = ||ul|||v||cosm /4 = 3||v||/v/2 donde 7/4 es el dngulo que forman los
vectores u y v.

Por otro lado,
(u+v,u) = [Ju+ ol [[ullcost/6 = [[u + v]|3v/3/2.

pero también se cumple que

(u+v,u) = ||ul|* + (u,v)

A partir de estas dos ecuaciones, tenemos que 3v/3/2||u + v|| = 9 + (u, v).
lull = 3(1 + V/3)

. No es necesario que u = w. Se tiene que u — w debe ser ortogonal a v

. Si w € R3 cumple que u A w = u A v, entonces, u A (w — v) = 0. Recordar que el producto vectorial
de dos vectores es nulo si estos son colineales, es decir, w — v = au, con a € R.

. Para esta parte alcanza hacer el producto AA~! y ver que da la identidad:

Uy U2 U3 up vy w <U, U> <Ua U> <ua w>
v V2 U3 Uz V2 w2 | = <U» U> <Ua U> <Ua w)
w; w2 w3 uz vz w3 (w,u) (w,v) (w,w)

[lul* 0O 0 1
= 0 [|v]|? 0 =10
0 0 [|w]|? 0

. La unica diferencia con la parte anterior es que ahora no podemos hacer el tltimo paso, por lo tanto,
para conseguir unos en la diagonal, podemos tomar la inversa como

L V1 _wi
Mull ol Jw]]?
_u2 (%) _way
Mull2 l0l? [lw]]?
us V3 w3
Mull? Aol Jwl]?

. Para simplificar las cuentas, podemos asumir que una de las tapas del paralelepipedo esta apoyada
sobre el plano z = 0. Esto equivale a suponer que u = (u1, u2,0),v = (v1,v2,0) y como los vectores
son ortogonales, w = (0,0, ws).
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Recordar que calcular el volumen del paralelepipedo, equivale a calcular el adrea de la base y luego
multiplicar por la altura. Usando el ejercicio 1.5, tenemos que el valor absoluto de

ailr a2
az1 a2

es el drea del paralelogramo determinado por los vectores (a11,a12,0) y (az21,a22,0).
Desarrollando det(A) tenemos lo siguiente:

Uy U 0

1 2 w Uy
vy v2 0] =w;s o1 v
0 0 ws v

Es decir, |det(A)]| es el volumen del paralelepipedo.

Revisitando ecuaciones de rectas y planos.

1 a. Recordar que la ecuacién implicita de un plano es de la forma ax + by 4+ cz = d. Por lo visto en el
tedrico, sabemos que (a, b, ¢) son las coordenadas de un vector normal al plano. Como sabemos, por
letra, que el plano debe ser perpendicular a (—1,2,3), la ecuacién de éste debe ser de la forma

m:—x+2y+3zx=d
Para encontrar d usamos que el punto (—3,1,0) € 7, por lo que debe verificar la ecuacién anterior y

concluimos que la ecuacién del planoes 7 : —xz 4+ 2y + 3z =5

b. Nuevamente, dado que conocemos la ecuaciéon implicita del plano, tenemos que un vector perpendi-
cular a éste es N = (1,—1,3). Ademds, el punto Py = (1,0,0) verifica la ecuacién del plano, por lo
tanto, la ecuacién del plano es

m:((z—1,y,2),(1,-1,3))

c. De la ecuacién implicita tenemos que un vector perpendicular al plano es N = (2,1,0). Por lo tanto
n = N/||N|| = (2,1,0)/v/5 y —n son versores perpendiculares al plano.

2 Para que dos rectas sean ortogonales, el producto interno de sus vectores directores debe ser nulo. Buscamos
entonces vectores directores de cada una de ellas.

Un vector director de la primera recta es v = (4,—1,1) y uno de la segunda es w = (1,2, —2). Entonces

(v,w)y ={((4,-1,1),(1,2,-2)) =0
y concluimos que las rectas efectivamente son ortogonales.

3 a. Para que la rects que buscamos sea perpendicular al plano, alcanza con que tenga el mismo sentido
que el vector normal a éste. Teniendo en cuenta que pasa por el punto (1,0, 1), la ecuacién paramétrica
de la misma es entonces

r=1+4+2X
riqy=A
z=1+3A

Para pasar a la implicita, despejamos A de una de las ecuaciones y sustituimos en las otras:
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b.

r—2y=1
T
z—3y=1
Vamos a buscar la ecuaciéon paramétrica de la recta que llamaremos r. Dado que ésta pasa por el

r=-14+vp
punto (—1,2,—3), sabemos que serd de la forma < y =2 + v

z=—-34+v3n
Lo que falta es buscar el vector director. Para esto, podemos observar que como r debe ser ortogonal
r=—14+6A
alarecta ¢ y =—3—2\
z=2-3\

debe estar contenida en un plano 7 cuya normal es el vector directo de esta recta, es decir « :
62 — 2y — 3z = d. Para saber cuél es el valor de d, notar que el punto (—1,2,—3) € 7 por lo que debe
verificar la ecuacién de 7. De aca sacamos que 7 : 6z — 2y — 3z = —1 Por ultimo, sabemos existe un
valor de A tal que el punto P = (1, —1,3) + A(3,2, —5) verifica la ecuacién de la recta y por lo tanto
la del plano. Sustituyendo, encontramos que este valor es A = 0, es decir, el punto P que verifica la
ecuacién es (1,—1,3).

Concluimos que la recta r pasa por los puntos (1,—1,3) y (—1,2,—3) y por lo tanto su ecuacién
paramétrica es

r=—-142A
y=2-—3\
z=—-3+46A
r=1
y=1-X
z=1+42\

Distancias entre elementos geometricos .

a. d(my,ma) = %
b. (71'1,7@) = 2—\/\/%
a. d(m, P) = %
b. d(m, P) =2

a. d(r,s) = %
b. d(r,s) = Y222
a. d(r,P) = /2
b. d(s, P) = V61

Revisar en el tedrico los procedimientos o férmulas para el calculo de las distancias que se piden
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6.1.
6.2.

EVALUACIONES: PRIMER
PARCIAL.

Ano 2007.

Primer semestre. Primer parcial: 8 Mayo 2007.

Verdadero-falso.

1.

Si {v1,v2,vs3,...,v,} €s un conjunto linealmente independiente, entonces {vy, v +vo,v1 +v3,...,v1 +v,}
también es un conjunto linealmente independiente.

Si A es una matriz con distinta cantidad de filas que de columnas, entonces el rango de A es distinto del
rango de A’.

Si A es una matriz n X n y E es cualquier forma escalonada de A, entonces det(A) = det(E).

. La matriz A es invertible para todo a, b, ¢ € R:

1 a b
A=|-a 1 ¢
—-b —c 1
Si u y v son vectores de R? tales que ||u A v|| = ||ul|||v||, entonces u y v son ortogonales.

Considere los vectores u = (1,2, —1), v = (3,-1,2) y w = (0,1,1). Existe a € R tal que u A (v + aw) =
(0,0,0)
La distancia del punto (3,2, 1) al plano de ecuacién 4z — 5y — 3z = 1 es %

Si A es una matriz cuadrada n x n invertible que cumple A? = — A, entonces det(A4) = (—1)".

176
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9. Si Ay B son dos matrices cuadradas no nulas tales que AB es la matriz nula, entonces A y B no son
invertibles.

r+y=1

es paralela al plano de ecuacién = + y = 0.
x—z=0,

10. La recta de ecuaciones {

Multiple opcién.

a —3 0 0
. . 0 «o 1 0

1. Considere la matriz A = 1 0 0 1| cona B eR.
0 -1 -1 1

a
b

) Siaa=2y =1, entonces det(A) = —1.
) S

c) Sl a =0, entonces det(A) < 0 para todo 3 € R.
)
) S

= 2, entonces det(A) =0siysolosia =20 a=—1.

d) Sia=1 y B = —1, entonces det(A) = 0.

e , entonces det(A) = 0 para todo a € R.

2. Considere los planos:

z=1+A—p
Ty =242\
z=—-1—-A+pu,

mir+z=25

r==-3+A+pu

T3 Yy=—u
z=14+2\=3pu
Entonces:
a) mp es paralelo a w3 y w1 no es paralelo a 7.

=

71 es paralelo a mo y mo N w3 es una recta.

SN

)
)
) m N7e N3 es un punto.
) w1, My y 73 son paralelos.
)

e) mo es paralelo a w3 y m N9 es una recta.

3. Sean A una matriz real m X n y B una matriz real n x p.
a) Sila primera y la dltima columna de B son iguales, entonces la primera y la dltima columna de AB
son iguales.
b) Sila primera y la tltima fila de B son iguales, entonces la primera y la dltima fila de AB son iguales.
¢) Sila primera columna de A es nula, entonces la primera columna de AB es nula.

d) Sila primera y la dltima columna de A son iguales, entonces la primera y la tltima columna de AB
son iguales.
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e) Sila primera fila de B es nula, entonces la primera fila de AB es nula.

1 2 o 2
4. Considere la matriz A=|—-1 0 0 S| cona,B€ER.
1 1 a g
a) Si 8= 2, entonces rango(A) = 2 para todo a € R.
b) Si @ =0, entonces rango(A) = 2 para todo 8 € R.
c) Si B +# 2, entonces rango(A) = 3 para todo a € R.
d) Si = —2, entonces rango(A) = 2 para todo « € R.
e) Sia =0y =2, entonces rango(4) = 2.

5. Sea B = {v1,v2,v3} C R™ y A una matriz n x n. Considere las siguientes afirmaciones:
a) Si B es linealmente independiente y A es invertible, entonces {Avy, Ava, Avuz} también es linealmente
independiente.

b) Si B es linealmente dependiente, entonces { Avy, Avy, Avs} también es linealmente dependiente para
toda matriz A.

¢) Si B es linealmente independiente y A es invertible, entonces {Avy, A(vy + va), A(vy + va + v3)}
también es linealmente independiente.

Entonces:

a) Las tres afirmaciones son verdaderas.
b) Sélo (I) y (IT) son verdaderas.
¢) Sélo (I) y (IIT) son verdaderas.
d)
)

(
Sélo (I) es verdadera.
¢ (

Sélo (IT) es verdadera.

Solucion.

1123|4567 |8]9]10
VIF|F|V|V|IF| V|V |V|V
1123|415
B|IB|A|C]|A
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6.3. Ano 2008.

6.3.1. Primer semestre. Primer parcial: 3 Mayo 2008.
Muiltiple opcién.

1. Sea m; el plano de ecuacién 2z +y — z = 1, el plano 7s:

r=A+pu
y=2+A
z2=3\+2u
y la recta r:
z=2+42a
Y=«
z = ba

Se cumple que:

>

WlﬂWQZ(Z)yTCm.

B mNm=0yrnm=40.

D) m Nmo es una recta y r N m = 0.

=

(A)
(B)
(C) 71 N7 es una recta y r Ny = (.
(D)
)

(

2. Sean u, v, w tres vectores en R3. Se define el vector z = (u A v) A w. Se verifica que:
(A
(B
(
(

)
)
C) Necesariamente z | w.
)
)

m1 N7y es un plano y r Ny = 0.

Necesariamente z es colineal a v.

Necesariamente z es colineal a u.

D

(E) Necesariamente z L v.

Necesariamente z L w.

3. Sea el siguiente conjunto B = {(1,2,3,0),(1,—1,1,1)} y las 4-uplas v = (1,1,1,1) y w = kv con k € R.
Indicar la opcién correcta.

(A) v no es combinacién lineal de los vectores de B y entonces w tampoco lo es, excepto si k = 0.

B) v no es combinacién lineal de los vectores de B y entonces w tampoco lo es para todo k € R.

D

)

(B)

(C) Ninguna de las restantes opciones es correcta.

(D) v es combinacién lineal de los vectores de B y entonces w también lo es para todo k € R.
)

(E) v es combinacién lineal de los vectores de B, pero w no lo es.

a b c a ¢ 2b a b a+bd
4. Sean A=|d e f|,B=[d f 22| yC=|d e d+e|.Sidet(A) =2 entonces:
g h i g 1 2h g h g+h

(A) det(B) = —1/8 y det(C) = 2.
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(B) det(B) = —32y det(C) =0
(C) det(B) = —16 y det(C) = 0.
(D) det(B) = —8 y det(C) = 0.

(E) det(B) = —32y det(C) = 2.

5. Sean A y B matrices n X n tales que AB no es invertible. Entonces:

A) Debe cumplirse que det(A) = det(B) = 0.
B

)
) A es invertible o B es invertible.
C) Ambas matrices deben ser invertibles o ambas deben ser no invertibles.
)
)

(
(
(
(D) Si A es invertible entonces det(B) = 0.
(E) Necesariamente det(A) # 0 o det(B) # 0.
6. Sea A una matriz n x n tal que A3 = A y det(A) # 0. Entonces:
(A) |det(A)|=1yA=ToA=-
(B) det(A)=1y A=1.
(C) Ninguna de las restantes opciones es correcta.
(D) det(A) =1y A= A"L
(E) [det(A)| =1y A=A"".

7. Calcular el determinante de la matriz
1 2 3 4 5
A=1|11 12 13 14 15

16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

(A) 5.
(B) 25.
(C) 25!
(D) 5.
(E) 0.

8. Sea {v1,v2,v3} un conjunto L.D. de R™ (n > 2) y M una matriz con n filas y n columnas. Se consideran
las siguientes afirmaciones:

(I) {v1,v1 +va,v1 + vy +v3} es LD.
(I1) {v1 + v2,v1 + v3,v2 + v3} es L.
(III) {M - vy, M -va, M -v3} es L.D.

Entonces,

(A) Solo la afirmacién (I) es verdadera.

(B) Solo las afirmaciones (I) y (II) son verdaderas.
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(C) Ninguna de las afirmaciones es verdadera.
(D) Las tres afirmaciones son verdaderas.

(E) Solo las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.

9. Sea el conjunto A = {(1,-2,m), (2,0,2), (2,4, —4)} donde m € R. Indicar la opcién correcta:
(A
(B
(
(

) Sim # 4, el conjunto A es L.D.
)

C) Ninguna de las restantes opciones es correcta.
)
)

Sim # 4, el conjunto A es L.I.

D) El conjunto A es L.I. para todo valor de m.
(E) El conjunto A es L.D. para todo valor de m.

10. Sea el sistema

A+y+z=1
S=<z+Ay+z=1
r+y+iz=1

donde A es un nimero real. Indicar la opcién correcta:

A
B

S es compatible determinado si y solo si A # —2.

S es incompatible si y solo si A = 1.

D

(A)
(B)
(C) S es compatible indeterminado si A = 1 e incompatible si A = —2.
(D) S es compatible determinado para todo valor de .

)

(E) S es compatible indeterminado si y solo si A = —2.

Solucion.

112134 (5(6|7]8|9]10
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6.4. Ano 2009.

6.4.1. Primer semestre. Primer parcial: 2 Mayo 2009.
Muiltiple opcién.

1. Sean A, B y C tres matrices cuadradas de dimensién n. Se consideran las siguientes afirmaciones y
posteriormente se analiza su validez:

(I) Si|A] #0y AB = AC entonces B = C.
(IT) Si 3k > 1 tal que A¥ =0 = |A| =0.

(IIT) Si |A] # 0 entonces % =1

Indicar la opcién correcta.

(A) Sdlo las afirmaciones (I) y (IIT) son correctas.
(B) Sélo la afirmacién (I) es correcta.

(C) Las tres afirmaciones son correctas.

(D) Sélo las afirmaciones (I) y (IT) son correctas.
(E) Sélo las afirmaciones (II) y (III) son correctas.

2. Se consideran los planos 7 :x +2y —2 =0y 7y :

r=14+A—pu
y=2-2A+p
z=3+A—pu

Indicar la opcién correcta.

A)
B)

( Los planos se intersectan en una recta que pasa por el punto (1, 2, 3).
(
(C) Los planos se intersectan en una recta con direccién (1,1,1).
(

Los planos se intersectan en una recta con direccién (1,0, 1).

)

) Ty = T9.

(E) Los planos son paralelos pero distintos.

3. Sea r una recta y m un plano de ecuaciones:

r: P+ 7m:Q+ pu+ pw

donde:
u:(u17u27u3)7 U:('l}l,U27’l)3), U.):(U)hU)Q,’UJg)
U1 V2 Us
w1 wy wz| =0
Uy U2 U3
Entonces:

(A) Necesariamente r C 7.
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(B) Necesariamente rNw =0 or C .

(C) Necesariamente 7 N7 = (.

(D) Necesariamente P € 7.

(E) Necesariamente r y 7 se cortan solamente en un punto.

4. Sea la matriz A, xn(R) = ((a;5)) y el sistema AX = B, B € R™. Sea C = {A1,...,A,} el conjunto de
columnas de A. Entonces:

(A) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

(B) Si C es linealmente independiente, el sistema AX = B es compatible determinado si y solo si B es
combinacion lineal de las columnas de A.

(C) Si C es linealmente independiente, el sistema AX = B es compatible indeterminado para todo B.

(D) Si C es linealmente dependiente, el sistema AX = B es incompatible para todo B.

E

Si C' es linealmente dependiente, el sistema AX = B es compatible determinado si y solo si B es
combinacion lineal de las columnas de A.

5. Sea
01 1 1
01 2 3
4= 1 0 1 1
0 0 3 7

Se consideran las siguientes afirmaciones:
a) det(4) >0
b) La entrada en el lugar (1,2) de A~ es 3.
c¢) det(A) <0

Seleccione la opcién correcta:

(A) Solamente ¢) y b) son verdaderas.

(B) Solamente b) es verdadera.

(C) Solamente c) es verdadera.

(D)
)

)
Solamente a) es verdadera.
(E) Solamente a) y b) son verdaderas.

1 2 3 4
6. Sea A=11 1 1 1 |.Entonces:
1 -1 1 -1

(A) El espacio generado por las columnas de A es algiin plano de R3.

(B) El espacio generado por las columnas de A es S = {(z,y,2) € R®: —z +y + 22 = 0}.
(C) El espacio generado por las filas de A es S = {(z,y,2,t) ER* 1z —y— 2+t =0}
(D)

Cualquier vector X € R? se puede escribir de forma tinica como combinacién lineal de las columnas
de A.

(E) Cualquier vector X € R? se puede escribir de forma tnica como combinacién lineal de las filas de A.
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7. Sea A la matriz

all a12 ... ... al'fL
a1 a2 e ag(n—1)y 0
A= a3(n—2) 0 0
. a(n,1)2 0 0 .
An1 0 0 - 0

8. Consideremos la matriz
1+m 1
B = < 1 1— m)
Entonces:

(A) Hay valores de m tales que B2 = 2B + I y para ellos B es invertible.
B) Hay algtin valor de m tal que B? = 2B + I para el cual B no es invertible.

)
(B)
(C) B es invertible para todo m.
(D) B? # 2B + I para todo m.

)

(E) Hay un tnico valor de m tal que B? = 2B + I.

9. Sean
a b c
M=|d e f
g h i
Yy

a+d b+e c+f
N=|a+2d b+2 c+2f
g h i

con |M| = 2. Indicar la opcién correcta:

(A) |N| = —4.
(B) |N| =1/2.
(C) |N| = 2.
(D) |N|=o.
(E) |N| = 4.
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10. Sea el sistema,
20 +y+2=2
(S)=q2z+ y+2=9
Ar+ 10y +42 =6

Indicar la opcién correcta:

A) (S) es compatible para todo .

S
B) (5) es incompatible para todo A.

(A)
(B)
(C) Existen sélo finitos valores de A para los cuales (S) es compatible determinado.
(D) Existen exactamente dos valores de A para los cuales (S) es incompatible.

)

(E) Existe exactamente un valor de A para el cual (S) es compatible indeterminado.

Solucion.

112134156 [7|8]9]10
D/B|B|B|D|C|E|A|C|D
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6.5. Ano 2010.

6.5.1. Primer semestre. Primer parcial: 29 Abril 2010.

Muiltiple opcion.

1.

Sea la matriz A € My tal que det(A™1) = 1, y sea B = A?. Si se conoce que det((24+2B)(2A—2B)) =
32, entonces det(I — A?) vale:

(A) 1

(B) 1.

©) 3

(D) 2.

(E) 4.
1 0 a b1 x

. Sean lamatriz A= |1 1 a],elvector b= [ by | y el vector de incégnitas X = | vy |. Entonces:

1 2 a b3 z

(A) Sia=1, el sistema AX = b es incompatible para todo vector b.

xisten valores de a € R para los cuales el sistema = b es compatible indeterminado para todo
B) Exist 1 d R 1 les el sist AX =b tible indet inad tod
vector b.

(C) Sia=0, el sistema AX = b es incompatible para todo vector b.
(D) El sistema AX = b es compatible determinado cualquiera sean a € R y el vector b.

(E) Existen valores de a € R para los cuales el sistema AX = b es compatible determinado para todo
vector b.

Sean los planos:

mTiar+y—z=a
r=1+A—p

m:Sy=(1—a)+A—2u
z=a+2\—3u

m3ix+ay+2az=a—2

Entonces:

(A) Sia =1, los planos se cortan en una recta.

(B) Sia# 0, los planos se cortan en un dnico punto.
(C) Sia#0ya#1, m Nmy Ny es un punto.
r=24+y+z
y==z

(E) Los planos se cortan para todo a.

(D) Sia:O;mﬂﬂzﬂﬂi&:r;T:{
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4. Sea 7 el plano que contiene al punto P =

T

r=14+«
y=2+4+a
z =3+ b«

(0,0,1) y es paralelo a las rectas:

z=0
S
y=1

Una ecuacion que represente al plano 7 es:

(A) z+2z=1
B) z4+y=
(C)z—y=0
D) z4+y+z=

(E) z4+y+5z=1

5. Dadas las matrices:

O = W

A:

[N eNolo]

0

3

—2
-1

y C = A - B. Se consideran las siguientes afirmaciones:

1) det(A) = (6 — §) y det(B) = —B.

II) C es invertible & a 40y 8#0y 8 #£6.

IIT) det(C) = aB(6 — ).
Indicar la opcién correcta:

A

(
(B
(
(

D

Las tres afirmaciones son correctas.

)
)
C) Solamente la afirmacién I es correcta.
) Solamente la afirmacién III es correcta.
)

Solamente las afirmaciones I y II son correctas.

(E) Solamente las afirmaciones II y III son correctas.

O = N =

O W N

™ ov =+

6. Sean vy, vo y v3 tres vectores del espacio. Consideremos w = (v1 Av2) Avs y 8 = v1 A (v2 Avs). Entonces,

para todos vy, v, v3:

A
B

)
) Si uno de ellos es nulo, s # w.
C) Si vy es perpendicular a vy, s = w.
) s
)

(
(
(
(

=)

(E) Siwy y ve son colineales, s # w.

Si vg es perpendicular a vy y v3, s = w.

7. Sean A, B matrices invertibles. Consideremos las siguientes afirmaciones:

I) Ninguna columna de A - B es combinacién lineal de las restantes.
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II) A+ aB es invertible Va € R.
) A2B~'#=0= 7 =0.

IV) Rg(A + B) = Rg(A4) + Rg(B).
Entonces:

A) Solamente la afirmacién II) es verdadera.

(
(B) Solamente las afirmaciones I), IT) y IV) son verdaderas.
(
(

D

)
)
C) Solamente la afirmacién I) es verdadera.
) Solamente las afirmaciones I) y II) son verdaderas.
)

(E) Solamente las afirmaciones I) y III) son verdaderas.

8. Considere el plano m de vectores directores (u,v) y el plano 7y de vectores directores (ug,vg). Si 7wy mg
son paralelos, el rango del conjunto {u, v, ug,vo} es:

(A) No se puede determinar.

)

(B) 3.

(C) 4.

(D) 1.

(E) 2.
Solucion.

11213415
CIE|C|C|E|A|E]|E

o
~
o0
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6.6. Ano 2011.

6.6.1. Primer semestre. Primer parcial: 14 Mayo 2011.
Muiltiple opcion.
1. Sea el sistema:
ax+by+4z=0
ax + 2y +3 =—4z
2z +y)+2az=0

Donde a y b son ntimeros reales. Entonces,

(A) El sistema nunca es compatible indeterminado.

(B) El sistema es compatible indeterminado para un tnico valor de a y un tnico valor de b.

(C) Existen al menos dos valores de b para los cuales el sistema es incompatible para todo a.
D El sistema es compatible determinado solo para una cantidad finita de valores de a y de b.

(E) Existen unicos valores de a y de b tales que el sistema es compatible indeterminado.

a a b a b
2.8 a A= |p ¢ d].Sidet (c d) = 3, entonces det(A) es:
vy a b

3. Se consideran las matrices A = y B= . Entonces:

o O =
o = o
= = O
(e RN S]
o Q O
QO

A) AB = BA y AB es invertible, Va, b € R.

(
(B) Existe a € R tal que rango(AB) = 2.
(

(D) AB # BA y rango(AB) =3, Va € R.

)
)
C) AB = BA y existen a,b € R tales que rango(AB) = 1.
)
(E) Va,b € R, existe n € N tal que (AB)™ = 0.

1 00 2
4. Sean A= (0 2 1] ywv=|1].Entonces,
0 1 1 1
2
(A) A~ lv =13
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2
(B) A~lv= {0
1
2
(C) A lv=11
1
-2
D) A~ lv=1[ 1

(E) A no es invertible.

5. Se consideran los planos:

r=1+X4+2u
TMAy=2+2\+pu
z=3

mirx+y+z=1y m:x—y=0

=2
y la recta s : Try+z . Si Q es el punto de interseccion entre el plano w3 y la recta s, entonces
2e4+y—2z2=3

la recta r paralela a m N7y que pasa por el punto @ es:
(A) r: r+y=2

“1z=0
(B) THy—z2=2

r+z=1
Nz+z

2z=1
(E)r:{x—’_ z
z—y=20

6. Sean u y v dos vectores. Se sabe que ||u[| = 3, el 4ngulo entre uy v es § y u—v es ortogonal a u. Entonces

lv]] es:
(A) V2
(B) 9v2
(C) 3v2
(D) L
) 12
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Desarrollo.
1. Sea A = {v1,v9, -+ ,v,} C R™ Demostrar la equivalencia de las siguientes afirmaciones

Se demuestra la equivalencia entre las siguientes afirmaciones:

(I) Existen A1, ..., A, € R no todos nulos tales que Y. ; \;v; = 0.

(II) Existe v;, € A tal que v;, es combinacién lineal de los restantes vectores del conjunto A.

2. Dada la matriz M:

1 —a -1
M = 1 2 a
-1 —a 1

Llenamos el cuadro indicando todos los valores de a para los cuales el rango es el indicado:

Rango(M) | Valores de a
3
2
1
Solucién.
1123|456

B|A|C|B|A|C

1. Ver Tedrico.

2. Rango(M) =3 < a ¢ {-1,0}. Rango(M) = 2 < a = —1 0 a = 0. Para ningtn valor de a se cumple que
Rango(M) = 1.
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6.7. Ano 2012.

6.7.1. Primer semestre. Primer parcial: 30 Abril 2012.
Muiltiple opcién.

1. Se consideran los planos 7tz +y — 2 =1y ma:

r=1+A+2u
y=A+u
z=14+p

Sea r = m N 7y la recta interseccién de dichos planos. La recta o paralela a r que pasa por el punto
Q=(1,1,1) es:

(A) Toz{wzz

y=1
—y—z=—1
(B)Toi{x yoz
y==z
rz=1+3\
(C) ro:qy=1+A
z2=A
=1+ A\
A
(D) o - y:1+§
hy
r=1+ A\
(E) ro: qy=2AX
z=14+AX

2. Se consideran los planos m 3z —2y +2z=1) y me : P =(—1,0,0) + p(3,0,1) + (0,1, 0) y la recta r:

P=(1,1,0) + A(3a,—2,a), a€cR.

Entonces:

(A
B

ma N7 = para todo ay sia= —%, entonces r C 7.

2

72 Nr = () para todo a y si @ = —, entonces m N7 = {.

D
(E

)
(B)
(C) meNr =0 paratodoay m Nr={(1,1,0)} para todo a.
(D) w2 N7 # 0 para todo a y si a = —2, entonces r C 1.

)

mo N7 # () para todo a y si a = —%, entonces m; Nr = ().
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3. Se considera el sistema:

z+y+t=0
z+y+22=0
z+y=0
Sean las matrices: Ay B:
10 0 0 1100
A=10 1 0 0), B=1]0 0 1 0
0 01 0 0 0 01

Entonces:

(A) El sistema es incompatible.

B) El sistema es compatible indeterminado y una matriz escalonada del sistema es la matriz A.

D

(E) El sistema es compatible indeterminado y ni A ni B son matrices escalonadas del sistema.

)
(B)
(C) El sistema es compatible indeterminado y una matriz escalonada del sistema es la matriz B.
(D) El sistema es compatible determinado.

)

4. Sean las matrices A y B:

a b ¢ a—2d b—2e 4c—8f
A=|d e f]|, B= 3d 3e 12f
g h i g+a b+h 4(i+c)
Entonces el determinante de B es:
(A) 12 - det(A)
(B) 3-det(A)
(€) 0
(D) %-det(A)
(E) {5 - det(A)
a 1 1
5. Sea P=|1 a 1] cona € R. Se consideran las siguientes afirmaciones:
1 1 a

a) Para todo a € R, el rango de P es mayor o igual que 2.
b) Existe a € R para el cual el rango de P es 2.
¢) Existe a € R para el cual el rango de P es 3.

Entonces:
A) Solo la afirmacién II) es correcta.
B

(A)
(B)
(C) Solo las afirmaciones I) y II) son correctas.
(D)

Solo la afirmacién III) es correcta.

Solo la afirmacién I) es correcta.
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(E) Solo las afirmaciones II) y III) son correctas.
6. Dado el sistema de ecuaciones Ax = b con A una matriz cuadrada se consideran las siguientes afirmaciones:

I Si existe b tal que Az = b es incompatible, entonces det(A) = 0.
IT Existe b tal que Ax = b es compatible determinado si y solo si det(A) = 0.
IIT det(A) #£ 0 si y solo si el rango por filas de A es igual al rango por columnas de A.

Entonces:

(A) Todas las afirmaciones son falsas.

(B) Solo las afirmaciones I) y II) son verdaderas.
(C) Solo la afirmacién II) es verdadera.

(D) Solo la afirmacién I) es verdadera.

(E) Solo la afirmacién III) es verdadera.

Desarrollo.
1. Sea A una matriz n X n

a) Definir rango de A.

b) Probar que si el rango de A es n entonces A es invertible.

1 0 -1 2
2. Se considera el conjunto A={{0|,[{1],{ O |,[—-1]}
1 2 1 —0

a) ;Se puede escribir algin vector como combinacién lineal de los restantes? En caso afirmativo hallar
una combinacién lineal.

1 0 -1 2
b) Se considera la matriz MA = (0 1 0 —1| formada por los vectores de A y las submatrices
12 1 0

de tamano 3 x 3, Ay, As, Az, A4, que se obtienen eliminando la primera, segunda, tercera y cuarta
columna de M A respectivamente. Indicar cudles son invertibles y cudles no, indicando su rango en
cada caso.

Solucion.

11213 |4|5]|6
A|lA|C|A|E|D

1. Ver tedrico

2. Parte a: Se considera el sistema lineal homogéneo cuya matriz asociada tiene por columnas a los vectores
de A, es decir M4 X = 0 siendo M A la matriz:

10 -1 2
My=(0 1 0 -1
1 2 1 0
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Una matriz escalonada de este sistema es:

1
E=10
0

oo
o
|
—

1 0

Por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado. Esto significa que el conjunto A es linealmente
dependiente y, por tanto, existe algin vector del conjunto que es combinacién lineal de los restantes.

Observando que el conjunto solucién es de la forma Sol = {(—2¢, o, 0t) : @ € R}. Por lo tanto, una posible
combinacién lineal es elegir o = 1, y entonces se tiene que:

1 0 2
2{(0)—-(1])=1-1
1 0

Parte b: Se considera la matriz M4 formada por los vectores de A y las submatrices 3 x 3, A, As, Az,
Ay, que se obtienen eliminando la primera, segunda, tercera y cuarta columna de M A respectivamente.
Indicar cuéles son invertibles y cudles no, indicando su rango en cada caso.

Para analizar el rango de las submatrices indicadas, basta analizar el sistema lineal de la parte anterior
al quitar la columna correspondiente.

0 -1 2
Ai=1[1 0o -1
2 1 0
es invertible y rango(A4;) = 3.
1 -1 2
As=(0 0 -1
1 1 0
es invertible y rango(A4sz) = 3.
1 0 2
As=10 1 -1
1 2 0
no es invertible y rango(4s) = 2.
1 -1
Ay=10 1 0
1 2 1

es invertible y rango(A44) = 3.
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6.7.2. Segundo semestre. Primer parcial: 22 de Septiembre 2012.
Muiltiple opcién.

1. Dado A = {u,v,w} un conjunto de tres vectores linealmente independientes en R™. Se consideran los
conjuntos:

Ay ={w —u,3v,u+ v+ w},
As = {w —u,w — v},
As = {u,v,u+v+w,u—v—w},
Ay ={u—v,w—v,w—u}.

Se consideran las siguientes afirmaciones sobre los cuatro conjuntos.
(A
(B
(
(

) Todos los conjuntos son linealmente independientes.

)
C) Sélo el conjunto A es linealmente independiente.

)

)

Sélo los conjuntos A; y Ao son linealmente independientes.
D) Sélo los conjuntos A; y Ay son linealmente independientes.

(E) Al tener menos vectores que A, necesariamente A, es linealmente dependiente.

2. Se considera una matriz A de dimensiones n x n tal que I + A + A2 + A3 = 0. Indicar la opcién correcta:
(A) A es invertible y la inversa es I + A% + A3.
B) A es invertible y la inversa es (—1)(A4 + A% + A3).

D

)
(B)
(C) A es invertible y la inversa es (—1)(I + A + A?).
(D) A no es invertible.

)

(E) Existen matrices A que satisfacen la igualdad y son invertibles y otras que la satisfacen y no son
invertibles.

3. Se considera una matriz cuadrada A de dimensiones n X n y las siguientes afirmaciones:

(I) Si A es antisimétrica (A* = —A) e invertible, entonces n es par.
(IT) Si A es nilpotente (A* = 0 para algiin k), entonces A no es invertible.

(III) Si A conmuta con todas las matrices cuadradas n x n, entonces A es un miltiplo de la identidad.

Indicar la opcién correcta:

(A) Las tres afirmaciones son verdaderas.
(B) (I) y (II) son falsas y (III) es verdadera.
(C) (I) y (III) son falsas y (II) es verdadera.
(D) (III) y (II) son falsas y (I) es verdadera.
)

(E) Las tres son falsas.

4. Sea la recta r dada por la interseccién de los planos 2x +y = —5 y z — 3y = 1. Consideremos el plano =

generado por 7 y el punto P = (1,1,1). Entonces la interseccién de 7w con el eje de coordenadas de las
es:
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A
B

(A) el punto (f%,0,0).
(B) el punto (4,0,0).
(C) el punto (—3,0,0).
(D)

(E)

el eje de las z.

ninguna de las opciones anteriores es correcta.

5. Se considera el sistema de ecuaciones:

rT—Ty—22=25
3r—2y+2=6
2r+5y+3z=1
6z + 15y + 92z =3
4z + 10y + 62 = 2

Considere S el conjunto de los (z,y, z) tales que son solucién del sistema.

A
B

S es todo el espacio.

S geométricamente, representa un plano.

(
(
(
(D

)
)
C) S geométricamente representa una recta.
) S es un punto.

)

(E) S es el conjunto vacio.
6. Se considera el sistema m x n dado por S : AX = b y las afirmaciones siguientes:

(I) Sirango(A) = min{m,n} entonces S es compatible determinado para todo vector b € R™.

(II
(111

Si m = n y rango(A) = n entonces det(A) # 0.

)
)
) Si S es compatible determinado para todo vector b € R™ entonces m < n.

(IV) Sim < n, existen vectores b € R™ para los cuales S es compatible determinado.

Entonces:

A) Sélo las afirmaciones (I) y (II) son correctas.

B) Sdlo la afirmacién (IT) es correcta.

D

(A)

(B)

(C) Las cuatro afirmaciones son correctas.

(D) Sélo las afirmaciones (IT) y (III) son correctas.
)

(E) Sélo las afirmaciones (IIT) y (IV) son correctas.
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Desarrollo
Ejercicio 1
1. Definir matriz invertible.

2. Probar que si A € M, x,, es invertible entonces det(A) # 0 y det(A™!) = -1

det(A) "
a b ¢ 2d 10e 2f
3. Sisesabe quedet | d e f| =3, calcular det a 50 c
g h 1 a—3g 5b—15h c—3i

Ejercicio 2
1. Definir producto escalar entre dos vectores de R?, y norma de un vector de R3.
2. Probar que |X - Y| < || X]| - |[Y]| para todos X e Y vectores de R®. ;En qué caso se da la igualdad?

Solucion.

11213415 ]|6
B|C|A|A|C|D
Ejercicio 1.

1) A € Mat(R),, x, es invertible si y solo si existe una matriz B € Mat(R),,«, tal que AB = BA =1,,.

2) Recordamos que si A es invertible, su inversa es tnica y se denota como A~!. Si A € Mat(R),,x, es
invertible, entonces AA~! = I,,. Aplicando la funcién determinante se tiene:

det(AA™1) = det(I,) = det(A)det(A™) =1

Entonces, det(A) # 0 y por lo tanto det(A~!) = L

det(A) "
3)
2d 10e 2f 2d 10e 2f 2d 10e  2f
det a 5b c =det| a 50 ¢ | +det a 5b c
a—3g9 5b—15h c¢—3i a bbb ¢ -39 —1bh —3i
2d 10e 2f
=(=3)-det| a 5b ¢
g bh i
d e f
=-3-2-5-det|a b c
g h i
=90

Ejercicio 2:

1) El producto escalar de dos vectores X e Y en R3 se define como (X,Y) = [|X||||Y]|cos() o (X,Y) =
2122 + y1y2 + 2122, donde X = (z1,y1,21) e ¥V = (22, y2, 22).

La norma de un vector en R? es una funcién || - || : R* — [0, +00) que cumple:
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= ||X]|| >0, para todo X € R3, y || X||=0< X =0.
= ||]AX]| = |\|||X|| para todo A € R y todo X € R3.
» || X + Y] <[|X]|| + ||Y]| para todo X,Y € R3.

Otra manera de definir la norma de un vector X = (z,y,2) € R? es || X|| = /22 + y2 + 22.

2)
(XY = [ XY ][ cos(6) < [[XII[Y]]

La igualdad se da si y solo si cos(f) = 1 si y solo si § = km, k € Z.
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6.8. Ano 2013.

6.8.1. Primer semestre. Primer parcial: 06 Mayo 2013.
Muiltiple opcién.

1 a B 0
1. Sea A = g 23a g (1) donde « y B son parametros reales. Entonces:
0 1 01

a) rango(A) = 4 para todos «, 8 € R.
b) rango(A) < 3 para todos «, 5 € R.

¢) Existen infinitos valores de vy 8 para los cuales rango(A) = 4. Pero sélo un ntimero finito de valores
de « para los cuales rango(A) = 3.

d) Existe un dnico valor de o y un tnico valor de 5 para los cuales rango(A) = 3.

e) Existen valores de « y 8 para los cuales rango(A) = 2.

2. Sean A, B € M3yx3 con det(A) = 12 y det(B) = 3. Entonces det(2A2B~1) vale:

a) ¢
b 2
) %
d) 6
e)%

3. Se considera el sistema de ecuaciones lineales Az = b con A € M, «.,,. Se sabe que existe by tal que Ax = b
es incompatible. Se consideran las siguientes afirmaciones:
(1) det(A) =0.
(IT) El sistema Az = b nunca es compatible determinado.

(IIT) Existe by tal que Ax = by es compatible indeterminado.
Entonces:

a) Sdlo la afirmacién (I) es verdadera.

b) Todas las afirmaciones son verdaderas.

¢) Sélo las afirmaciones (IT) y (IIT) son verdaderas.

d) Sélo las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
)

e) Todas las afirmaciones son falsas.

4. Sean U = {uy,uz,uz} C R un conjunto L.Iy A € Mat(R)3x3 invertible. Si V = {Auy, Auz, Auz},
entonces:

a) Ves L.D.
b) Ves L.L
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¢) No podemos afirmar si V' es L.I o L.D con estas hip6tesis.
d) El conjunto {Au;, Aus} es L.D.

e) La matriz cuyas columnas son uq, us, us tiene determinante nulo.

5. Siendo a,b,c € R, consideremos el sistema AX =0 con A =
1 1 1 a
1 1 0 b
1 0 0 ¢
Entonces:
a) Para todo a,b, c el sistema es compatible indeterminado.
b) Para todo a,b, ¢ el sistema es compatible determinado.

¢) Existen valores a,b,c para los cuales el sistema es compatible determinado y otros para los que el
sistema es compatible indeterminado.

d) Sélo a = b= ¢ =0 admite una solucién no trivial.
e) Existen valores de a,b y c tales que el sistema es incompatible.

6. Se consideran tres vectores v,w y z en R3 tales que: ||z|| = 2, [|lw+z| = V20, w L z, [|v|| = 1, [[v+w]| = V21
Entonces el angulo que forman los vectores v y w es:

a) %
b) 3
c) §
d) 7
e) 0

7. Sean A, B € Mat(R)ax2 tales que A2 =4A + Iy B'B = I donde B! es la traspuesta de B. Entonces:

a) 2B'A es invertible y su inversa es 3AB — 2B.
b) 2B'A es invertible y su inversa es 2 AB' — 2B,
¢) AB es invertible y su inversa es AB — 4B.

d) AB es invertible y su inversa es B'A — 4A.

e) AB no es invertible.

8. Se considera el plano 7 de ecuaciéon x 4+ ay + z = 1, con a > 0, la recta r:

=1+
y=-2, AeR
z =3\

y el punto @ = (1,0,0). Si P es el punto de interseccién de r con 7, entonces el valor de a para el cual la
distancia de P a @ es igual a v/44 es:
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Solucion.

112345 |6 7|8
C/B|B|B|A|A|A|C

6.8.2. Segundo semestre. Primer parcial: 30 Septiembre 2013.
Verdadero-falso.

1. Todo elemento del conjunto S = {(x,y,2) € R® : x + 2y — 32z = 0} se puede escribir como combinacién
lineal del conjunto {(1,1,1),(3,0,1),(1,-2,—-1)} C R3.

2. Si {u,v} C R™ es un conjunto L.I., entonces {5u + v, —2v} es un conjunto L.I.

3. Sean A, B € M, . Si 3A!B es invertible, entonces A y B? son invertibles.

4. Si A € M, «xn, es invertible, entonces A se puede escribir como el producto de matrices elementales.
5. Si u,v € R® cumplen ||u — 30| =5y |Jul]| = || — 2v|| = 2, entonces (u,v) = —2.

6. Si A € M,y cumple A2 + A = I, entonces el rango de A es n.

7. Si A= ((aij))ij=1,..n es tal que A" = —A, entonces a;; = 1 para todoi=1,...,n.

8. Existen sistemas lineales con mas incdgnitas que ecuaciones que son compatibles determinados.

Muiltiple opcion.

a b ¢ 2a 2d 6g
1. Se consideran las matrices A= (d e f|yB=|c¢ f 3i], entonces el determinante de B es:
g h i b e 3h
a) &det(A).
b) 6det(A).
¢) —6det(A).
r+y+2=0
2. Se considera el sistema ¢ 2x + Ay + 2z =1 con A € R. Entonces:
—x+y+Az=2

a) El sistema es compatible determinado para todo A € R.
b) Si A =0 el sistema es incompatible.

¢) Si A =2 el sistema es compatible indeterminado.
3. Se considera el conjunto U = {(1,1,2),(1,1,3), (a,a?,5)} C R? con a € R. Entonces:

a) U es LI para todo valor de a.
b) U es LD para sélo un valor de a.

¢) U es LD para sélo dos valores de a.
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4. Sea r la recta que pasa por los puntos A = (1,2,—1) y B = (2,0,2), vy sea s la recta determinada por la
interseccién de los planos w1 y 7o, donde

r=14+A+pu
mir—y—z=0 y m:dy=—1—2\—3u
z=24+3x+2u

Entonces:

a) ry s son secantes (se intersecan en un solo punto).
b) ry s son paralelas no coincidentes.
¢) Ty s se cruzan (no son ni secantes ni paralelas).
5. Seam:x—2y+32z=3y L:
r=1-a%\
L:qy=24+MA€R
z=3+4A

con a € R. Entonces:

a) L N7 = @ solo para un valor de a.
b) LNm = & solo para dos valores de a.
¢) LN7 = & para todo valor de a.

6. Sea A € Msy3 invertible. Entonces det(242A*A~1) =
a) 8det(A?)2.
b) 2det(A?)2.
c) 2det(A71)3,

7. Sean A = <% ;) y X = (Z) Entonces:

a) Sib =0, existen valores de a para los cuales (AX, X) < 0.
b) Para todos a y b, (AX, X) > 0.
¢) (AX,X) > 0siysolosia=h.
8. Se considera el plano 7 : z +y+ 2z =0y el punto Q = (1,0,—1) € . Sea P = (a,b,c) tal que la recta
(PQ) es perpendicular a 7 y d(P, Q) = v/3. Entonces:
a) a, by cson todos niimeros positivos.
b) a+b+c=0.
c) b#£0.

Solucion.

T o | < vo
Q|| <l w
T || <|
| oY | < e

> o< o
| || | ~
Q| oo| | | oo

ar=I<i=
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6.9. Ano 2014.

6.9.1. Primer semestre. Primer parcial: 10 Mayo 2014.
Muiltiple opcién.

1. El sistema lineal de ecuaciones (.9) es:

2c+y+2=0
T+ ay = 2a
y—z=a
20+ 2y =a

;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

(A) Es compatible para algunos valores de a pero no para todos.
B

)
(B) Es compatible determinado para todo a € R.
(C) Es compatible indeterminado para todo a € R.
(D)

)

D) Es incompatible para todo a € R.

(E) Es siempre compatible. Tiene solucién unica para algunos valores de a pero no para todos.
2. Sean A, B y C matrices de tamafio 3 x 3 tales que:
= A tiene determinante 1.
= B tiene rango 2.
= (' tiene determinante 3.

Entonces, si d; = det(2AC) y dy = det(BC™1), jcual de las siguientes opciones es verdadera?

d1_6yd2—0

)
)

C) di=24ydy=0.
) dy = 24 y ds no necesariamente estd definido, ya que C' puede no ser invertible.
)

(E) d2 =0y dy no se puede determinar a partir de los datos dados.

3. Consideremos los puntos A = (1,1,1) y B = (1,2,0), y las cinco ecuaciones siguientes:
P =(1,1,1) + A(1,2,0).

P=(1,1,1) + A(0,1,—1).

P= ( ,2,0) + \(0,2,—2).
T =
x

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

Las ecuaciones que representan a la recta AB son:

(A) (a), (b), () y ().

1, y+z=2.
+y+z=3.
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(B) (b) y (¢)-
(©€) )y (d).
(D) (b), (¢) y (d)

(E) (0), (¢), (d) ¥ (e).

(Nota: Decimos que una ecuacion representa a la recta AB si las soluciones de la ecuacién son exactamente
los puntos de la recta. Se pide indicar cudles son todas las ecuaciones de la lista que representan a la recta
AB. Hay una sola respuesta correcta entre las opciones dadas.)

. Consideremos el plano 7 de ecuacién x 4 2y 4+ az = 1, donde a es un pardmetro que varia en R, y la recta

r dada por (z,y,z) =

(3,4,2) + A(1,

1,1), A € R. Entonces

(A) r no corta a msia=1ylocorta en un Gnico punto en otro caso. Para ¢ = 1, la distancia de r a 7

es 21/6.

(B) r no corta a wsi @ =1y lo corta en un unico punto en otro caso. Para a = 1, la distancia de r a 7

es 6.

(C) r esta contenida en 7 si a
Para a = 1, la distancia de

(D) r esté contenida en 7 si a

r

—1, no corta a 7 si a
am es 2v/6.

—1, no corta a 7 si a

Para a = 1, la distancia de r a 7 es 6.

1 y lo corta en un tinico punto en otro caso.

1 y lo corta en un tnico punto en otro caso.

(E) Para todos los valores de a, r y 7 se cortan en un tnico punto.

. Sean u y v dos vectores en el espacio. Si [[ul| = 2, el dngulo entre u y v es §, y u— v es perpendicular a

v, entonces

(A

D) |lvl| = 2v/3.
(B) vl = V3.

(Nota: sin() = 3).

)
(B)
(©) Ivll=v3olvl=
(D)

)

||v|| no puede ser determinada a partir de los datos del problema.
B) |lvll = V3 o ||v|]| = 2V/3, y ambas opciones son posibles.
—+/3, y ambas opciones son posibles.

. Consideremos las siguientes afirmaciones, en las cuales A y B son matrices de tamafio 3 x 3:

(e) El rango de AB necesariamente es menor o igual que el de A y que el de B.

Entonces:

(A) Todas las afirmaciones anteriores son ciertas.

)
(B)
(©)
(D)

)

B) Sélo las afirmaciones (a), (d) y (e) son ciertas.
Sélo las afirmaciones (a) y (d) son ciertas.

D) Sélo las afirmaciones (b), (¢) y (d) son ciertas.

(E) Sélo la afirmacién (a) es cierta.
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Desarrollo.
Ejercicio 7
1. Sean X e Y dos vectores cualesquiera. Hallar | X + Y||2 + | X — Y||? en funcién de || X| vy ||Y].
2. Si||X||=5,Y||=12y | X + Y| =13, hallar (X,Y) y el dngulo entre los vectores X e Y.
Ejercicio 8

1. Determinar el rango de la matriz

b

I
O = N
==
N O =

Es A invertible? Justificar la respuesta.
2. Se recuerda que el nicleo de A es
N(A)={X e R®: AX =0}.
Hallar el nticleo de A, siendo A la matriz dada en el inciso anterior.

Solucion.

11213 |4]5]|6
A|C|D|A|E|B
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6.10. Ano 2015.

6.10.1. Primer semestre. Primer parcial: 02 Mayo 2015.
Verdadero falso: Letra y solucion.

1. Un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas solo puede ser compatible determinado si n = m.
Respuesta: FALSO. Contraejemplo: en el caso donde m = 3, n = 1, el sistema

z=0
2¢ =0
3 0
es compatible determinado, pero n # m.
2. La matriz
a b 2b—-3
0 2 a+b
a b —4
—2a -3 0
tiene rango 2 para todos los a, b € R.
Respuesta: VERDADERO. Escalerizéndola, tenemos:
0 ;’ 2;;()3 a b 2-3 a b 2b-3
“ b 4 0 2 a+b ~10 2 a+bd
_9q _3 0 0 4 —2a—2b 0 0 0

Entonces, dicha matriz tiene rango a lo sumo igual a 2, y es claro que tiene rango exactamente igual a 2
cuando a # 0. Entonces, solo consideramos el caso a = 0. Tenemos:

0 b 20—-3
0 2 b
0 0 0

b 20—3
2 b

tiene rango dos, si y solo si b — 4b + 6 # 0. El discriminante del polinomio es: (—4)? — 4(1)(6) = —8.
Entonces, este polinomio nunca se anula, y la matriz inicial tiene rango 2 en todos los casos.

tiene rango dos si y solo si

3. Si Ay B son matrices simétricas, entonces AB = BA.

Respuesta: FALSO. Contraejemplo: A = <(1) ;) y B = <; g) En este caso, AB = (g g) y
2 5
b (2 9).

4. Toda matriz cuadrada tiene el mismo determinante que cualquiera de sus formas escalerizadas. Respues-
ta: FALSO. Durante el proceso de escalonamiento, se puede multiplicar por una matriz elemental de
determinante distinto de uno. (Por ejemplo: multiplicar cualquier fila por un nimero distinto de 1.)
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Es posible elegir a, b, ¢, d € R de modo que el conjunto de puntos de R que satisfacen la ecuacién
ax + by + cz = d sea una recta.

Respuesta: FALSO. Distinguimos tres casos: (a) Si (a, b, ) # (0,0,0), este conjunto es un plano. (b) Si
(a,b,c) = (0,0,0) y d # 0, este conjunto es vacio. (b) Si (a,b,c) = (0,0,0) y d = 0, este conjunto es R>.
El plano de ecuacién (z,y,2) = (1,0,1) + A(1,-2,1) + p(3,0,—1) y la recta de ecuacién (z,y,z) =

(1,¢,¢®) + A\(1,—1,2) no son perpendiculares para mngun valor de ¢ € R.

Respuesta: VERDADERO. Por definicién, u = (1, —2,1) es un vector director del plano, y v = (1, —1,2)
es un vector director de la recta. Como u - v = 5, no pueden ser perpendiculares. (El valor de ¢ no tiene
importancia.)

La distancia entre el punto P = (1,0,0) y la recta de ecuacién (x,y, z) = (0,1,0) + A(1,2,3) es V2.

Respuesta: FALSO. Observemos que el punto @ = (0, 1,0) estd en la recta dada y que la distancia entre
Py Q es /2. La distancia de P a la recta solo puede ser /2 si PZ) es perpendicular a la recta. Pero
PQ- (1,2,3) = (-1,1,0) - (1,2,3) = 1, por lo que esto no sucede. (Alternativamente, se podria calcular la

distancia de P a la recta, lo que da 27 1)

Si u, v y w son vectores no nulos tales que u-v =0y (u —v) X w = 0, entonces u y w no pueden ser
colineales.

Respuesta: VERDADERO. Supongamos que u,w son colineales, es decir: u X w = 0. Entonces v X w =
(u—(u—v))xw=uxw-—(u—v)xw=0, por lo que v y w son colineales. Pero como w no es nulo, u
y v son colineales. Y como u, v no son nulos: u - v # 0. Contradiccion.

Muiltiple opcion: Letra y solucién.

1. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones con pardmetro A € R,

N=—Dz+A—1Ly+A-1z=x-1
N =—Dz+2rA—y+A+1z=2x-1
N-—1Dz—y+(Br-1)z=3

Indicar cuél de las siguientes opciones es verdadera:

A
B

El sistema es incompatible solamente para un valor de .

El sistema es compatible determinado solamente para tres valores de A.

D

(A)
(B)
(C) El sistema es compatible indeterminado solamente para un valor de .
(D) El sistema es incompatible solamente para tres valores de .

)

(E) El sistema es compatible indeterminado solamente para dos valores de A.

Respuesta: La matriz ampliada del sistema dado es

-1 A-1 Ax-1 x-1
A -1 22—-1 A+1 2x-1
A2 -1 -1 3x—1 3

)
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que tras la aplicacién de transformaciones elementales se transforma en

A—1 A—-1 x—-1 Xx-1
0 A 2 A
0 0 A+1 2

Cuando A # —1,0, 1, esta matriz estd escalonada. En este caso, tanto la matriz como la matriz ampliada
tienen 3 escalones, y por lo tanto el sistema es compatible determinado.
Cuando A\ = —1, la dltima fila da origen a la ecuacion 0z = 2, por lo que el sistema es incompatible.

Cuando A = 0, al escalerizar la matriz obtenemos

11 1 |1

0 0110

0 0 0 |1
Por lo tanto, en este caso el sistema es incompatible.
Cuando A = 1, al escalerizar la matriz obtenemos

01 2 |1

00 1 |1},

0 0 0 |O

y el sistema es compatible indeterminado.

Concluimos que la respuesta correcta es: El sistema es compatible indeterminado solamente para un valor
de \.

. Sean A y B matrices de 3 x 3 con coeficientes en R tales que

a b ¢ d e f
A=|d e f|, B= 2a 2b 2¢ , det(A) = —5.
g h i g+3d h+3e i+3f

Respuesta: La matriz B se obtiene a partir de A haciendo las siguientes operaciones:

a) Intercambiando dos filas.
b) Multiplicando una fila por 2.

¢) Sumando a una fila un multiplo de otra.
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La operacién (i) cambia el signo del determinante, la (ii) multiplica el determinante por 2 y la (iii) no
afecta el determinante. Por lo tanto, det(B) = —2det(A) = 10. Entonces,

qdet(A
det(2AB™1) = 23 det(AB™') = 23 det(A) det(B~!) = 23det§B; =4
Por lo tanto, la respuesta correcta es (D), det(2AB~!) = —4.
Sea
b+2 1 2
B— 0 b+2 0 beR.

b—-1 0 b—-1
b+2 1 2

O N O

(A) Sib> 2, el rango de la matriz B es 4.

(B) Sib < —2, el rango de la matriz B es 4.

(C) Sib >0, el rango de la matriz B es 4.

(D) Si b <0, el rango de la matriz B es 4.
)

(E) Sib>1, el rango de la matriz B es 4.

Respuesta: El determinante de la matriz dada es b?(b+2)(b—1), que es distinto de cero para b # —2,0, 1.
Por lo tanto, el rango de esta matriz es 4 para b # —2,0,1 y menor que 4 para b = —2,0, 1. Concluimos
que la respuesta correcta es: Si b > 2, el rango de la matriz B es 4.

. Se consideran los planos m; : 2z +3y + 2z =1y ma:

r=1+A—p
y=14+A+5u
z2=24+A—pu

A) Los planos 7 y 79 son paralelos y su distancia vale 2.

(A4)
(B) Los planos m; y 72 son coincidentes y contienen los puntos P = (0,0,1) y Q = (1,—1, 2).
(C) Los planos m; y w2 son coincidentes y contienen los puntos P = (0,0,1) y Q = (1, -3, 2).
(D) Los planos 71 y 72 se cortan en una recta cuya direccién estd dada por el vector v = (—1,1, —1).
(E) Los planos m; y 72 se cortan en una recta cuya direccién estd dada por el vector v = (=1, 3, —3).

Respuesta: La direccién normal a m; estd dada por el vector n; = (2,3,1). El plano 75 tiene como

vectores directores a (1,1,1) y (—1,5, —1), por lo que la direccién normal a w5 estd dada por su producto
vectorial:

J
(LLL1)A(=1,5,-1)=|1 1 1]|=(=6,0,6),
-1 5 -1

que es colineal con ng = (—1,0,1).
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Como n1 y ng no son colineales, los planos 71 y 2 ni son el mismo ni son paralelos, y deben intersectarse
en una recta. Dicha recta tiene direccién dada por:

i J k
mAng=|2 3 1 :(3,—373),
-1 0 1

que es colineal con (—1,1,—1).

. Sean v y w dos vectores en R que cumplen que 2v — w es perpendicular a w, ||5v|| = 10, y que el 4ngulo
entre vy wes 7.
(A) JJwll = v2.
(B) [lwl| = V8.
(©) llwll =5

- L
(D) [[wl]l = =5-
(E) [lwll =
Respuesta: Si ||5v]| = 10, tenemos que ||v]| = 2. Por otro lado, si 2v—w L w, entonces 0 = (2v—w, w) =
2(v,w) — (w,w) = 2(v,w) — |[w]|?, y entonces 2(v,w) = [|w|[*>. Esto es, 2[[v||||w]||cos(F) = [|w|[?, o
2||v|| cos(%) = ||wl]|. Como |[v]| =2y cos(]) = %7 tenemos que ||w|| = 2v/2 = /8.
=142\
. 2r+y+2=0 .
. Sea 7 el plano perpendicular a la recta r : y que contiene alarectas: ¢y =2+ \
xT—y=
z=34+A

Consideremos el punto @ = (3,2,1). Entonces la distancia del punto @ al plano 7 vale:

(A) 8/ViL.
(B) 8//6.
(C) 2/V/11.
(D) 2/1/6.
(E) 4/v/TT
Respuesta: Dos puntos de la recta r son P = (1,0,-2) y Py = (0,—1,1), por lo que la direccién de

esta recta estd dada por el vector P(;P =P- PB = (1,1, -3). Como el plano 7 es perpendicular a r, la

direccién normal a 7 estd dada por PJP. Como s estd contenido en 7, el punto Qo = (1,2, 3) pertenece a
7. Entonces la distancia de ) a 7 esta dada por:

d(Q 7T) _ ‘<QJQ’P(;P>‘ _ |<(2’07_2>7(1717_3)>| _ 8
A 2 T [ R T VAT




212 JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

6.11. Ano 2016.

6.11.1. Segundo semestre. Primer parcial: 24 Septiembre 2016.
Muiltiple opcién.

1. Considere el sistema
l4+a)z+y+22=0
-4+ (14+a)y+32=0
2z -3y+(1+a)z=1

donde a es un parametro real. Indique la opcién correctas:

(A) El sistema no tiene solucién para ningiun valor de a.

(B) Si a# —1 el sistema tiene solucién unica, pero si & = —1 tiene infinitas soluciones.
(C) Sia# —1 el sistema tiene solucién unica, pero si &« = —1 no tiene solucidn.

(D) El sistema tiene solucién unica para todo valor de c.

(E) El sistema tiene infinitas soluciones para todo valor de .

2. Indique cual de las siguientes afirmaciones es correcta. Un sistema de ecuaciones lineales con mas incégnitas
que ecuaciones:

(A) Nunca tiene solucién.

(B) Si tiene solucién, no es unica.

(C) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.
(D) Siempre tiene solucién.

(E) Siempre tiene solucién unica.

3. Dadas las rectas r:

=24+ A
y=1-—2X\
z=5+A

T—y+z=-10
r—y=—11

y el plano 7 por los puntos P = (2,1,0), @ = (-1,2,1) y R = (0,5, —2). Se considera t, la recta paralela
al eje z que pasa por r N s.

Entonces, t corta a 7w en:

(A) (2,-4,2)
(B) (3,4, -2)
(€) 3,4,-3)
(D) (2,9, 1)
(E) (-2,9,-4)
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4. Edinson Cavani se encuentra practicando tiros libres, su objetivo es meter la pelota en un agujero en la
pared. La pared se modelard como el siguiente plano:

r=1+2\+2u
y=-3+A—p
z=A+pu

En el décimo intento, Cavani se encuentra parado en el punto (5, 0, 1) y patea en la direccién (1, -1, 1). Se

podré suponer que la pelota viaja en linea recta. Si el agujero se encuentra en el punto (3, -2, 1), entonces
(suponiendo todas las distancias en metros) le erra por:

(A) V10m
(B) 5 m.

(C) Vaim
(D) v3m
(E) V15m

A) (X, V)=2Tyo=1
B) (X,)Y)=6y0=12
(C) (X,Y)=3y0=1
(D) (X,Y)=3y0=1
(E) (X,Y)=6y60=1

6. Dada A € M,,«,, una matriz no invertible, se consideran las siguientes afirmaciones:
I) rango(A) = n.
IT) A? es no invertible (donde A es la traspuesta de A).
IIT) Dado b € M,,«1, el sistema (A|b) nunca puede ser compatible determinado.

Entonces:

(A) Solo las afirmaciones II) y IIT) son verdaderas.
(B) Solo las afirmaciones I) y II) son verdaderas.
(C) Las tres afirmaciones son verdaderas.
(D) Solo la afirmacién III) es verdadera.

)

(E) Las tres afirmaciones son falsas.

7. Sean u y v dos vectores de R? no colineales. Se consideran las siguientes afirmaciones:

1) Existen infinitos vectores w que cumplen que u A v = u A w.

1) Sea w € R?, con w # 0. Entonces (u A v) Aw = 0 < existen a y 5 € R tales que w L (au + Sv).
III) (uw,u Awv) > 0.
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Entonces:

A) Solo la afirmacién III) es verdadera.
B

) Las tres afirmaciones son verdaderas.

(

(

(C) Solo las afirmaciones I) y III) son verdaderas.
(D) Solo las afirmaciones IT) y IIT) son verdaderas.
(

E) Las tres afirmaciones son falsas.

8. Se consideran las rectas: (r):
T+y=2
2r—y+2=1

()

r=1+A\
y=1-Xx , XeR
z=—3\

Indicar cuél de las siguientes opciones es correcta:

(A) Las rectas (r) y (r’) son paralelas pero no coinciden.
(B) Las rectas (r) y (') se cortan.

(C) Las rectas (r) y (r') coinciden.

(D) Ninguna de las restantes opciones es correcta.

(E) Las rectas (r) y (r') se cruzan.

9. Sean A y B dos matrices n X n invertibles y A # 0 un nimero real. Indicar cudl de las siguientes opciones
es correcta:

1
A) AAB es invertible y su inversa es XB_lA_l.

(A)
(B) AAB es invertible y su inversa es A\A"1 B~
(C) AAB es invertible y su inversa es A\AB~*A™1.
(D) AAB puede no ser invertible.

)

1
MAB es invertible y su inversa es XA_lB_l.

10. Sean dos matrices A y B de dimensiones 2 x 2 tales que 3A71B2 = 2I. Entonces, si det(B) = 2, el
determinante de A es:

A) 3

B) 4

(E

Q

(
(B)
(©) 9
(D) 2
(E) 1

=

Solucion.

11213 |4]|5]6]|7]8
C/IB|E|C|B|A|C|C|A|C

Ne
—
[an}
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6.12. Ano 2017.
6.12.1. Primer semestre: Primer parcial: 29 Abril 2017.

Verdadero-falso.

1. Si A € Mat(R)s5x7 entonces existe b tal que el sistema AX = b es compatible determinado.

2. Si A € Mat(R), ., y el sistema AX = 0 es compatible determinado, entonces A es invertible y A~!b es
solucién del sistema AX = b cualquiera sea b.

Si r y s son dos rectas en R? tales que r N's = (), entonces 7 y s son paralelas.

L

Si u y v son vectores en R3, entonces u A v =v Au.
Si {v1,...,v,} es linealmente dependiente, entonces v, es combinacién lineal de vy, ..., v5p_1.
Si A%2 = I,,, entonces A es invertible.

Si det(A) = 0, entonces A tiene una fila o una columna formada por ceros.

© N o o

Si A € Mat(R),,xn, entonces AA! es simétrica y det(AA?) > 0.

Multiple opcién.

1. Se considera el sistema
—r+2y+2z=1

20 +y+z=1
—r4+ay+z=0>
(A) Es compatible determinado para todo a y b reales.
(B) Sia=1yb ;é , es incompatible.
(C) Sia=—1yb=2, el sistema es compatible indeterminado.
(D) Sia=1yb# g, el sistema es incompatible.
(E) Sia=1y b= 2, el sistema es compatible determinado.

2. Sean A, B y C tres matrices 3 x 3. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) Si AB = AC, entonces B = C.
(I) Si B? = O, entonces B = O.
(I1) det(det(A)) = det(A)%.

(IV) Si Ay B son invertibles, entonces A + B es invertible.

Indicar cuél de las siguientes opciones es correcta:

(A) Solamente (I), (IT) y (III) son verdaderas.
(B) Solamente (II) y (III) son verdaderas.
(C) Solamente (III) es verdadera.

(D) Solamente (I) y (III) son verdaderas.
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(E) Todas son falsas.

3. Sean
a b ¢ 2b 6(e+h) 2h 4 10
A=1|d e f|,B=1|6a 18d+g) 6g],C 5 3 1
g h w 2¢ 6(f+w) 2w 71 3

tales que det(A) = 5. Se consideran las siguientes afirmaciones:
(I) det(C'B) = -15

(II) det (§B) = —45

(IT) det(CB) = 360

Indicar cudl de las siguientes opciones es correcta:

(A)

(B) Solamente (I) y (II) son verdaderas.

(C) Solamente (I) y (III) son verdaderas.

(D) Solamente (II) y (III) son verdaderas.
) (

(E) Solamente (I) es verdadera.

Las tres afirmaciones son verdaderas.

4. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) Si A es invertible entonces A es el producto de matrices elementales.
(IT) El determinante de cualquier matriz elemental vale 1 o -1.

(ITII) Toda matriz elemental es invertible.

Indicar cuél de las siguientes opciones es correcta:

)
)
C) Solamente las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
)
)

5. Sabiendo que el conjunto A = {(1,1,2),(2,1,2),(1,2,a)} es linealmente dependiente, entonces el conjunto
B={(1,1,1),(2,0,1),(2,a,b)} es:

(A
(B
(
(

) Linealmente independiente sélo si b = 3.

)
C) Linealmente independiente sélo si b = 6.

)

)

Siempre linealmente dependiente.
D) Linealmente dependiente sélo si b = 3.
(E) Linealmente dependiente sélo si b = 6.

6. Se consideran el plano 7 de ecuacién x + 2y — z = —1 y la recta r que pasa por los puntos P = (2,1,1) y
Q = (3,2,a). Entonces:
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A
B) No existe ningtin a de manera que 7 y r sean paralelos.

D

(A)

(B)

(C) 7 y r son paralelos solamente si a = 4.

(D) 7 y r son paralelos solamente si a = 1.
)

(E) 7y r son paralelos solamente si a = 0.

7. Sean u y v dos vectores en el espacio. Si [[ul| = 2, el &ngulo entre u y v es 5,y u + v,2v = 24, entonces:

(A) |||l no puede determinarse con los datos del problema.
(B) [lo]l = 9.

(©) vl = 3.

(D) ol = 12.

(E) fvll =

Solucién.

112131415678
F|V|F|F|F|V|F|V
112134567
B|E|B|C|D|C]|C

Hay infinitos valores de a que hacen que 7 y r sean paralelos.

6.12.2. Segundo semestre. Primer parcial: 23 Septiembre 2017.

Muiltiple opcion.
1. Sean A y B dos matrices de tamano n x n. Sabiendo que:

a) det(A?+ AB— BA—B?) =4
b) det(A%+ AB) =6
c) det(A) =3

Entonces, det(A — B) vale:

=

(A)
(B)
(©)
(D)

)

o
(o N R

(E
2. Sean las rectas r y s, donde r esta definida por:

=1+ A

z=242\
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A

y s estd definida por:
c+y+z2z=0
S
z=0

y el plano 7 esta definido por:

r=14+20
Tisy=14+d—p
z=14+p

Entonces, la distancia entre r N's y r N7 es:

(
(B

)
)
(©)
(D)
)

B

>

RS

(E

C son tres matrices cualesquiera de tamano n X n. Se consideran las siguientes afirmaciones:

<

(1) SiA# O,y AB=AC = B=C
(I) (AB)? = A2B?
(ITT) tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

Entonces, las afirmaciones verdaderas son:

(A) Sélo (I) y (IIT) son verdaderas.

(B) Todas son verdaderas.

(C) Sélo la (III) es verdadera.

(D) Sdélo (IT) y (III) son verdaderas.
)

(E) Sélo (I) y (II) son verdaderas.

a b ¢ 49+ 4h 4Ad+4e 4da+4b
. Se consideran las matrices A= (d e f|yB=|g+2h d+2e a+2b |.Sabiendoquedet(A)=
g i 3 { 5

2, entonces det(2B) es
A -8

—32

—12

32

E. 8

O aw

5. Se consideran las siguientes afirmaciones sobre conjuntos en R™:

I. Si {u,v,w} es linealmente dependiente entonces existen a,b € R tales que u = av + bw.

II. Todos los conjuntos linealmente dependientes tienen al menos dos vectores.
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ITI. El conjunto {(«,«,3),(2,1,0),(2,0,)} es linealmente independiente para cualquier o € R.

Entonces:

A) Sélo la afirmacién (I) es correcta.

(B) Sélo la afirmacién (I) es falsa.

(C) Sélo la afirmacién (II) es falsa.

(D) Sdélo la afirmacién (III) es correcta.

(E) Todas las afirmaciones son correctas.
3 -2 1

. Se considera la matriz A = | k 1 k+2 ). Entonces

-6 k+3 4

A) det A > 0 para todo k € R.

)
(B) Existen k1 < ko, con ki, ks € R tales que si k € (kq1,k2), det A < 0.
(C) Existen k; < ko, con ki, ko € R tales que si k € (kq,kz), det A > 0.
(D)
)

D) det A < 0 para todo k € R.
(E) Existe un unico kg € R tal que det A = 0.

NOTA. Este ejercicio quedé mal redactado. det(A) = —2k% + 8k +24 =0siysélosi k= -2y k=6. El
signo del determinante queda negativo para k < —2, positivo para k € (—2,6) y negativo para k > 6. Por
lo tanto, tomando k3 = —2 y ky = 6 se cumple que det(A) > 0 para k € (k1, k2), por lo que la opcién C
es verdadera. Sin embargo, tal como estd redactada, la opciéon B también es verdadera ya que se puede
tomar, por ejemplo, k1 = 7y ko = 8 y entonces det(A4) < 0 para k € (kq, k2). Por lo tanto, consideraremos
respuesta correcta a cualquiera que haya contestado cualquiera de estas dos opciones.

7. Dados a y B en R, se considera la matriz A =

1 0 1 «

5 a 28 2
-1 0 2 33—«
1 0 2 2c

(A) Existe un tnico a € R tal que rg(A) = 3.
B) Existe mds de un « € R tal que rg(4) = 3.

)
(B)
(C) Para cualquier 8 # 0 y un tnico « € R, rg(A) = 4.
(D) Para cualquier v y 5 en R, rg(A) < 4.

)

(E) Para todo a € R, existe un § € R tal que rg(A4) = 3.

8. Sean v,w € R™. Sabemos ||v|| = 3, ||w| =2, (2v + w,2w) = 12. Entonces ||v + w es igual a:

(A) 11.
(B) V15.
(C) VI3,
(D) V11
(E) 15.
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9. Se consideran las siguientes afirmaciones sobre matrices A y B de tamano n X n:

I. Si Ay B son invertibles, entonces AB también lo es.
II. Si AB es invertible, entonces A y B también lo son.

III. Sirg(A) < n, entonces rg(AF) < n cualquiera sea k = 1,2,3, .. ..
Entonces:

(A) Sélo la afirmacién (I) es correcta.
(B) Sélo la afirmacién (II) es falsa.

(

(D

(E) Todas las afirmaciones son correctas.

)
)
C) Sélo las afirmaciones (I) y (II) son correctas.
) Sélo la afirmacién (IIT) es correcta.

)

10. Se considera el conjunto U = {(1,-2,1,1),(1,—1,0,1),(2,—3,1,2)}. Entonces los vectores (z,y, z,t) € R*
que son combinacién lineal del conjunto U son aquellos que cumplen:

z
(E) 2z+y+2—t=0.

Solucion.

1|2
B/C|C|B|D|B/C|B|B|E|D

w
S
ot
D
\]
0¢]
Nej
—
(aw]
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6.13. Ano 2018.

6.13.1. Primer semestre. Primer parcial: 28 Abril 2018.

Verdadero-falso.

1.

10.

Considere un sistema lineal (S) de m ecuaciones con n incégnitas. Si (S) es compatible determinado
entonces necesariamente debe cumplirse m = n.

El producto vectorial en R? es asociativo. Esto es: (uAv) Aw = uA (vAw) para cualquier terna de vectores
u,v,w € R3.

Sean A, B € Mat(R),,x,. Si A tiene una columna de ceros entonces AB también tiene una columna de
ceros.

Si A € Mat(R),,«, cumple det(AB) = det(AC) para todas las matrices B,C € Mat(R), x, entonces
det(A) = 0.

El siguiente sistema lineal 3 x 3 (.9)

r+my+z=1
mr+y+(m—1)z=m
r+y+z=m-—1

es compatible determinado para todo m € R.

-3 1 1 1
. 1 3 1 1 . .
La matriz A = 1 1 3 1 es invertible.
1 1 1 -3

Considere A, B € Mat(R),,«xy. Si se cumple Rg(AB) = n entonces rango(A) = n y rango(B) = n.

Considere un sistema de ecuaciones lineales (.5) escrito en forma matricial, AX = b, donde A € Mat(R), xn,
X € Mat(R),,x1 y b € Mat(R),,x1. Si X7 y X2 son soluciones de (S) entonces %Xl + %Xg también es
solucién de (S).

Si {t,u,v,w} C R* es un conjunto L.I. entonces el conjunto {u —t,v — u,w — v,t — w} también es L.I.

r+2=0
y+2z=0

La recta r:

y el plano 7:

r=24+A—pu
y=1-—2\
z=-A+p

no se intersecan.
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Muiltiple opcion.

1. Considere el siguiente sistema lineal de tres ecuaciones con tres incognitas:

axr+3y+2z =1
()Y z+2z =-2
3y + az =b+1

donde a, b € R. Indique la opcién correcta:

(A
(B
(

) El sistema S es compatible determinado para todos los valores de a y b.

)
C) El sistema S es incompatible para b = 1 y cualquier valor de a.

)

Para a = 1 el sistema S es compatible indeterminado para todo valor de b.

(D) Existen tnicos valores de a y b para los cuales el sistema S es compatible indeterminado.

2. Sean A, B € Mat(R)3y3 tales que det(B) =2y B~1A(B!)% +2I = O, donde I y O son respectivamente
la matriz identidad y la matriz nula 3 x 3. Entonces:

(A) det(A) = 2.
(B) det(A) = —2.
(C) det(A) = —4.
(D) det(A) =8.
3. Considere la matriz
1 V1 Wi
A= 2 (%] 2
1 V3 wWs

donde v1,vg, v3, w1, we € R. Asuma que se cumplen las siguientes condiciones:
= traza(A4) = 6.
= rango(4) = 2.
= La tercera columna de la matriz A es un vector ortogonal al plano 7 : —x + 2y + 5z = 0.

= {((v1,v2,03),(2,—4,0)) = —2.

Entonces:

—
oy
=
N
I

RN~ RN RN
o
[N}
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1 -1 -1
(D) A=(|2 0 2
1 2 )
4. Sea A € Mat(R),,x,, con n impar, una matriz antisimétrica (esto es: A® = —A) distinta de la matriz

nula. Indique la opcién correcta:

(A) A no es invertible pero A*A si lo es.
(B) Ni A ni A*A son invertibles.

(C) Ay A'A son invertibles.

(D) A es invertible pero A*A no lo es.

5. Considere los siguientes subconjuntos de R*:
A={vi,va,v3,vi+Vvi—vVa}, B={vy,vav3}.
Indique la opcién correcta:

A) Si Rg(A) = 3 entonces B es L.I.

B) Si B es L.I. entonces Rg(A) = 3.

C)

D) Si B es L.I. entonces Rg(A) = 4 para cualquier v, € R*.

Si B es L.I. entonces Rg(A) =4 si y solo si v4 no es combinacién lineal de los elementos de B.

(
(
(
(

Solucion.

112 (34|56 7|8|9]10
FIF|F|V|F|F|V|V|F|V
1121345

DI/ C|D|B|C

6.13.2. Segundo semestre. Primer parcial: 22 Septiembre 2018.
Muiltiple opcién.
1. ean A y B matrices 3 x 3 tales que det(A) = 3 y det(B) = 2. Entonces:
(A) det((24)!B~1A?) = 27.
(B) det(24 — 3B) = 0.
(C) Existen ntimeros naturales n y m tales que det(A"B™) = 31.
(D) det(2A) — det(3B) = 0.
(E) det((24)71B3A%) = 27.

2. Consideramos el conjunto S = {(-1,1,1),(1,1,1),(1,—1,a)}, donde a es un nimero real. Entonces:

A) S es linealmente independiente para todo a € R.
(B) S es linealmente dependiente para todo a € R.

(C) Existe un tnico a € R tal que S es linealmente dependiente.
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(D) Existe un tdnico a € R tal que S es linealmente independiente.

(E) S es linealmente independiente si y solosia=10a = —1.

3. Sean r la recta por los puntos @ = (=5, -2, —2) y R = (-4, —4, —4), y 7 el plano que pasa por P = (4, 3,2)
y tiene las direcciones v = (—2,1,—-2) y w = (4,1,1). Entonces, la interseccién entre 7 y r es:

(A) El conjunto vacio.

(B) El punto (—1,2,2).
(C) El punto (0,1, 1).

(D) El punto (—6,0,0).
(E) El punto (—2,—4, —4).

4. Se consideran las matrices

a c
A=|d e f
g h

49 +4h Ad+4e 4a+4b
B=|g+2h d+2 a+2b
i/2 f/2 c/2

Sabiendo que det(A) = 2, entonces det(B) es:

(A) —1.
(B) —4.
(C) —12.
(D) 4.
(E) 1.

5. Sea un sistema de ecuaciones escrito en la forma matricial

T 4
Alyl =124
z 28
y cuya solucion general es de la forma
T 4 -2 0
y]l=10]+A|l 1 ]+pn]|0
z 0 0 1

Entonces, la segunda columna de A es:
4

(A) |24
28
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2
(B) |12
14
1
(©) |6
7
-8
D) | 24
0
(E) El vector nulo.

. En este ejercicio se utilizara la notacion F; para denotar la fila ¢ de una matriz A y C; para denotar la
columna j. Sea A una matriz 4 x 3 cuyas columnas verifican C3 = 2C7 + C5. Se consideran las siguientes

afirmaciones:

(I) Rg(4) <2.

(IT) Existen A1, A2 € R tales que F3 = A1 Fy + Ao Fh.
(IIT) Si {Fy, F»} es L.I., entonces rango(A) = 2.

Entonces:

(A) Sélo (I) y (II) son verdaderas.
(B) Sélo (I) y (IIT) son verdaderas.
(C) Sélo (II) y (III) son verdaderas.
(D)
(E) Sélo (I) es verdadera.

Las 3 afirmaciones son verdaderas.

. Sean A y B matrices n x n siendo n > 2. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) det(24) = 2det(A).

(IT) Si A y B son semejantes (es decir, existe P matriz n x n invertible tal que A = PBP™!), entonces

A es invertible si y sélo si B es invertible.
(IIT) Si Rg(A) = Rg(B) = n entonces Rg(AB) = n.

Entonces:

A) Solamente (II) es correcta.
B

) (

) Solamente (I) y (II) son correctas.
C) Solamente (II) y (III) son correctas.
)

)

(
(
(
(D

(E) Las tres son correctas.

Solamente (I) y (III) son correctas.

. Sean v,w € R™. Sabemos ||v|| = 3, |w| =2, (2v + w,2w) = 12. Entonces ||v — w|| es igual a:

A) 11.
(B) V15.
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(C) v13.
(D) V11.
(E) 15.
9. Considere la siguiente familia de sistemas de ecuaciones lineales:
r+aoay+z=1

Sap=42y—2=2
(0>~ 1)z = 8

Indique la opcién correcta:

A

El sistema es compatible determinado sin importar los valores de a y S.

B) El sistema es compatible indeterminado si y solo si o] =1y = 0.

D

(E) El sistema es compatible indeterminado si y solo si 5 = 0.

(A)
(B)
(C) El sistema es incompatible sin importar los valores de v y 3.
(D) El sistema es incompatible si y solo si 8 # 0.

)

10. Se considera el conjunto U = {(1,-2,1,1),(1,—1,0,1),(2,—3,1,2)}. Entonces los vectores (z,y, z,t) € R*
que son combinacién lineal del conjunto U son aquellos tales que cumplen:

(A) Bz +y+z=2t
(B) z=t.
(C) Todas los (z,y, z,t) € R%.
(D) 2=—t—yyademds z =t
(E) 2z +y+2z—t=0.
Solucién.
11213415 |6|7]8]9]10

E|C|D|B|B|B|C|D|B|D




EVALUACIONES: PRIMER PARCIAL. 227

6.14. Ano 2019.

6.1

4.1. Primer semestre. Primer parcial: 27 Abril 2019.

Verdadero- falso.

1

2

w

M
1

. Un sistema lineal de 15 ecuaciones y 20 incégnitas siempre es compatible.

. Para todas matrices A y B de tamafio 5 x 5, tenemos que (A + B)? = A% + 2AB + B2
. El rango de una matriz A es la cantidad de filas no nulas de A.

. Para toda matriz elemental E de tamafio 7 x 7, se cumple que det(E) = 1.

. Para todos vectores u,v € R3, tenemos que (u+v) - (u+v) = (u-u) + 2(u-v) + (v-v).

Itiple opcidn.

. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones con pardmetro k € R:

(k* = Day + (k—Dag+ (k— Doz =k —1
(k2 = Da1 + (2k — Do + (k+ D2z =2k — 1
(k? = 1)x1 — 22 + (3k — 1)x3 =3

A) El sistema es incompatible solamente para un valor de k.

) El sistema es compatible determinado solamente para tres valores de k.
) El sistema es compatible indeterminado solamente para un valor de k.
) El sistema es incompatible solamente para tres valores de k.

(
(B
(C
(D

En el espacio R?, la interseccién de los tres planos

m:r+y—z=2
M+ 3y—22=0
73 (2,y,2) = (2,—2,2) + A(0,0,1) + (1,1,0)

un plano.
una recta.
un punto.
el conjunto vacio.

A O,
C D
n X n. Si las matrices A y D son invertibles, entonces M es invertible y:
AL (@)
-1 _ n
(A) M - (_CAlDl Dl)'
A1 @)
-1 _ n
(B) M - <_A—1CD—1 D—1>'

Sea M la matriz de tamano 2n x 2n definida por M = ), donde A, B y D son bloques de tamano
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AL O
—1 n
(©) M _(—D10A1 Dl)
AL (@)
-1 _ n
(D) M _(DlAlc D1>'

5. El determinante de la matriz

11 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 1 1
A=17 1 1 9 1 4
11 1 1 2 2
11 1 1 1 2
(SN
(A) 4
(B) —4
(C) 8
(D) -8

6. Sean A = (a; ;) y B = (b; ;) las matrices de tamafio n x n (con n > 1) definidas por a; ; = (1)’ y
b;; = (—1)™ 7~ para todos i,j € {1,...,n}. Se escribe C' = (¢; ;) = AB. Entonces:

¢;j = (—1)"*7 para todos i,j € {1,...,n}

;.; = n(—1)"J para todos i,j € {1,...,n}

;.; = /" para todos i,j € {1,...,n}

¢ij = (1) 7i~" para todos i,j € {1,...,n}

o

EEEE:
o

7. Sean A y B matrices cuadradas de tamafio n X n, donde n > 1 es un entero impar. Se supone que A es

simétrica, B es antisimétrica y que AB es antisimétrica. Entonces:

(A) Si A es invertible, entonces AB es invertible, y ademés AB = BA.

(B) Si A es invertible, entonces AB es invertible, y ademds existen ejemplos donde AB # BA.
(C) AB no es invertible, y ademas AB = BA.

(D) AB no es invertible, y ademds existen ejemplos donde AB # BA.

Solucion.

112131415
FIF|F|F|V
Justiifcacién:

1. Falso. Contraejemplo: cualquier sistema lineal de 15 ecuaciones y 20 incégnitas de la siguiente forma:

1+ 294+ ...+ 219+ T2 =0
T1+xo+ ...+ 219+ x990 =1

(més 13 ecuaciones cualesquiera)

incompatible debido a las primeras dos ecuaciones.
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2. Falso. En todos los casos, tenemos que
(A+B)?=(A+B)(A+B)=A(A+B)+B(A+ B) = A> + AB + BA + B2

Pero cuando AB # BA (es decir: cuando las matrices A y B no conmutan entre sf), tenemos que AB +
BA # 2AB, y luego:
(A+ B)? # A + 2AB + B2

Contraejemplo concreto: Sean

1 000 1
01 00 0
A=|0 0 1 0 0
00010
00001
y
1 0000
01 00 0
B=|0 01 0 0
00010
1 0001
Tenemos que:
1 00 0 2
01 000
A2=1o 0 1 0 0],
00010
00001
1 00 00
01 000
B*=|0 0 1 0 0],
00010
2 0001
2 0 0 01
01 000
AB=10 0 1 0 0,
00010
1 000 1
1 00 01
01 000
BA=1{0 0 1 0 0
00010
1 000 2
50 0 0 4
04000
(A+B?=|[0 0 4 0 0],
000 40
40 0 05
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pero
6 00 0 4
04000
A?4+2AB+B*=10 0 4 0 0
000 40
4 0 0 0 4

3. Falso. El rango de una matriz A es la cantidad de filas no nulas de cualquier forma escalonada de A (pero
no necesariamente de A). Contraejemplo: la matriz

1 1 1
A=11 1 1
1 1 1
con forma escalonada Ag:
1 1 1
Ay=10 0 O
0 0 O

tiene 3 filas no nulas, pero tiene rango 1 (= numero de filas no nulas de Ay).

4. Falso. Contraejemplo: la matriz elemental

=

I
coocoococor
coococoroO
coocoowio o
cooroooO
coroocooO
o~ocoococoo
—o o000 oo

("multiplicar la fila 3 por 5”) tiene determinante det(E) =1 x1x5x1x1x1x1=5%1.

5. Verdadero. Al contrario del producto de matrices, el producto escalar (o producto interno) u- v es con-
mutativo, es decir, tenemos que u-v = v - u para todos vectores u,v € R3.

Por lo tanto, tenemos que:

(u+v) - (u+v)=u-(u+v)+v-(u+v)

para todos vectores u,v € R3.
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Solucion.
1123|4567
cC|B|C D|B|C
Justifiacién:

1. Al escalerizar el sistema (S) obtenemos los sistemas sistemas equivalentes

(k* = Day + (k—Dag+ (k— Doz =k —1
(S1) : { kxg + 223 =k (Fo ~— Fp — Py, F3 ~— I3 — Fy)
—kxo + 2kxs = -k +4

(k2 = Da1+ (k— Do+ (k— Dz =k —1
(S9) : { kxo+223=Fk
(2k+2z3=4 (F3«— F3+ F2)

Para ir més adelante en el proceso de escalonamiento, se necesita determinar si los coeficientes diagonales
k? —1=(k+1)(k—1), k y 2k + 2 son nulos o no. Para ello, se distinguen 4 casos:

» Caso k = —1. Cuando k = —1, el sistema (S52) es:

—2%2 — 2(E3 = -2
(SQ) 1 —To 4+ 2x3 = —1
0=14

Debido a la tercera ecuacion, el sistema es incompatible.

= Caso k = 1. Cuando k = 1, el sistema (Sz2) es:

0=0
(S9):qxg+223=1
41’3:4

Reordenando las tres ecuaciones, se obtiene el sistema escalonado
To+ 23 =1

(S3):<dx3 =4
0=0

que es claramente compatible indeterminado.

= Caso k = 0. Cuando k = 0, el sistema (S2) es:

7$17£B27.’£3:71
(SQ) : 2!E3 =0
2I3 =4

Escalonando un paso mads, se obtiene el sistema:
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—X 71’271’3:71
(S3) : <223 =0
0=4 (F5+~ F5—Fy)
que es claramente incompatible, debido a la 1ltima ecuacién.

= Caso k ¢ {—1,0,1}. En este caso, los tres coeficientes diagonales del sistema

(k* = Day + (k—Dao+ (k—Dag =k —1
(SQ) 29 kxo + 223 =k
son no nulos. Por lo tanto, el sistema es compatible determinado.

Para resumir:

= k= —1 incompatible

= k =0 incompatible

= k = 1 compatible indeterminado

= k¢ {-1,0,1} compatible determinado

Por lo tanto, la tnica opcién que se aplica es:
El sistema es compatible indeterminado solamente para un valor de k.
2. En primer lugar, se determina una ecuacién implicita del plano 73 definido por el punto A = (2,-2,2) y

los vectores directores v = (0,0,1) y v = (1,1,0) (no colineales). Para todo punto X = (z,y,2) € R3,
tenemos que:

r—2 0 1
Xemgedet(X—Avy,va)=0& |y+2 0 1|=0& —2+y+4=0,
z—2 1 0

lo que nos da la ecuacién w3 : x — y = 4. Luego, se determina la intersecciéon de los planos 71,7 y 73,
resolviendo el sistema lineal (5):

r+y—z=2
z+3y—22=0
r—y=414

Por escalerizacion, el sistema anterior es equivalente a los sistemas:

T+y—z2=2
(SQ)I 2y—Z:—2 (FgﬁFQ—Fl,Fngg—Fl)
—2y+z=2
T+y—z=2

(81): 2y — 2= -2
0=0 (F3— F3+ )
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y por ”sustitucion hacia atras”, se deduce que y = —1 + %z vr=2+z—y=3+ %z Por lo tanto, el
conjunto solucién del sistema (S) es el conjunto:

1 1
{3+ 52’,—1 + iz,z) 1z € R},

es decir, la recta R : (z,y,2) = (3,—1,0) + A(%, 1, 1).

272
En conclusién, la interseccion de los tres planos w1, T v 73 es: una recta R.

3. Para determinar si la matriz M es invertible y su matriz inversa M ~!, basta con verificar que MM ! = Iy,,.
Se testean las cuatro matrices propuestas en las opciones:

A O A1 On\ _ [AA™Y4+0,(-CA"'D"Y) A0, +0,D*
C D —CA'D"' D71) T\ CA'+D(-CA-'D"Y) (€O, +DD!

I, On
B (CA—l — DCA™'D™! In) 7 Lon
A 0O, A1 O, \ I, O, oy
C D —-A-'¢p' D')  \cA'-DA'CD' I, n
A 00\ I, On
cC D 1C’A 1 ph -1_DpD-'CA-' DD™!
O, L, 0,\ _
zn) <on )=
A O] A1 O.] I, oy
C D —-D'A'C D' |cA'—-AlC 1 n
Asi, la tnica opcién posible es:
_ At @)
1 _ n
M _<—D10A1 Dl)

5. Restando la fila 1 a las filas restantes, se observa que:

_ I
\cATl—cAT!

1 1 1 1 1
-1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1
1 1 -1 -1 -1
1
1

111 11
2 0 -2 0 -2
0 -2 -2 0 0
det(4) = 0 0 -2 -2 -2
11 2 2 0
111 2 0

0 0 1 1
0 0 0 1

— = e

SO oo o

Y como la matriz por la derecha es triangular superior, tenemos que:

det(A) =1x (-2) x (=2) x (—2) x 1 x1=-8

Por lo tanto, la dnica opcién que se aplica es: —8.
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6. El término general de la matriz (¢; ;) = AB estd dado por:

fzazkbkj = D (A (1)) = Yk
k=1 k=1
_ (_1)i+j — n(—l)“‘j
k=1

Por lo tanto, la tinica opcién que se aplica es: ¢;; = n(—1)"17.

7. Dada una matriz antisimétrica M de tamano n x n, se observa que det(M) = det(M?') = det(—M) =
(—1)"det(M) = —det(M) (pues n es impar), luego: det(M) = 0. Asi, demostramos que cuando n es impar,
las matrices antisimétricas de tamano n X n son no invertibles. Y como segiin los datos del problema, la
matriz AB es antisimétrica, se deduce que AB no es invertible. Ademads, se observa que:

AB = —(AB)! = —-B'A' = (-B")A' = BA
Por lo tanto, la tinica opcién que se aplica es: AB no es invertible, y ademas AB = BA.

6.14.2. Segundo semestre. Primer parcial: 21 Septiembre 2019.
Verdadero- falso.

1. Si A € Mat(R)s5x5 es tal que |A| = 2, entonces

2471 = 1.

2. Un sistema lineal de 20 ecuaciones y 30 incégnitas no puede ser compatible determinado.

3. Si P,Q y R son tres puntos tales que los vectores P — @@ y Q — R son colineales, entonces los tres puntos
P,Q y R estan alineados.

4. Si v € R? es un vector no nulo, entonces (v,v) > 0.

5. Para todos A, B € Mat(R),,x,, AB es invertible si y solo si A y B son invertibles.

Multiple Opcién.

1. Sea p(z) = azx® + bax? + cx + d tal que (a,b,c,d € R) cuya grafica pasa por los puntos p(2) = 0,p(1) =
1,p(=1) = 1,p(—2) = 2 Después de haber determinado los coeficientes a, b, ¢ y d, indicar la opcién
correcta:
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. Sea la matriz invertible

Después de haber determinado su inversa (b; ;) = A~!, indicar la opcién correcta:
(A) bio+bis+bia+byz=16

(B) bi2+biz+bag+bssz=3

(C) big+biz+bso+biz=—1

(D) b12+b1,3+bao+bsz=—20

. 3. El determinante de la matriz

2 0 00 0 0 1

0200010

0020100

A=|0 0 0 3 0 0 O

001 0 2 0 O0

01 0 0 0 2 0

10 00 0 0 2
es:
(A) 81
(B) 192
(C) -81
(D) -192
4. Sean los planos m : @ — 2y — z = 0, m2 : (0,0,0) + «(1,—1,0) + 5(0,0,2) y la recta r : (z,y,2) =
(—=1,0,2) + A(1,1,1). Dado un pardmetro a € R, se denota s, a la recta paralela a la recta m; N7e y que

pasa por el punto (0,a,1). Entonces la interseccién r N s, no es vacia...

(A) ... para ningdn valor de a € R.
(B) ... sblo para a = 3.

(C) ... sélo para a = 2.

D) ... para todo valor de a € R.

(
5. Se considera la matriz M de tamafio 20 x 20 definida por

A B
v=(60 1)

donde A, B y D son bloques de tamafio 10 x 10. Si n; = Rg(A), na = Rg(D) y m = Rg(M), entonces:
(A) m = ny + ng para toda matriz M en estas condiciones.

(B) m > ny + n2 y hay ejemplos donde m > ny + na.

(C) m < ny + ng y hay ejemplos donde m < nj + na.
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(D) No hay relacién entre m y ni+ng (es decir: hay ejemplos donde m < nji+na, otros donde m = ny +no,
y otros donde m > ny + na).

0 sii>i
6. Sea A = (a;,;) la matriz de tamano 5 x 5 definida por a; ; = {1 S? Z ; ] Denotamos B = (b; ;) = A%,
sii < j
Entonces:
(A) b;; > 0siysolosii<j;yademéds A — I5 es invertible.
(B) b;; >0siysolosii<j;yademds A— I5 no es invertible.
(C) bi; >0siysolosii<j—1;yademas A — I5 es invertible.
(D) b;; >0siysolosii<j—1;yademds A— I5 no es invertible.
Solucién.
112|345
FIV| |V V]|V
1123|4516
B|D|A|B|B|C
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6.15. Ano 2022.

6.15.1. Segundo semestre. Primer parcial: 24 Septiembre 2022.
Miiltiple opcién.

1. Sean A € Mat(R),,xn y b € Mat(R),,x1 con m > n, y el sistema de ecuaciones lineales dado por la
ecuacién

(S): Az = b,

donde z € Mat(R),,x1. Indique la opcién correcta:

(A) El sistema (S) es compatible para toda A y b.

B) Si Rg(A) = n entonces (.5) tiene solucién unica.

D) Si () es incompatible, entonces Rg(A) > n.
E) Si (S
F) Sirg(A) # rg(A|b) entonces (S) es incompatible.

)

(B)

(C) No existe b tal que (S) tiene solucién para todo A.

(D) S
) Si (S) es incompatible, entonces la suma de las entradas de b es 0.
)

2. Considere el sistema de ecuaciones lineales:

r+y+2z=1,
3y —4z =2,
—r —4y+2z= -3,

y las restricciones z,y,z € Z, 5 < z < 9. Entonces, = 4+ y + z es igual a:

3. Para A, B € Mat(R),,«, indicar la opcién correcta:

A) Si AB =0,, entonces A =0, 0 B=0,,.

B) Si B=1,+ A+ A? 4+ A3 entonces tr(B) = n + tr(A) + [tr(A4)]? + [tr(A)]>.

C) Si A es simétrica (es decir, A = A), entonces A es invertible.

D) Si B=1,+ A+ A%+ A3, entonces AB # BA.

(E) SiB=1I,+A+ A% 4+ A%y A* =0, entonces B es invertible y B! = I,, — A.
(F) SiB=1,— A+ A? - A%y A* =0, entonces B no es invertible.

(
(
(
(
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4. Para la matriz
-2 3 1
A=1-1 4 1
-3 3 1
se tiene que:
A) A no es invertible.
B) A es invertible y si A7! = bi;) entonces b1y + bza + b1z = —3.
C) A es invertible y si A~ = (b;;

) (bij)
) = (b;;) entonces by1 + bga + b1z = 1.

D) A es invertible y si A™! = (b;;)
) (bij)
)

(
(
(
( entonces b1y + bsz + b1z = 5.
(E) A es invertible y si A7l = bi;) entonces b1y + bza + b13 = 9.

(F) A es invertible y si A=t = (bi;) entonces biy + bsa + bz = —1.

5. Considere la matriz de Vandermonde

1 1 1
V=|la b c
a? b

donde a, b, c € R. Entonces:
(A) Rg(V)=1siysélosia=b=c.
) Rg(V) =1 para todo a,b,c € R.
) V siempre es invertible.
D) Rg(V)=2sia=b=c.
) Rg(V)=3sib#£ayc#a.
) Rg(V)=2siysélosia#bya=c.

Desarrollo.
1. Enuncie el teorema de Rouché-Frobenius.

2. Considere el sistema de ecuaciones lineales

ar+y+z=0,
($)={a+ay+z=4,
r+y+az=p,

donde «, 8 € R. Hallar el conjunto de valores que toman « y 3 para que:

(i) (S) sea incompatible.
(ii) (S) sea compatible indeterminado.

(iii) (S) sea compatible determinado.

Para las partes (ii) y (iii), indicar cuéles son los respectivos conjuntos de soluciones.

Solucion.

11213415
FIC|E|BJ|A
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6.16. Ano 2023.

6.16.1. Primer semestre. Primer parcial-matutino: 27 Abril 2023.
Muiltiple opcién.

1. Sean f,g: R — R funciones cuyas expresiones analiticas son

fxy=azx+b y g(z)=ca®+da® + ex,

donde a,b,c,d,e € R son constantes a determinar. Sabiendo que las grificas en R? de las funciones
anteriores se intersectan en los puntos (—1,4), (1,0) y (2, —2), entonces:

(A) f(=2)=6yg(-2)=2
(B) f(=2) =3y g(=2) = 16.
(C) f(=2) =6y g(-2) =18
(D) f(=2)=—-2yg(-2)=18

. Considere el sistema de ecuaciones lineales dado por

2r+y+kz=1
20 +4y+(k+1)z2=3
dr —y+ K2z =2
donde k € R es un parametro. Entonces:
(A) El sistema es compatible para todo k € R.
(B)
(©)
(D)

El sistema es incompatible tinicamente para un valor de k.

C

El sistema es incompatible para todo k € R.
D

El sistema es incompatible inicamente para dos valores de k.

Sea B = (b;j) € Mat(R)sx3 la matriz con coeficientes dados por

i osii<j,
bij = .. .
0 sii>j,
con 4,7 € {1,2,3}. Si §(do, jo) € Mat(R)3x3 es la matriz con coeficientes dados por

o L sii=19y j=jos

o ) ij =

(90, jo)s {O en otro caso,
con 4,7 € {1,2,3}, entonces det(§(2,2) + B) es igual a:
(A) 0.
(B) 9.
(C) 7.
(D) 6

=)
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4. Sea A € Mat(R)3x3 tal que
A% — 2A + 513 = 03,

. Entonces:

(A) Aesinvertible y A™! = 1(2I3 — A).
(B) A es invertible y A™! = 1(A4 —21L3).
(C) A es invertible y A~ = £(A — 2I3).
(D) A no es invertible.

5. Sea A € Mat(R)4x4 la matriz definida como el producto

10 0 0 0 2 01
A:O()Ol 1 5 05
2 7 3 4 0 4 0 5
1 2 1 3 01 0 4

Entonces, det(A) es igual a:

(A) -10.
(B) 10.
(C) 7.

(D) -7.

6. Sean A, B € Mat(R)3x3 matrices cuadradas tales que
det(24) = 64, det(A®+24B) =32, y det(A?+2AB —2BA —4B?) = 24.

Entonces, det(A — 2B) es igual a:

(A) 8.
(B)
(©)
(D)

12.
6
4.

7. La figura muestra un triangulo equildtero ABC en R?, donde O = (0,0), y los ejes punteados son los ejes
coordenados.
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—
Si M es el punto medio del lado fﬁ, entonces OM puede expresarse como:

8. Considere la recta r en R que pasa por los puntos A = (1,2,3) y B = (4,1, —3). Entonces, respecto a los
puntos C = (7,0,-9) y D = (-5, 5,15), se puede concluir que:
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6.16.2. Primer semestre. Primer parcial-vespertino: 27 Abril 2023.
Muiltiple opcién.
1. Para un almuerzo en el IMERL, la direccién compré diferentes piezas de sushi: 30 de Philadelphia, 20 de
Nueva York y 50 de California. Se repartiran en diferentes tablas de 8, 12 y 24 unidades como se describe
a continuacion:
= La tabla Lagrange tiene: 4 piezas de Philadelphia, 3 de Nueva York y 5 de California.
= La tabla Hausdorff tiene: 2 piezas de Philadelphia, 1 de Nueva York y 5 de California.
= La tabla Gauss contiene: 6 piezas de Philadelphia, 3 de Nueva York y 15 de California.
= La tabla Kolmogorov tiene: 8 piezas de Philadelphia, 6 de Nueva York y 10 de California.
Si se quieren armar tablas de sushi, usando todas las piezas compradas, garantizando que haya exactamente

una tabla Lagrange y al menos una tabla de cada tipo restante dentro de la lista anterior, entonces la
cantidad de tablas de cada tipo corresponde a:

(A) 1 Lagrange, 2 Hausdorff, 2 Gauss, 1 Kolmogorov.
(B) 1 Lagrange, 2 Hausdorff, 2 Gauss, 2 Kolmogorov.
(C) 1 Lagrange, 1 Hausdorff, 2 Gauss, 2 Kolmogorov.
(D) 1 Lagrange, 2 Hausdorff, 1 Gauss, 2 Kolmogorov.

2. Considere el sistema de ecuaciones lineales dado por

3r+kly+2=1
3r+4y+z2z=4
6x+8y+kz=3

donde k € R es un pardametro. Entonces:

(A) (S) es compatible para todo k € R.

(B) (S) es incompatible tnicamente para un valor de k.
(C) (S) es incompatible para todo k € R.

(D) (S) es incompatible inicamente para dos valores de k.

3. Sea A = (a;;) € Mat(R)s3x3 la matriz con coeficientes dados por a;; := ¢+ j con i,j € {1,2,3}. Si
d(io, jo) € Mat(R)3x3 es la matriz con coeficientes dados por

L sii=19yj=Jjo,
0 en otro caso,

con i,j € {1,2,3}, entonces tr(A-46(1,1)) (la traza de A-§(1,1)) es igual a:

(A) 3.

(B) 4.

(C) 2.
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(D) 0.

4. Para la matriz fila U = (v2/2 /2/2 0), considere la matriz

H=1I; — 2U'U.
Entonces:
(A) H antisimétrica pero no invertible.
(B) H es simétrica e invertible.
(C) H antisimétrica e invertible.
(D) H es simétrica pero no invertible.
5. Sea A € Mat(R)s5x5 la matriz dada por
1 21 2 3
1 21 2 3
A=|1 2 1 2 3
1 21 2 3
1 21 2 3

Entonces, det(A) (el determinante de A) es igual a:

A
B
C
D

(A) 2.
(B) -2.
(C) 6.
(D) -6.

6. Sean A, B € Mat(R),,«,, matrices tales que det(A) = 1, det(B) = 3 y det(B3*A3B~! + B*A2B~1) = 36.
Entonces, det(A + B) (el determinante de A + B) es igual a:

7. La figura muestra un rectdangulo ABCD en R?, donde O = (0,0), y los ejes punteados son los ejes
coordenados.

Si F es el punto de interseccién entre el eje coordenado vertical y el lado BC, entonces O? puede expresarse

Ccomao:



244 JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

A"
(@]

.

(A) OB = OC + EC + EB.
(B) OB = OC + EC — EB.
(C) OB = OC — EC + EB.
(D) OB = —OC + EC — EB.

8. Considere en R® la recta r; con direccién u; = (3, —1,—6) y que pasa por el punto P, = (—5,4,15), y
la recta r3 con direccién us = (—6,2,12) y que pasa por el punto P» = (—2,3,9). Entonces, se puede
concluir que:

r1 Yy 72 son la misma recta.

B) r1 y r2 no son paralelas y tienen un punto en comun.
) 71y r2 no son paralelas y no tienen puntos en comun.

71y T2 son paralelas y no tienen puntos en comun.

Solucion.

11213145 |6]|7]8
DID|IC|B|A|B|C|A

6.16.3. Segundo semestre. Primer parcial: 16 Septimebre 2023.
Multiple opcién.

1. En un depésito hay tres cajas que juntas pesan 18 kg. Las dos mas pequenas juntas pesan igual que la
mas grande. Se sabe ademads que el peso de la mas grande es el triple de la diferencia entre los pesos de
las otras dos. jCudnto pesa la caja mas grande?
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(A) 7 ke.
(B) 9 kg.
(C) 10 kg
(D) 12 kg.
(E) 15 kg.

2. Considere el sistema de ecuaciones

r4+ay+z=1
x+2(a—1ly+22=4
(a—2)y+az=5

en funcién del parametro a € R.

El sistema es:

(A) Compatible indeterminado para a = 0 y a = 1, incompatible para a = 2, y compatible determinado
para los otros a.

=

Incompatible para a =1 y a = 2, y compatible determinado para los otros a.

Incompatible para a = 0, compatible indeterminado para a = 1 y a = 2, y compatible determinado
para los otros a.

2

E

Compatible indeterminado para a = 1, y compatible determinado para los otros a.

(E) Incompatible para a = 1, compatible indeterminado para a = 2, y compatible determinado para los
otros a.

3. Para a = 3, sea S el conjunto solucion del sistema anterior. Entonces:

-1,4,3),(-6,2,1)}.

(A) S=10
B) §=A{(
(€) 8= {(~6,2,1)}.
(D) 5= {(
) S={(—6+4+5z2,2+22,22): z € R}

4. Considere la matriz

1 1 1 0
-1 2 0 3
A= -1 0 1 1
0 1 2 1

El rango de A es
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(E) 4.

5. El determinante de A es

(A) 0.
(B) 1.
(C) 2.
(D) 3.
(E) 4.

6. Sea B = A + A!. Entonces

A) B no es invertible.
B) B es invertible y la tltima fila de B~! es

(A)
(B) -2 1/2 6/13 0].
(C) B es invertible y la tltima fila de B~ es [—1
(D)
)

-1 0 1 -2/3].
D) B es invertible y la tltima fila de B~* es [0 2/13 3/13 —2/13].
(E) B es invertible y la tltima fila de B~' es [1/6 2/3 -2 —2/3].

7. Se consideran las siguientes rectas:

n 5 =24+ A
€T =
T Y , Taiey=3+A
z=2 1
z=1-—

Las rectas r1 y 7o

(A
(B
(
(

) Se cortan y son perpendiculares.

)
C) Son paralelas.

)

)

Se cortan pero no son perpendiculares.

D) No se cortan y no son paralelas.

(E) Son iguales.

8. Sea 7 el plano que contiene a 74 y al punto (1,2,3). Un vector normal de 7 es

(A) (1,-1,0).
(B) (2,3,1)
(©) (1,1,-1)
(D) (5,—4,1)
(E) (7,-5,1)
Solucion.
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6.17. Ano 2024.

6.17.1. Primer semestre. Primer parcial: 27 Abril 2024.

Muiltiple opcion.
Ejercicio 1.

Considere la matriz
a—1 3 a+1

A= -1 1 1 € Mat(R)3x3
a 2 -1

donde a € R.
Pregunta 1. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es la correcta?

(A) Existen infinitos valores de a para los cuales rango(A) = 3, pero existe un dnico valor de a para el cual

rango(A) = 2.

(B) Existe un tnico valor de a para el cual rango(A) = 3, pero existen infinitos valores de a para los cuales

rango(A) = 2.

(C) No existen valores de a para los cuales rango(A) = 3, pero si existen infinitos valores de a para los cuales

rango(A) = 2.

(D) Existen infinitos valores de a para los cuales rango(A) = 3, pero existen exactamente dos valores de a

para los cuales rango(A4) = 2.

(E) Existe un tunico valor de a para el cual rango(A) = 1, pero existen infinitos valores de a para los cuales

rango(A) = 3.

Pregunta 2: Para a = 1, considerar el sistema de ecuaciones

T 1
Alyl =12
z 3
Entonces, el valor de z es:
(A) -2
)
B) 2
®) 5
(€) —3
(D) 2
(E) -3
Pregunta 3: Considerar la matriz
a—1 3 a
B = 1 -1 1
a -2 1

Entonces, det((A — B)!(A + B)) es:
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A)O

B) 192a

Q

D) —192a

E) -32

(A)
(B)
(C) 96a
(D)
(E)
Ejercicio 2.

Se consideran el plano m dado por la ecuacién (b+ 1)z + (b — 1)y + 2z = b+ 2, donde b € R, y la recta r:

r=-\+1
y=A+1
z=A

Pregunta 4: ;Cudl de las siguientes afirmaciones es la correcta?
A) Existe un unico valor de b € R para el cual la recta r estd contenida en el plano 7.

B) Para todo b € R, se tiene que r N7 = 0.

D

(A)

(B)

(C) Existe un tnico valor de b € R para el cual r N 7w = P, donde P es un punto.

(D) Para todo b € R, se tiene que 7 N7 = P, donde P es un punto que depende de b.
(E)

E) Para todo b € R, la recta r estd contenida en el plano 7.

Pregunta 5: Considerando b = 0 y 7’ el plano que contiene a r y pasa por el punto (1,0,0). Entonces, los
planos 7 y 7’ son:

(A) No se cortan.
(B) Son iguales.

(C) Se cortan en la recta s:

=A
=-A
z==-A+1
(D) Se cortan en la recta s:
20 -2y =3
4z=1
(E) Se cortan en la recta s:
r=-\+4
y=2A

z=A—5H
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Ejercicio 3.
Considerar la matriz
1 1
A=|[1 1 -1 EMat(R)gxg
0 1

y B = (bi;) la matriz inversa de A.
Pregunta 6: b31b3s es:

(A) 3
(B) —
(©) =3
(D) 0
(E) 3
Ejercicio 4.
Sean (,) el producto escalar y || || la norma en R®. Considerar las siguientes afirmaciones:
1. (u+v,w) = (u,w) + (v, w) para todos u,v,w € R3.
2. |lu+v||?> = ||ul|* + ||v||* para todos u,v € R3.
3. (u+v,u—v) = ||ul|?* — ||v|]|* para todos u,v € R3.

Pregunta 7: Indicar la opcién correcta:
A) Todas las afirmaciones son verdaderas.
B) Solo las afirmaciones 1. y 2. son verdaderas.
D

Solo las afirmaciones 1. y 3. son verdaderas.

E

(
(B)
(C) Ninguna de las afirmaciones es verdadera.
(D)
(E) Solo la afirmacién 1. es verdadera.

Ejercicio 5.

c+y=2
z=1

Pregunta 8: El plano perpendicular a r que pasa por el punto (1,1, 1) es:

Considerar la recta r:

x—1y=0.



250 JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

Solucion.

11213
DIA|D|A|C|B|D]JA

I
at
(@)
-3
oo

Ejercicio 1.

Considere la matriz

a—1 3 a+1
-1 1 1 € Mat (R)gxg
a 2 -1

b
|

donde a € R.
Pregunta 1: ;Cudl de las siguientes afirmaciones es la correcta?

(D) Existen infinitos valores de a para los cuales rango(A) = 3, pero existen exactamente dos valores de a
para los cuales rango(A) = 2.

Solucién: Primero realizamos la siguiente sucesion de transformaciones elementales:
1. i« W - F
2. Iy« Fy — F;
3. Fo < Fo+aF

-1 1 1

y obtenemos una matriz de la forma: E=| 0 a+2 a—1|.Observamos que la matriz E estd escalerizada
0 0 a+1

siempre que a # —2. A partir de aqui analizamos los siguientes casos.

-1 1 1
Caso 1: a = —2. En este caso la matriz F tiene la forma: A= | 0 0 —3]. Realizamos la operacién
0 0 -1
-1 1 1
elemental F3 < F3 — %Fg y obtenemos la matriz [ 0 0 —3 | que tiene dos escalones, es decir, el rango de
0 0 O
Aes 2.
-1 1 1
Caso 2: a = —1. En este caso la matriz E estd escalerizada y tiene la forma: E= | 0 1 —2| Luego E
0 0 O

tiene dos escalones, por lo que el rango de A es 2.
Caso 3: a # —1,a # —2. En este caso la matriz E estd escalerizada y tiene 3 escalones. Luego el rango de
Aes 3.

x 1
Pregunta 2: Para a = 1, considerar el sistema de ecuaciones A | y | = | 2 |. Entonces el valor de z es:
z 3

(A) -2.
Solucién: Primero hallamos la matriz inversa de A mediante el método de Rouché-Frobenius. Para eso
realizamos las siguientes transformaciones elementales:

1. F} < F3
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2. b+ Fh+ 1
3. F3+ F5+ (—1)F
4. Fy + iF,
5. F3 < 3F;
6. F} < Fy + I3
7. F) « F) + (-2)F,
1/2 —7/6 —1/6

Obtenemos que la matriz A=! es igual a: [ 0 1/3  1/3
12 —1/2 -1/2

x 1 1 x
Luego, Ay | =12] siysdlosi A= | 2| = | y | . Realizamos el producto y nos da z = —2.
z 3 3 z
a—1 3 a
Pregunta 3: Considerar la matriz B = 1 -1 1
a -2 1

Entonces det((4 — B)'(A+ B)) es: (D) —192a.
Solucién: Primero hallamos las matrices A+ By A — B:

a—1 3 a+1 a—1 3 a 20—2 6 2a+1
A+ B = -1 1 1 + 1 -1 1] = 0 0 2
a 2 —1 a -2 1 2a —4 0

Luego det(A + B) = 24a. Por otro lado A — B es igual a:

a—1 3 a+1 a—1 3 a 0 0 1
A—B= -1 1 1 — 1 -1 1]=1-2 2 0
a 2 -1 a -2 1 0 4 -2

Luego det(A — B) = —8. Finalmente:
det((A — B)!(A+ B)) = det((A — B)") det(A + B) = det(A — B) det(A + B) = (24a)(—8) = —192a.

Ejercicio 2.

Se consideran el plano 7 : (b+ 1)z + (b — 1)y + 22 = b+ 2, donde b € R y la recta

r = — A+1
T y = A+1
z = A

Pregunta 4: ;Cudl de las siguientes afirmaciones es la correcta?

(A) Existe un tnico valor de b € R para el cual la recta r esta contenida en el plano 7.
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Resolucién: Observamos que r C wsiy sélosi (b+1)(=A+ 1)+ (b—-1)(A+1)+2Xx=b+ 2.
Desarrollamos la ecuacion arriba, y obtenemos: b = 2. Es decir, b = 2 si y solo si 7 estd contenida en el plano 7.

Pregunta 5: Considerar b = 0 y 7’ el plano que contiene a r y pasa por el punto (1,0,0). Entonces los
planos 7 y 7’

r = A
(C) secortanenlarectas: < y = — A
z = — A+1

Solucién: Para b = 0, el plano 7 tiene la ecuacion reducida: x —y+ 2z = 2. Por otro lado vamos a hallar una
ecuacién paramétrica del plano 7’. Para eso, tomamos dos puntos distintos de la recta r (cualquier par de puntos
distintos sirve). Para hallar dichos puntos, tomamos los valores A = 0 y A = 1 en la ecuacién reducida de r, y
obtenemos los puntos B = (1,1,0) y C = (0,2, 1) respectivamente. Denotamos por A al punto (1,0,0). Luego,
Xen'siysdlosi X = A+ A(B—A)+ u(C — A) para algtn valor de A y u reales. Notar que: (B—A) = (0,1,0)
y (C —A) =(—1,2,1). Para hallar la forma reducida de 7’ resolvemos la ecuacién:

r—1 0 -1
Y 1 2|=0
z 0 1

y obtenemos 7’ : x + z = 1. Para hallar la interseccién entre m y 7’ resolvemos el sistema de dos ecuaciones y
tres incognitas:

Jr—y+2z =2
S'{ x4z =1

El conjunto solucién de este sistema es: Sol(S) = {(—z+ 1,z —1,2) : z € R} que depende de un pardmetro,
luego m N 7’ es una recta que denotamos por . El vector director de r’ es (—1,1,1), por lo que las tnicas
opciones posibles (hasta aqui) son (C) y (E). Finalmente para chequear cual de las dos opciones es la correcta,
basta con tomar un punto de cada una de las dos rectas de las opciones (C) y (E), y chequear cudl de los dos
pertenece a r’. Por ejemplo el punto (0,0, 1) pertenece a la recta de la opcién (C) y a la recta r/; por lo que
obtenemos la opcién (C).

Ejercicio 3.
Considerar la matriz

1 1
A=11 1 -1 GMat(R)3X3
0 1

y B = (b;;) la matriz inversa de A.

1
Pregunta 6: b3 b3 es: (B) -7

Solucién: Hallamos la matriz A~! mediante el método de Rouché-Frobenius. Para eso realizamos la siguiente
sucesién de transformaciones elementales:

1. Fy & F3.
2. F3+ F5— F.

3. F3 « —%F3
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4. Fl(*FlfFQ
5. Fl(*Flng

12 1/2 -1
Obtenemos que la matriz B = A~! es igual a: | 0 0 1 | por lo que by1bs2 = (3)(—3) = —1.
12 -1/2 0

Ejercicio 4.
Sean (, ) el producto escalar y || || la norma en R3. Considerar las siguientes afirmaciones:
1. {(u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todos u,v,w € R3.
2. Ju+wv|?=]ul?+ | v |?* para todos u,v € R3.
3. (u+v,u—v)=|u|?*—| v|? para todos u,v € R3.
Pregunta 7: Indicar la opcién correcta:
(D) Sdlo las afirmaciones 1. y 3. son verdaderas.

Solucién: La afirmacion 1 es verdadera porque el producto escalar es lineal. La afirmacién 2 es falsa, la
igualdad se da, solo cuando u y v son colineales. La afirmacién 3 es verdadera, porque el producto escalar es
lineal y conmutativo:

(utv,u—v) = (u,u) = (u, ) + (v,0) = (v,v) = (u,u) = (v,v) =[| u|* = || v >

Ejercicio 5.

Jzt+y = 2
e

Pregunta 8: El plano perpendicular a r que pasa por el punto (1,1,1) es:

Considerar la recta

(A) z—y=0.

Solucién: Primero hallamos una forma paramétrica de la recta r para obtener su vector director. Para eso,
resolvemos el sistema de ecuaciones dado por la recta r:

Jr+y = 2
s 1

z =

Luego, Sol(S) = {(z,—z +2,1) : € R}. El vector (1,—1,0) es director de la recta r. Como el plano buscado
7 tiene que ser perpendicular a r, podemos tomar como vector normal de 7 a (1,—1,0). Luego la ecuacién
reducida del plano 7 es de la forma: 7 : * — y = d con d € R. Para hallar el valor de d, tenemos que usar la
hipétesis de que el punto (1,1,1,) pertenece a . Luego, (1,1,1) € 7 si y solo si d = 0. El plano buscado es
m:x—y=0.



Parte 11

Introduccion a los espacios vectoriales.
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Esta segunda parte del curso aborda los temas de espacios vectoriales y transformaciones lineales. Al igual
que en la primera parte, se incluyen evaluaciones correspondientes al segundo parcial desde el ano 2008. Al final
de esta segunda parte, los estudiantes deben alcanzar los siguientes objetivos:

= Determinar si un conjunto de vectores con dos operaciones forma un espacio vectorial y reconocer ejemplos
estandar de espacios vectoriales.

s Identificar los subconjuntos de un espacio vectorial que sean subespacios vectoriales.

s Verificar si un conjunto S de vectores en un espacio vectorial V' es un conjunto generador de V.
= Determinar si un conjunto de vectores en V' es linealmente independiente o dependiente.

s Identificar si un espacio vectorial es de dimension finita o infinita.

s Determinar si una funcién de un espacio vectorial a otro es una transformacién lineal.

= Encontrar el nicleo, la imagen y sus respectivas dimensiones de una transformacién lineal T'.

= Determinar si una transformacién lineal es inyectiva o sobreyectiva.

= Identificar si dos espacios vectoriales son isomorfos.

= Determinar si una transformacion lineal es invertible y encontrar su inversa, si existe.

= Encontrar la matriz de representacién de una transformacion lineal en relaciéon con una base no estandar.



CAPITULO 7

ESPACIOS VECTORIALES.

La idea central de esta primera seccién es presentar el concepto formal de un espacio vectorial. Este se define
como un conjunto de elementos denominados vectores, y dos operaciones: una operacién interna, generalmente
llamada suma, y otra que involucra la multiplicacién de estos vectores por escalares. En las secciones siguientes,
consideraremos que los escalares son numeros reales. Sin embargo, la teoria que desarrollaremos puede abordarse
de manera mas abstracta al suponer que los escalares provienen de un conjunto cualquiera que satisface ciertos
axiomas y que recibe el nombre de cuerpo o campo. En esta seccion, formalizaremos el concepto de cuerpo y
enunciaremos la definicién de un espacio vectorial sobre un cuerpo arbitrario.

7.1.

Cuerpos.

Definicién 7.1 Un conjunto no vacio K dotado de dos operaciones internas llamada suma y producto se de-
nomina un cuerpo y se denota por (K, +,-) si cumple con las siguientes propiedades:

1.

Cerradura bajo suma: Para todo a,b € K, la suma a + b también pertenece a K.
Cerradura bajo multiplicacion: Para todo a,b € K, el producto ab también pertenece a K.
Conmutatividad de la suma: Para todo a,b € K, se cumple que a +b="b+ a.
Conmutatividad del producto: Para todo a,b € K, se cumple que ab = ba.

Asociatividad de la suma: Para todo a,b,c € K, se cumple que (a+b)+c=a+ (b+c¢).
Asociatividad del producto: Para todo a,b,c € K, se cumple que (ab)c = a(bc).

Ezistencia de elemento neutro aditivo: Fxiste un elemento en K, denotado como 0, tal que para todo a € K
se cumple que a + 0 = a.

Ezistencia de elemento neutro multiplicativo: Existe un elemento en K, denotado como 1, tal que para
todo a € K se cumple que a -1 = a.

257
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9. Existencia del inverso aditivo: Para cada a € K, existe un elemento en K, denotado como —a, tal que
a+ (—a)=0.

10. Ezxistencia del inverso multiplicativo: Para cada a € K, distinto de 0, existe un elemento en K, denotado
como a” Y, tal que a-a~ ' =1.

11. Ley distributiva: Para todo a,b,c € K, se cumple que a(b+ ¢) = ab + ac.

Ejemplo 7.1 Mencionaremos ejemplos representativos de cuerpos. La verificacion de los axiomas enunciados
anteriormente queda a cargo del lector.

1. El conjunto de los nimeros reales R, equipado con las operaciones usuales de suma y producto, forma un
cuerpo.

2. El congunto de los nimeros racionales Q, que consiste en mimeros de la forma 2, donde p y q son enteros
y q # 0, también es un cuerpo. Las operaciones usuales de suma y producto de reales se aplican en este
conjunto.

3. El conjunto de los nimeros complejos C, representados como a + ib, donde a y b son niumeros reales y
i es la unidad imaginaria (i> = —1), es un cuerpo. Las operaciones usuales de suma y producto en los
numeros complejos son:

Suma: (a +b) + (c+id) = (a+¢) + (b+ d)i
Producto: (a4 ib) - (¢ + id) = (ac — bd) + (ad + bc)i

7.1.1. Cuerpos finitos. (Opcional)

En los ejemplos anteriores, los conjuntos estan formados por una cantidad infinita de elementos. Sin embargo,
existen cuerpos formados por una cantidad finita de elementos. Los ejemplos més sencillos de cuerpos finitos,
que son empleados esencialmente en teoria de ntimeros, se forman de la siguiente manera.

Consideremos un ntumero natural n cualquiera, diferente de 1. Los nimeros enteros a y b se llaman con-
gruentes médulo nE|, y se denotan como a = b (mdd n), si a y b tienen el mismo residuo cuando se dividen
por n. En otras palabras, a = b (méd n) si y solo si (a—b) es un multiplo entero de n, es decir, si su diferencia es
divisble por n. Este concepto de congruencia es fundamental en la teoria de niimeros. Notemos que dos ntimeros
a y b son congruentes médulo n si al dividirlos por n dan el mismo residuo.

Por ejemplo,

» 11 =6 (mdd 5), ya que ambos dejan un residuo de 1 al dividirse por 5.
s 26 =11 (mdd 5), ya que ambos dejan un residuo de 1 al dividirse por 5.
» 14 =2 (méd 3), ya que ambos dejan un residuo de 2 al dividirse por 3.

Utilizando la idea de congruencia, podemos construir cuerpos finitos. Dos ejemplos notables son:

Construccién de Zs: Cuerpo de dos elementos o el cuerpo mas pequeno.

El cuerpo finito més pequenio se denota como Zs. Este cuerpo consta de dos elementos distintos: [0], que
actia como el elemento neutro en la adicién, y [1], que actia como el elemento neutro en la multiplicacién.

Intuitivamente, en Zy agrupamos todos los enteros en dos conjuntos: [0] representa los enteros pares, y [1]
representa los enteros impares. Esto se hace asociando en [0] a todos los enteros cuya divisién por 2 produce un
residuo igual a cero, y en [1] a aquellos cuya divisién por 2 produce un residuo igual a uno.

1Ver Capitulo Preliminares.
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Cuerpo Finito Zs.

El cuerpo finito Zs consta de tres elementos distintos: [0], [1], v [2]. En Zs, agrupamos los enteros en tres
conjuntos:

= [0] representa los enteros que son multiplos de 3.
= [1] representa los enteros que, al dividirlos por 3, dejan un residuo de 1.
= [2] representa los enteros que, al dividirlos por 3, dejan un residuo de 2.

En otras palabras, [0] contiene los miultiplos de 3, [1] contiene enteros de la forma 3k + 1, donde k es un
entero, y [2] contiene enteros de la forma 3k 4 2. Abusando un poco de la notacién, a menudo identificamos [0]
con 0, [1] con 1, y [2] con 2.

Estas tablas muestran cémo se suman y multiplican los elementos en Z3. Podemos notar que estas operaciones
satisfacen los axiomas de cuerpo.

Observaciéon 7.1 Conjuntos que no son cuerpos.

= Fxisten conjuntos que no cumplen con los axiomas de un cuerpo. Por ejemplo, consideremos el conjunto
de los enteros Z.. En este conjunto, todos los elementos diferentes de 1 no tienen inverso multiplicativo.

s Otro ejemplo es el conjunto de los enteros positivos ZV. En este conjunto, todos los elementos carecen de
un opuesto aditivo.

= Incluso en el conjunto de todas las matrices cuadradas de tamano 2 x 2, equipado con las operaciones
usuales de suma y multiplicacion de matrices, no todas las matrices no nulas tienen una inversa.

7.2. Espacios vectoriales.
Definicién 7.2 Sea K un cuerpo. Un conjunto V' dotado de dos operaciones:

+:VxV=V . KxV-=sV
(v1,v2) > v1 +v2 (A v) = A0

llamadas suma y producto por escalar respectivamente, es un K-espacio wvectorial si ademds satisface las
stguientes propiedades:

V1. Conmutatividad de la suma: v+ v = v+ u para todo u,v € V.
V2. Asociatividad de la suma: (u +v) +w = u+ (v+ w) para todo u,v,w € V.

V3. Existencia de un elemento neutro para la suma: Existe un vector nulo, llamado el elemento neutro de la
suma, denotado por 0, tal que u+ 0= u para todo u € V.
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V.

V.
Vo.
V7.
V8.

Exzistencia de un opuesto aditivo: Para todo vector v € V existe el vector opuesto, denotado por —v, tal
que u+ (—1)v = 0.

Distributividad 1: Mu +v) = du+ A, para todo A € K y para todo u,v € V.
Distributividad 2: (A + p)v = Av + pv, para todo A\, u € K y para todo v € V.
Asociatividad del producto: (Ap)v = A(uv), para todo A\, € K y para todo v € V.

Para todo vector v € V, lv = v, donde 1 es la unidad de K

Algunos comentarios y consecuencias de la definicién anterior son:

1.

A los elementos de un espacio vectorial se les llama vectores. La definicion es lo suficientemente general
como para permitir espacios vectoriales de objetos diversos, siempre y cuando en ese conjunto de objetos
exista una operacién de suma y una operaciéon de producto por escalar, y los objetos o vectores satisfagan
las propiedades V1-V8. Esto significa que podemos tener espacios vectoriales que contengan elementos
como matrices, funciones, polinomios, entre otros.

Las funciones + y - toman valores en V', lo cual indica que dichas operaciones son cerradas en el espacio
vectorial. Con esto se garantiza que cada vez que sumamos dos vectores o multiplicamos un vector por un
escalar, el resultado es, en ambos casos, nuevamente un elemento del espacio.

Para cada K-espacio vectorial que estudiemos es importante identificar el cuerpo de escalares asociado asi
como las operaciones de suma y producto por escalar. La notacién empleada serd V = (V, K, +,-)

La operacién de suma entre vectores se define inicialmente para cada par de vectores en el espacio vectorial
V. Sin embargo, es posible extender esta operacién a un ntmero finito de vectores. Es decir, para un
conjunto de n (n € N) vectores vy, v9,- -, v, en el espacio vectorial V', podemos asociar un nuevo vector
v+ v+ -4+ v, €V, el cual se denomina la suma de vy, vg, -, v,.

Esta definicién de suma de varios vectores se realiza de manera inductiva, utilizando la propiedad asociativa
de la suma. Es decir, podemos agrupar los vectores de diferentes maneras y realizar las sumas parciales
paso a paso. Por ejemplo, si tenemos tres vectores v, vs v v3, podemos definir la suma de los tres vectores
como (v] + v2) + v3 0 como v1 + (va + v3), y ambos resultados serdn el mismo vector en V.

En la propiedad V'3, se establece la existencia de un elemento neutro para la operacion de suma. A este
elemento se le denomina el cero del espacio vectorial. Es sencillo demostrar que este elemento es tnico.
Supongamos que existen dos ceros en V', llamémoslos 0; y 05. Entonces, por definiciéon de cero, tenemos
que 0; + 05 = 07 y 02 + 07 = 05. Sin embargo, podemos observar que 0; = 01 + 05 = 05 + 0; = 0.

Podemos hacer una observacion andloga con respecto al inverso aditivo de cada vector en V' y demostrar

que también es tnico.

Usando las propiedades V'1-V8, podemos deducir algunas propiedades adicionales de la multiplicacién
escalar. Sea v cualquier elemento del espacio vectorial y A € K. Entonces también se cumple:

= Ov = 0: La multiplicacién de cualquier vector por cero resulta en el vector nulo.

= Si Av = 0, entonces A = 0 o v = 0: Si el producto de un escalar A\ y un vector v es igual al vector
nulo, entonces el escalar debe ser cero o el vector debe ser el vector nulo.

= A0 = 0: La multiplicacién de cualquier escalar por el vector nulo resulta en el vector nulo.
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= (—1)v = —v: El producto de —1 y un vector v es igual al opuesto aditivo de ese vector.

Estas propiedades pueden ser demostradas utilizando las propiedades basicas del espacio vectorial y las
operaciones definidas en él, dejamos su demostraciéon como ejercicio para el lector.

Ejemplo 7.2 Presentamos los siguientes ejemplos que demuestran la diversidad de conjuntos que pueden clasi-
ficarse bajo este nuevo concepto. Mostraremos unicamente las operaciones de suma y multiplicacion por escalar
en cada caso asi como el elemento neutro de la suma. Se deja como ejercicio para el lector verificar que, ademds,
se cumplen las propiedades V1 — V8.

1. El espacio vectorial de todas matrices de tamano m X n y entradas reales. Denotamos este espacio por

V = Mat(R);mxn, R, +, )

a1 ai2 e A1n
a1 a22 e agn
Mat(R)an = { . . : . DAy S R}
Am1 aAm?2 e Amn,
+:VxV =V
ail a2 ... Gip bin bz ... bin ai1 + b1 a2 +bi2 ... aip+biy
a1 Q22 ... Q2n bor by ... bop a1 + ba1 ag2 +bao ... aoy + bay
( , —
am1 Am2 ... (mn b1 bm2 ... bmn A1 +bm1 Gm2+bm2 .. Amn +bon
RxV >V
ai ai2 . A1n )\all )\alg . )\aln
a1 a2 e agn )\a21 /\GQQ e /\a2n
(A, ) =
Aml Am2 - Gmn A1l A2 - Aamn
Neutro de la suma
0 0 0
0 0 0
0= .
0 0 0
a1 a2 P A1n —ai1 —a12 e —Q1n
azi @22 ... Q2pn —a21 —a22 ... —a2pn

Siv= . . . .|, entonces —v =

Am1 Am2 ceo Qmn —Qm1 —Qm2 . —Qmn
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2. El espacio vectorial de todos los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a n. Denotamos
este espacio como V = (R, [z],R,+,"), donde z es la variable y n es un nimero entero no negativo.

Rn[ﬂd = {ao+a1x+a212+...+anxn; a; ER} 1:07 ,n}
Notamos que:
a) R,[z] es cerrado bajo la suma de polinomios: Si p(x) y q(x) son polinomios en R,[x], entonces

p(x)+q(x) también es un polinomio con grado menor o igual que n, por lo tanto p(x)+q(x) € R, [z].

b) Ry, [x] es cerrado bajo la multiplicacion por un escalar: Si p(x) es un polinomio en R,[x] y A es un
escalar real, entonces Ap(x) es también un polinomio con grado menor o igual que n, por lo tanto
Ap(z) € Ry, [z].

c¢) El polinomio cero, denotado como 0(x) = 0+0z+0x%+---+02", es un polinomio en R, [z]. Para cada
p(r) = ag + a1z + agx? + - - - + apx™ su opuesto aditivo lo denotaremos por —p(x) y es el polinomio

2 n
—ap — a1 — ax” — -+ — ApT

3. El espacio vectorial de todos los polinomios con coeficientes reales. Denotamos a este espacio como V =
(Rlz], R, +,-).
Rlx] :{ao—l—alac—l—agﬂcz+-~-+akm]C ckeN,q; €R,i=0,---,k.}

Al igual que en el caso anterior el polinomio cero, denotado como 0(x), es un polinomio en R[z]. Es el
neutro para la suma. Cada polinomio tiene su opuesto aditivo como se inidicé anteriormente.

4. El espacio vectorial de todas las funciones reales continuas definidas en el intervalo [a,b]. Denotamos a
este espacio como V = (Cla,b],R,+, ).

Cla,b) ={f : [a,b] = R, fes continua en [a,b]}
a) Cerrado bajo la suma: Para cualquier par de funciones continuas f(x) y g(x) en Cla,b], la funcidn

suma f(x)+ g(x) también es continua en el intervalo [a,b].

b) Cerrado bajo la multiplicacion por escalar: Para cualquier funcién continua f(x) en Cla,b] y cualquier
escalar A, la funcidn \f(z) es continua en el intervalo [a,b].

¢) Ezistencia del elemento neutro de la suma: Existe una funcidn continua 0(x) (es la funcidon que asocia
a cada elemento del intervalo [a,b] el valor cero) en Cla,b] tal que f(x)+0(x) = f(x) para cualquier
funcion continua f(x) en Cla,b]. Para cada funcién continua f en Cla,b], su opuesto aditivo, la
dentaremos por —f y es la funcion continua que a cada x le asigna el valor — f(x).

5. El espacio vectorial de todos las n-uplas con entradas reales. Este espacio vectorial ya ha sido estudiado
en detalle en las secciones anteriores. Lo denotaremos por V.= (R™, R, +,-).

R" ={(x1, 22, - ,zn): z; R, 1<i<n}
Recordamos que las operaciones de suma y producto por escalar se definen por
+:R"xR" - R"

(I1,$27"' 7:E7l)+(y13y27"' ayn) = ($1+91»I2+927"' 7xn+y")

S RxR* - R
)\(1’1,.%'2, e ,{L‘n) = ()\.’171, )\.’172, Tty )\xn)
El neutro para la suma en este espacio vectorial es lan-upla (0,0, ---,0). Para cada n-upla (x1,22, -+ ,x,)

su opuesto aditivo es (—x1, —Ta,  + , —Ty).
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6. El espacio vectorial de los nimeros reales sobre el cuerpo de los racionales. En este ejemplo estamos
consideranos al conjunto de nimeros reales como un Q-espacio vectorial, esto es, R = (R, Q, +,-)

+:RxR—=R

(v,y) > x+y
QxR —=R

N\ z) = Az

7. El espacio vectorial de los nimeros racionales sobre el cuerpo de los racionales. En este ejemplo estamos
consideranos al conjunto de nimeros racionales como un Q-espacio vectorial, esto es, Q = (Q,Q,+,-)

+:Q0xQ—=Q
(z,y) > 2 +y
- QxQ-Q

(N z) = Az

Observacion 7.2 A wveces, cuando el cuerpo de escalares K y las operaciones de suma y producto por escalar
son evidentes en el contexto, simplemente escribimos V' en lugar de (VK +,-).

Ejemplo 7.3 Ahora ilustremos también el caso de conjuntos que no son espacios vectoriales

1. El conjunto de los nimeros naturales. Denotado por N, no forma un espacio vectorial. Aunque la suma
de dos numeros naturales es un numero natural, el conjunto no cumple con la propiedad de existencia
de itnversos aditivos. Es decir, para cada niumero natural n, no existe otro numero natural m tal que
n+m = 0. Por lo tanto, N no es un espacio vectorial.

2. El conjunto de los polinomios de grado igual a 3. Este conjunto, no forma un espacio vectorial. Suma
de polinomios de grado igual 3 no siempre es un polinomio de grado 3. Considere por ejemplo, p(x) =
—z3 + 2%+ 2+ 3 yq(z) =23 + 5. Entonces p(z) + q(z) = 2® + z + 8.

3. El conjunto de los numeros racionales sobre el cuerpo de los reales. Si intentamos dotar al conjunto
de nimeros racionales de una estructura de espacio vectorial sobre R, es decir, Q = (Q,R,+,:), nos
encontramos con que la operacion de producto por escalar no estd bien definida. Para que Q = (Q,R,+, ")
sea un espacio vectorial, es necesario que se cumpla la condicion:

CSRxQ—-Q

Nzx) = Az

Sin embargo, esta condicion evidentemente no se cumple, ya que el producto de un mimero real por un
numero racional no siempre resulta en un numero racional.
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7.2.1. Subespacios vectoriales.

Definicién 7.3 Sea V = (V,K, +, ) un espacio vectorial. Un subespacio de V es un subconjunto W de V' que,
con las operaciones de suma y producto por escalar definidas en V, también forma un espacio vectorial sobre el
campo K.

Podemos verificar que un subconjunto W de V' es un subespacio vectorial si cumple con los axiomas V1 —V8
de un espacio vectorial. En otras palabras, W es un subespacio si se cumplen las siguientes condiciones:

= Para todo x e y en W, el vector x + y también pertenece a W.

= El vector nulo O estd en W.

= Para cada vector x en W, su opuesto también estd en W.

= Para cada escalar A en K y cada vector x en W, el vector Ax estd en W.

Es importante notar que las propiedades de conmutatividad y asociatividad de la suma, asi como las propie-
dades de distributividad, no necesitan ser verificadas nuevamente, ya que estas propiedades se heredan de las
operaciones definidas en el espacio vectorial V. Por lo tanto, podemos proporcionar una definiciéon equivalente
de subespacio vectorial basada en estas condiciones.

Definicién 7.4 Sea V' un K-espacio vectorial y W un subconjunto de V. Se dice que W es un subespacio de V
st cumple las siguientes condiciones:

1. W es cerrado bajo la operacion de suma. Esto significa que para cualquier par de vectores u y v en W, la
suma u + v también pertenece a W.

2. W es cerrado bajo la multiplicacion por escalar. Esto implica que para cualquier vector u en W'y cualquier
escalar X\, el producto A\u estd contenido en W.

3. W contiene el vector nulo 0 de V. Es decir, 0 pertenece a W .

Esta definiciéon también puede ser reformulada requiriendo que el subconjunto W de V sea no vacio. En este
caso, existe al menos un vector x en W, y dado que W es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por escalar,
podemos verificar que Az también pertenece a W para cualquier A € K. En particular, cuando A = 0, tenemos
0-xz =0 € W. Por lo tanto, la condiciéon de que W sea no vacio garantiza la existencia del vector nulo 0 en W.
Esta condicién nos permite enunciar una definicién equivalente que también es ampliamente utilizada.

Definicién 7.5 Sea V' un K-espacio vectorial y W un subconjunto no wvacio de V. Diremos que W es un
subespacio de V' si cumple las siguientes condiciones:

1. W es cerrado bajo la operacion de suma.

2. W es cerrado bajo la multiplicacion por escalar.

Nos encontramos frecuentemente con la tarea de determinar si un conjunto especifico dentro de un espacio
vectorial cumple con las condiciones para ser considerado un subespacio vectorial. En este contexto, podemos
entoces utilizar cualquiera de las siguientes definiciones equivalentes.

Sea W un subconjunto de un espacio vectorial V' sobre K. Entonces, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. W es un subespacio de V.
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2. 0 € W y para todo u,v € W y todo o € K, au,u+v € W.
3. W # 0 y para todo u,v € W y todo o € K, au,u+v e W.
4. W # () y para todo u,v € W y todo o, 8 € K, au + fv € W.

Notemos que todo K-espacio vectorial V' tiene al menos dos subespacios: el subespacio {0} y el propio espacio
V. A estos espacios los llamaremos subespacios triviales de V.

Ejemplo 7.4 Algunos subespacios vectoriales de particular interes son:

1. Subespacio ortogonal a un vector dado en R™. Sea u un vector cualquiera en R™, el conjunto {u}* = {v €
R™: < wu,v>=0}, es un subespacio de R™, llamado el espacio ortogonal a u:

a) Es obvio que el vector cero 0 pertenece a {u}t, ya que el producto escalar entre u y 0 es igual a cero.

b) Sean v un vector en {u}* y X\ un escalar en R. Veamos que \u también pertenece a {u}*. Para
ello, evaluamos el producto escalar < u, \v >, que es igual a A < u,v >. Dado que v estd en {u}*,
tenemos < u,v >= 0, por lo que A < u,v >= \-0= 0. Por lo tanto, \u estd en {u}=*.

c) Si vy y va son vectores en {u}r, debemos demostrar que la suma vy + va € {u}t. Evaluamos el
producto escalar < u,v1 +wve >. Utilizando las propiedades del producto escalar, obtenemos < u, vy +
vy >=< u,v1 > + < u,vy >. Dado que vi y vy estdn en {u}L, tenemos < u,v1 >=0y < u,vy >= 0.
Por lo tanto, < u,v1 +vs >=0+0 =0, lo que implica que vy + vy € {u}t.

2. Subespacios de V= R|x]. Para cada nimero natural n, notamos que W = R, [x] es un subespacio de R[x].

3. Subespacios en el espacio de funciones reales. Consideremos el espacio vectorial real F compuesto por
funciones reales de una variable, es decir, F = {f : R = R}. A continuacion, definimos los siguientes
conjuntos:

Wi : El conjunto de funciones polinomiales de R en R.
Wy El conjunto de funciones diferenciables de R en R.
W3: El conjunto de funciones continuas de R en R.

Wy: El conjunto de funciones integrables de R en R.

Es importante notar que W1 C Wy C W3 C Wy C F. Dejamos la verificacion de que W; es un subespacio
de F para i =1,2,3,4 como ejercicio para el lector. Ademds, podemos afirmar que W; es un subespacio
de W; siempre que 1 < j.

4. Subespacios no triviales de R%. Sea W un subespacio no trivial de R?, esto es (0,0) C W C R?

W es una recta que pasa por el (0,0), es decir W es de la forma

W = {(z,y) € R? : ax + by = 0}

, entonces

donde a y b son numeros reales no simultaneamente nulos.

En efecto, si W = {(x,y) € R? : az + by = 0} con a y b no simultaneamente nulos es fdcil verificar que
W es un subespacio no trivial de R?.

Ahora mostremos que todos los subespacios no triviales de R? son precisamente de esta forma. Como W
es no vacio, consideramos un vector (x1,y1) € W, ademds podemos suponer que al ser no trivial, el vector
(z1,11) # (0,0). Por lo tanto, alguna de sus componentes es diferente de cero, supongamos sin pérdidad
de generalidad que y; # 0.

Afirmamos que
W = {(z,y) €R* : yrz — 11y = 0}
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- {(e.y) €R2:yiz — a1y =0} C W: Sea (20,90) € {(2.y) € R2: yra — w1y = 0}, entonces y1zo —
X

1Yo = 0. Recordamos que asumimos que y1 # 0. Entonces, xo = —1y0 . Por lo tanto,
Y1

X X1 1 Y1 Yo
0,%0) = (—¥0,%0) =yo(—, 1) = yo(—,—) = — (21,11
(z0,%0) (yly Yo) y(y1 ) y(y1 yl) yl( 1)

Como (x1,y1) € W, cualquier maltiplo de él también estd en W. Por lo tanto @(xl,yl) e W. En
Y1
consecuencia, (xo,yo) € W.

» W C{(x,y) € R?: yy2 — 21y = 0}: Queda como ejercicio para el lector interesado.

5. Subespacios no triviales de R3. Podemos verificar que los siguientes subconjuntos de R? son subespacios

no triviales:
a) S1 ={(z,y,2) : z(t) = at,y(t) = bt, z(t) = ct,t € R, (a,b,c) # (0,0,0))}.
b) Sy ={(z,y,2) : ax + by + cz = 0, (a,b,c) # (0,0,0)}.

Estos representan una recta y un plano en R3 que contienen al (0,0,0). Mds adelante demostraremos, como
en el ejemplo anterior, que los Unicos subespacios no triviales de R® tienen precisamente esta estructura.

El subespacio de las matrices simétricas de Mat(R), «n. En fecto, si A y B son matrices simétricas y
A € R, entonces A+ AB es una matriz simétrica. La matriz nula también es simétrica.

El subespacio de soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Consideremos el sistema
homogéneo de ecuaciones lineales

a11r1 + ax2 + -+ apr, = 0
ao1x1 + agere + - +agmr, = 0

S p—
Am1%1 + AmaZ2 + -+ GpnTn = 0

El conjunto solucion de S satisface
(0,0,---,0,0) € Sol(S) C R™,

Ademds, para cada n-upla (c1,c2,-++ ,¢n) y (d1,da, -+ ,dy) en Sol(S) y todo X € R, es facil verificar que
(c1,¢2,++ ,cn) + A(d1,da, -+ ,dy) € Sol(S). Por lo tanto, Sol(S) es un subespacio vectorial de R™.

sFEs el conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales con n incdgnitas un subespacio vectorial de
R™?

Ejemplo 7.5 Mostremos ahora algunos ejemplos de subconjuntos de espacios vectoriales que no tienen la es-
tructura de un subespacio.

1. Considere el conjunto W = {A € Mat(R)ax2 : A2 = A}. Vamos a demostrar que W no es un subespacio

vectorial.

Para que W sea un subespacio vectorial, debe ser cerrado bajo la suma de matrices. Es decir, si A € W y
B € W, entonces A+ B también debe estar en W. Sin embargo, esto no siempre es cierto.
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Consideremos las matrices:

Claramente, A€ W y B € W ya que:
A’=I=1 y B*=I=1I.
Ahora consideremos la suma A+ B:
A+B=1I+1y =2l
Para que 21, € W, se debe cumplir que (213)? = 2I5:

(215)? = 41 # 215,

Por lo tanto, 21y ¢ W. Esto demuestra que W no es cerrado bajo la suma de matrices y, por lo tanto, no
es un subespacio vectorial.

2. Consideremos el conjunto W = {A € Mat(R)ax2 : det(A) = 0}. Vamos a demostrar que W no es un
subespacio vectorial.

Para que W sea un subespacio vectorial, debe ser cerrado bajo la suma de matrices. Sin embargo, esto no

siempre es cierto en este caso.
10 0 0
=(os) v =00
Claramente, Ac W yBeW.
Ahora consideremos la suma A+ B:

o046 -6 )

Para que A+ B € W, su determinante debe ser igual a cero:

Consideremos las matrices:

det(A+B):det<é g’) —1.1-0-0=1#0.

Por lo tanto, A+ B ¢ W.

Proposicién 7.1 Sean U y W son subespacios de un K-espacio vectorial V.
1. La interseccion de U y W, denotada por U NW es un subespacio de V.

2. La suma de U y W, denotada por U+ W ={u+w: ue Uy w € W} es un subespacio de V.

Demostracion:
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1. Dado que U y W son subespacios de V', sabemos que ambos contienen el vector cero, lo que significa que
V' NW no es vacio. Para demostrar que U N W es cerrado bajo la suma, consideremos vy y vs dos vectores
en UNW. Dado que U y W son subespacios de V', sabemos que ambos son cerrados bajo la suma. Como
v1 y v2 pertenecen a U, su suma v1 + vo también debe estar en U. De manera similar, v; 4+ vy estd en W.
Esto implica que v; + v2 estd en V N W. Usando argumentos similares podemos demostrar que U N W es
cerrado bajo multilplicacién por escalares.

2. Dejamos su demostracién por parte del lector.

Ejemplo 7.6 En el espacio vectorial V = Mat(R),, xn, consideremos los subespacios vectoriales
W1 ={M € Mat(R),xn : M es triangular superior}

Wy ={M € Mat(R),,xn : M es triangular inferior}.
Entonces, Wi N Wy = {M € Mat(R),x, : M es diagonal} es un subespacio de V.

Si bien es cierto que la interseccién de dos subespacios U y W de un espacio vectorial V' es nuevamente un
subespacio vectorial de V', no podemos afirmar lo mismo acerca de la unién de U y W. De hecho, en general, la
unién de dos subespacios no necesariamente forma un subespacio.

Consideremos el espacio vectorial V = R? y dos subespacios U = {(z,0) e R?: z e R} y W = {(0,y) € R?:
y € R}. Si tomamos la unién de U y W, es decir, U U W, veremos que no es un subespacio de V. Esto se debe
a que la unién de U y W no es cerrada bajo la operacién de suma. Por ejemplo, al considerar los vectores (1,0)
de Uy (0,1) de W, la suma de estos vectores es (1,1) ¢ U U W.

En el caso en que la unién de dos subespacios sea de nuevo un subespacio podemos afirmar lo siguiente:

Proposicion 7.2 Sean U y W dos subespacios de un K-espacio vectorial V.. St U UW es un subespacio de V,
entonces W CU oU CW.

Demostracién: Supongamos que U U W es un subespacio de V, pero W ¢ U y U ¢ W. Esto implica que
existen vectores w € Wy u e U talesque w ¢ Uy u & W.

Consideremos la suma de estos vectores: u + w. Es clarto que u €e U CUUW yw € W C UU W. Por lo
tanto, siendo U U W un subespacio, u +w € U U W. Entonces, u +w e U ou+w € W.

Supongamos que u 4+ w € U. Entonces, podemos escribir w = (u + w) — u, lo cual implica que w € U, esto
es una contradiccién. Si u + w € W, razonamos de igual forma.

Por lo tanto, la suposicién inicial de que U U W es un subespacio de V.y W € U y U ¢ W lleva a una
contradiccién. Esto significa que W CU o U C W.

Ejemplo 7.7 1. Ejercicio 1. Segundo Parcial GAL1 interactiva. Noviembre 2023. Se considera el
conjunto Sy, C R3 dependiente del pardmetro m € R definido como Sy, = {(x,y,2) € R3 |z +y+ 2 =
m? — 2m + 1}. Entonces:
(A) Ezisten exactamente dos valores de m para los cuales S,, es un subespacio vectorial de R3.
(E) Eziste un tinico valor de m para el cual S,, es un subespacio vectorial de R3.
(I) S, es un subespacio vectorial de R® para todo valor del pardmetro m.

(O) No existe ningiin valor del pardmetro m para el cual S, sea un subespacio vectorial de R3.
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Solucion: Para que S, sea un subespacio vectorial, (0,0,0) debe pertenecer a Sy,. Eso implica que m? —

2m +1 =0, lo que equivale a m = 1 (condicion necesaria). Cuando m = 1, la ecuacion m? —2m + 1 es
homogénea y, por lo tanto, Sy, es un subespacio vectorial (condicion suficiente). En definitiva, Sy, es un
subespacio vectorial si y solo si m = 1.

2. Ejercicio 7. Examen GAL1 interactiva. Diciembre 2023. Se consideran las rectas v y s de

ecuaciones reducidas:
y=z y=x
z=0 v z=0

Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es falsa:

(A) r es un subespacio vectorial de R3.

(E) rN s es un subespacio vectorial de R3.

(I) s es un subespacio vectorial de R>.

(O) El plano que contiene a v y s es un subespacio vectorial de R3.
(U) rUs es un subespacio vectorial de R3.

(Y) {(0,0,0)} es un subespacio vectorial de r y de s.

Solucion: El origen (0,0,0) pertenece a las rectas v y s, por lo que son dos subespacios vectoriales de R3.
Como todo subespacio vectorial contiene al subespacio trivial {(0,0,0)}, entonces (A), (1) e (Y) son verdaderas.
Como la interseccion de subespacios vectoriales es un subespacio vectorial, entonces rNs es también un subespacio
vectorial de R®, y (E) es verdadera.

El origen también pertenece al plano que contiene a r y s, y entonces también es un subespacio vectorial de
R3. En consecuencia, (O) es verdadera.

La union de dos subespacios vectoriales en general no es un subespacio vectorial porque en general la union
no es cerrada bajo la suma. En este caso, podemos elegir, por ejemplo, (1,0,1) € r y (1,1,0) € s. La suma es
(1,0,1) +(1,1,0) = (2,1,1), que no pertenece ni a r ni a s, por lo que la afirmacion (U) es falsa.

7.3. Practico 7.

Practico 7.
Espacios y subespacios vectoriales.

Ejercicios Sugeridos:

1. Investigar si (R?, R, +,-) es un espacio vectorial en caso de que las operaciones de suma y producto se
definan de las siguiente maneras, para todo =1, T2, Y1, Y2 v A reales:

3y1 + 3y2, —x1 — x2), Az1,y1) = (31, 21);
T+ 22, Y1 +y2), Az1,41) = (Az1,0);

T2, Y2 (
(
(1 +22,0), Mz1,y1) = (Az1, Ayr);
(
(

€2,Y2

1,22 +Yy2), Aa1,y1) = (Ax1, Ayn);
|z1 + 22|, [y + y2]), A1, y1) = (JAz1], [Aa]).

€T2,Y2

€T2,Y2

~ o~ o~ o~ o~

) =
)=
T2,Y2) =
)
)=
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. Sea V C R3 dado por V = {(x,y,1) : z,y € R}.

Definimos la suma +y como:

1+ T2 Y1+ Y2
2 ’ 2

(Ilaylal) +v (z23y271):( 71)7

y definimos Xy como:
A Xy (z1,11,1) = (Az, Ay, 1).

Determinar si (V,R, 4y, Xy ) es un espacio vectorial.

Sea V un K espacio vectorial. A partir de los axiomas de espacio vectorial probar las siguientes propiedades
(se pueden ver los axiomas en las notas).

a) El neutro de la suma es tnico. Es decir, que si v, vy € V verifican que v1 +v = va +v = v para todo
v € V entonces vy = vs.

b) El opuesto es unico. Es decir, dado v € V' si v + v1 = v + v2 = Oy, entonces v; = va.
¢) Sea 0 € K (el neutro del cuerpo respecto a la suma). Para todo v € V' y se tiene que Ov = Oy
d) Sea Oy € V (el neutro del espacio). Para todo A € K y se tiene que AOy = Oy

)

e) Probar que para todo v € V, el opuesto de v es (—1)v, donde —1 es el opuesto de 1 en el cuerpo K.

. Sea V un R espacio vectorial.

a) Sean u,v € V dos vectores tal que 3v 4+ bw = Tv — 2w, mostrar que existe un A € R tal que v = w.
b) Sea v € V tal que 3v = v, probar que v = 0, es decir, v es el vector nulo.
(V,K,+,.) un espacio vectorial. Consideramos el conjunto F formado por todas las funciones de X que

toman valores en V. Es decir,
F ={f tales que f: X —» V}.

Definimos
= SUMA DE DOS FUNCIONES: (f + ¢)(z) = f(x) + g(z), =€ X;
= PRODUCTO DE UNA FUNCION f POR UN ESCALAR \: (Af)(z) = Af(z), =z€ X.

Mostrar que (F,K,+,-) es un espacio vectorial.

Consideremos el espacio vectorial F formado por todas las funciones reales de variable real. Investigar
cuéles de los siguientes subconjuntos de F son subespacios vectoriales:

a) para un o € R dado, el conjunto de las funciones f tales que f(zg) = 0;

b) el conjunto de funciones f que tiene al menos una raiz. Es decir, aquellas funciones f para las que

existe zp € R tal que f(zo) = 0.

Se considera el K espacio vectorial formado por las matrices n X n con entradas en K. En cada caso,
investigar si los subconjuntos de Mat(K),,«, son subespacios vectoriales:

a) el conjunto de las matrices simétricas, es decir, {A € Mat(K),, x,: A = A}.

b) el conjunto de las matrices antisimétricas, {4 € Mat(K),x,: A® = —A}.

¢) el conjunto de las matrices invertibles;
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d) el conjunto de las matrices no invertibles;
e) el conjunto de matrices da rango k;

f) el conjunto de matrices de traza 0 (recordar que la traza de una matriz es la suma de los elementos
de la diagonal);

g) el conjunto de matrices triangulares superiores;

h) fijado X € K", el conjunto de matrices A tales que AX = 0;

i) fijado B € Mat(K), x, el conjunto de matrices A tales que AB = BA;

4) el conjunto de matrices nilpotentes, es decir las matrices A tal que existe k € N que verifica A* = 0;
)

k) el conjunto de matrices idempotentes, es decir las matrices A tal que A2 = A.
7. Sea V = R3 como espacio vectorial. Determinar en qué condiciones los conjuntos S son subespacios
a) Fijo (a,b,c) #(0,0,0), S = {(z,y,2) : {(z,y,2), (a,b,c)) = d}.
b) Fijo (a,b,¢) # (0,0,0) y v € R3, S = {(z,v,2) : (x,9,2) A (a,b,¢) = v}.
¢) Fijor, S ={(z,y,2): [|(z,y,2)| = r}.
8. En cada caso, determinar si S es subespacio vectorial del espacio vectorial dado.

a) Para el espacio vectorial V = R3 considerar:
1) S={(a,b,c) €V; a+b+c=2};

2) S={(a,b,c) €V; 3a—2=3b+c};

3) S={(a,b,c)eV; a=b=c};

4) S={(a,a+b,a+b+c)€V; a,bceR}
5) S={(b—6¢,b,c) €V; b,ceR};

6) S={(b/c,b,c) €V; b,ceR, c#0};

7 S={(r,y,2) €V; z>z*+y}.
b) Para el espacio vectorial V' = R™ considerar:
1) S={(z1,...,2,) €V; 1 >0}

2) S={(z1,...,xn) EV; z1 =20 =" =1 };
3) S:{(th .,xn)EV; x1:$2='-~:xn:1};
4) S={(x1,...,2p) €V; 21+ T2+ + 35 =1}
5) S={(x1,...,2,) €V; 23 + 25+ -+ 22 =0};

6) S={(z1,...,2,) € V; x; < z; para todo ¢ < j}.
¢) Para el espacio vectorial V' = R, [z], formado por los polinomios de grado menor o igual que n y con

coeficientes reales, considerar:

1) S ={peR,[z]; p(a) =0}, donde a € R es un valor fijo;

; p(z) < p(2x)};

) (2]
) (2]
4) S={p e Ryfz]; p(1 —z) =p(1 +2) Yz € R};
) (2]
) []; [p(2)| < |p(22)[}.
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10.

11.

12.

13.

d) Para el espacio vectorial F = {f : R — R} formado por las funciones reales de variable real considerar:
1) S={ferF; f(1)=fO)}
2) S ={f € F; f(a?) = f(x)?, Yz € R};
3) S={f€F; fespar};

) S={f€eF; fesimpar};

5) S={f €F; f es periddica con periodo 7};

) S={f€F; fconl como raiz};

7) S={f €F; f con alguna raiz}.

Sea (S) un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con n incégnitas. Probar que las soluciones de (S)
son un subespacio de R™.

Interseccién de una colecciéon de subespacios.

a) Sea {S;}icr una coleccién subespacios de un espacio vectorial V. Mostrar que la interseccién S = n Si
iel
de todos los subespacios es un subespacio vectorial.
b) Sean xy,...,x, numeros reales. Mostrar que el conjunto de las funciones f reales y continuas tales
que f(x;) =0 parai=0,1,...,n es un espacio vectorial real.

Dados W7, W5 dos subespacios de V. Probar que si W = W;UW5 es un subespacio de V' entonces Wy, C Wy
oWy C Wi

Espacios de funciones. Para el espacio vectorial F = {f : R — R} formado por las funciones reales de
variable real determinar si los siguientes conjuntos son subespacios.

)

S ={f € F: fes continua}l;

= {f € F: fes derivable};
S ={f € F: fes derivable tal que f' = —f};
d) S={f e F: fes acotada}.

)
b) S
)
) S
e) S={feF: limy o0 f(x) = 0};
)
) S
) S
)

o

) S={feF: limysio flx ; es finito};
{ € F: limy i M es ﬁnito};
= {f € F: fes integrable};
S ={f € F: fes mondtona};

g
h

1
Sea A € Mat(R),, x,. Probar que los conjuntos
S = {v € Mat(R),,x1 : existe u € Mat(R), «1 tal que v = Au} C Mat(R),,x1 y
Ker = {u € Mat(R),x1 : Au = 0,1} C Mat(R),«1,

son subespacios vectoriales.
Sea V un K esp vectorial. Sean v, v9,v3 € V tres vectores de V. Probar que el conjunto
A:{UEV:’L}:)\101+/\2’U2+>\3U3, i EK}

es un subespacio de V.
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14. Suma de subespacios. Sea V un K espacio vectorial y Wy, Wy dos subespacios de V. Se define el
subconjunto de V' dado por:

W ={veV: tal que existen w; € Wy y wa € Wa con v = wy + wa}.

a) Probar que W es un subespacio de V.
b) Mostrar que W contiene a Wi y Wa.

¢) Probar que cualquier otro subespacio S que contenga a W7 y Wy también debe contener a W.

Se dice que W es la suma de los subespacios W7 y Ws.

15. Sean V = R™ y las siguientes operaciones + : V x V — V y x: R x V — V dadas por +(u,v) = uv y
*(A\,u) = u*. Probar que (V,R,+, ) es un R espacio vectorial.

7.3.1. Solucion Practico 7.

1. Ninguno es un espacio vectorial. Para cada parte se muestra una de las propiedades que falla, pero puede
haber otras.

a. No existe el neutro del producto. Recordar que el neutro del producto es un elemento A € R tal que
para todo (z1,1) € R? se cumple que

Az, 91) = (21, 91)

Utilizando la definicién del producto de esta parte, la ecuacién de arriba queda

(BAy1, z1) = (z1,91)
Y podemos observar que A depende del vector que tomemos, por lo tanto, no existe uno que sirva
para todos los vectores de R2.

b. No existe el neutro del producto. Esto es claro pues tomando cualquier vector que tenga segunda
coordenada no nula no va a existir A que verifique la definicién.

c. No existe el neutro de la suma. Andlogo a la parte anterior.

d. No existe el neutro de la suma. Consideramos un vector (z1,y1) y nos preguntamos si existe (z2,y2) €
R? tal que
(x1,91) + (22,92) = (21, %1)

Con la definicién de la suma de esta parte, la ecuaciéon anterior queda

(z1,22 +y2) = (z1,91)
Y podemos ver que las coordenadas del vector (x2,y2) dependen del vector (z1,y1) por lo tanto no
existe uno que verifique la definicién de neutro.

e. No existe el neutro del producto ni de la suma y tampoco se cumple la propiedad asociativa. Para
verificar la no existencia de los neutros alcanza considerar vectores con coordenadas negativas.
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2. No es un espacio vectorial. Veamos que no se cumple la existencia del neutro de la suma. Sea (z1,y1,1) €

R3, buscamos (72,2, 1) tal que

(xlayla 1) +V (m25y27 1) = (xlayla 1)

Usando la definicién de +y tenemos que

Tty T2+ Yo

1) = 1
( 9 ) 2 ) ) ('rhyl; )

Para que esta ecuacion se verifique, (x2,y2,1) debe cumplir que x5 = 21, y2 = y1, es decir, depende del
vector que elegimos.

Ver el manual del curso.

Recordar que a partir de la definicién podemos concluir que si W es un subespacio vectorial, entonces
0y € W. Esto nos servird para probar que algunos conjuntos no son subespacios vectoriales.
a. Es un subespacio vectorial. Verifiquemos las propiedades.

1. La matriz nula pertenece al conjunto por lo que el conjunto es no vacio.

2. Dadas dos matrices simétricas A y B, tenemos que
(A+B)!=A"+B'=A+B=A+B

por lo que la matriz A + B pertenece al conjunto.
3. Sea A una matriz del conjunto y A € R, entonces

(A)! = AA' = AA

por lo tanto, la matriz AA pertenece al conjunto.

Concluimos que el conjunto es cerrado bajo la suma y el producto por escalar y por lo tanto es un
subespacio vectorial.

b. Es un subespacio vectorial. El razonamiento es andlogo al anterior, utilizando propiedades de tras-
puesta.
c¢. No es un subespacio vectorial: La matriz nula no es una matriz invertible.

d. No es un subespacio vectorial: la suma de dos matrices no invertibles puede dar una invertible. Como
contraejemplo, tomemos n = 3 y consideremos las siguientes matrices no invertibles

100 0 0 0
A=10 1 0}],B=10 0 0
0 0 O 0 0 1

La suma de estas matrices da la identidad de 3 x 3 que claramente es una matriz invertible, por lo
tanto el conjunto no es cerrado bajo la suma.

e. No es un subespacio vectorial si k # 0.
En caso de que k£ = 0 el conjunto solo tiene a la matriz nula y por lo tanto es el subespacio trivial.

Si k # 0 tenemos que el conjunto no es cerrado bajo la suma ni el producto y ademés la matriz nula
no pertenece al conjunto, por lo tanto, no es un subespacio vectorial.
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f. Es un subespacio vectorial. Verifiquemos las propiedades

1. La matriz nula tiene traza cero por lo que sabemos que el conjunto no es vacio.

2. Sean A, B dos matrices de traza 0. Veamos que A + B tiene traza O.
tr(A+B) =tr(A)+tr(B)=0+0=0
3. Sea A una matriz de traza 0 y A € R. Veamos que AA tiene traza 0.
tr(AA) = Mr(A) =X0=0

Tenemos que el conjunto es no vacio y cerrado bajo la suma y el producto por escalar, por lo que es
un subespacio vectorial.

Aqui usamos propiedades sobre la traza vistas en el tedrico y précticos anteriores.

a. S es un subespacio vectorial sii d = 0. Notar que para d # 0, el vector (0,0,0) ¢ S. Puede verificarse
que esta es la tnica condicién para que se cumplan las propiedades de suma y producto.

b. S es un subespacio vectorial sii v = 0. Esto es porque para que (0,0, 0) pertenezca a S, debe cumplirse
que
(0,0,0) A (a,b,c) = v

Pero el producto vectorial de (0,0, 0) por cualquier vector da el vector nulo.

c. S es un subespacio vectorial sii 7 = 0. Para r # 0 el vector (0,0,0) no verifica la condicién pues su
norma es 0. Si r = 0 el conjunto es un subespacio vectorial trivial, solo tiene al vector nulo.

a. 1) No es un subespacio vectorial: el vector (0,0,0) no pertenece a S.
2) No es un subespacio vectorial: el vector (0,0,0) no cumple la condicién.
3) Es un subespacio vectorial.
b. 1) No es un subespacio vectorial: Sea (z1,...,2,) € S tal que 1 > 0y A < 0. Es claro que A\z; <0
por lo que A(z1, ..., zp) = (A21, ..., Axy) € S.
2) Es un subespacio vectorial. Veamos que verifica las propiedades.
El vector (0,0, ...,0) € S pues todas sus coordenadas son iguales.
Sean (z1, T2, ..., Zn), (Y1, Y2, -, Yn) € S. Tenemos que la suma de ellos es el vector (x1 +y41, 29+
Y2,y T + Yn) ¥ tenemos que

T1+Yy1=T2+Y2=..=Tp +Yn

Por lo que es cerrado bajo la suma.
Sea (x1,%2,...,Tn) ¥y A € R. Tenemos que A(x1,x2,...,x,) = (Ax1, Axa, ..., Az,) que verifica la
condicion y tenemos que el conjunto es cerrado bajo el producto por escalar.

3) No es un subespacio vectorial: el vector nulo no pertenece al conjunto.

c. 1) Es un subespacio vectorial.
2) Es un subespacio vectorial. Veamos que cumple las condiciones.
El polinomio nulo tiene raiz en « trivialmente. Ademads, al derivarlo, obtenemos nuevamente el
polinomio nulo por lo que se cumple la segunda condiciéon. Tenemos entonces que el conjunto no
es vacio.
Sean p,q € S y A € R. Tenemos que

(p+q)(a) =pla) +q(a) =0+0=0
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10.

11.

2)

(Ap)(@) = Ap(a) = A0 =0
P+ a)(a) =" +d)a) =p'(a) +q'(a) =0+0=0
(Ap)'(a) = Ap'(a) = X0 =0
Donde usamos la linealidad de la derivada. Tenemos entonces que p + ¢, Ap € S.

3) No es un subespacio vectorial: sumar dos polinomios del mismo grado puede dar un polinomio
de menor grado. Como contraejemplo podemos considerar los polinomios p(z) = 2" +1y ¢(z) =
—a™, ambos de grado n. Sin embargo, su suma es el polinomio (p + ¢)(z) = 1 que tiene grado 0.

1) Es un subespacio vectorial.

2) No es un subespacio vectorial: Si f € Sy A # 0,1 entonces

(A)(@?) = Af(2?) = Af(2)* # (Af(2))®

3) Es un subespacio vectorial.
Recordar que f es par si f(—z) = f(z). Claramente la funcién nula cumple esta propiedad.
Sean f,g € Sy A € R, entonces

(f +9)(=2) = f(=2) + g(—2) = f(2) + g(z) = (f + 9)(x)

(Af)(=z) = Af(—z) = Af(z) = (Af)(z)
Es decir, f +g,\f € S.

Probemos que el conjunto S cumple las propiedades. Dado que 0 € S; para todo i € I, tenemos que
0 € S y por lo tanto S # 0.

Sean ahora v,w € S, esto significa que v,w € S; para todo i € I. Ahora, como cada S; es un
subespacio vectorial, tenemos que v+ w € S; y por lo tanto, v +w € S. Concluimos que S es cerrado
bajo la suma.

Razonamos de forma analoga. Sea v € S y A un escalar. Entonces v € S; para todo i € I, y como
cada uno de ellos es un subespacio vectorial, Av € S; para todo ¢ € I. Concluimos que Av € S y por
lo tanto, S es cerrado bajo el producto por escalar.

Debemos probar que S = {f : R = R : f(xg) = f(x1) = ... = f(x,) = 0} es un subespacio vectorial.
Para esto podemos pensar a .S como interseccién de conjuntos del tipo S; = {f : R = R : f(x;) = 0}
y utilizar la parte anterior.

Es un subespacio vectorial. La funcién nula es continua por lo que el conjunto no es vacio. Ademds
suma de funciones continuas es continua y producto de una funcién continua por un escalar también
es una funcién continua.

Es un subespacio vectorial: La funcién nula es derivable, la suma de funciones derivables es derivable
y el producto de una funcién derivable por un escalar, es una funcién derivable.

Es un subespacio vectorial.

. Es un subespacio vectorial: La funcién nula es acotada. Ademds, sean f,g € S, entonces existen

K, K' reales positivos tales que |f(x)| < K para todo x € Ry |g(z)|] < K’ para todo x € R. Sea
A € R. Tenemos entonces que para todo xz € R

((f +9) @) = [f(z) + g(z)| < |f(@)] + |g(x)] < K + K’
(AN @) = [Mf(2)] = [l f(2)] < MK

Es decir, f + g y Af son funciones acotadas.
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14.

a. Observamos que 0y € W pues 0, = 0, + 0, y como W7 y W5 son subespacios vectoriales, ambos

contienen al neutro. Es decir, logramos escribir al neutro del espacio vectorial como una suma de un
elemento de Wi mas uno de Wh.

Por otro lado, dados v, w € W, tenemos que existen vi,w; € Wy y ve, we € Wy tales que v = v1 + v9
y w = wi + wo. Por lo tanto

U+’LU:(’U1 +02)+(w1 +w2):(v1 +’LU1)+(1)2+’U)2)

Como W7 y Ws son subespacios vectoriales, tenemos que (vi +wy) € Wi v (v2 + wa) € Wa, por lo
tanto, escribimos a v + w como un elemento de W y concluimos que el conjunto es cerrado bajo la
suma.

Sea ahora v € W y A un escalar. Tenemos que v = v; 4+ v2 donde v; € Wy y vo € Ws. Por lo tanto
A= Av1 4+ v2) = Avy + vy

Nuevamente, usando que W7 y W5 son subespacios vectoriales, tenemos que Av; € W1 y Avg € Wa.
Concluimos que Av € W, es decir, W es cerrado bajo el producto por escalar.

. Probamos solo que W7 C W pues la otra demostracién es analoga. Sea wy € W7, entonces, es claro

que
w1 = wy + Oy

Como W3 es un subespacio vectorial, Oy € W y logramos escribir a w; como una suma de un
elemento de W7 mas uno de Wy, entonces w, € W.

. Sea S un subespacio vectorial de V' que contiene a W1 y Wy yv sea w € W. Sabemos que existen

wy € Wiy we € Wy tales que w = wy + we. Como W7 y W5 son subconjuntos de S, tenemos que
w1y, we € S y como éste es un subespacio vectorial, wi; + we € S. Es decir w € S.
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7.4. Subespacios generados por un conjunto de vectores

En lo que sigue, nos enfocaremos exclusivamente en espacios vectoriales sobre el cuerpo de los ntimeros
reales. Por consiguiente, al referirnos a escalares, siempre estaremos hablando de nimeros reales. Es importante
senalar, sin embargo, que todos los conceptos y resultados pueden generalizarse para espacios vectoriales sobre
un cuerpo arbitrario.

En esta seccién, abordaremos un problema que desempenara un papel crucial en las secciones posteriores.
Consideremos un espacio vectorial V' y S un subconjunto no vacio (posiblemente infinito) de V' . Nos preguntamos
si existe algin subespacio de V' que contenga a S. Es importante destacar que si S es en si mismo un subespacio
de V, la respuesta es obvia: S es el subespacio que contiene se contiene a si mismo. Ademads, incluso si S no
es un subespacio de V, el problema tiene una solucién trivial: V' es un subespacio de V' que contiene a S. Sin
embargo, la pregunta interesante es si existe algin subespacio de V' que contenga a S y sea el més pequeno de
todos, en términos de contenciéon de conjuntos.

En otras palabras, buscamos el subespacio de V' que contiene a S pero no contiene a ningtin otro subespacio
propio de V que también contenga a S.

Definicién 7.6 Sea V' un espacio vectorial y vi,ve,--- ,v, vectores de V. Diremos que un vector v es una
combinacion lineal de los vectores vi,vs, -+ ,v,, Si existen escalares A1, Aa, -+ , A\, tales que:

V= A1 + AgUg + -+ + ApUp.

Si S es un subconjunto no vacio en un espacio vectorial V', denotamos como [S] al conjunto todos los vectores
en V que pueden ser expresados como una combinacién lineal de los vectores en S.

[S]:{’Ue‘/Z v:)\lv1+)\2v2+~-~+)\kvk, ’UiES7 )\iGR, Z:L,k,kEN}

Observemos que cada elemento de [S] es una combinacién lineal de un ndmero finito de elementos de S. En el
caso en que S = {vy,va, -+, U, }, entonces

[S]:{’UEVZU:)\1U1+)\2U2+~“+)\nvn, v; €8, \; €R, i:l,...,n}.

Nuestro propédsito es mostrar que el conjunto [S] es un subespacio de V' y es el subespacio més pequetio de V'
que contiene a todos los elementos de S. Llamaremos a [S] el espacio generado por S.

Teorema 7.1 Sean V un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de V. Entonces, [S] es un subespacio

de V.
Demostracién: Para demostrar que [S] es un subespacio de V', verifiquemos las siguientes propiedades:

1. Ezistencia del vector cero. Dado que S no es vacio, existe al menos un vector v € S. Podemos expresar el
vector cero como 0 = 0 - v. Por lo tanto, 0 € [S].

2. Cerrado bajo la suma de vectores. Tomemos dos vectores u y v en [S]. Por definicidn, existen escalares
)\la )\27 ey /\n Y H1, 2,5 Bk tales que:

u=Av1+ A2+ + A Yy U= pwn + pewse + o+ W,
donde v; € Sy w; € Sparatodoi=1,...,ny j=1,...,k Entonces,
U+ v =Avy + Aovo + -+ Avp + prwy + pows + - - -+ pUpWg.

Es decir, u + v es una combinacién lineal de los elementos de S. Por lo tanto, u + v € [S].
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3. Cerrado bajo la multiplicacion por escalares. Esta propiedad puede ser verificada por el lector interesado.

En el caso en que S = {v1,va,- - , v, }, se puede demostrar que ademés [S] es el menor subespacio de V' que
contiene a los vectores vy, vg, -, Up.

Ejemplo 7.8 Sean v = (1,2,3) y w = (—1,2,—2) dos vectores en V = R>®. Entonces, el menor subespacio de
R3 que contiene a los vectores v y w es

[{v,w}] = {/\11} 4+ Xow : Ay, Ag € R} = {/\1(1,2,3) + /\2(—1,2, —2) S AL, A € R}
Esto se puede simplificar como
[{U,’LUH = {(Al — )\2, 2)\1 =+ 2/\2,3A1 — 2)\2) : Al, )\2 S R}

Es decir, (z,y,z) € [S] siy solo si

)\1 — )\2 =,
21 +2X =y,
3)\1 - 2)\2 =2z,

lo que puede verse como un sistema con 3 ecuaciones lineales y 2 incdognitas. Al escalonar el sistema en su
representacion matricial, obtenemos:

2 2|y |=... =0 4 B y__lggf
3 2|z 0 0 z+?ff

Por lo tanto, la existencia de soluciones para este sistema implica que

—y— 10z
z+ 1 =0,

—10x —y+4z =0.
Es decir, el subespacio generado por los vectores v = (1,2,3) y w = (—1,2,—2) es el plano —10z — y + 4z = 0.

Definicién 7.7 Sea V' un espacio vectorial y W un subespacio de V. Decimos que un subconjunto S de W es
un generador de W si [S] = W. En otras palabras, S es un generador de W si cada elemento de W puede ser
expresado como una combinacion lineal de elementos de S.

Ejemplo 7.9 1. Consideremos el espacio vectorial V = R3.
a) Sea el conjunto S definido como:
S =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

En este caso, cualquier vector en [S] tiene la forma a(1,0,0) 4+ b(0,1,0) + ¢(0,0,1), donde a, b y ¢
son nimeros reales. Por lo tanto, podemos escribir [S] de la siguiente manera:

[S] = {(a,b,c) eR®: a,b,c € R} =R®.

De esta forma, el espacio generado por S en R? es el propio R3, lo que significa que S es un conjunto
generador del espacio completo.
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b)

Sea el conjunto S definido como:
S ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,0)}.

Si intentamos formar cualquier combinacion lineal de estos vectores, notamos que no podemos obtener
vectores en R3 que tengan una componente no nula en la tercera coordenada (componente z). El tercer
vector en S, (0,0,0), siempre produce un vector nulo sin importar los escalares utilizados.

Por lo tanto, no podemos generar todos los vectores en R3 utilizando unicamente los vectores en S.
[S] = [{(1,0,0),(0,1,0)}] = {(a,b,0) € R* : a,b € R}.
Sea el conjunto S definido como:
S =1{(1,2,3),(0,1,-1),(2,5,4)}.

Queremos determinar si S genera todo el espacio R3. Para hacerlo, vamos a verificar si podemos
expresar cualquier vector (,y,2) en R® como una combinacion lineal de los vectores en S.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
A1(17 27 3) + )\2<07 1a _1) + )‘3(2a 5; 4) = (l‘, Y, Z)

Donde A1, A2, A3 son los escalares que buscamos determinar. Expandiendo y agrupando las coordena-
das, obtenemos el sistema:

A+ 0 +2\3 =1

201+ X+ 53 =y

3\ — A +4A3=12

Resolviendo este sistema de ecuaciones, encontramos los valores de A1, A2, A3 que permiten expresar
cualquier vector (x,y, z) en términos de los vectores en S. Si resolvemos el sistema, encontraremos:

A1 = —92 + 2y + 2z,
Ao =2z —Tx + 2y,
A3 =br—y— =z

Esto significa que cualquier vector (z,y,2) en R® se puede expresar como una combinacion lineal de
los vectores en S utilizando los escalares obtenidos. En conclusion, el conjunto

S =1{(1,2,3),(0,1,-1),(2,5,4)}

genera todo el espacio R3, y las coordenadas de cada vector se pueden determinar resolviendo el
sistema de ecuaciones correspondiente.

2. Consideremos el espacio vectorial V = Mat(R)ax2. Sea el conjunto S definido como:

{00060y

Queremos determinar el espacio generado por S, es decir, [S]. Observamos que [S] consiste en todas las
matrices A € Mat(R)axo tales que A® = A. En otras palabras, [S] estd formado por las matrices simétricas
de tamano 2 X 2 y se puede describir como:

a b

[S] = {A € Mat(R)oxo: A= (b c> , donde a,b,c € R} )



ESPACIOS VECTORIALES. 281

Ademds, notamos que el conjunto Sy dado por:

s {96 26 )

también genera el mismo subespacio que S. Esto se debe a que cualquier matriz simétrica A se puede
expresar como una combinacion lineal de las matrices en Sy de la siguiente manera:

A_a+c 10 L a-c 1 0 +b0 1
2 \0 1 2 \0 -1 10)°

Por lo tanto, hemos demostrado que tanto S como S1 generan el mismo subespacio.

3. Consideremos el espacio vectorial V- = Ry[z]. Sea el conjunto S definido como:
S ={1,z,2°}
En este caso, el conjunto S es un generador de todo el espacio vectorial V.

Observacion 7.3 Notamos previamente que la union de subespacios no forma necesariamente un subespacio.
No obstante, podemos demostrar que para dos subespacios U y W de un espacio vectorial V', se cumple siempre
que

[UUW]=U+W.

Para demostrar la igualdad [UUW)] =U + W, debemos probar la inclusion en ambas direcciones.

1. [UUW] C U+ W: Es trivial pues [U U W] es el subespacio mds pequenio que contiene a U UW.

2. U+ W C [UUW]: Tomemos un vector v € U +W. Por definicion, existen vectores w € U y w € W tales
que v = u + w.
ueUcCUUW

weWCcUUW
Por lo tanto, v=u+w € [UUW].
En ocasiones, el conjunto de vectores utilizado para generar un subespacio puede contener informacion

redundante. No todos los elementos del conjunto son necesarios para generar el subespacio correspondiente.
Esta observacién se puede evidenciar mediante la siguiente proposicién.

Proposicién 7.3 Sea V' un espacio vectorial y {vi,vs,- -+ ,v,} un conjunto finito de vectores en V. Si alguno
de los vectores, digamos v;, es una combinacion lineal de los restantes (n — 1) vectores, entonces los espacios
generados por los conjuntos {v1,va, -+ , Ui+ U} Yy {U1,V2, + ,Vi_1,Viq1,++ ,Un} SON iguales, es decir,

[{Ula V2, Uy ,Un}] - [{UlaUQa e 7Ui—17vi+1? e 7Un}]-
Demostracién: Es obvio que [{v1,va, -+ ,0i—1, Vi1, s Un ] C [{v1,02, + ,0i—1,05,Vig1 -+, Un }].

Ahora, supongamos que v; es una combinacién lineal de los vectores restantes, es decir, existen escalares
AL, A2,y Ais 1, Aig, - - -5 A tal que:

V; = MU+ Ave oo F N 101 F A1V - AU
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Para demostrar la otra inclusién tomemos un vector v en [{v1,va, ..., V;—1,V;, Vit1, ..., Uy }]. Por definicién,
existen escalares oy, g, ..., 01, Q;, Qyig1, ..., Qy tales que:

V= U1 + QU2 + ..o+ QG V-1 + QU+ 01Vl e QU
Entonces podemos reescribir el término correspondiente a v;
a;iv; = oy (Ao + Aava + oo+ XNic1Uim1 + N1 Vi1 - Apon)
Por lo tanto,
v =1 tagvat. ..+ 101+ (Ao . N 10im 1 F N1Vt F AU ) F Q101 U,
Reagrupando los términos notamos que v € [{v1,v2,+ , Vi1, Vit1, " ,Un}-
Corolario 7.1 Sean S y S1 dos subconjuntos de un espacio vectorial V y vy € V. Entonces:
1. 8i 51 =S U{vp}, entonces [S1] = [S] si y solo si vy € [S].
2. [S]=1[9] siysdlosiSC[S]yS C[9].
Ejemplo 7.10 El conjunto {(1,0,1),(0,1,0)} genera el mismo subespacio en R? que {(1,0,1),(0,1,0),(1,1,1)}
pues (1,1,1) = (1,0,1) + (0, 1,0).
7.5. Dependencia e independencia lineal.

Definicién 7.8 Sea V' un espacio vectorial. El conjunto no vacio S = {v1,va, -+ ,v,} C V es linealmente
dependiente si existen escalares A1,--- , Ap, no todos iguales a 0, tales que

A17114""‘|‘)\71U7L:0

Si no existen tales escalares, entonces decimos que S = {v1,vq9, -+ ,v,} es linealmente independiente. En
otras palabras, S = {v1,ve, - ,v,} es un conjunto linealmente independiente si, y sdlo si, satisface la siguiente
condicion: Sean A1,--- , A, escalares tales que

>\1’Ul+"'+)\nvn:0;

entonces \; = 0 para todo i =1,--- n.

En lo que sigue, utilizaremos la expresién: “los vectores vy, va, ..., v, son linealmente independientes (de-
pendientes)” para referirnos al caso en el que el conjunto S = {v1,va,...,v,} sea linealmente independiente
(dependiente) [

La definicién anterior también puede extenderse a subconjuntos no vacios cualesquiera de V. En este caso,
dado un espacio vectorial V' y un subconjunto (posiblemente infinito) S de V, diremos que S es linealmente
dependiente si existen vectores distintos vy, va, - ,v, de S y escalares A1,---, \,, no todos iguales a 0, tales
que

v+ - Ao, = 0.

Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente independiente.

2Usualmente abreviaremos la expresién linealmente dependiente o linealmente independiente por L.D. o L.I.
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Ejemplo 7.11 1. Consideremos el espacio vectorial V = Ra[x] y el conjunto S = {1+ x,2— 22,3+ —222%}.
Ezxpresando el polinomio cero como combinacion lineal de los elementos del conjundo dado tenemos:

a(l+x) + b2 —2%) +c(3+z —22%) = 0.
Agrupando los términos, obtenemos la siguiente ecuacion:
(a+2b+3c) + (a+c)x+ (=b—2c)x? = 0.

Para que esto se cumpla para todo x, los coeficientes de cada término deben ser cero. Resolvemos el sistema
de ecuaciones resultante:
a+2b+3c=0

a+c=0
—b—2¢c=0

La unica solucion del sistema es a = 0, b = 0, ¢ = 0. Por lo tanto, concluimos que el conjunto S =
{1 +2,2— 22,3+ 2 — 222} es linealmente independiente.

2. Consideremos el espacio vectorial V = Mat(R)axo. Tomemos el siguiente conjunto de matrices:

{ 1 0 0 1 0 0 0 0 }
0 0/’\0 0/’\1 0/’\0 1
. 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 . ,
Al considerar a (O O) +b (O O) +c (1 O) +d (O 1) = (O 0>, Ezxpandiendo la suma de matrices,

obtenemos:
a by (0 0
c d)  \0 0

La unica solucion es a =b=c=d = 0. Esto indica que S es linealmente independiente.

3. Consideremos el espacio vectorial V = Cla,b]. Tomemos el conjunto S = {sin?(z), cos?(x), 1}. Utilizando
la identidad trigonométrica sin®(z) + cos?(x) = 1, podemos expresar los elementos del conjunto S de la
stguiente manera:

(1)sen?(z) + (1)cos*(z) + (—1)1 = 0.

Hemos encontrado una combinacion no trivial de los elementos de S que se iguala a la funcién constante
de wvalor cero. Por lo tanto, podemos concluir que el conjunto S es linealmente dependiente en el espacio
vectorial V = Cla, b].

Proposicién 7.4 Sea V un espacio vectorial. Si S = {v1,vs,...,v,} es un conjunto de vectores en V con
n > 2, entonces S es linealmente dependiente si y solo si al menos uno de los vectores vy, es combinacion lineal
de los demds vectores en S.

Demostracién: Supongamos que S = {v1,v9,...,v,} es un conjunto linealmente dependiente en V. Esto
implica que existen escalares A1, Aa, ..., Ay, no todos iguales a cero, tales que

)\11)1 + AQ'UQ + ...+ )\nvn =0.
Sin pérdida de generalidad, asumimos que A; # 0. Multiplicando toda la ecuacién por A] ! obtenemos

v1 = =] Ava — AT A3 — .. = AT A,
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Esto muestra que v; puede expresarse como una combinacién lineal de los demés vectores en S.
Reciprocamente, supongamos que algin vector, digamos v; € S, es combinacién lineal de los restantes

V1 = AUz + A303 + ...+ A Up.

Entonces la ecuacién
(—1)’01 + Aovg + A3v3 + ...+ A, =0

tiene al menos un coeficiente no trivial. Por lo tanto S es linealmente dependiente.

Ejemplo 7.12 1. Consideremos el espacio vectorial V. = R3. Utilizando la proposicion anterior para el
caso n = 2, podemos concluir que dos vectores vi,vs € R® son linealmente dependientes si y solo si son
colineales, es decir, pertenecen a la misma recta.

2. Consideremos el espacio vectorial V. = C0,1]. Utilizando la proposicion anterior para el caso n = 2,
podemos concluir que las funciones fi = 2x y fo = |z| en C[0,1] son linealmente dependientes. Sin
embargo, si consideramos el espacio vectorial V. = C[—1,1], las mismas funciones fi = 2x y fo = |z
resultan ser linealmente independientes.

Observacién 7.4 Sea S = {vy1,...,v,} un conjunto de n vectores de un espacio vectorial V.. Consideremos un
vector v € [S], el cual puede ser expresado como una combinacion lineal de los vectores de S: v =cajvy + ...+
apvn. Los escalares aq, ..., an que determinan el vector v son dnicos si y solo si el conjunto {vy,...,v,} es

linealmente independiente.
En efecto, supongamos que S es linealmente independiente y sea v € [S]. Si v se puede expresar de dos
formas diferentes:

V=001 + ... F U, = AU+ ..+ AU,

obetenemos
(a1 = A)vr + ..o+ (n — Ap)vp, = 0.
Usando que la independencia lineal del conjunto S, obtenemos que (; — A;) = 0 para i =1,--- ,n. Por lo tanto
a; =M parai=1,---,n.
Reciprocamente, si todo vector in [S] es puede expresar de manera unica como combinacidn lineal de los
vectores vi,...,V,, en particular para el vector cero 0 tenemos

0=0v; 4+ -+ 0v,

Por lo tanto, no existe ninguna combinacion lineal de los v; con coeficientes no todos nulos que sea el vector
cero.

Proposicion 7.5 Sea V' un espacio vectorial y S un conjunto finito de vectores.

1. Si S es linealmente independiente y S1 es un subconjunto no vacio de S, entonces Sy también es linealmente
independiente.

2. Si 51 es un subconjunto no vacio de S que es linealmente dependiente, entonces S también es linealmente
dependiente.

Demostracion:
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1. Supongamos que S es linealmente independiente y S1 = {v1,va,...,v,} es un subconjunto no vacio de S.
Queremos demostrar que S7 es linealmente independiente.

Supongamos, por el absurdo, que S; es linealmente dependiente. Esto significa que existen escalares
A1, A2, ..., An, no todos nulos, tales que

)\1’01 +)\2U2+... +)\n’l)n =0.

Podemos completar la ecuacién anterior con los restantes vectores de S si es que los hay, multiplicados
por el escalar cero, obteniendo una combinacién lineal no trivial de todos los elementos de S. En otras
palabras, existe una combinacién lineal no trivial de los elementos de S igual a 0, lo cual contradice la
hipétesis de que S es linealmente independiente.

Por lo tanto, S; debe ser linealmente independiente.
2. La prueba del segundo enunciado se deja como ejercicio para el lector.

Proposicién 7.6 Sean V' = R™ y los vectores vi,vs,...,v, en V donde, v; = (aij,a2;,...,an;) para j =
1,2,...,n. Consideremos la matriz A de tamano nxXn cuya j-€ésima columna estd constituida por las coordenadas
del j-ésimo vector v;. Entonces, los vectores v1,vs, ..., vy, son linealmente dependientes si y solo si |A| = 0.

Demostracion: Supongamos que los vectores vy, vs, ..., v, son linealmente dependientes. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que v; es combinacién lineal de los restantes:

V1 = AU + ...+ ApUn

Realizamos las siguientes operaciones elementales entre las columnas de A: reemplazamos la primera columna
Al por A! — 22;2 \;A7. Esto nos permite obtener una matriz A’ con la propiedad de que su primera columna
es el vector cero. Por lo tanto, |A| = |A'| = 0.

Reciprocamente, supongamos que |A| = 0. Consideremos el sistema homogéneo de ecuaciones lineales AX =
0, entonces este sistema tiene soluciones no triviales. Por lo tanto, existen reales A1, A, ..., Ay, no todos iguales
a cero tales que:

a1 ai2 oo Q1n )\1 0
a1 a99 . agn )\2 0
an1 Ap2 ... Qapnp )\n 0
Esto es equivalente a A\jv1 + Asva + ...+ Apv, = 0. Por lo tanto, v, vs, ..., v, son linealmente dependientes.

Asi, una forma de determinar si n vectores en R™ son linealmente independientes es construir la matriz A
de tamano n x n colocando los vectores como columnas de A en cualquier orden y luego calcular |A]. Dado que
|A| = | A, se obtiene el mismo resultado si se colocan los vectores como filas en la matriz.

Corolario 7.2 Sea V = R3. Entonces, los vectores vi,vs,v3 son linealmente dependientes si y solo si los 8
vectores se encuentran sobre un mismo plano que contiene al origen de R>

7.6. Practico 8

Practico 8.
Combinaciones lineales, dependencia e independencia lineal.

Ejercicios sugeridos:
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Combinaciones lineales y generadores

1. Investigar si el vector v es combinacién lineal del conjunto A y si lo anterior es posible dar una combinacién
lineal que lo realice.
a) A={(1,2,1); (3,-1,5); (1,1,0)} y v = (3,0,6).
b) A=1{(1,3,2,1); (2,-2,-5,4); (2,—1,3,6)} y v =(2,5,—4,0).
) A={2—2z, 2z — 2%} yv =065z + 2%
d) A={3x3+x, 222 +2—1, 32% - 222> +2r — 1} y v = =323 + 42 + 2 — 2.

aa={(3 ) (V) (8 e (23
pas{(2 ) (0 5) (8 ) e (0 2)

2. Hallar un generador finito del subespacio S, como R espacio vectorial.

) S={(x,y,2) ER®:z+y+2=0}.

) S ={peRsz]: p(1 —z) =p(1+z), Vx € R}.
) S ={peRsz]: p(0) =0}.

d) S ={A € Mat(R)3y: A es simétrica }.

e) S={A € Mat(R)sx3: A es antisimétrica }.

a
b

o

3. Determinar si el conjunto de vectores A es un generador del espacio vectorial V.

a) V=R? A={(1,n), (\/5, e)}.
b) V=R3 A={(0,1,1),(0,0,1), (1,1,1), (1,-1,1)}.
c) V=R, A={(-1,2,0,0), (2,0,—1,0), (3,0,0,4), (0,0,5,0)}.

(
2 1 0 0 3 -1 0 0
e) V=Rslz] , A={1, (z—2), (x —2)%}.
4. Determinar si los conjuntos A; y Ay generan el mismo subespacio vectorial de R3.

A= {(172a 71)7 (07 1, 1)7 (2757 *1)}3 Ay = {(*27 7670)3 (17 1, 72)}

Conjuntos LI, conjuntos LD y conjuntos generadores.

5. En los siguientes casos determinar si el conjunto A es linealmente independiente. Cuando no lo sea en-
contrar un subconjunto linealmente independiente que permita expresar a los restantes vectores como
combinacién lineal del subconjunto seleccionado.

a) A=1{(1,2,3), (0,1,2), (1,1,1),(2,3,4)}.

na-{(4L %) (G 3) (1) (7))
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C) A= {pl? b2, P3, p4} - RQ[IL donde
pi(x) =a® +1, po(z) =2” +a, ps(z) =2+2, pa(r)=2"+3a.

6. Discutir cudndo los siguientes conjuntos A son linealmente independientes segiin a € R. Para los casos
donde no lo sean, hallar un subconjunto con la mayor cantidad de elementos posible que sea linealmente
independiente.

a) A={(a,a?1), (-1,a,a), (0,2a% a®+1)}.

b)A{(} 2) (_al (1)> <3 g)}

7. El conjunto A dado genera un subespacio S C Mat(R)3x2. Eliminar elementos de A hasta conseguir un
generador de S que sea LI.

G ) ) G}

8. En los siguientes ejemplos determine en qué casos el conjunto es LI

a) En las siguientes figuras, determine si el conjunto {v,w} C R? es LI.

b) En la siguientes figura, determine si el conjunto {u, v, w} C R? es LI

u ' .

¢) Utilizando las siguientes figuras determine si el conjunto de funciones {f, g, h} es LI
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A

d) En las siguientes figuras se expresan los gréficos (parciales) de funciones polnémicas, determine si
{f,9} o {f,g,h} es un conjunto LI de Ry[z].

9. Considere la siguiente familia de funciones:
A = {sen(x), cos(x), sen(2z), cos(2x)}.
Probar que A es un conjunto LI.
10. Sea V un espacio vectorial.

a) Dado A C V un conjunto LI y v € V' un vector. Probar que C = AU {v} es LI si y solo si v ¢ [A].

b) Sean u, v, w tres vectores de V. Probar que {u,v,w} es LI si y solo si {u+v,v,w — v+ u} es LL

11. Sean A € Mat(R),,x, una matriz, C = {v1,vs,...,v;} un subconjunto de vectores de R™ y
B ={Avy, Avg, ..., Avy} CR™.

Discutir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Si C es linealmente independiente entonces B es linealmente independiente.
b) Si B es linealmente independiente entonces C es linealmente independiente.

¢) SiC es linealmente dependiente entonces B también lo es.

En el caso de que alguna de las afirmaciones sea falsa dar un contraejemplo, y estudiar cudl o cudles
hipdtesis adicionales sobre A permiten asegurar que la afirmacién es verdadera.
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12. Sea {v1,va,...,v,} un conjunto LI de un espacio vectorial V. Se considera el vector

n
v = E aivi,
i=1

ai,ag,...,a, € R.
n

n n
a) Asumiendo que > a; # 1, > Ai(v; —v) = 0, probar que Z A = 0.

=1 =1 i=1

b) Bajo la hipdtesis que > a; # 1, probar que {(vy — v), (va —v),..., (v, —v)} es LL
i=1

¢) Si Y a; =1 probar que {(v1 —v), (v2 —v),..., (v, —v)} es linealmente dependiente.
i=1

13. Sea F = {f : RT — R} el R—espacio vectorial con las operaciones usuales. Determinar si los siguientes
conjuntos son LI.

a) {sin(z), €, 2%} b) {cos(z), cos(z +1), cos(x+2).}

14. Probar que el conjunto {z*: k € N} es LI en R[x], siendo R[x] el espacio vectorial de los polinomios.

15. Probar que el conjunto {sin(kx): k € N} es LI en el R—espacio vectorial F de las funciones de [0, 27] a R.

7.6.1. Solucién Practico 8.
Combinaciones lineales y generadores.

1. a. El vector v es combinacién lineal de los elementos de A y la combinacién lineal es
1.(1,2,1) +1.(3,-1,5) + (—1)(1,1,0)
c. El vector v es combinacién lineal de A y la combinacién lineal es
2(1,3,2,1) + 1(2,—-2,-5,4) + (—1)(2,—1,3,6)

e. El vector v no es combinacién lineal de A. Para ver esto, nos preguntamos si existen escalares «, 3,7y
tales que
323t 4a? +x—-2=0a(B23 + 1)+ B(—222 + 2z — 1)+ (22 — 1)

Para que estos polinomios sean iguales, tenemos que igualar coeficiente a coeficiente y obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones

3a+3y=-3
—28—-2vy=4
a+B+28=1
—B—y=-2

que es incompatible. Es decir, no existen «, 3,7 que realicen la combinacién lineal.
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f. El vector v es combinacién lineal de A: Para ver esto, nos preguntamos si existen «, 3,7 € R tales

que

2 -1 1 0 0 -1 1 -2
(%)= )@ )k )
A partir de esto, podemos armar el siguiente sistema de ecuaciones

a+vy=2
—B—=2y=-1
B+2y=1
a+y=2

Este sistema es compatible indeterminado y una de las soluciones es (2, 1, 0), es decir, una combinacién
lineal de los elementos de A que da el vector v es

(o )6 0) el )

. Para encontrar un generador, reescribimos al conjunto de la siguiente forma S = {(z,y,z) € R? :

z = —x — y}. Ahora imponemos esa condicién sobre los puntos genéricos (x,y,z) y obtenemos
S ={(z,y,—z —y) : z,y € R} = {(x,0,—x) + (0,y,—y)} = {z(1,0,—-1) 4+ y(0,1,—1)}. Conclui-
mos que todo vector del subespacio S puede escribirse como una combinacién lineal del conjunto
{(1,0,-1),(0,1,—1)} y por lo tanto, éste es un generador de S.

. Para encontrar un generador de S veamos primero cémo son los elementos de este conjunto. Sea p un

polinomio cualquiera de grado menor o igual a 3, entonces p es de la forma p(z) = ax® + bx? + cx +d.
Para que p € S, debe cumplirse que p(1 + z) = p(1 — ), es decir

al+2)? +b(1+2)* +c(l+2)+d=a(l —2)* +b(1 —2)? +c(l —x)+d

Desarrollando los términos, llegamos a que las condiciones sobre los coeficientes de p son a = 0 y
¢ = —2b. Es decir, p € S sii p(z) = bx? —2bx +d = b(x® —2z)+d,1. Por lo que el conjunto {2? —2z,1}
es un generador de S.

. Un generador de S es el conjunto

1 00\ /010y /o001 /000 /000 /000
{0007100,000,010,001,000}
000/ \ooof \1 oo/ \ooo \o1o/ \oo1

. El conjunto es un generador de V. Para ver esto, consideramos un vector (x,y) € V genérico y

verificamos que existan escalares «, 3 tales que
a(l,m) + B(V2,€) = (z,y)

Para que esto suceda, deben cumplirse las siguientes ecuaciones

{a—&—\/iﬂ:x

Ta+eB =y
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A partir de esto podemos plantear una matriz y observar que tiene rango 2, por lo tanto el sistema
es compatible determinado. Es decir, existen a y 8 que verifican ambas ecuaciones y por lo tanto,
realizan la combinacién lineal para cualquier vector (z,y).

. Esun generador. Andlogamente a la parte anterior, nos preguntamos si para cualquier vector (x,y, z) €

R3 existe una combinacién lineal A que nos dé este vector. Eso se traduce a clasificar el siguiente
sistema de ecuaciones
as+oayg =

ap+az—aqg =y
a1 t+oag+a3+ag =2

Nuevamente planteando la matriz puede observarse que el sistema es compatible determinado cual-
quiera sea (z,y,z) y por lo tanto el conjunto A es un generador.

. Es un generador. Se prueba de forma anéloga a la parte anterior.

. Es un generador. Verificamos que existen «, 3,7, € R tales que

o 2 1 48 0 0 + 3 -1 i 0 0\ (a b
00 2 1) 770 o 3 1) \c d
Donde esta tltima es una matriz genérica. A partir de esto podemos plantear el siguiente sistema

20+ 3y =a
a—v=>b
286+30=c
B+d=1

Vemos que para cualquier a, b, ¢,d € R esto es un sistema compatible determinado, donde los valores
de «a, 8,7, quedan determinados en funcién de las entradas de la matriz genérica.

e. Es un generador.

4. Una forma de probar esto es verificar que podemos construir los elementos de As a partir de los de A; y

5.

viceversa.

Tenemos que los vectores de A; cumplen que

(-2,-6,0) = —2(1,2,—1) — 2(0,1,1)

(1,1,-2) =1(1,2,-1) — 1(0,1,1)

Por lo que, a partir de As podemos generar a todo vector generado por estos.

Hay que verificar que vale al revés.

Conjuntos LI, conjuntos LD y conjuntos generadores.

a. El conjunto A No es L.I. Para verificar esto, planteamos una combinacién lineal de los vectores de A

y la igualamos al vector nulo.

a1(1,2,3) 4+ a2(0,1,2) + as(1,1,1) + a4(2,3,4) = (0,0,0)
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A partir de esto, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

ar +ag+2a4 =0

2000 + oo + ag + 3a4 =0

3a1 + 200 + a3 +4ay =0
que es compatible indeterminado, es decir, existen escalares no todos nulos que realizan la combinacién
lineal.

Un subconjunto L.I. es {(1,2,3),(0,1,2)}. Observar que la cantidad de vectores L.I. del conjunto es
igual al rango de la matriz correspondiente al sistema.

. El conjunto A L.I. Para ver esto, razonamos analogamente a la parte anterior y obtenemos un un

sistema de 4 x 4. En este caso, la matriz correspondiente a este sistema tendra rango 4.

. No es L.I. y un subconjunto L.I es {p1,p2, p3} pues existe una combinacién lineal de ellos que da el

polinomio py.

. El conjunto es L.D. para cualquier valor de a. Para ver esto, planteamos una combinacién lineal de

los vectores del conjunto y la igualamos al vector nulo. Como en partes anteriores, eso nos da un
sistema de ecuaciones y podemos ver que la matriz correspondiente es

a —1 0
M=1[a> a 2a>
1 a a®+1

Podemos escalerizarla y ver que tiene rango menor a 3 o estudiar su determinante. Haciendo esto
ultimo, llegamos a que det(M) = 0 para cualquier valor de a.

Ademsas, un subconjunto L.I. es {(a,a? 1),(—1,a,a)} pues

(0,2a%,a* + 1) = 1.(a,a* 1) + a.(—1,a,a)

. El conjunto es L.I. siempre que a # 2,—1. Para ver esto, planteamos una combinacién lineal de los

elementos igualada al vector nulo:

1 0 -1 0 2 0 0 0
a<1 a>+ﬁ<a 1)*7(1 3) - (0 0)
Para resolver este sistema, armamos la siguiente matriz y estudiamos su determinante
1 -1

2
M=|1 a 1
a 1 3

Tenemos que det(M) = —2a? + 2a + 4. Esto se anula sii a = —1 y a = 2. Es decir, para a # —1,2 el
sistema es compatible determinado y por lo tanto el conjunto es L.I. Para los otros valores de a, el
conjunto es L.D.

Si a = 2 entonces un subconjunto L.I. es { <i (2)> , <_21 (1))}

. . 10 2 0
Y si a = —1 un subconjunto L.I. es {(1 1) , (1 3)}



ESPACIOS VECTORIALES. 293

7. El conjunto ya es L.I. y genera a todo el espacio de matrices de 2 x 2

8 ¢ 1.
2.

Las funciones son L.I.

Las funciones son L.D. Podemos observar en el gréifico que g es f + k donde k es una constante
(g es simplemente f trasladada hacia arriba). Ademas, la funcién h es constante, por lo tanto,
podemos multiplicarla por un escalar y obtener la constante k¥ de modo que g = f + Ah.

. Las funciones son L.D. Alcanza observar que ambas son polinomios de grado 1 por el origen, es

decir, son de la forma f(z) = az, g(x) = bz donde a y b son constantes no nulas. Es claro que
podemos tomar A = b/a y tenemos que g(z) = Af(x).
Las funciones son L.D.

. Las funciones son L.I. Tenemos que f(z) = axz+by g(z) = ax + c. Para que fueran L.D. deberia

existir una combinacién no trivial de estas funciones que dé la funcién nula. Esto no es posible.

. Las funciones son L.I. Para ver esto, supongamos que f(z) = az y g(z) = cx + d. Tomamos

«, B € R y planteamos la siguiente combinacion lineal

aazr + Bcx+d) =0

Para que esto se cumpla para todo = € R, se debe cumplir lo siguiente

aa+ Bec=0
Bd =0

que es un sistema compatible determinado y por lo tanto la tnica combinacién lineal que da la
funcién nula es la trivial.

. Las funciones son L.D. Esto es porque ambas funciones son polinomios de grado 2 y tienen las

mismas raices.

. Las funciones son L.D. Pensar andlogamente a la parte a.2)
. Las funciones son L.I.

9. Lo que queremos probar es que si oy, as, ag, g € R cumplen que

aysen(x) + azcos(x) + agsen(2x) + aygcos(2x) =0

Para todo = € R, entonces a; = as = az = ay = 0.

Tenemos que si los coeficientes cumplen la ecuacién anterior para todo x, entonces en particular se cumple

que:

= Para x = 0, la ecuacion es: ag + a4 =0
» Paraz=m/4: <L + 22 4 a3 =0

V2 V2

= Parax =7/2: a1 — oy

= Parax =7 —ag + ay

Armamos entonces la siguiente matriz

(7.1)

[ =)
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Que tiene rango 4 por lo que el sistema es compatible determinado y la tinica solucién es a3 = ap = ag =
y = 0.

10. a. Ver manual del curso.

b. Supongamos que el conjunto {u,v,w} es L.I. y sean a, 3, tales que
afu+v)+ v +y(w—v+u) =0y
Operando llegamos a que entonces debe cumplirse que
(@a+u+(a+B=7v+yw=0vy

Dado que {u,v,w} es L.I., tenemos que

a+v=0
at+pf—-7=0
v=0

Por lo tanto o = § = = 0 y concluimos que {u + v,v,w — v + u} es un conjunto L.I.
El reciproco es analogo.

11.  a. Falso: Esto ocurre unicamente cuando el rg(A) = n.

b. Verdadero. Notar que como A\jAvy + ... + Ay Av, = A(A1v1 + ... + Apvy), si existieran Ag, ..., A, no
todos nulos, tales que A\jv1 + ... + A\pv, = 0, entonces tendriamos que el conjunto B no es L.I.

c. Verdadero. Es simplemente el contrarreciproco de la parte anterior.
12. a. Recomendacién: plantear una combinacion lineal, usar la definicién del vector v y reordenar los
términos de la suma para usar que el conjunto {vy,...,v,} es L.

b. Sean Ay, ..., A, tales que
M —v)+ oo + Ap(vy —0) =0,
Esto podemos reescribirlo como
A1+ o+ A0 — (A1 + o+ ) =0y
Usando la parte anterior, tenemos que A\ + ... + A, = 0 y la ecuacién anterior queda
)\11}1 + )\nvn = OV

Dado que el conjunto {v1,...,v,} es L.I., necesariamente Ay = ... = A\, =0

c. Si Z?:l a; = 1 entonces alcanza tomar \; = a; para obtener

)\I(Ul - 'U) + ...+ )\n(vn — ’U) = ()\1’01 —+ ...+ /\nvn) — (Z)\Z)v =

a1v1 + ... + apv, — (Zai)v =v—1v=0
i=1
13. a. El conjunto es L.I.
b. El conjunto es L.I.

Ambas partes pueden verificarse razonando como en el ejercicio 9 y considerando tres valores distintos de
Z.
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7.7. Base de un espacio vectorial.

En esta seccién, continuaremos estudiando los conjuntos generadores en un espacio vectorial. En particu-
lar, nos enfocaremos en conjuntos generadores que ademds son linealmente independientes. Estos conjuntos
especiales se conocen como bases del espacio. A continuacién, presentamos la definicién correspondiente.

Definicién 7.9 Sea V un espacio vectorial y B C V. Diremos que B es una base de V', y lo denotaremos por,
B V, si cumple las siguientes propiedades:
1. [B]=V.

2. B es linealemente independiente.

Demostraremos que si V' es un espacio vectorial con una base de n vectores, entonces cualquier otra base de
V también tiene exactamente n vectores. Para demostrar esta afirmacion, presentaremos primero la siguiente
proposicién.

Proposicién 7.7 Si B = {vy,...,v,} es una base de un espacio vectorial V', entonces cualquier conjunto
{wi,...,wn} de vectores en V' con m > n es linealmente dependiente.
Demostracién: Supongamos que B = {v1,...,v,} es una base de V, y consideremos el conjunto {w1, ..., w,}

con m > n. Tomemos una combinacién lineal
AMwi + ...+ Apw, =0
Podemos expresar cada vector w; como una combinacion lineal de los vectores en B:

w1 = Q1101 + Q1202 + ...+ Q1pUp

W9 = (91V1 + QioV2 + ... + QU

Wy = W11 + Qo2 + ... + QnUn -

Sustituyendo estas expresiones en la combinacién lineal original y utilizando la independencia lineal de B,
obtenemos un sistema homogéneo de n ecuaciones con m incognitas:

Q1A+ .ot A, =0

aipA + .o+ A = 0.

Dado que m > n, el sistema es compatible indeterminado. Esto implica que podemos elegir coeficientes
A1, ..., Ay 10 todos cero, tal que
A1w1++)\mwm =0.

Por lo tanto, el conjunto {wy,...,wy} es linealmente dependiente.

Corolario 7.3 Sea V un espacio vectorial. St By = {v1, -+ ,vn} y Ba = {w1,- -+ ,wpn} son bases de V. Entonces
m=n.
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Si el espacio vectorial V' posee una base formada por un ntmero finito de vectores, se dice que V' es un espacio
vectorial de dimensién finita; en caso contrario, se dice que V es un espacio vectorial de dimension
infinita. Para el caso de dimensién finita, el nimero n de elementos de cualquier base de V' se conoce como la
dimension del espacio Vectorialﬂ y lo denotamos por dim(V') = n. Sabemos, por el resultado anterior, que
estd bien definido.

Ejemplo 7.13 Mostremos algunos conjuntos de vectores que son bases en sus respectivos espacios.
1. V=R?
a) Base 1: {(1,0),(0,1)} (base candnica,).

b) Base 2: {(2,3),(—1,2)}.
Por lo tanto, dim(V') = 2.

2. V=R?

a) Base 1: {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (base candnica).
b) Base 2: {(1,1,0),(1,~1,0), (0,0,1)}.
Por lo tanto, dim(V') = 3.
3. V= RQ [l‘],

a) Base 1: {1,z,2}. (base candnica).
b) Base 2: {1 + z,z — 22,1 + 2%}.
Por lo tanto, dim(V) = 3.

Ejemplo 7.14 1. Sea W = {(a, B—0, 8) : o, B € R}, un subconjunto de R3. Es evidente que W es un subes-
pacio de R3. Encontremos una base para este subespacio, presentando un conjunto de vectores linealmente
independientes que generen W.

» Para cada (o, f — a, B) € W, observamos que
(Of,ﬁ - aaﬂ) = (07576) + (Oé, —Q, 0) = ﬁ(oa 1; 1) + Oé(l, _170)'
Por lo tanto, W = [(0,1,1), (1, —1,0)].
= Demostraremos ahora que el conjunto {(0,1,1),(1,—1,0)} es linealmente independiente.

/\1(0, 1, 1) + )\2(1, —1,0) = (0,0,0) = A1 = Ay =0.

2. Ejercicio 6. Segundo Parcial GAL1 interactiva. Noviembre 2023. Se considera el conjunto
Sp:={A € Mat(R)3x3 | A es simétrica y de traza b} que depende del pardmetro b € R.

= Probar que existe un unico valor del pardmetro b para el cual S, es un subespacio vectorial de
Mat(R)3x3, indicando cudl es dicho valor.
» Para el valor de b hallado en la parte (a), hallar una base de Sp.

= Para el valor de b hallado en la parte (a), hallar la dimension de Sp.

3El espacio vectorial V = {0} se dice que tiene dimensién cero pues no contiene vectores linealmente independientes.
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Solucion: La matriz nula tiene traza 0, de donde b debe ser cero para que Sy sea un subespacio vectorial.
Las matrices simétricas de 3 X 3 de traza cero son de la forma:

a By
SO: /8 d € |a567’776766R
vy € —a—9

Este conjunto es un subespacio vectorial de Mat(R)sx3 (se puede verificar directamente viendo que es
cerrado bajo sumas y productos por escalares o con lo que se pide en las partes (b) y (c)).

Una base de Sy estd formada por las matrices:

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O

oo o0}J,/r 0 0},{0 O OJ,{0 1 0 |,{0 0 1

0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 1 0
Cualquier matriz en Sy puede expresarse como una combinacion lineal de estas matrices con coeficientes
«, B,7,6,e. Como esta base tiene 5 vectores, la dimension de Sy es 5.

Importancia de las bases en los espacios vectoriales.

Tener un conjunto B en el espacio vectorial V' de dimensién finita n que permita expresar de manera tnica
cada elemento de V' como combinacién lineal de los elementos de B tiene varias ventajas. Al ampliar nuestro
estudio a otras estructuras algebraicas distintas a los espacios vectoriales, no es comun encontrar conjuntos con
estas caracteristicas que nos permitan describir por completo la estructura algebraica en cuestion.

A continuacién, presentamos un resumen de las ideas fundamentales relacionadas con este concepto, seguido
de una justificacion.

1 | Cualquier base de V tiene n vectores.

2 | Cualquier conjunto linealmente independiente con n vectores es
una base de V.

3 | Cualquier conjunto con n vectores que genera a V' es una base de
V.

4 | No existen conjuntos linealmente independientes en V' con més de
n. vectores

5 | No existen conjuntos con menos de n vectores que generen a V.
6 | Cualquier subconjunto de V' es un subconjunto de una base de V.
7 | Cualquier conjunto que genera a V tiene como subconjunto una
base de V.

8 | Cualquier subespacio de V' es de dimension finita y su dimensién
es menor o igual que n.

Ademais, si U,G C V con U linealmente independiente y G un conjunto generador de V. Entonces:
1. Si U C G, entonces existe una base B tal que U C B C G.
2. U esta contenido en una base de V.

3. G contiene una base de V.
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4. Todo espacio vectorial tiene una base.

Entonces, el nimero de elementos de U es menor o igual que el de G. En particular, si B es una base,

entonces |U| < |B| < |G].

Justificacién:

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita n.

1. Todo conjunto B = {wy,ws, - ,w,} formado por n vectores lineamente independiente es una

base de V.

Para demostrar esto, basta mostrar que V' = [B], es decir, que cualquier vector v € V puede ser expresado
como una combinacién lineal de los vectores en B. Sea v € V', consideremos el conjunto {wy, wa, -+ ,wy, v}
y utilicemos la proposiciéon anterior para concluir que es linealmente dependiente. Por lo tanto, existen
escalares A1, Ao, ..., Ay, Ap41, no todos nulos, tales que:

Awi + - AWy + App1v =0

Afirmacién: A\, # 0: Si A\,11 = 0, entonces tendriamos una combinacién no trivial de los vectores

w1y, Wa, - -+ , Wy, lo cual es imposible, pues B es linealmente independiente por hipétesis.
Por lo tanto, podemos expresar v en términos de wy, ws, - - ,w, de la siguiente manera:
=M\ = A .
v = 1 n+1w1 + - nAn+1Wy

Por lo tanto, B genera el espacio V' y, por definicién, es una base.

Cada subespacio vectorial W de V es de dimensién finita y dim(W) < dim(V).

En el caso en que W = {0}, esto es evidente, ya que por definicién dim(V') > 0. Ahora analicemos el caso
en que W # {0}.

Afirmacion: Si W es un subespacio no nulo V, entonces W admite un base.

Consideremos un vector no nulo arbitrario wy € W. Si W = [w1], entonces {w1} es una base de W. Si
el espacio generado por wy no es igual a W, entonces existe un vector wy € W que no es combinacién
lineal de wy. Si consideramos ahora el conjunto w1, ws, es facil notar que es linealmente independiente. Si
W = [wy,ws], entonces wy,ws es una base de W. Si el espacio generado por {wy, w2} no es igual a W,
entonces existe un vector ws € W que no es combinacion lineal de wy y we. Podemos verificar nuevamente
que el conjunto {w,wq, w3} es linealmente independiente.

El razonamiento anterior se puede repetir, pero no de manera indefinida, ya que de lo contrario encon-
trarfamos un conjunto formado por n 4 1 vectores linealmente independientes, lo cual es imposible ya que
dim(V) = n.

Por lo tanto, existe una base {w1,ws,...,w,} de W. Solo nos resta mostrar que p < n. Si no lo fuera,
tendriamos p vectores linealmente independientes en V', lo cual es una contradiccion.

Como consecuencia inmediata del item anterior, si W es un subespacio de V tal que dim W = dim V,
entonces tenemos que W =1V,



ESPACIOS VECTORIALES. 299

4. Cualquier conjunto de vectores que genera a V contiene una base de V.
Sea A = {v1,v2, -+ ,vp} un conjunto de vectores tal que V = [A]. Si A es linealmente independiente,
entonces A es una base de V. En caso contrario, existe algin vector de A que es combinacién lineal de los
restantes vectores en A, podemos suponer sin pérdida de generalidad que dicho vechor es v,. Considermos
el conjunto A4, = A\ {v,}. Entonces, A, = A\ {v,} genera a V por la Proposicion
Ahora bien, si A, es linealmente independiente, entonces A, es una base de V. En caso contrario repetimos
el mismo argumento anterior. Es decir, existe un vector en A, = {v1,v2,--- ,vp—1} que es una combinacién
lineal de los demas vectores.
Supongamos que dicho vector es v,_1. Construimos el conjunto A,_1 = A\ {vp_1,v,} de tal manera
que Ap_; genera a V. Repitiendo este proceso, en algin momento obtendremos un conjunto A; con
1 <7 <p—1 que es linecalmente independiente y ese conjunto sera la base buscada.

5. Como consecuencia inmediata del item anterior, cualquier conjunto con n vectores que genera a
V, es una base de V.

Ejemplo 7.15 1. Ejercicio 2. Segundo Parcial GAL1 interactiva. Noviembre 2023. Se consideran
los subconjuntos L := {1,1+z,1+x+2%} C Rs[z] y G := LU{2® 23+ 2% 23+ 22 +2} C R3[z]. Entonces:
(A) Ezxiste una unica base B de Rs[z] tal que L C B C G.
(E) No eziste ninguna base B de Rg[z] tal que L C B C G.
(I) Exzisten exactamente dos bases distintas By, By de Rs[z] tales que LC By CG y L C By CG.
(O) Ezisten exactamente tres bases distintas By, Ba, By de Rs[x] tales que LC By C G, LC B, C Gy
LCB;CQG.

Solucion: El conjunto L es linealmente independiente. De hecho, es una base de Ra[x], y por lo tanto,
para obtener una base de Rz[x], basta con agregar algin polinomio de grado 3 para obtener un conjunto
linealmente independiente de cuatro vectores (es decir, una base de Rs[x]). Entonces, existen exactamente
tres bases intermedias By := LU {23}, By := LU {23 + 2%} y B3 := LU {23 + 2% + z}.

2. Ejercicio 5. Examen GALI1 interactiva. Diciembre 2023. Se considera V el R-espacio vectorial
Ry[z] de los polinomios de grado menor o igual a 4. Se consideran los subconjuntos L = {x*+22%+1, 2%+
La*+2%} yG=LU{22* +2° + 2, 2% + 23 — x,2* + 1}. Entonces:

(A) Ezxiste una inica base B de V tal que L C B C G.

(E) Existe al menos una base B de V tal que B C G, pero ninguna contiene a L.

(1) Existe al menos una base B de V tal que L C B, pero ninguna estd contenida en G.

(O) Para todo B C G, B no es base de V', y para todo B D L, B no es base de V.

(U) Ezxisten exactamente dos bases By, By de V tales que LC B1 CG y L C By CG.

(Y) Existen exactamente tres bases By, Ba, Bs de V tales que LC By CG, LC By, CG yLC B3 CG.
Solucion: Empezamos por observar que x* + 222 +1 = (2% + 1) + (2* + 22). Entonces, el conjunto L no
es linealmente independiente y no existen bases que contengan a L. Descartamos entonces las opciones
(A), (1), (U) e (Y). Resta entonces saber si la correcta es la (E) o la (O). Mientras la (E) afirma que
hay bases incluidas en G, la (O) afirma que no. Como los generadores siempre contienen al menos una

base, lo que decide cudl de las dos es cierta es averiguar si G es o no un generador de R4[z]. Como ya
sabemos que en L el polinomio x* + 2x% + 1 es redundante, en definitiva G es generador de Ry[x] si y sélo
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5i G = {a? + 1,24 + 2% 20t + 2% + 2,2t + 2% — 2, 2% + 1} lo es. Como este conjunto tiene 5 polinomios en
un espacio de dimension 5, averiguar si es generador equivale a averiguar st es linealmente independiente.
Basta con saber si sus coordenadas en alguna base ordenada son linealmente independientes, y para esto
nada mds fdacil que elegir la base B := {z* 2,22, x,1}. Concluimos que G’ es linealmente independiente
si y solo si el siguiente determinante es no nulo:

110 -1 0
101 0 O
100 0 11=4
21 0 1 0
001 0 1

(Ejercicio: encontrar las transformaciones elementales que justifican el cdlculo del determinante). La res-
puesta correcta es la (E).

Solucion alternativa: Otra forma conceptualmente elemental pero menos eficiente de probar que G’ =
{p1,p2,P3, s, P5} es un generador consiste en plantear el sistema en «, 8,7,0, € con pardmetros a,b,c,d, e
que corresponde a igualar coeficiente a coeficiente ambos miembros de esta ecuacion:

ap1 + Bp2 + vp3 + 6ps + eps = axt + ba® + ca? +dr +e

Para probar que G’ es un generador de R4lz], se debe demostrar que estos sistemas son todos compatibles
para todos los valores de los parametros a,b,c,d,e, ya que esto prueba, por definicion, que cualquier
polinomio de Ry[z] es combinacidn lineal de los vectores de G'. Ademds, como G’ es una base, se deben
encontrar sistemas que sean compatibles y determinados (la matriz del sistema tiene rango 5).

Si en lugar de quitar a G un polinomio de L para obtener un G’ C G de 5 polinomios, trabajan directamente
con G, entonces el sistema que se obtiene tiene una incognita mds. Esos sistemas son todos compatibles e
indeterminados (hay infinitas formas de expresar a cada polinomio de R*|[x] como combinacidn lineal de
los polinomios de G).

Ejercicio 5. Examen GALI1 interactiva. Febrero 202). Sean los conjuntos L C G C'V tales que:

V= {A € Mat(R)sx3| A= A" y tr(A) =0}

1 0 0 1 0 1 0 O
L= o1 o]}],fr 1 01},10 0 O
0 0 -2 0 -2 0 0 -1
Yy
0 O 1 1 0 -1 0 0 1
G:=LU o 0 —-1],10 0 1],10 0 O
1 -1 0 -1 1 -1 1 0 0
FEntonces:

(A) Existe una tnica base B de V tal que L C B C G.
(E) Euziste al menos una base B de V' tal que B C G pero ninguna contiene a L.
(I) Eziste al menos una base B de V' tal que L C B pero ninguna estd contenida en G.

(O) Para todo B C G, B no es base de V' y para todo B 2 L, B no es base de V.
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(U) Existen exactamente dos bases By, By de V' tales que LC B1 CG y L C By C G.
(Y) Existen exactamente tres bases By, Ba, Bs de V tales que LC By C G, LC By, CGyLC B3 CG.

Solucion: Empezamos por observar que L es linealmente independiente. En efecto, si planteamos una
combinacion lineal de estas tres matrices cuyo resultado sea la matriz nula:

1 0 0 11 0 10 0 0 0 O
alf0 1 0 ]+p8(1 1 O0|+v(0 0 O |=(0 0 O
0 0 -2 0 0 -2 0 0 -1 0 0 0

La sequnda se debe multiplicar por 0 (es la inica que tiene algo no nulo en posicion 1,2). Entonces f =0
y la combinacion lineal es entre la primera y la tercera. De nuevo, entre esas dos la unica que tiene algo
no nulo en posicion 2,2 es la primera, asi que o = 0. Finalmente, en la combinacion lineal estd solamente
la tercera matriz, que para obtener la matriz nula se la debe también multiplicar por v = 0. Como todo
conjunto linealmente independiente se extiende a una base, ya sabemos que las opciones (E) y (O) no son
correctas.

Una matriz genérica de V tiene la forma:

a b c
b d e
c e —a—d
ya que debe ser simétrica y las entradas de su diagonal deben sumar 0. Entonces, la dimension de V es
5 y ya conocemos que L es un conjunto LI con 8 elementos en V. Para que G sea un generador de V

es necesario y suficiente que contenga alguna base de V', es decir, un linealmente independiente con 5
matrices.

Por consideraciones similares a las que aplicamos a L, es fdcil observar que:

0 0 1 0 01
LU 0 0 —-1],10 0 O
1 -1 0 1 00

es linealmente independiente. En efecto, si planteamos la combinacion lineal:

1 0 0 11 0 1 0 O 0 O 1 0 0 1 0 0 O
af0 1 0|+l 1 O0|+v(0 0 O |+6|{0 0O —-1]+€l0 0 OJ={0 0 O
0 0 -2 0 0 -2 00 -1 1 -1 0 1 00 0 0 0

deducimos primero que 6 = 0 ya que la tUnica matriz que tiene algo no nulo en posicion 2,3 es la que
estd multiplicada por 8. De igual modo se deduce luego que ¢ =0 y luego ya reducimos la expresion a una
combinacion lineal que solo involucra matrices de L.

Por lo tanto, esas 5 matrices forman una base de V. Entonces, G es un generador de V y existen ba-
ses intermedias entre L y G. La opcidn (I) también es incorrecta y solo resta averiguar cudntas bases
intermedias hay. Ya tenemos una base intermedia.

Siguiendo las mismas ideas, se puede verificar que:
1 0 -1 0 0 1
Lu 0 0 1],10 0 O
-1 1 -1 1 00
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es linealmente independiente y es entonces otra de las bases intermedias. La tercera posibilidad seria con:

0 0 1 1 0 -1
Ly 0o 0 —-1],10 0 1
1 -1 0 -1 1 -1

pero este conjunto es linealmente dependiente ya que:

0 0 1 1 0 -1 10 0
0 0 —1|==nfo0o o 1]+[oo0 o
1 -1 0 ~1 1 -1 00 -1

Concluimos entonces que existen exactamente dos bases intermedias y la respuesta correcta es (U).

7.7.1. Rango de una matriz.

Usando las herramientas y definiciones que hemos establecido en este capitulo, retomemos un concepto
fundamental de este curso: el rango de una matriz y su relaciéon con los sistemas de ecuaciones lineales.
Sea A un matriz de m filas, n columnas y coeficientes reales:

ail a2 e A1n
a21 a2z ... Q2n
A p—
aAm1 Am?2 e Qmn
Observemos que cada uno de los vectores (fila) va; = (a1, a42,...,0in) con 1 < i < m es un vector en R”,
mientras que cada uno de los vectores (columna) UAj = (a1, a2j,...,0m;) con 1 < j < n es un vector en R™.

Espacio fila de A: En R” podemos considerar el espacio generado por los vectores v 4,, llamado el espacio
fila de matriz A, denotado por [{va;,va2, -+ VA }]. Es decir,

[{UAD’UAQa e 7UAm}] = {)\1UA1 +- A?”n,IUA'ma )\i S ]R}

Espacio columna de A: En R™ podemos considerar el espacio generado por los vectores vAj, llamado
el espacio columna de matriz A, denotado por [{v? 04, ,v4,}]. Es decir,

[{UAD’UA% o aUAn}] = {)‘1’UA1 +F )‘WL’UA7H )‘] € R}
Obviamente, el espacio fila de una matriz es el espacio columna de su transpuesta y viceversa.

3 4 1

Ejemplo 7.16 Sea A = (1 9 1

). El espacio fila de A es

[(3,4,1),(1,2,1)] = {\1(3,4,1) + X2(1,2,1) : A\;, Ao € R} C R3

es un subespacio de dimension 2. El espacio columna de A es

06 (11 (-0 o () romem-s

Su dimension también es 2.
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Ahora, si A y B son matrices equivalentes por filas, significa que las filas de B son combinaciones lineales
de las filas de A, entonces [{vp, VB2, - ,VBm}] € [{va1,v42,  ,vam}]. Ademds, las filas de B también son
combinaciones lineales de las filas de A, entonces [{va;,va2, -+ ,vam}] € [{vBy,vB2, - ,vBm}]. Este mismo
razonamiento se aplica a las matrices equivalentes por columnas. Podemos resumir lo anterior en la siguiente
proposicién:

Proposicién 7.8 Sean A y B dos matrices de tamano m X n. Si A y B son equivalentes por filas (columnas),
entonces el espacio fila (columna) de A es igual al espacio fila(columna) de B.

Es importante resaltar que dos matrices equivalentes por filas tienen el mismo espacio fila pero su espacio
columna eventualmente podria ser diferente.

Corolario 7.4 Si A’ es la forma escalerizada reducida por filas de la matriz A. Entonces el espacio fila de A
es tqual al espacio fila de A’.

Si A’ es la forma escalonada reducida por filas de la matriz A, entonces el conjunto de vectores (fila) no
nulos de A’ forma un conjunto linealmente independiente. En consecuencia, este conjunto de vectores forma una
base para el espacio fila de A’ y, segin la proposicién anterior, también forma una base para el espacio fila de
A. Recordemos, sin embargo, que el rango de la matriz A se define como la cantidad de escalones de la forma
escalerizada (reducida) de A que se obtiene al aplicar el método de Gauss (Jordan). Por lo tanto, el rango de A
es igual a la dimensién del espacio fila de A.

Este importante resultado se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 7.2 Sea A una matriz de tamano m X n con coeficientes reales. Entonces el Rg(A) es igual a la
dimension del espacio fila de A.

La igualdad en las dimensiones de los espacios fila y columna del ejemplo anterior no es un caso aislado. De
hecho, esto ocurre siempre y podemos formalizarlo mediante el siguiente teorema.

Teorema 7.3 Sea A una matriz de tamano m X n con coeficientes reales. Entonces la dimension del espacio
fila y del espacio columna son iguales E|

Invertibilidad y rango de una matriz.

Ahora podemos exponer (a modo de resumen con lo ya obtenido en la primera parte de estas notas) la relacién
entre la existencia de la inversa de una matriz, su rango, los conjuntos formados por sus filas y columnas y los
sistemas de ecuaciones lineales. Las siguientes condiciones son equivalentes para una matriz A € Mat(R),,xn:

1. A es invertible.
2. A es equivalente a la matriz identidad I,,.

3. m =ny el sistema de ecuaciones lineales AX = 0 tiene sélo la solucién trivial.

4No daremos una demostracién del terorema pero si una guia de pasos para completar su demostracién. El lector interesado
puede completar los detalles. 1 Considerar los vectores fila y columna de la matriz A. 2 Suponer que el espacio fila de A tiene
dimensién r y encontrar una base para este espacio. 3 Escribir los vectores fila de A en términos de la base encontrada. 4 Reescribir
el sistema de ecuaciones vectoriales correspondiente. 5 Considerar las entradas de la primera columna de la matriz A y obtener el
sistema de ecuaciones correspondiente. 6 Escribir el sistema de ecuaciones en forma de vector. 7 Repetir los pasos 5 y 6 para las
demaés columnas de la matriz A. 8 Definir los vectores columna correspondientes. 9 Concluir que la dimensién del espacio fila de
A es menor o igual que la dimensién del espacio columna de A. 10 Repetir los pasos anteriores para la matriz transpuesta A?. 11
Concluir que la dimensién del espacio fila de A es igual a la dimensién del espacio columna de A.
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m = n y el sistema de ecuaciones lineales AX = B es compatible determinado para cada B € Mat(R),,«1.
det(A) # 0.

Las filas de A forman una base de R™.

m = n y las filas de A forman un conjunto generador de R™.

m =n y las filas de A son linealmente independientes.

© »® 3N o e

m = n = dimensién del espacio fila.

10. m =n = Rg(A).

11. Las columnas de A forman una base de R™.

12. m = n y las columnas de A forman un conjunto generador de R™.
13. m = n y las columnas de A son linealmente independientes.

14. m = n = dimensién del espacio columna.

15. m = n y existe una matriz B tal que BA = I.

16. m = n y existe una matriz B tal que AB = 1.
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Resumen. | Sea A una matriz de tamano m x n con coeficientes reales.
1 Los espacios fila y columna de la matriz A no tienen que ser necesariamente
iguales. Sin embargo, sus dimensiones si seran las mismas.
2 Los vectores fila no nulos de la forma escalonada reducida de A forman una
base del espacio fila de A.
3 Algoritmo para determinar una base del espacio formado por un
conjunto de vectores {vy,vs,...,v,,} en R™:
Paso 1: Considerar la matriz A cuyas filas sean los vectores dados
V1,02, ..., Umn. La matriz serd de tamano m X n.
Paso 2: Obtener la forma escalonada reducida por filas de la matriz A
mediante operaciones elementales.
Paso 3: Los vectores distintos de cero de la forma escalonada reducida de
la matriz A forman una base para el espacio generado por los vectores
V1,0V2y...,Um-
4 La dimensién del espacio fila (columna) se conoce como el rango por filas (co-
lumnas) de A. El rango de A es igual al rango por filas y por columnas de la
matriz A.
) El rango de A siempre estd acotado: 0 < Rango(A) < min{n,m}.
6 Caso m =n:

1. Sidet(A) = 0, entonces las n filas y las n columnas de A forman conjuntos
linealmente dependientes, y en este caso, el rango de A es menor que n.

2. Sidet(A) # 0, entonces las n filas y las n columnas de A forman conjuntos
linealmente independientes, y en este caso, el rango de A es exactamente
igual a n.
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Ejemplo 7.17 1. Ejercicio 7 (Verdadero-falso). Examen GAL1. Febrero 2016. Determine si la
siguiente afirmacion es veradera o falsa:

El congunto {(0,k,—4),(—=1,1,k),(1,-2,0)} C R? es lincalmente independiente si y solo si k # 2.
0o -1 1

Solucion: Falsa. En efecto, sea A=A=| k 1 =2 la matriz conformada por los tres vectores co-
-4 k 0

lumna (0,k, —4), (=1,1,k) y (1,—-2,0). Dado que det(A) = k*>—4, el conjunto (0, k, —4), (—1,1,k), (1,—2,0) C
R3 es linealmente independiente si y solo si k? —4 # 0, es decir, si y solo sik # 2 y k # —2.

2. Ejercicio 2. Examen GAL1. Diciembre 2023. Sea la matriz A dependiendo de los pardmetros reales
s y t, definida por:

1 1 s
A=10 2 2
1 -1 t+s

Indicar la opcion verdadera:

(A) El rango de A es 3 para todo s y t reales.

(B) El rango de A solo toma valores en el conjunto {0, 1, 2} para todo s y t reales.

(C) Sit=—2, el rango de A es 2 y la tercera fila de A es combinacidn lineal de las otras.
(D) Sis=1, el rango de A es 2 y la primera fila de A es combinacidn lineal de las otras.

(E) Sit=1, el rango de A es 1 y la tercera fila de A es combinacidn lineal de las otras.

Solucion: Se puede verificar ficilmente que |A| = 2t + 4. Entonces, |A| =0 si y solo sit = —2. En este
caso, la matriz determinada por
1 1 s
0 2 2
1 -1 s-2
es equivalente por filas a la matriz
1 1 s
0 2 2
0 0 0

El rango de A es igual a 2 y la tercera fila es la primera menos la sequnda fila. Por lo tanto la opcidn
correcta es C'.

7.7.2. Sumas directas.

Recordemos que dados dos subespacios Vi y V5 de un espacio vectorial V', podemos definir el subespacio
suma V; + V5 como el conjunto de todos los vectores obtenidos al sumar un vector de Vi con un vector de V5.
Sin embargo, ahora nos interesa explorar un tipo muy particular de sumas, conocidas como sumas directas. La
suma directa de V1 y V5 se presenta cuando cada vector en el subespacio suma puede ser expresado de forma
tnica como una suma de vectores, uno tomado de V; y otro tomado de V5. Esto nos permite descomponer el
espacio vectorial en una manera tnica y bien estructurada.

Definicién 7.10 Dados los subespacios Vi y Vs, el subespacio suma de ellos se llama suma directa cuando
todo vector de él puede expresarse de forma unica como suma de vectores de los subespacios Vi y Va. Cuando
la suma es directa, se denota como Vi & Vs.
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Es importante destacar que la definicién de suma directa se puede extender para una cantidad finita de
sumandos. Es decir, si tenemos subespacios V1, V5, ..., V,, la suma directa de estos subespacios se denota como
VieVod...®V,, yse cumple la propiedad de que cada vector en el subespacio suma puede ser expresado de
forma tinica como una suma de vectores, uno tomado de cada subespacio V;.

Proposicion 7.9 Sean Vi y Vo dos subespacios de V' tales que V = Vy + V. Entonces V.=V, ® V5 si y solo si
VinV,=0.

Demostracién: (=) Sea v € V1 NVa, luego —v € V3 NV,. Por lo tanto, 0 = 0+ 0 = v + (—v) y por definicién
de suma directa, 0 = v = —v. Entonces, V; NV, = 0.

(<) Supongamos v = v1 +v2 y v’ = v} +vh con vy, v] € Vi y v, vl € V. Luego, v1 —v] = ve —vh € Vi NVa,
entonces por hipétesis v1 — v] = v — vh = 0, lo que prueba que la suma es directa.

La importancia de trabajar con sumas deirectas se evidencia en el siguiente teorema-

Teorema 7.4 SiV =V, &V, y By y By son bases de V1 y Vo respectivamente, entonces B = By U By es una
base de V. Ademds, si V es un espacio vectorial de dimension finita, entonces dimV = dim V; + dim V5.

Demostracién: Supongamos que By = {vy,..., v} v Bs = {w1,...,w,} son bases de V; y V5, respectiva-
mente. Demostraremos que B = By U By genera V y es linealmente independiente.

Para mostrar que B genera V', consideremos un vector arbitrario v en V. Por definicién de suma directa,
v = vy + vy para algin vy € V; y va € V5. Dado que B; es una base de V7 y Bs es una base de V3, existen
combinaciones lineales tinicas de los elementos de By y Bs que representan a vy y vo, respectivamente. Por lo
tanto, v puede expresarse como una combinacién lineal de los elementos de B.

A continuacion, demostraremos que B es linealmente independiente. Supongamos que tenemos una combi-
nacién lineal de los elementos de B igualada a 0:

ai1v1 + asve + ...+ AU + biwi + bows + ...+ bw, =0

donde v; € By, w; € By paral <i<m,1<j<m,ya;yb; son reales.
Observamos que
a1V + agve + ...+ AUy = —(b1w1 + bowsg + ...+ bnwn)

Por lo tanto, a1vy +agve +. ..+ amvy, € V1NVa = {0}. De manera andloga, byw; +bawa+. .. +by,w, € ViNVa =

{o}.
Concluimos que a; = as = ... = a,, = 0 utilizando la independencia lineal de By. De manera similar,

deducimos que by = by = ... =b, = 0
Ejemplo 7.18 |E|

1. Ejercicio 2.2 (Desarrollo). Examen GAL1. Julio 2017.

En el espacio vectorial V = Rsx], se consideran los subespacios S1 = {p € Ra[z] : p(0) = p(1) =0} y
Sy = [w3 — 22+ 1]. Halle S1 N S2. sEBs Rg[z] = S1 @ S ?

Solucion: En el espacio vectorial V. = Rg[z], consideramos los subespacios S1 = {p € Rs[z] : p(0) =
p(1) =0} y So = [23 — 22, 2 + 1]. Ahora, buscamos encontrar Sy N Sz y determinar si Rz[z] = S1 & Sa.

5La demostracién anterior puede generalizarse para una suma directa formada por una cantidad finita de sumandos. Es decir, si

tenemos un espacio vectorial V' que es la suma directa de subespacios V1, Va,..., Vy,, vy si B1, Ba, ..., By son bases de Vi, Va, ..., V,,
respectivamente, entonces la unién de estas bases, B = B; U B2 U ... U By, también forma una base de V. Ademas, si V es de
dimensién finita, se cumple que la dimensiéon de V es igual a la suma de las dimensiones de Vi, Va,...,V,, es decir, dimV =

dim V) +dim Vo + ... +dim V,.
6Las soluciones presentadas fueron presentadas por el equipo responsable-coordinador en el semestre respectivo.
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Para p(x) = ax® 4+ bx? + cx +d € Sy, las condiciones p(0

)=p(1) =0 implicand=0ya+b+c+d=0.
De este modo, c=—b—a yd=0, lo que nos lleva a p(z) = a(

a(z® — ) + b(z? — ).

Para p(x) € So, existen o y B en R tales que p(z) = a(a® — 22) + B(z + 1). Entonces, si p(x) € S1 N Sy,

existen a, b, a, y B en R tales que:
a(z® —z) +b(z? —x) = a(a® — 2%) + Bz + 1)
Utilizando la propiedad de igualdad de polinomios, deducimos que necesariamente 8 =0, y por lo tanto:

az® + bz + (—a — b)x = ax® — az®.

Mediante el mismo razonamiento, obtenemos a = —b = «, lo que implica que p(x) = a(z3 —1?) con a € R.
3

Concluimos asi que S; N Sy = [23 — 2?].
Sin embargo, Rs[x] no es la suma directa de S1® Sa, ya que, como se mostrd anteriormente, S1NSe # {0}.

Ejercicio 8 (Desarrollo). Examen GAL1. 06 Diciembre 2017.
) 10 11 a a
SZV:Mat(R)QXQ, S = |:<O 1),(1 1>:|,52:{(b b> Za,bER},

a) Hallar bases y la dimensidn de Sy y Ss.
b) Investigar si Mat(R)axo = S1 ® Ss.

Solucion: Dado que el conjunto

o 26 ))

es linealmente independiente y, ademds, genera S1, podemos afirmar que constituye una base, lo que
implica que dim(S7) = 2.

Por otro lado,

6 D)=+ )Y
o )G 7))

es linealmente independiente. Por lo tanto, una base de Sy estd dada por el conjunto

o) G Y))

y, ademds, el conjunto

y su dimension es 2.

Es evidente que
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1 1 1 1 0 0
<1 1)‘(1 0)*(0 1)’
por lo tanto, S1 N Se # {0}, y entonces la suma no es directa. Otra forma de verlo es observando que
Mat(R)oxo # S1 + Sa, como se puede comprobar con la matriz

0 1

3. Ejercicio 8 (Desarrollo). Examen GAL1. 03 Febrero 2018.

a) Sean S y So C Mat(R)ayo tales que
S1 ={A € Mat(R)ax2 : A es antisimétrica}, So = {A € Mat(R)axs : traza(A) = 0}.

1) Encontrar una base y la dimension de Sy y Sa. Justificar.
2) Determinar si Mat(R)axo = S1 @ So. Justificar.

Solucion: Podemos reformular los subespacios S1 y Sa de la siguiente manera:

a8 )
-t o) oeac)

1

Luego, la dimension de S1 es 1, con una base dada por 1 0

1 0 0 1 0 0
base dadapor{(o 1>,<0 0),(1 O)}

Finalmente, como S es un subconjunto de Sz, se sigue que S1 NSy = S1. Por lo tanto, Mat(R)ayx2 no es
la suma directa de S1 y Ss.

, y la dimension de Sy es 3, con una

7.7.3. Practico 9.

Practico 9.
Base y dimension.

Ejercicios sugeridos:

1. En los siguientes casos, hallar una base y la dimensién del subespacio S del espacio vectorial V.

a) V=R3 S={(z,y,2) e R3: 2+ 2y —z=0}.

b) V =Rs[z], S = {p € Rsz]: p(2) = 0}.

¢) V=Mat(R)zx3, S = {A € Masz3: A es simétrica}.
d) V =Mat(R)axz, S = {A € Mat(R)ax2: tr(A) = 0}.
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. En cada parte, el conjunto S es un conjunto generador del espacio vectorial V. Encontrar una base que

sea un subconjunto de S.
(l) V= Rga S = {(13 _172)a (4a _377)a (27075)a (15276)}

o vosmns={(1 .0 2696 9.6 )

Sea S un subconjunto LI de V. Agregar vectores a S hasta conformar una base de V.

@) V=R, 8§ = {(1,0,2,2), (1,1,0,0)}.
b) V=Rs[z], S= {1 —z + 2%z — 2?}.

En cada {tem probar que B es una base del espacio V' y hallar las coordenadas del vector v en la base B.

)

a) B={(1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)}, V =R3, y v = (1,2,3).

b= {(10)-(18) (12) (4 )}vosmmnren (|

Discutir segin « € R si el conjunto A = {p1,p2,p3} es una base de Ry[t] donde

pit) =1+t  pt)=1+at+t>,  p3(t) =1+t
Rango. En este ejercicio se vincula el rango de una matriz con la dimensién de cierto espacio asociado a
ella. En cada parte se brinda una A € Mat(R),,«, y se debe calcular:

= rango(A)
» La dimensién del espacio kerA = {X € Mat(R),x1 : AX = 0}.
» Verificar que dim(ker A) 4 rango(A) = n.

1 2 3 -2 4 -2 —4 133_242

a) A=[4 5 6 by A=[2 -6 -3 1 ) A=
7 8 9 -3 8 2 -3 24 =3 109
36 0 6 9

En cada caso, encontrar bases para los subespacios S, So, S1 + S2 y S1 N Se. A partir de esto, deducir
cuando la suma es directa.

a) S1={(x,y,2) eR3:x =2}y Sy ={(v,9,2) e R®: 2 =0}
D) 51 = {p € Rola] : p(z) = az?, cona € R}y 5 = {p € Rola] : plx) = 2 + bw + ¢, con bc € R}.

Dadas las bases By = {(1,-2,1,1),(3,0,2,-2),(0,4,—1,1)} de S; y B2 = {(0,4,-1,1),(5,0,3,—1)} de
SQI

a) Demostrar que By U By es una base de R%.

b) ;Se cumple que R* = S; @ S?

9. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, S; y So dos subespacios de V:
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a) Demostrar que V =51 ® Sy siysolosi V =514+ Sz vy S1 NS = {0y}
b) Si V =51 & Sz, demostrar que dim(S7) + dim(S3) = dim(V).

¢) Si dim(S7) 4+ dim(S2) = dim(V), entonces V = 51 @ S37 Demostrar o dar un contraejemplo.
10. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, By base del subespacio S7 y Bs base de Ss:

a) SiV =51 ® Sq, demostrar que By U Bs es una base de V. jEl reciproco es verdadero?
b) ;Si By N By =, entonces S; N Sy = {0y }? Demostrar o dar un contraejemplo.
¢) Si By U By es una base de V' 'y By N By = (0, demostrar que V = S; ¢ S5.

7.7.4. Soluciéon Practico 9.

1, a. Observamos primero que como los vectores (z,y, z) que estdn en el subespacio cumplen la relacién
x + 2y — z = 0, tenemos que estos son de la forma (x,y,x + 2y). Es decir, podemos reescribir al
subespacio como S = {(z,y,z + 2y) : z,y € R} = {(z,0,z) + (0,y,2y) : z,y € R} = {«(1,0,1) +
y(0,1,2) : x,y € R}. Concluimos que todos los vectores de S se escriben como combinacién lineal de
los vectores {(1,0,1),(0,1,2)} y por lo tanto, éste es un generador. Ademds, es un conjunto L.I. y
por lo tanto, es una base del subespacio y la dimensién de éste es 2.

b. Razonando de forma anéloga, consideramos un elemento p € Rs[z] y le imponemos la condicién para
que pertenezca al subespacio: si p(z) = az® + bz? + cx + d, debe cumplirse que

p(2)=8a+4b+2c+d=0

De aqui podemos despejar d en funcién de los otros pardmetros y reescribimos el subespacio S como

S = {p € R3[x] : p(x) = a(z® — 8) + b(z? — 4) + c(x — 2)}
Por lo que el conjunto {® — 8, 2% — 4, 2 — 2} es un generador de S. Ademds éste es un conjunto L.I.
por lo que es una base del subespacio S y la dimensién de S es 3.

c. De forma andloga a las partes anteriores, consideramos un elemento genérico del espacio vectorial y
le imponemos las condiciones para pertenecer al subespacio. Tenemos que

ceSeA=Als

BN
|
Q Q2
>0 o
SR 0

b=d
c=yg
f=h

Es decir, A € S si es de la forma

a b ¢ 1 00 010 0 0 1
A=|b e f]=a|0 0 O)+bf(1 0 O)+c|O0O 0 O+
c f 1 0 0 0 0 0 0 1 00
0 0 0 0 0 O 0 0 0
el0O 1 OJ+f10 0 1]+2¢(0 0 O
0 0 0 0 -1 0 0 0 1
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Como todo elemento del subespacio se escribe como combinacién lineal de las matrices anteriores y
éstas forman un conjunto L.I., concluimos que una base del subespacio es

10
{ 0 0
0 0

y su dimensién es 6.

01 0\ /00
0 0f,[o o
00/ \1 0

1\ /0 0 0\ /0 0 O
, ol,lo o],lo o ,
0/ \o o/ \o 1

o O O
o O O
o O O

—_ O O
——

1 1 1
0 0 0

. Una base del subespacio es

o 56000

y su dimensién es 3.

. Sabemos que el espacio vectorial R? tiene dimensién 3, por lo tanto, es claro que sobra un vector; es

decir, alcanza sacar un vector del conjunto para obtener una base.

Observamos que el vector (1,2,6) es combinacién lineal de los otros y por lo tanto, una base del
subespacio es el conjunto {(1,-1,2),(4,-3,7),(2,0,5)}.

. El espacio vectorial tiene dimension 4 por lo que alcanza sacar una de las matrices. Observamos que

. (1 2 T . .
la matriz (2 1) es combinacién lineal de las anteriores y por lo tanto, una base del subespacio es

) G263 6

. Dado que el espacio es R* que tiene dimensién 4, debemos agregar dos vectores al conjunto para

obtener un conjunto L.I. con 4 vectores que serd una base.

Por un resultado visto en el tedrico, sabemos que si v ¢ [S] entonces SU{v} es un conjunto L.I., por
lo que podemos estudiar qué vectores son los generados por el conjunto S. Es decir, dado un vector
(a,b,c,d) € R*, veamos qué condiciones deben cumplir sus coeficientes para que existan a, 3 € R
tales que

«(1,0,2,2) + 5(1,1,0,0) = (a,b,¢,d)

Esto se cumple sii se verifica el siguiente sistema

a+pB=a
B=0
20 = ¢
2a0=d

Resolviendo el sistema vemos que los vectores generados por el conjunto son los de la forma (a, b, 2a —
2b,2a — 2b). Por lo tanto, si agregamos al conjunto un vector que no cumpla esta relacién entre sus
coeficientes, obtendremos un conjunto L.I.

Consideramos (0,0,1,0) ¢ [S] y tenemos que
S ={(1,0,2,2),(1,1,0,0),(0,0,1,0)}

es un conjunto L.I.

Repitiendo el procedimiento con los vectores de S’; tenemos que el vector (0,0,0,1) ¢ [S'] y por lo
tanto, el conjunto S U {(0,0,0,1)} es una base de V.
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b. Observar que con los elementos de S no podemos generar a los polinomios de grado 3 por lo que
podemos agregar o3 al conjunto, obteniendo un nuevo conjunto S’ = {1 — z + 2%, 2 — 2%, 23} que es
L.I. Ahora, razonamos de la misma forma que en la parte anterior: sea az® + bx? + cx + d € Ry[z],
tenemos que p € [S'] si existen «, 3,7 tales que

al —z+2*) + B —2*) +y2® =ax® + ba® +cx +d

Es decir,
y=ua
a—pB=0b
—a+fB=c
a=d
Este sistema es compatible sii ¢ = —b. Es decir, cualquier polinomio como antes tal que ¢ # —b no

es generado por el conjunto S’ por lo que lo puedo agregar obteniendo un nuevo conjunto L.I. de 4
elementos. Tomando por ejemploa = b = d = 0, ¢ = 1, tenemos que S'U{z} = {1—-z+2? x—22, 23 2}
es base de Ro[z].

4. a. Dado que el conjunto tiene 3 elementos, para ver que es una base alcanza probar que es un conjunto
L.I. Esto lo podemos ver construyendo una matriz cuyas columnas sean los vectores del conjunto y
verificando que el rango de la misma es 3, lo cual se cumple.

Para hallar las coordenadas de v en la base, buscamos la combinacién lineal de los vectores de la
base que da v. Es decir, buscamos los «, 8,7 € R tales que

Oé(l, 170> + ﬂ(oa la 1) + ,Y(L Oa 1) = (17 2a 3)

Para esto, resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones

a+vy=1
a+p=2
f+v=3

de donde a = 0,8 = 2,7 =1y las coordenadas de v en la base son (0,2, 1).

b. Elrazonamiento es andlogo al de la parte anterior. Las coordenadas de v en la base son (34/11, -9, 12/11,3/11).
5. Veamos para cuales valores de « el conjunto es L.I.: Sean A1, A2, A3 tales que
M+ + Xl +at +t2) +X3(1+t%) =0
vale para todo ¢t € R. Entonces debe cumplirse que

A+ A3=0
)\1+OZA2:0
AM+A+2A3=0

El sistema es compatible determinado solo para « # 0. Es decir, para a # 0, el conjunto es L.I.
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Ademés para estos a, si consideramos p(t) = at? + bt + ¢ € Ry[x] entonces tenemos que

)\2 + )\3 =a
Al+ara=Db
AM+AX+A3=c
es compatible y por lo tanto, el conjunto genera a todo polinomio de grado menor o igual a 2.

6. a. Notar que Ker(A) = Sol(S) donde S es el sistema AX = 0.

1 2 3
Consideramos entonces la matriz {4 5 6] y el sistema AX = 0. Escalerizando obtenemos que
7 8 9
éste es equivalente a
1 2 310
0 -3 6|0
0 0 0|0

Tenemos entonces que la matriz tiene rango 2 y resolviendo el sistema llegamos a que AX = 0 sii
X = (z,—2z,2). Es decir, Ker(A) =[(1,—2,1)] y por lo tanto, dim(Ker(A4)) = 1.

b. El rango de la matriz es 2 y la dimension de su niticleo es 2.

c. El rango de la matriz es 3 y la dimension de su ntcleo es 2.

7. a. Hallamos bases de los subespacios S y Ss igual que en el practico anterior. Una base del subespacio
Sy es {(1,0,1),(0,1,0)} vy una base de Sy es {(1,0,0),(0,1,0)}.
Dado que la suma de los subespacios es el subespacio S;+S; = {v € R3 : v = v;+vg,v; € S1,v2 € So}
y los elementos de S; y S pueden escribirse como combinaciones lineales de las bases de cada uno,
es claro que la unién de las bases de estos subespacios es un generador de la suma de ellos. Dicha
unién es el conjunto B = {(1,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} que resulta ser L.I., por lo tanto es una base de
S1 + S5. Como éste 1iltimo es un subespacio de R? y tiene dimensién 3, concluimos que S; + Sy = R3.
Para conocer la interseccién de los subespacios, nos interesa saber cuales son los vectores del espacio
vectorial que son combinacion lineal de las bases de ambos subespacios simultaneamente. Es decir,
v € §1 NSy sii existen aq, B, as, B2 tales que

v=a1(1,0,1) + £1(0,1,0) = as(1,0,0) + B(0,1,0)

De aqui concluimos que S; N Sy = {(0,9,0) : y € R} y por lo tanto una base de la interseccién es
{(0,1,0)}.
La suma no es directa pues la interseccién de los subespacios no es trivial.

b. Una base del subespacio S; es {z%} y una base de Sy es {z? + 1,z}.
Por lo explicado en la parte anterior, la unién de estas bases, que es el conjunto {z?,z? + 1,2}, es un
generador de la suma de los subespacios. Ademas, éste es un conjunto L.I. y por lo tanto conforma
una base de Sy + Ss.
Concluimos que la suma de los subespacios tiene dimensién 3 = dim(Rs[z]) y por lo tanto es todo el
espacio Ra[x].
Razonando de forma andloga a la parte anterior, podemos observar que la interseccién de los subes-
pacios es trivial y por lo tanto, la suma es directa.
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8.

a.

Para esta parte alcanza observar que la unién de las bases de cada subespacio es el conjunto
{(15 _27 1a 1)7 (37 Oa 2a _2)7 (Oa 4) _17 1)a (5, 07 3a _1)}

que es un conjunto L.I. de 4 elementos en R* cuya dimensién es 4 y por lo tanto debe ser base de
éste espacio.

Dado que la interseccién de las bases de los subespacios contiene al vector (0,4, —1,1), la recta por el
origen con vector director (0,4, —1,1) estd en la interseccién de estos, es decir S; NSy # {(0,0,0,0)}
y la suma no es directa.

Sin embargo, S; + S2 = R? pues la unién de las bases de cada uno, es una base de R%.

9. Las primeras dos partes de este ejercicio estan demostradas en las notas de tedrico.

10.

C.

Esto es falso. Si V =R*, S; = {(2,9,0,0)} y S2 = {(0,¥, 2,0)} , tenemos que dim(S;) + dim(S,) =
2 4+ 2 = 4. Sin embargo, S1 N S2 = {(0,y,0,0)} que es un subespacio de dimensién 1.

La primera parte de este ejercicio esta demostrada en las notas de tedrico. Un ejemplo de que no vale
el reciproco es la parte a. del ejercicio 2.

Esto es falso. Sea S; = {z = 0} y su base {(1,0,0),(0,1,0)}, sea So = {z = 0} y su base
{(0,2,0),(0,0,1)}. Entonces la interseccién de sus bases es vacia. Sin embargo, S1 NSz = {(z,y,2) €
R3:2=2=0} #(0,0,0).

. Recordar que la unién de las bases de cada subespacio, S, S2, es un generador del subespacio 51+ S5.

Si ademads se cumple que esta unién es una base del espacio vectorial V', entonces S1 + S = V.

Probemos que la suma es directa y para esto supongamos que By = {v1,...,v,} v By = {wy, ..., wim }.
Sea v € S1 N Sy, entonces v puede escibirse como combinacion lineal de By y Bo, es decir, existen

A1,y Oy Y B, ey B tales que
v =a1V1 + ... + v, = fLwy + ... + B,

0 equivalentemente

a1v1 + ... + apvy, — frwy — oo — By, =0

Ahora, como {vi,...,vp,w1,...,wny} forma una base del espacio V, en particular es un conjunto
L.I. y tenemos que todos los coeficientes de la ecuacion anterior deben ser nulos. Por lo tanto, si
v € S NSy = v =0y concluimos que la suma es directa.



CAPITULO 8
TRANSFORMACIONES LINEALES.

Las transformaciones lineales son herramientas fundamentales en el estudio de los espacios vectoriales. Estas
funciones desempenan un papel crucial al preservar las estructuras lineales que caracterizan a dichos espacios.
Al aplicar una transformacién lineal, se conserva la relacién de combinaciones lineales entre vectores: los trans-
formados de las combinaciones lineales son las correspondientes combinaciones lineales de los transformados de
cada vector individual.

Esta propiedad de preservar las estructuras lineales es sumamente valiosa, ya que nos permite movernos entre
espacios vectoriales, comparando y analizando las caracteristicas que los definen. Las transformaciones lineales
nos brindan una herramienta para explorar y comprender la similitud o diferencia entre espacios vectoriales
desde el punto de vista de sus propiedades lineales.

Definicién 8.1 Sean V' y W dos K-espacios vectoriales reales y T : V. — W wuna funcion. Diremos que T es
una transformacion lineal si cumple las siguientes propiedades:

1. Para todo u,v € V, se cumple T(u 4+ v) = T(u) + T(v). Es decir, la transformacion lineal preserva la
operacion de suma o aditividad

2. Para todo A € K y todo v € V, se cumple T(Av) = XT'(v). Esto implica que la transformacidn lineal
preserva la multiplicacion por escalares.

Ejemplo 8.1 Algunas funciones que son transformaciones lineales son:

1. Proyeccion sobre el eje X.
Sea T : R? — R? definida por T(x,y) = (x,0). Esta funcién proyecta cada punto del plano sobre el eje X
y es una transformacion lineal.

a) Para todo (z1,y1), (v2,y2) € R%, tenemos que
T((x1,91) + (22, 42)) = T((21 422,41 +2)) = (21 +22,0) = (21,0) + (22,0) = T(21,91) + T(22, y2)-
b) Para todo X € R y (z,y) € R2, tenemos que
T(Az,y)) =T(A\x, \y) = (A\z,0) = A(z,0) = XT'(x, y).

316
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2. Proyeccion sobre el plano XY.
Sea T : R® — R? definida por T(x,y,z) = (x,y,0). Esta funcién proyecta cada punto en el espacio R?
sobre el plano XY y es una transformacion lineal.

a) Para todo (x1,y1,21), (T2,Ya, 22) € R3, tenemos que
T((z1,y1,21)+ (22, Y2, 22)) = T((x1+72, y1+y2, 21+22)) = (v1+22,y1+Yy2,0) = (71, y1,0)+ (22, Y2, 0)
T((z1,91,21) + (22,92, 22)) = T(w1, 91, 21) + T(22, Y2, 22)-
b) Para todo A € R y (z,y,z) € R3, tenemos que

T(A(‘T, Y, Z)) = T()\LB, Ay, )\Z) = (Axa Ay, 0) = )\(.T, Y, O) = AT(xa Y, Z)

3. Traspuesta de una matriz.
Sea T : Mat(R),,xn — Mat(R),,xm definida por T(A) = A?, donde A es una matriz m x n. Esta funcién
toma una matriz y devuelve su traspuesta.

Para demostrar que T es una transformacion lineal, debemos verificar las propiedades de linealidad:
a) Para todas las matrices A, B € Mat(R),,xn, tenemos que
T(A+B)=(A+B)'= A"+ B' =T(A) + T(B).
b) Para todo escalar A € R y matriz A € Mat(R),, xn, tenemos que

T(A) = (M)t = A" = AT(A).

4. Derivada de un polinomio.
Sea T : Ro[z] — Ry[z] definida por T'(p(x)) = p'(x), donde p(x) es un polinomio de grado menor o igual
que 2. Esta funcion toma un polinomio y devuelve su derivada.

Para demostrar que T es una transformacion lineal, debemos verificar:
a) Para todo p(z),q(x) € Ra[z], tenemos que
T(p(z) + q(2)) = (p(z) + (=) = p'(x) + ¢'(z) = T(p(x)) + T(q(x))-
b) Para todo escalar ¢ € R y polinomio p(x) € Ra[x], tenemos que
T(c-p(x)) = (c-p(x)) = c-p'(x) = c- T(p(x)).

5. Integral de una funcion.
Sea T : Cla,b] — R definida por T(f) = fab f(z),dz, donde C[a,b] es el espacio de las funciones de valores
reales continuas en el intervalo cerrado [a,b].

Para demostrar que T es una transformacion lineal, debemos verificar:

a) Para todo f,g € C[a,b], tenemos que

b

b b
T(f +g) = / (f(2) + g(x))de = / f(x)dz + / g(x)dz = T(f) + T(g).

a
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b) Para todo escalar ¢ € R y funcion f € Cla,b], tenemos que

T(c- f) = / (c- f(a))da = c- / f(@)dz = ¢ T(f).

6. Multiplicacion por una matriz.
Sea A = (a;j) una matriz de tamafio m x n con coeficientes reales. Definimos la funcidn T : R™ — R™ tal
que T(X) = AX.

Para demostrar que T es una transformacion lineal, verificamos lo siguiente:
a) Para cualquier X1 y Xo € R", se cumple que
T(X;+Xo) = A(X1 + Xo) = AX5 + AXo, =T(X;) + T(Xo).
b) Para todo escalar c € R y X € R™, se tiene que
T(cX;) = A(eX1) = cA(Xy) = T(Xy).

7. Rotacion en el plano.
Sea T : R? — R? una transformacion lineal definida por la multiplicacién por la matriz

cos(f) —sin(0)
sin(d) cos(f) )’
donde 0 es el dngulo de rotacion.

Para demostrar que T realiza una rotacion en sentido antihorario de todos los vectores en R? alrededor
del origen con un dngulo 6, tomemos un vector v = (x,y) en R%. Usando coordenadas polares, podemos
escribir v como v = (rcos(a) rsin(a)), donde r es la longitud de v y « es el dngulo desde el eje © positivo
en sentido antihorario hasta el vector v. Ahora, al aplicar la transformacion lineal T a v, obtenemoﬂ

<cos(9) sin(9)> (1" COS(a)) _ (r[cos(@)cos(a) - sen(e)sen(a)]) _ (r cos(a+9)> |

sin(d)  cos(0) rsin(a) r[cos(a)sen(8) + cos(0)sen(a)] rsin(a + 6)

lo cual representa un vector que ha sido rotado en sentido antihorario alrededor del origen por un dngulo

6.

Observacion 8.1 Sean V y W dos K-espacios vetoriales reales y T : V. — W wuna transformacion lineal. A
continuacion, se presentan algunas propiedades importantes

1. Preservacion del vector nulo.
Para el vector nulo 0, € V, se tiene que:

T(Ov) = T(Ov + Ov) = T(Ov) + T(Ov)'
Por lo tanto, se concluye que T(0,) = 0y, donde 0, es el vector nulo en W.

2. Preservacion del inverso aditivo.
Para cualquier vector v € V, su inverso aditivo —v tiene la siguiente propiedad:

T(—v) =T((=Dv) = (=1)T(v) = (=1)T(v) = =T(v).

Esto implica que la imagen del inverso aditivo de un vector v en V es igual al inverso aditivo de la imagen
T(v) en W.

Lcos(A + B) = cos Acos B — sen Asen B, sen(A + B) = sen A cos B + cos Asen B
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3. Preservacion de combinaciones lineales.
Para cualquier combinacion lineal de vectores vi,va,...,v, en V con coeficientes A1, Ao, ..., A, € R, se
tiene:
T(AMv1 + Aovg + -+ Apvy) = MT(v1) + AT (v2) + -+ - + AT (vy).

Esta propiedad es una consecuencia directa de la asociatividad de la suma en V' y la definicion de trans-
formacion lineal.

Existen dos ejemplos triviales de transformaciones lineales que son importantes considerar:

1. Si V y W son dos K-espacios vectoriales, siempre podemos definir la transformaciéon T : V. — W tal que
T(v) = 0 para cada v € V. Esta transformacién se conoce como la transformacién cero o nula. Es
decir, asigna cada vector en V' al vector nulo en W.

2. Otro ejemplo relevante es la transformacion identidad 7' : V' — V, definida por T'(v) = v para cada v € V.
A esta transformacion se le denota como Iy y se llama transformacién identidad. En otras palabras,
cada vector en V' se mapea a si mismo.

Mostremos ahora que podemos construir nuevas transformaciones lineales a partir de dos dadas. En particu-
lar, veremos que la suma de transformaciones lineales, la composicion de transformaciones lineales y el producto
por un escalar de una transformacion lineal también son transformaciones lineales.

Proposicion 8.1 Sean V, W y U tres K-espacios vectoriales, y sean T : V - W, SV - W yL:U =V
transformaciones lineales. Entonces,

1. Suma de transformaciones lineales: La transformacion lineal T + S : V — W definida por (T + S)(v) =
T(v) + S(v) para todo v € V' es una transformacion lineal.

2. Producto por un escalar de una transformacion lineal: Para cualquier escalar A € K, la transformacion
lineal \XT : V' — W definida por (AT)(v) = AT (v) para todo v € V es una transformacion lineal.

3. Composicion de transformaciones lineales: La transformacion lineal T o L : U — W definida por (T o
L)(u) = T(L(u)) para todo w € U es una transformacion lineal.

Demostracion: Mostremos el item 3. Dejamos las otras partes como ejercicio.
Sea u € U y a € K. Veamos que se cumplen las propiedades de una transformacién lineal para (T'o L)(u) =
T(L(u)):

(T o L)(au) = T(L(aw)) (definicién de T o L)
=T(aL(u)) (linealidad de L)
=aoT(L(u)) (linealidad de T')

)

=a(T o L)(v) (definicién de T'o L).

Ademss, para uy,us € U, tenemos:

(T o L)(uy +u2) = T(L(us +ug)) (definicién de T o L)
T(L(uy) + L(u2)) (linealidad de L)
T(L(u1)) + T(L(uz)) (linealidad de T)
T

o L(u1) + T o L(ug) (definicién de T'o L).
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Observacion 8.2 Consideremos las transformaciones lineales T : V. — W y SV — W, donde V y W son

K-espacios vectoriales, y dim(V) = n. Sea B = {v1,va,...,v,} una base de V. Observamos que T'(v) = S(v)
para todo v € V si T'(v;) = S(v;) para cada v; en la base B.
En efecto, sea v € V. Como B es una base de V', existen a1, aq,...,a, € K tales que

V= QU1 + QU2 + -+ + QpUp.
Luego, por ser T y S lineales:

T(v) = T(a1v1 + agva + -+ + apvy)
=a1T(v1) + axT(va) + -+ - + ., T(vy)
=a15(v1) + @S (va) + -+ + a,S(vy)
= S(a1v1 + agug + -+ - + anvy)
= S(v).
Por lo tanto, si T(v;) = S(v;) para cada v; en la base B, entonces T(v) = S(v) para todo v € V. Ahora
estamos en condiciones de presentar el siguiente resultado.

Teorema 8.1 Teorema de determinacion.

Sean V' y W K-espacios vectoriales, con V de dimension finita. Sea {v1,va, - ,vn,} una base de V y sean
w1, Wa, - - - Wy, vectores cualesquiera de W. Existe una dnica transformacion lineal T : V- — W tal que T (v;) = w;
para 1 <1 <n.

Demostracién: Para demostrar la existencia de la transformacién lineal T', consideremos un vector v € V.
Dado que {v1,vs,- - ,v,} es una base de V, existen coeficientes tnicos a1, ag, - - - ,a, tales que

V= a1v1 + a2V + - - + ApUp.

Definimos entonces T': V' — W como T'(v) = ajw; + asws + - - - + anw,. Ahora, verifiquemos que T es lineal.
Sean v,v € V' y A, u escalares. Podemos expresar v y ¥ como combinaciones lineales de la base:

V=a1v] + a2 + -+ anv,, UV =aiv; + agvs+ -+ apvy,.
Entonces, aplicamos T a Av + po:

T(Av+ pv) = T(Aarvr + agva + -+ + anvy) + (@101 + agve + -+ - + apvy))
=T((Aay + par)vy + (Aag + pag)vy + - -+ + (Aap, + pdn)vn)
= (Aa1 + par)wy + (Aag + pag)ws + -+ - + (Aay, + pa,)wy,
= Majwy + asws + -+ - + apwy) + @ wy + asws + -+ - + apwy,)
= AT'(v) + pT'(0).

Por lo tanto, T' cumple la propiedad de linealidad y verifica que T(v;) = w; para 1 < i < n. Ademds, es
Unica, ya que si existiera otra transformacion lineal S : V' — W que también cumple S(v;) = w; para 1 <14 < n,
entonces T'y S coincidirian en una base de V. Esto implica que T'= S.

Observacion 8.3 FEl anterior teorema destaca que las transformaciones lineales entre espacios vectoriales po-
seen una especie de "rigidez”. En otras palabras, al definir estas transformaciones sobre los elementos de una
base especifica en el espacio vectorial de salida, automdticamente quedan determinadas para el resto de los puntos
en ese espacio.
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Ejemplo 8.2 Ejercicio 5.3 Examen GAL1. Diciembre 2023. Sea S; = {p € R3[z] : p(—1) =0}
Indicar la opcion verdadera:
(A) Eziste una tnica transformacion lineal T : So — Rg|x] tal que:

T+ 1) =241, TE*-1)=z—-4, Tx+1)=2>+x
T(z® + 22 +3) =222 + 3z + 1
(B) Existen infinitas transformaciones lineales T : So — Rs[z] tal que:
T*+1)=2+4+1, T@?-1)=z-4, T(@+1)=2>+z
T(x® +2x+3) =222 +2x+1
(C) Ezisten infinitas transformaciones lineales T : So — Rs(x] tal que:
T+ =241, TE*-1)=2-4, Tx+1)=2>+x
T(z® + 22 +3) =222 + 3z + 1
(D) Eziste una dnica transformacion lineal T : S2 — Rax] tal que:
T*+1)=2+4+1, T@@?-1)=z-4, T(@+1)=z>+z
T(x®+ 2 +3) =222 +2z+1
(E) No existen transformaciones lineales T : S — Rs(x] tal que:
TP+ =241, TE*-1)=z—-4, Tx+1)=2>+x
T(x® +2r+3)=22> +3z+1

Solucién: Notemos que {x® + 1,2? — 1,z + 1} es una base para Sz C R3[x]. Por lo tanto, existe una tnica
transformacion lineal T : So — Rax] tal que:

TP +1)=2+1, T@*-1)=2-4, T(x+1)=2+z.
Ahora, como a3 + 2z + 3 = (23 + 1) + 2(z + 1), se debe cumplir que
T(x® 420 +3)=T((2> +1)+2(x+1)) = T(2* + 1) + 2T (z + 1) = 22% + 3z + 1.
Entonces la opcion correcta es la A.

Definicién 8.2 Una transformacion lineal T : V. — W entre K-espacios vectoriales V y W se dice:

1. Inyectiva si para cada par de vectores distintos v,v' € V, se cumple que T'(v) # T(v'), es decir, T asigna
vectores diferentes a vectores diferentes.

2. Sobreyectiva si para cada vector w € W, existe al menos un vector v € V tal que T'(v) = w.

3. Biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva, es decir, si para cada vector w € W existe un unico
vector v € V tal que T'(v) = w. Un isomorfismo de espacios vectoriales es una transformacién lineal
biyectiva. Dos espacios vectoriales se dice que son isomorfossi existe un isomorfismo entre ellos.

Asociado a la transformacion lineal T', definimos:
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1. El nicleo (o kernel) de T, denotado p07E| ker(T), como el conjunto de todos los vectores v € V' para los
cuales T'(v) = Ow, es decir, el nicleo es el conjunto de los vectores que se mapean al vector nulo en W.

2. La imagen (o rango) de T, denotada por Im(T), como el conjunto de todos los vectores w € W que
son de la forma T(v) para algin vector v € V', es decir, la imagen es el conjunto de todos los vectores
alcanzables mediante la aplicacion de T.

Proposicion 8.2 Sea T : V — W wuna transformacion lineal entre K-espacios vectoriales V- y W. Entonces:
1. El nicleo de T es un subespacio de V.

2. La imagen de T es un subespacio de W.
Demostracién:

1. Demostraremos que ker(T") cumple las tres propiedades para ser un subespacio de V:

= Contiene al vector nulo: Como T es una transformacion lineal, sabemos que T'(0y) = Ow . Por lo
tanto, Oy € ker(T).
= Cerrado bajo la suma: Sean u,v € ker(T), es decir, T'(u) = T'(v) = Ow . Entonces

T(u+v) =T(u) +T(v) = 0w + O = Opy.

Esto implica que u + v € ker(T).

» Cerrado bajo la multiplicacion escalar: Sea u € ker(T') y « un escalar. Tenemos:
T(au) = aT(u) = a0y = Owp.
Por lo tanto, au € ker(T).
Por lo tanto, ker(T") es un subespacio de V.

2. La demostracién queda a cargo del lector.
Ejemplo 8.3 Sea T : R? = R3 la funcion definida por
T(x,y,2) = (2x+4y+22,3x+y — 22,—x — Ty — 62).

Vefirifiguemos que T es una transformacion lineal.
Para cualquier par de vectores (x1,y1,21), (T2,y2, 22) € R3, se tiene:
T((x1,y1,21) + (T2, Y2, 22)) = T(@1 + 22,91 + Y2, 21 + 22)
= (2(z1 +22) + 411 +y2) +2(21 + 22), 3(@1 + 22) + (11 +42) — 2(21 + 22),
— (z1+22) — T(y1 + y2) — 6(21 + 22))
= (221 + 2w2 + 4y1 + 4y + 221 + 222,321 + 32 + Y1 + Y2 — 221 — 222,
— 1 — 22 — Ty — Ty2 — 621 — 622)
= (2z1 + 4y1 + 221,321 + y1 — 221, —x1 — Ty1 — 621)
+ (222 + 4y2 + 222,322 + Y2 — 229, —x2 — Tyz — 622)
=T(z1,y1,21) + T(22, Y2, 22).

2En ocasiones usaremos también la notacién N(T).
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Para cualquier real o y vector (x,y,2) € R3, se tiene:
T(a(z,y,2)) = T(ax, ay, az)

= (2(ax) + 4(ay) + 2(az), 3(ax) + (ay) — 2(az), —(ax) — 7(ay) — 6(az))
(a(2z + 4y + 22), a3z + y — 22), a(—x — Ty — 62))
= aT(z,y,2).

1. Nicleo de la transformacion: Se puede determinar resolviendo la ecuacion T(x,y,z) = (0,0,0). Esto
implica encontrar los vectores en R3 que son mapeados al vector nulo por T, resultando el siguiente
sistema de ecuaciones:

2c+4y+2z = 0 2 4 210
3r+y—2z = 0 < 3 1 =210
—r—Ty—6z = 0 -1 -7 —6|0
Aplicando operaciones elementales de fila, podemos reducir el sistema a su forma escalonada:
2 4 210
0 -5 =510
0 0 010
A continuacidn, aplicamos operaciones elementales adicionales para obtener la forma escalonada reducida:
1 0 —-1/0
01 110
0 0 010
Encontramos que la solucion general del sistema es x = z, y = —z y z como variable libre. Por lo tanto,

el nicleo de la transformacion T estd dado por:
ker(T) = {(z,—2,2) | z€ R} = {(1,-1,1)z|,z € R}.
Observamos que el nicleo de la transformacion es una recta en R3. Su dimensidn, por lo tanto, es 1.

2. Imagen de la transformacion: Para determinar la imagen de T, necesitamos encontrar todos los vectores
(a,b,c) en R? tales que exista un vector (z,y,2) en R® que satisface T(z,y, z) = (a,b,c).

Esto nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

20 +4y+2z = a 2 4 2 |a
3x+y—22z = b & 3 1 =215
—x—Ty—6z = ¢ -1 -7 —6|c

Aplicando las operaciones elementales, obtenemos la forma escalonada del sistemas:

1 2 1 ia
0 =5 —=5| —3a+b

0 O 0 |2a—b+c

La dltima fila nos indica que para que el sistema anterior sea compatible es necesario que 2a — b+ c =0
(indica que tenemos una restriccion en las variables a, b y ¢). Por lo tanto, la imagen de la transformacion
T estd dada por los vectores de la forma (a,b,c) tal que 2a — b+ ¢ = 0. Es decir,

Img(T) = {(x,y,2) € R®: 2z —y + 2 = 0}

Observamos que la imagen de la transformacion es un plano en R3. Su dimensién, por lo tanto, es 2.
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El siguiente resultado establece la relacién directa entre la dimensién del nicleo y la imagen de una trans-
formacién lineal en relacién con la dimensién de su dominio.

Teorema 8.2 Teorema de las Dimensiones.
Sean V. y W dos K-espacios vectoriales, siendo V' de dimension finita. Sea T : V. — W wuna transformacion
lineal. Entonces,

dim(V') = dim(ker(T)) + dim(Im(T)).

Demostracion: Si T es la transformacién nula, entonces el resultado es claro. Supongamos entonces que T'
no es la transformacién nula y partiendo de una base By = {v1,...,vx} del nicleo de T, elegimos vectores
Vkt1,---,Un €V tales que

B={v,..., 0%, Vt1,---,Un}
sea una base de V.

Ahora demostraremos que By = {T(vg41),...,T(v,)} es una base de Im(T).

By genera a Im(T).
Cualquier v € V' puede expresarse como

V=001 + ... F RV + Qg1 V41 + .0+ QpUy.
Entonces,
Tw)=T(1v1 + ...+ arvk + Qpr1Vk41 + - -« + QuUp)

=1 T(v)+ ...+ apT(vr) + ag1T(Vg+1) + ..+ @ T(vp)
=a1T(vg41) + - .-+ aT(vy).

By es linealmente independiente.
SiOw = app1T(Vgt1)+. . . F+anT(vn) = T(Qp41Vk41+. . .+ vy), entonces g 1Vg+1+- . .+, v, € ker(T).
Dado que By es una base del nicleo de T, existen escalares aq, as, ..., ap tales que

a1V + QU2 + ...+ QU = Qpg1Vk41 + ... + QpUp,

de donde
Q1v] + agUa + ...+ RV — O 1Vk41 — ... — QpUp = Oy
Usando ahora que el conjunto B es una base y, por lo tanto, linealmente independiente, concluimos que

ak+1:"':an:0~

Observacion 8.4 Sea T : V. — W wuna transformacion lineal entre K-espacios vectoriales V- y W. Algunos
resultados importantes que presentamos son:

1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es inyectiva.
b) ker(T) ={0v}.

¢) Para cualquier conjunto A linealmente independiente en V', se cumple que T(A) es linealmente in-
dependiente en W.

2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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a) T es sobreyectiva.
b) ImT =W.

¢) Para cualquier conjunto A que genera V, se cumple que T(A) es un conjunto generador de W.

3. Si T es un ismorfismo y B = {v1,va,...,u,} es una conjunto de elementos de V, entonces se verifican
las siguientes condiciones:

a) T~1: W — V es una transformacion lineal y también es un isomorfismo.

b) B es linealmente independiente si y solo si T(B) = {T'(v1),T(v2),...,T(vn)} es linealmente inde-
pendiente.

c) B es un un conjunto generador de 'V si y solo si T(X) = {T(v1),T(v2),...,T(vn)} es un conjunto
generador de W.

d) B es una base de V' si y solo si T(B) = {T(v1),T(va),...,T(v,)} es una base de W.
e) dimV =dimW.

Ejemplo 8.4 1. Ejercicio 1(Desarrollo). Examen GAL1. Julio 2017.

Se consideran los subespacios S = {(1,1,1)} CR3 y U = {(Z Z) ta,be R} C Mat(R)axs.

¢ Existe una unica transformacion lineal T : R3 — Mat(R)ayx2 tal que ker(T) = S e Im(T) = U ? Justificar
su respuesta.

No. Si consideramos la base A = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R? y el conjunto de vectores
1 1 0 0 0 O
0 0/’\1 1)°\0 O
Existe una transformacion lineal Ty : R3 — Mat(R)axo tal que
0 0
Tl(la 17 1) - (0 O) )
1 1
T1(17 1u0) - (0 0) 9
0 0
T1(1,0,0) = <1 1) .
Existe una transformacion lineal Ty : R3 — Mat(R)axo tal que
0 0
T2(1? 17 1) - (0 0) )
0 0
TZ(]-v 1a0) - <1 1) )
1 1

Se verifica que ker(Th) = ker(Tz) = S y Im(T) = Im(T>) = U, pero sin embargo Ty # Ts.

entonces:
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2. Ejercicio 2. Examen GAL1. Febrero 2016.

Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita, {vi,ve,v3} una base de V, y T : V — W una
transformacion lineal sobreyectiva. Se consideran los dos conjuntos:

A= {T(’Ug),T(U2) — 2T(’L}1),T(U2) + T(’U3)} cWwW
B = {T(Ug),T(’Ul) — T(’Ug),T(U?,) + 3T(’U2),T(U3) + T(Ug)} cw.
Entonces:
A) A es linealmente independiente y B es un generador de W.
B) A es una base de W y B es un generador de W.
C) A y B son generadores de W.

D) A y B son linealmente independientes.

E) Ninguna de las opciones anteriores se aplica.

Solucion: Opcion C. En fecto, Dado que {v1,va,v3} es una base de V' (es decir, dim(V') = 3), es evidente
que:

n {v3, vy — 2u1,v2 +v3} constituye una base de V (es decir, es linealmente independiente y genera V).
n {vg,v1 —v3,v3 + 3v2,v3 + va} genera V, pero no es linealmente independiente.

Mediante la transformacion lineal T :' V. — W, se concluye que:

w A= {T(v3), T(va—2v1),T(va+v3)} constituye un generador de W (siendo la imagen de un generador
por una transformacidn lineal sobreyectiva). En general, A no es linealmente independiente, ya que
T no es inyectiva.

= B={T(v2),T(v1—v3),T(v3+3v2),T(vs+v2)} es también un generador de W (por la misma razdn
que se indicd anteriormente).

En consecuencia, A y B actian como generadores de W, y no se puede realizar ninguna afirmacion
adicional al respecto.

8.1. Rango, sistemas de ecuaciones lineales y el teorema de las di-
mensiones.

Sea A una matriz de tamano m X n con coeficientes reales,

a1 ai2 A1n

a21 a22 a2n
A= .

am1 Am2 e Amn,

Asociada a dicha matriz podemos considerar la transformacién lineal
T:R" - R™
Ta(X)=AX.

Podemos notar que:
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1. El nucleo de Ty es el espacio de las soluciones del sistema de ecuaciones lineales

a11 @12 A1n Z1 0
az1 22 A2y T 0
am1 Am2 Amn Tn 0

2. La imagen de Ts es el subespacio generado por las columnas de A. En efecto, consideremos los vectores

{EY,--- ,E"} de R" expresados como vectores columna de la siguiente manera:
1 0
1 0 2 0
E=1.|,E°= LET =11 .
0 1
Z1
T2
Entonces para cualquier X = , encontramos
Tn
ail a12 A1n Ha a1 a12 A1n
az1 @22 A2 2 a21 a2 a2n
TA (X) =AX = = (331
Am1 Am2 Amn Tn Am1 Am?2 Amn
ail a2 a1n 1 ail a2
as1  ao2 a2n 0 as1  ao2
Ta (X) =1 A o
Am1 Am?2 Amn 0 Am1 Am?2
ail ail
a21 a2n
Ta(X) =21 -z,
am1 Amn

A1n
a2n

amn

Recordemos que la dimensién del espacio generado por las columnas de A es el rango de A. Utilizando el

Teorema de las Dimensiones, podemos concluir lo siguiente:

Corolario 8.1 Sea A una matriz de tamano m X n con coeficientes reales y rango igual a k. Entonces, la
dimension del espacio de soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneo

es igual an — k.

air a2 a1n T 0
az1 Q22 a2n T 0
Am1 Am2 Amn Tn 0



328

JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

Ejemplo 8.5 1. Ejercicio 8. Examen GAL1 interactiva. Diciembre 2023. Se consideran la recta r
y el plano 7 de las figuras:

a)
b)
¢)
a)

x

Probar que si S es un subespacio vectorial de R® y r C S, entonces dim(S) > 2.
Probar que si S es un subespacio vectorial de R® y 7 C S, entonces S = R3.
Probar que no existe ninguna transformacion lineal T : R? — R? tal que r C Ker(T) y r C Im(T).

Probar que existe una tnica transformacion lineal T : R® — R3 tal que # C Ker(T) y hallarla
explicitamente.

Solucion:

a)

b)

d)

Sir C S, en particular (1,0,0) € S y (0,1,0) € S, por lo que
{(1,0,0),(0,1,0)}| < S.

Por esto S contiene un subespacio de dimension 2 y entonces dim S > 2.

De manera similar, si 1 C S, entonces basta con elegir 3 puntos no alineados en m para obtener un
conjunto linealmente independiente incluido en m (y por lo tanto S contiene una base de R?).

En efecto, por ejemplo consideremos {(0,0,4),(1,0,4),(0,1,4)} C S, de donde
{(0,0,4),(1,0,4), (0,1,4)}] € 8.
Como {(0,0,4),(1,0,4),(0,1,4)} es linealmente independiente, entonces R® C S C R3, lo que implica
que S = R3.
Por absurdo, supongamos que una tal T existe. Por la parte a), dim Ker(T) 4+ dim Im(T") > 2+2 = 4.
Por el Teorema de las dimensiones
dim Ker(T) + dim Im(7) = dimR® = 3,

lo cual es absurdo.

Por la parte b) el micleo de una tal T debe ser R3. La tinica T : R® — R3 es la transformacion
lineal nula T(x,y,z) = (0,0,0), razonamiento que prueba su existencia, su unicidad y la define
explicitamente.
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. Ejercicio 8. Examen GALI1 interactiva. Febrero 2024. Se consideran las siguientes figuras:

N
a) Probar que no existen transformaciones lineales T : R® — R? tales que T(OAB) C 0.

A
b) Probar que existen infinitas transformaciones lineales T : R® — R? tales que T(OAB) C .

c) Probar que si S es un subespacio vectorial de R® y o C S, entonces S = R3.
d) Sea T : R® — R® una transformacion lineal tal que o C Ker(T). Hallar el nicleo de T. ;Es T un

isomorfismo? Justificar.

Solcucion:

(a)
(b)

(c)

Si T es lineal, entonces T(0,0,0) = (0,0,0). Entonces, (0,0,0) € T(AOAB). Pero el plano o no
pasa por el origen, asi que ninguna transformacion lineal lleva al tridngulo en el plano o.

—

Los vectores OA y @ son linealmente independientes, de modo que se pueden completar a una base
de R3. Sea B = {ﬁ,O?,O?} = {A, B,C} una tal base (cualquier punto C fuera del plano del
tridngulo sirve). Por el teorema de determinacion de las transformaciones lineales en una base, si
elegimos arbitrariamente A', B’ € m y C' cualquiera en R®, existe una tnica transformacion lineal
T:R? = R3 tal que:

TA)=A", T(B)=B, T(C)=C(C'

Entonces T(AOAB) = AOA'B’ (pudiendo degenerar este tridangulo en un segmento si A',B’, O

estuvieran alineados o incluso ser un punto si A’ = O = B’). Como (entre otras) la eleccion de C’
es arbitraria, existen infinitas soluciones que cumplen lo pedido.

Sea S un subespacio vectorial de R® tal que o C S, entonces basta con elegir 3 puntos no colineales
en o para obtener un conjunto linealmente independiente incluido en o (y por lo tanto S contiene
una base de R®. En efecto, por ejemplo consideremos {(0,0,4),(1,0,4),(0,1,4)} C S, de donde

{(0,0,4), (1,0,4),(0,1,4)} C S.

Como {(0,0,4),(1,0,4),(0,1,4)} es linealmente independiente, entonces R® C S C R3, lo que implica
que S = R3.
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(d) Usando el enunciado de la parte anterior sabemos que una tal transformacion lineal T satisface que
Im(T) = R3, por lo cual T es sobreyectiva. Aplicando el teorema de las dimensiones deducimos que
dim(Ker(T)) =0, de donde Ker(T) = {(0,0,0)}. Entonces T es inyectiva. Concluimos entonces que
es un isomorfismo porque es biyectiva.

8.2. Practico 10.
Practico 10.

Transformaciones lineales. Nucleo e imagen. Teorema de las dimensiones.

Ejercicios Sugeridos:

Concepto y ejemplos de transformaciones lineales.
1. En los siguientes casos determinar si la funcié T es una transformacion lineal:

a) T:R®— R? tal que T(z,y,2) = (y — 2,2 + y).

b) T :C[0,1] — R tal que T'(f) = f(0), donde C[0,1] = {f : [0,1] = R | f es continua}.
) Dado v € R3 fijo, la funcién T : R? — R tal que T'(u) = (u,v).
) T : Mat(R),,x, — R tal que T(A) = Rg(A4).
)
)

e o

@

T : Mat(R),xp — Mat(R),x,, tal que T(A) = A,

Dados V un R-espacio vectorial de dimensién n y B una base de V, la funciéon 7' : V' — R™ tal que
T(v) = coordg(v).

f

2. a) Sea T : Ry[z] — R? una transformacién lineal tal que
T(1) = (1,0),T(x) = (1,1), T(*) = (0,0).

Hallar T'(p) para todo p.

b) Sea T : R3 — R3 una transformacién lineal tal que
T(1,0,0) = (2,1,0),T(1,1,0) = (=1,2,3), T(1,1,1) = (0,0, 1).

JExiste una unica transformacién lineal que verifique las condiciones dadas? Justifique su respuesta.
Si es afirmativa, entonces hallar 7'(3,2,1).

c¢) Determinar si existe alguna transformacién T : Ro[z] — R? que satisfaga
T(1) = (1,0),T(1 +z) = (1,1), T(1 +z +2°) = (0,0), T(3 + 2z + 2*) = (2,1).
En caso de que exista, encontrarlas todas.

3. En los siguientes casos hallar la expresion analitica de las transformaciones lineales que cumplen las
condiciones dadas, y determinar cuantas hay:

a) T:R? — R3 tal que

T(1,1,-1) = (2,1,0),7(1,2,1) = (-1,2,3),T(1,0,—3) = (0,0,1).
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b) T : Mat(R)ax2 — R? tal que
T(Ml) = (17 _1)’T(M2) = (1’ l)aT(M?)) = (15 1)7T(M4) = (37 1)7T(M5) = (17 _3)7

donde
1 1 1 0 1 2 3 3 1 0
= (1) = (G 5) = A)s =3 0)s = (5),

Nucleo e imagen de una transformacion lineal.

. Hallar el ntcleo e imagen de las siguientes transformaciones lineales:

a) T : Ra[z] — R* tal que T(p) = (p(1) + p(—1),p(0)).
b) T : Mat(R)ax2 — R tal que T'(A) = tr(A4).

. Se consideran las transformaciones T : R? — Mat(R)2y 2 tal que

rew- (757 ,7).

Y Yy—=z

S : Mat(R)gxz — RB[I]

s = (1 &)

r T

definida por

Verificar que T y S son lineales, y hallar el nicleo y la imagen de T', S'y SoT.

. Dada A € Mat(R),xn, definimos la transformacién lineal T4 : Mat(R),x, — Mat(R),x, como
T4(M) = AM. Demostrar que T4 es invertible si y solo si A es invertible.

Teorema de las dimensiones.

.Sean T :V = Ry §:V — R transformaciones lineales, donde dim(V') = n.

b) Demostrar que dim(N(7")) =non — 1.

b) N(T') = N(S) si y solo si existe un nimero real a # 0 tal que T’ = a.S.

c) Sea T : R3 — R tal que T'(z,y,2) =  +y + 2. Hallar S : R® — R, lineal, sabiendo que N(T") = N(9)
y S(1,0,0) = 2.

. Decidir si las dos afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas, dando una demostracién o un contra-
ejemplo seguin corresponda.

a) SiT :V — W es lineal, es tal que existe un conjunto A = {v1,...,v,.} C V linealmente independiente
que cumple que T(A) = {T(v1),...,T(v.)} es también linealmente independiente, entonces T es
inyectiva.

b) Si T : V — W es lineal y existe una base B = {v1,...,v,} de V que cumple que T(B) =
{T(v1),...,T(vy,)} es también linealmente independiente, entonces T es inyectiva.
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9. Sean V' y W espacios vectorailes con dim(V) < dim(W),y T :V —- Wy S: W — U transformaciones
lineales.

a) Demostrar que T no es sobreyectiva

b) Demostrar que S no es inyectiva.
10. Sean U, V' y W espacios vectoriales, y T :V — W y S : W — U transformaciones lineales.

a) Demostrar que N(T) C N(SoT).

b) Si SoT es inyectiva, demostrar que T es inyectiva.
¢) Demostrar que Im(S o T') C Im(S).
)

)

d

e

Si S oT es sobreyectiva, demostrar que S es sobreyectiva.

Sean A una matriz n X m y B una matriz m X n, con n < m. Demostrar que BA no es invertible.

8.2.1. Solucion Practico 10
Concepto y ejemplos de transformaciones lineales.

1. a. Es una transformacién lineal. Para probar esto consideremos (z,, 2),(z,y',2') € R® y a € R.
Tenemos que

T(a(z,y,2) = (ay — az,az + ay) = oy — x,z +y) = oT'(z,y, 2)
T((x7y7z)+<xl7y/7zl)) = (y+yl_x_$l7z+z/+y+y/) =
(y — T,z + y) + (y/ - xlazl + y/) = T(LU, Y, Z) + T('rlaylazl)

b. Es una transformacién lineal. Sean f,g € C[0,1] y a € R. Entonces

T(f+g)=(f+9)0)=f(0)+g(0)=T(f) +T(g)

T(af) = (af)(0) = af(0) = aT(0)

c. Es una transformacién lineal. Sean u;,uy; € R3, o € R, entonces

T(ur +uz) = (ug +uz,v) = (ug,v) + (ug,v) = T(u1) + T(uz)

T(aur) = {auy,v) = alug,v) = T (uy)
donde usamos propiedades de producto escalar.

d. No es una transformacion lineal. Por ejemplo, si A es una matriz de rango k # 0, tenemos que
T(0A) = rango(0A) = rango(Onxn) = 0 # rango(A) = T(A).

e. Es una transformacién lineal. Sean A, B € M, «, v a € R, entonces
T(A+B)=(A+B)' = A"+ B"=T(A) +T(B)
T(aA) = (aA)! = aA’ = aT(A)

donde usamos propiedades de matriz traspuesta vistas en practicos anteriores.
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f. Es una transformacion lineal. Supongamos que la base es {v1, .., v, } y sean v,w € V, entonces existen

Qy, ..., y B1,..., Bn tales que
V=1V + ... + apv,

w = f1v1 + ... + Pnn
Por lo que T'(v) = coordg(v) = (a1, ..., ) v coordg(w) = (B1, .-, Bn)
Dado A cualquiera, se cumple que
A= AMagvr + ... + apvy) = Aag)v + ...+ (Aag)v,

Y por lo tanto
T(A\v) = coordg(Av) = (A, ..., Aay) = Mag, ..., ap) = XT'(v)

Por otro lado
v+w = (aqv1 + ... + anvyn) + (B1o1 + ... + Brvn) =

(041 + Bl)vl + ...+ (an + Bn)vn

Y tenemos que

T(v+w) = coordg(v+w) = (a1 + Bi, .o, an + Bp) =T(v) + T'(w)

a. Todo polinomio p(x) € Rg[z] puede escribirse como p(x) = a.x? + b.x + ¢,1. Dado que T es una
transformacién lineal, sabemos que

T(a.2? +b.x +c,1) = aT(z?) + bT(x) + cT(1)
Por lo que para un polinomio cualquiera se cumple que
T(p) = a(0,0) +b(1,1) + ¢(1,0) = (b+¢,b)
b. Si, existe una unica transformacion lineal que verifica las condiciones. Esto es porque el conjunto

{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} es una base de R3, por lo tanto, dado un punto (a,b,c) € R? cualquiera,
el valor de T en él estd determinado por la siguiente ecuacién

T(a,b,c) = (a—b)T(1,0,0) + (b — )T(1,1,0) + ¢T(1,1,1)

Ademsis

T(3,2,1) = 17(1,0,0) + 17(1,1,0) + 17(1,1,1) =

(2,1,0) + (—1,2,3) + (0,0,1) = (1,3,4)

c. El conjunto {1, 14, 1+x+22} es una base de Ry[z]. Por lo tanto, para que exista una transformacién
lineal que cumpla las condiciones, debe verificarse que

TB+2z+2*)=T)+T(1+2)+T(1+z+2%) =(2,1)

Tenemos entonces que la afirmacién es correcta.
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Ademsés, para un polinomio genérico az? + bz + ¢ , se cumple que
ar’ +br+c=a@*+x+1)+(b—a)(x+1)+ (c—b)1

Entonces
T(az® 4+ bx +¢) = (c — b)(1,0) + (b —a)(1,1) + a(0,0) = (c — a,b — a)

3. a. El conjunto {(1,1,-1),(1,2,1),(1,0,—3)} no es generador de R® y se cumple que (1,0,—3) =
2(131771)4» (71)(13231)
Sin embargo

Por lo tanto, no existen transformaciones lineales que verifiquen las condiciones.

b. Existen infinitas transformaciones lineales que verifican las condiciones. Esto es porque el conjunto
{M;, M3, M5, My, M5} no es un generador de Mat(R)2x2 y a diferencia de la parte anterior, no
tenemos informacién contradictoria sino redundante. Es decir, no nos alcanza la informaciéon que
tenemos para determinar cuanto vale una transformacién 7' que cumpla todas las propiedades en
todo el espacio Mat(R)axs.

Nucleo e imagen de una transformacion lineal.

4. a. Paraencontrar el ntcleo, nos preguntamos cudles son los polinomios p de R3[z] tales que T'(p) = (0, 0).
Sea p(z) = az3 + bz® + cx +d

T'(p) = (p(1) + p(=1),p(0)) = (2b + 2d,d)
Entonces T'(p) = (0,0) si y solo si d = b = 0. Es decir
N(T) = {az® + cx : a,c € R}

Por otro lado, para encontrar la imagen de T', debemos buscar los (z,y) € R? tales que Jp € Ry[x]
con T(p) = (x,y). Si p(x) = ax® + bx? + cx + d tenemos que (z,y) = (2b + 2d, d). Es decir,

Im(T) = R?
b. N(T)={A € a+d=0}. Im(T) =R.

5. Verificamos que T es una transformacién lineal: sean (z,v, 2), (2,9, 2') ER®y a € R

o’ —(y+y) y+y ):

T((z,y,2)+ (@Y, 7)) =T(@@+a",y+y,2+7) = ( y+y y+y —(2+2)

_ r /
(0 1) (57 ) =t 1w

y  y—=z Y y — 2

T(a(z,y,2)) = (O‘(xy) oy ) —a (my y ) — T (2,1, 2)

oy a(y —z) y  y—=z

Verificamos que S es una transformacion lineal: sean A, B € Mat(R)ax2, a € R
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7.

S(A+ B)(z) = (1 z)(A + B) (;;) =(12)A (;) +(12)B (;@) = S(A)(z) + S(B)(x)

S(aa)(e) = (1 0)ad) () a1 2)(4) () = as(a)(e)

Calculemos el niicleo y la imagen de T. Buscamos primero los (z,v,2) € R? tales que T(x,vy,2) = Oaxos.
A partir de la definicién de T, es claro que N(T') = {(0,0,0)}. Por otro lado, también observando la
definicién de la transformacién lineal, las matrices A € Mat(R)qyx 5 tales que existe (z,y,2) € R3 tal que
T(z,y,z) = A deben ser simétricas, es decir, Im(T) = {A: A= A'}.

Calculemos el nticleo y la imagen de .S. Por un lado, si consideramos A = (Z Z) , tenemos que S(A)(z) =

0 si y solo si ax+ (b+c¢)z? +dz? = 0, por lo tanto N(S) = {A: b= —c,a = d = 0}. Ademés, desarrollando
el producto matricial de la definicién de S, vemos que Im(S) = {p : p(x) = azx® + bx? + cx}.

Por 1ltimo, estudiemos el niicleo y la imagen de S o T'. Tenemos que S o T : R? — R3[z] y

b

(SoT)(a,b,c):S(aZb b—c) (z) = (a — b)x + 2bz* + (b — ¢)2°

Por lo tanto, (S o T)(a,b,c) =0 < a =b = c = 0y tenemos que N(SoT) = {(0,0,0)}. Ademsds,
observamos que Im(T) = {p € R3[z] : p(x) = ax® + bz? + cx}.

Si la transformaciéon T es invertible, entonces en particular es sobreyectiva. Por lo tanto, existe una matriz
M tal que T(M) = I,,. Es decir, existe una matriz M tal que AM = I,, y concluimos que A es una matriz
invertible.

Reciprocamente, si la matriz A es invertible, entonces podemos definir la transformaciéon S(M) = A~ M
y se cumple que

SoT(M)=A"YAM)=(A"*A)M =1,M =M
ToS(M)=AAM)=(AAYM =I,M =M

Por lo que S = T~! y concluimos que T es invertible.

Teorema de las dimensiones.

a. Observamos primero que dim(R) = 1 y I'm(T) es un subespacio de R. Por lo tanto, si Im(T") # {0},
entonces I'm(T) = R y por el teorema de las dimensiones, tenemos que

n = dim(V) = dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(N(T)) + dim(R)

Por lo tanto, dim(N(T")) =n — 1.
Por otro lado, si Im(T') = {0}, entonces dim(Im(7T)) = 0y por el teorema de las dimensiones tenemos
que dim(N(T)) = dim(V) = n.
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10.

b. Por la parte a), sabemos que dim(Im(T)) = 0, 1. Si la dimensién de la imagen es 0, entonces Ty S

son ambas la transformacion nula y la afirmacién se cumple trivialmente.

Si la dimensién de la imagen es 1, es decir, Im(T) = Im(S) =R. Sea v tal que T'(v) = ay S(v) =1
donde « # 0. Cualquier otro vector que no vaya en el 0 debe ser de la forma kv pues la direcciéon de
v es la tinica que no esta en el nucleo de las transformaciones.

Sea w € V entonces, si w € N(T'), T(w) =0 = aS(w). Y si w ¢ N(T') entonces

T(w) =T(kv) = kT (v) = ka = kal = kaS(v) = aS(kv) = aS(w)

. Tenemos que N(T) = {(z,y,2) € R : x +y + 2 = 0} = {(z,y,—2 — y) : z,y € R}. Una base de

este subespacio es {(1,0,—1),(0,1,—1)} y por lo tanto dim(N(T)) = 2 = dim(R?) — 1. Ademés,
N(S) = N(T). Utilizando la parte anterior sabemos que S = o1, entonces

2=5(1,0,0) = aT(1,0,0) = «

Por lo tanto, S(z,y,2) = 2(x + y + 2).

. BEsta afirmacién es falsa. Supongamos que V = R3?, W = R2. Consideremos el conjunto A =

{(1,0,0),(0,1,0)} y una transformacién T : V' — W tal que T(1,0,0) = (1,0) y 7(0,1,0) = (0, 1).
Claramente el conjunto A es linealmente independiente pues tiene vectores de la base candnica de
R? y el conjunto T'(A) también pues es la base canénica de R?. Sin embargo, usando el teorema de
las dimensiones, tenemos que dim(N(T')) = 1 y por lo tanto no es inyectiva.

. Esta afirmacion es verdadera. Para ver que la transformacion es inyectiva veamos que su ntcleo es

solamente el vector nulo. Sea entonces v € V tal que T'(v) = Oy. Como B es una base del espacio
vectorial V', podemos escribir al vector v como combinacién lineal de los vectores de B, es decir
existen aq, ..., a, tales que v = ajv1 + ... + ARV,

Utilizando propiedades de transformaciones lineales, tenemos que
Ow =T () =T(a1v1 + ... + anvy) = a1 T (v1) + ... + @, T(vy)

Sabemos que el conjunto T'(B) es linealmente independiente y por lo tanto a; = 0 para todo i.
Concluimos entonces que v = Oy .

. Sabemos que Im(S) es un subespacio vectorial de V' y por lo tanto dim(Im(S)) < dim(V'). Supon-

gamos que S es inyectiva, el teorema de las dimensiones nos dice que
dim(W) = dim(N(S)) + dim(Im(S)) = 0 + dim(Im(S))

Por lo tanto, dim(Im(S)) = dim(W) > dim(V) lo cual es absurdo. Por lo tanto, S no puede ser
inyectiva.

. Probemos que todo vector v € N(T') pertenece a N(SoT).

Tenemos que N(SoT)={v eV :(SoT)(v) =0y}. Seav € N(T), entonces T'(v) = 0, y por lo
tanto
(SoT)(v)=S(T(V)) =S(0w) =00

En el dltimo paso usamos que S es una transformacién lineal por lo que lleva el cero de W en el cero
de U. Concluimos entonces que N(T) C N(SoT).
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b. Por la parte anterior, tenemos que N(T) C N(SoT). Como S o T es inyectiva, tiene nicleo trivial,
es decir

N(T) € N(SoT) = {0y}
Por lo tanto, N(T') = {0y} y T es inyectiva.
c¢. Consideramos u € I'm(SoT), entonces sabemos que existe v € V tal que (SoT)(v) = u. Si llamamos
w = T'(v), tenemos que (S oT)(v) = S(T'(v)) = S(w) y por lo tanto v € Im(S).
d. Si SoT es una transformacién sobreyectiva, entonces I'm(S oT) = U. Por la parte anterior sabemos
que Im(S oT) C Im(S). Por lo tanto, U C Im(S) y a su vez, Im(S) es un subespacio del espacio
vectorial U. Por lo tanto Im(S) = U y concluimos que S es sobreyectiva.

e. Sugerencia: pensar a las columnas de A como vectores de un espacio vectorial de dimensién n y
estudiar la dependencia lineal.

8.3. Matriz asociada a una transformacion lineal.

En este capitulo veremos una nueva forma de representar las transformaciones lineales que venimos estu-
diando.

Consideremos dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo, (V,K, +v, ) v (W, K, 4w ,*) y una transfor-
macién lineal T : V' — W. Sean n y m las dimensiones de los espacios V' y W respectivamente y consideremos
las bases A = {vq,...,v,} v y B={wy,...,wn} L W. Como T(vj) € W para todo v; € A, podemos escribir
a este vector en términos de la base B. Es decir, existen escalares a;; con i = 1,..,m tales que

T(vj) = aijw;
=1

Dicho de otra forma, coordg(T(v;)) = (a1j, ..., Gmj)-
Definimos la matriz asociada a T' en las bases A y B como la matriz cuya i—ésima columna corresponde con
las coordenadas de T'(v;) en la base B, es decir,

aix a2 ... Qin
a1 Gz ... Goq

B((T)).a = (coord(T(v1))"...coord(T(v,))") = | . . ) € Muxn
aml Am2 ... (mn

A continuacién vemos algunos ejemplos y casos particulares.

Ejemplo 8.1 SeaT : R® — R? tal que T(x,y, z) = (2u+y—2,x—y). Consideremos primero C; = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
y Co = {(1,0),(0,1)} las bases candnicas de ambos espacios y hallemos la matriz asociada en este caso.
Para esto, comenzamos calculando T en los vectores de la base de R®. Tenemos lo siguiente

T(1,0,0) = (2,1), T(0,1,0) = (1,—1), T(0,0,1) = (—1,0)

Es claro que como estamos usando la base candnica de R?, las coordenadas de los vectores (2,1), (1,—1),(—1,0)
en dicha base, son exactamente los mismos vectores. Por lo tanto, la matriz asociada a T en estas bases es

a@e=(3 4 7))
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Ejemplo 8.2 Para un ejemplo mds interesante, consideremos la transformacion anterior pero tomando la base
B={(1,-1),(2,-1)} de R2. Para hallar la matriz asociada en este caso, tenemos que calcular coords(T (v;))
para cada v; € C1. Comenzamos tomando el vector (2,1) y buscamos los escalares a y 5 tales que

(2,1) = a(1,-1) + B(2,-1)

A partir de esto planteamos el siguiente sistema

y concluimos que (o, 8) = (—4,3). Repitiendo el procedimiento llegamos a que coordp(1l,—1) = (1,0) y
coordp(—1,0) = (1,—1). Por lo tanto, la matriz asociada a la transformacion T en las bases C1 y B es

a@s=(5" 5 4)

Ejemplo 8.3 Sea T : Ro[z] = Mayo tal que

T(ax2+bx—|—c)=(a_b c )
c ¢

o (11 1 0 11 0 0
Sean ademds A = {z +1,2$,$+1}98—{(0 1)'\o —-1)°\1 1)°\0 1

Comenzamos calculando T de los vectores de la base A:

» T(22+1) = G })
» T(22) = (_02 _02>

- T+ 1) = (‘11 (1))

Lo siguiente es encontrar las coordenadas de los vectores obtenidos en la base B.

» La matriz T(z* +1) = (} }) estd en la base B por lo que coords(T(z* + 1)) = (0,0, 1,0)

(=2 0\ (11 10 11 00 B
. Ademas(o 2)—0<0 1>+(—2) <0 1>—|—O (1 1>+(—4) (0 1)ytenemosquecoordB(T(Qx))—

(0,—2,0,—4)
. (—11 (1)) -0 (é }) +(-2) <(1) _01> +1 G 1) +(-3) <8 (1)> y coords(T(z + 1)) = (0, —2,1, —3)

Por dltimo, armamos la matriz asociada ¢olgando”las coordenadas obtenidas como columnas de la matriz,
es decir:

o oo
\
N
\
)
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Observar que la matriz asociada a la transformacién lineal T : V' — W en las bases A y B, siempre queda
determinada por las coordenadas en la base B de T aplicada a los vectores de la base A. Por lo que podemos
realizar el proceso inverso a las partes anteriores. Es decir, conociendo la matriz asociada y las bases de los
espacios, podemos obtener la transformacién linear correspondiente. Veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 8.4 Sea A= {(-1,1,0),(1,-2,0),(1,—1,1)} una base de R® y sea T : R — R3 tal que

2

1 0
A(TNa=11 1 0
1 1 -2

Sabemos, por definicion de matriz asociada, que las columnas de la matriz anterior corresponden a las
coordenadas en la base A de los transformados de los vectores de la base A. Es decir, sabemos lo siguiente

w coorda(T(-1,1,0)) = (1,1,1)

« coord4(T(1,-2,0)) = (0,1,1)

w coorda(T(1,-1,1)) = (2,0, -2)

A partir de esto, conocemos T (v) para cada v € A
s T(—=1,1,0) = 1.(~1,1,0) + 1.(1, =2,0) + 1.(1, —1,1) = (1, —2,1)

« T(1,-2,0) = 0.(~1,1,0) + 1.(1, —2,0) + 1.(1,—1,1) = (2, —3,1)

» T(1,-1,1) =2.(—1,1,0) + 0.(1,—2,0) + —2.(1,—1,1) = (—4,4, —2)

Ahora, sea (x,y,z) € R? cualquiera. Para calcular T(x,vy,2), escribamos al vector como combinacion lineal
de la base A. Buscamos oy, s, a3 tales que

(r,y,2) = a1(—1,1,0) + az(1,—-2,0) + a3(1,—1,1)
Resolviendo un sistema de ecuaciones, llegamos a que
(z,y,2) = (22 —y+2)(1,1,0) + (—z — y)(1,-2,0) + 2(1,—-1,1)
Por lo tanto,
T(z,y,2) = (=20 —y = 2)T(=1,1,0) + (—z —y)T(1,-2,0) + 2T(1, -1,1) =
(—2z—y—2)(1,-2, 1)+ (—x —y)(2,-3,1) + 2(—4,4,-2) =
(—4x — 3y — 5z,7x + by + 6z, —3x — 2y — 3z)

Para resolver problemas como el del ejemplo anterior, tenemos un resultado més abastracto que generaliza
lo que hicimos

Teorema 8.3 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y con bases A = {vy,...,v,} LN Vv,

B={w,..,wn} 2 W. Para toda transformacion lineal T : V- — W, se cumple la siguiente igualdad:

coordg(T (v)) = B((T')) acoord 4(v)
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Demostracién: Notemos g((T))4 = ((aij)) y sea v € V con coord4(v) = (o, 2, ..., ). Como T es trans-
formacién lineal, tenemos que

T(w) = a1T(v1) + axT(v2) + ... + @, T (vy).

Por definicién de matriz asociada, sabemos que la columna j—ésima de g((1')) 4 corresponde a coordgT (v;).
Utilizando esto, la ecuaciéon anterior puede reescribirse de la siguiente forma

T(v) = ar(a11wr + ... + Gm1Wm) + az(ar2wr + ... + Gmowp,) + ... + ap(a1,w1 + ... + CppWin )
(a1a11 + ... + apain)wy + (a9 + ... + @paon)wa... + (@1am1 + - + QpGmn ) Wi
Por lo tanto, tenemos que

a1a11 + ... + apain

a1a21 + ... + apaon
coordp(T(v)) = ) = B((T)) acoord 4(v)

A1Am1 + -+ ApQmn

8.3.1. Operaciones entre transformaciones lineales

Hasta ahora, sabemos que si tenemos dos transformaciones lineales S, 7 : V' — W, entonces podemos calcular
las transformaciones S +7T :V — Wy «-T : V — W. Veremos un resultado que nos da una nueva forma de
hallar las matrices asociadas a dichas transformaciones a partir de las matrices asociadas a S'y T

Teorema 8.1 Sean V y W dos K—espacios vectoriales con bases A = {v1..,v,} y B = {wi,..,wn} res-
pectivamente. Dadas T,S : V. — W dos transformaciones lineales y a € K, las matrices asociadas a las
transoformaciones

T+S8:V=>W/(T+S)w):=T()+ S(v)
a-T:V —=W/(aT)(v) :=aT(v)

estan dadas por

s((T'+9))a=B(T))a+ B((S5))a
slla-T))a=a5(T))a

Demostracién: Notemos g((T))4 = ((ai;)), 8B((S))a = ((bi;)). Dado v; € A, se tiene que

(T + S)(vj) = T(vj) + S(vj) Za”wz—FZbUwz

Esto es porque la columna j—ésima de la matriz g((7")) 4 corresponde con las cordenadas en la base B del
vector T'(vj) y la columna j—ésima de la matriz 3((.S)) 4 corresponde con las cordenadas en la base B del vector
S(vj;). De la ecuacién anterior concluimos que

(T + 8)(vj) = (aij + bij)w;

HMS

‘“ﬁ

Como la columna j—ésima de la matriz g((T + S))4
concluimos que 5((T'+ 5))a = B((T)).a + B((5)).a

De forma andloga, (o - T)(vj) = aT(v;) = @Y i ajw; = Y i, aa;jw; y tenemos que g((a-T))a =
a-5((T))a

tiene las coordenadas de (T + S)(v;) en la base B,
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Teorema 8.2 Sean V,W,U tres K-espacios vectoriales con dim(V) = n, dim(W) = m, dim(U) = s. Sean
A={v1, . o}, B={w,...,wn},C={us,..,us} bases de V, W, U respectivamente. SiT :V — W yS: W = U
son transformaciones lineales con matrices asociadas ((T'))a y c((S))s, entonces la matriz asociada a la
transformacion lineal SoT : V — U estd dada por

c((SoT))a=c ((5)s5((T))a
Demostracién: Notemos g((T))a = ((a;x)), c((S))s = ((bij)) v ¢((S))5 B ((T))a = ((cki)) donde 1 < i < s,
1<j<m,1<k<n.
Usando la definicién del producto de matrices, tenemos que los coeficientes cx; son de la forma

m
Cik = E binank
h=1

Por otro lado, dado v € A, se tiene que

NE

(S o T)(’Uk) = S(T(Uk)) = S( ajkwj> = Zaij(wj) = Z Qjk Zb”ul =

<.
Il

»

NE

S
( bijajk>ui: E CikUi
j=1 i=1

i=1 J

Por lo tanto, la matriz asociada a SoT es ¢((SoT))a = ((cix))-

Corolario 8.2 Sea T : V. — W un isomorfismo, A una base de V y B una base de W. Entonces, s((T))a es
invertible, y la matriz asociada a la transformacion lineal inversa T—' : W — V en bases B y A viene dada por
AT = (1))

Demostracién: Dado que ToT~ ! =idy y T~ ! o T = idy usando el teorema anterior, tenemos que

s(T)a-a(T™)s =5 (ToT™))s =5 ((idv))s = I
AT B (TNa=a (T oT))a=a ((idw))a=1
Por lo tanto, 4((T7'))s = (5((T))4)~*

En el capitulo anterior definimos el ntcleo y la imagen de una matriz A € Mat,, «, de la siguiente forma

N(A)={X eR": AX =0}

Im(A)={Y eR":3X eR": AX =Y}

Veamos qué relacion tiene esto con el nicleo y la imagen de una transformacién lineal. Para esto, conside-
ramos una matriz A € Mat,,x, y definimos la transformacién T4 : R™ — R™ tal que T4 (X) = AX para todo

x € R™. Se cumple que en las bases candnicas de estos espacios, C,, y C,, respectivamente, la matriz asociada a
T4 es exactamente A, es decir

e ((Ta))c, = A

Por esta razon, podemos relacionar al ntucleo y la imagen de A con el nicleo y la imagen de T4.
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N(A) = N(Ta) = {z € R" : T(X) = 0}

Im(A)=Im(T)={Y eR":3IX eR": T(X) =Y}
Proposicion 8.1 Las columnas de A generan la imagen de A.

Demostracién: Sea T4 : R™ — R™ tal que T4(X) = AX. Si C, = {e1,...,en} es la base candnica de R,
sabemos que el conjunto {T4(e1),...,Ta(en)} es un generador de la imagen de T4 que es igual a la imagen de

A.
0

Ademis, Ty(e;) = Ae; = A | 1| = AG)

0
donde A%) es la i-ésima columna de A.
Por lo tanto, el conjunto {A(1),..., An)} constituye una base de I'm(A).
Dado que el rango de una matriz es el nimero de columnas L.I., tenemos el siguiente corolario.

Corolario 8.3 FEl rango de una matriz A es igual a la dimension de su imagen

Veamos algunos ejemplos de esto.

1 3 0
. | 2 6 5
Ejemplo 8.5 Sea A = 3 9 1
-2 -6 0
Luego de escalerizar, obtenemos que
1 30
T 0 T 0
3y=0 =-3
AyzO@OOSy:O@JH_y @x Y
0 0 O

Por lo que
N(A) ={(z,y,2) R : 2= 0,2 = =3y} = {(-3y,,0) : y € R} = N(A) =[(-3,1,0)]
Ademds, como sabemos que las columnas de A generan Im(A), tenemos que
Im(A) =1(1,0,0,0),(3,0,0,0),(0,5,0,0)] = [(1,0,0,0),(0,1,0,0)]
donde la dltima igualdad se debe a que (3,0,0,0) = 3(1,0,0,0).

Con esto, podemos hallar nicleo y la imagen de una transformacién a partir del nticleo y la imagen de su
matriz asociada.

Proposicién 8.2 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, consideremos los conjuntos

A = {v1,...,0,} 5y y B = {wy,...,wn} 5w y una transformacion lineal T : V. — W. Se cumplen las
siguientes afirmaciones:
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1. Sive N(T) = coorda(v) € N(5(T)a)
2. Sixz e N(g(T)a) => coord,'(z) € N(T)
Demostracion:
1. Sive N(T) = T(v) = T. Como B es una base de W, tenemos que coordg(T(v)) = 7. Ademds,
coordp(T(v)) =p (T) acoord 4(v).

Es decir, g(T) acoord 4(v) = K y concluimos que coord,(v) = 7.

2. Siz=(x1,...,2n) E N(B(T)a) = B(T)azx = T. Por lo tanto,

(coordp.(T'(v1))...coordg.(T'(vy))) | * | =

T

=

Es decir,

coordg(T(v1).21 + ... + coordp (T (vy).xn = T = coordg(z1.T(v1) + ... + . T(vp)) = I

_>
=0

%
x1.T(v1) + ... + . T (vy) = T(x1v1 + ... + Tpon) = 0

Donde las usamos que coordg es una transformacion lineal inyectiva y que T es lineal. Con esto concluimos
que coord () = (z1v1 + ... + Tv,) € N(T).

La siguiente proposicion se demuestra facilmente a partir de los resultados anteriores.

Proposicion 8.3 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, consideremos los conjuntos

A = {v1,...,vn} 5VyB= {w1, ..., wm } % Wy una transformacion lineal T : V. — W. Se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1. N(T) y N(5(T).4) son isomorfos
2. dim(N(T)) = n —rango(s(T)4)
3. Si{e1,....ex} 2 N(T) = {coorda(e1), ...,coords(ex)} 2 N(5(T).4)

4o Si{ar, o an} 2 N(5(T)a) = {coord!(z1), ..., coord ;' (z1)} 2 N(T)

Ejemplo 8.6 Consideremos las bases A = { (} }) , <_01 8) , <(1) _01> , <(1) 8) } LN Matoyo(R) y B =

{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} 2R3 y T : Mataxo(R) — R una transformacion lineal cuya matriz asociada A y
B es
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St queremos hallar una base del nicleo de T, utilizando la proposicion anterior, podemos comenzar hallando
una base de N(g(T') ). Tenemos lo siguiente

v 1 -1 1 1\ [* 1 -1 1 1\ [* R
sMal?=Ta(1 0 2 1| |Y[=0<fo 1 1 2||[Y[=0

z z z

; 113 -3/ \; 00 0 of|7

r—y+z+t=0 r=t—2z
4 <~
Yy+z2z—-2t=0 y=2t—=z
De esta forma, tenemos que N(g(T)4) = {(t — 22,2t — z,2,t) : z,t € R} = {2(—2,-1,1,0) +¢(1,2,0,1) :
z,t € R} y{(-2,-1,1,0),(1,2,0,1)} LA N(g(T) ). Utilizando la proposicion anterior, tenemos que

{coord ' (—2,~1,1,0),coord " (1,2,0,1)} KN N(T)

(G2 1))y

Ejemplo 8.7 Sean A = {1,t,t%} LN Ro[z] y B ={(2,0,-1),(0,1,4),(0,0,3)} b R3 y T : Ro[z] — R3 tal que

Es decir,

1 2 -1
sgT)a=10 1 1
11 4

T 1 2 -1 T N
(,y,2) ENB(T)a) e (Da |y =0 0 1 1 y| =0
z -1 1 4 z
1 2 -1 T
QM — z = =
alo 1 1 Y :6> r+2y—2z=0 T =3z

Concluimos que

N(B(T)A) = {(327 _272) HVALS R} = {2(37 _L 1) HVAS R} = {(33 _17 1)} i> N(B(T)A)
Utilizando la proposicion anterior, tenemos que
{coord (3, -1, 1)} = {3 —t + 2} 2 N(T)

La siguiente proposicion nos da una relacién explicita entre la imagen de una transformacién y la imagen
de su matriz asociada

s . } . . b
Proposicién 8.4 SeanV yW dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, consideramos A = {vy,...,vp} —

VyB={wy,..,wn} Sw y una transformacion lineal T : V. — W. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
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1. Siw e Im(T) = coordp(w)Im(g(T)a)

2. Siy e Im(g(T)a) = coordy'(y) € Im(T)

Demostracion:
1.SiweIm(T) = eV :Th) =w = coordg(T(v)) = coordg(w). Ademds, sabemos que
coordg(T(v)) = p(T)acoorda(v) = coordg(w) = g(T)acoord(v) y concluimos que existe un vec-
tor coord 4(v) tal que el sistema coordg(w) =p (T').acoord(v) es compatible, por lo que coordg(w) €
Tn(s(T) ).

2. Siy=(Y1,-yYm) € IMm(B(T)4) = Tz = (z1,...,x,) € R" tal que

1 Y1 1
s(Mal + | =] : = (coordg(T'(v1)))...coordg(T(vy)) | © | =¥

Ln Ym Ln

= xy.coordp(T(v1)) + ... + zy.coordp(T (vy)) =y = coordg(x1T(v1) + ... + 2, T(vy)) =y
)

= 21T(v1) + ... + 2,T(v,) = coord' (y) = T(x101 + ... + T,0,) = coordy' (y)

Es decir, existe 21v1 +...+2,v, € V tal que T(x1v1 +...+3,v,) = coordy' (y) y por lo tanto, coordys' (y) €
Im(T).

La siguiente proposicion se demuestra facilmente a partir de los resultados anteriores.

Proposicién 8.5 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, consideremos los conjuntos

A = {v1,...,vn} 5y y B = {wy,..., wn} 5w y una transformacion lineal T : V. — W. Se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1. Im(T) y Im(s(T)4) son isomorfos
2. dim(Im(T)) = rango(g(T) )
3. Si{h1,....,hi} LN Im(T) = {coordg(h1),...,coordp(hi)} LN Im(p(T)A)

4. St {y1, . Uk} LN Im(5(T)A) = {coordg*(y1), ..., coords" (yx)} KN Im(T)

Cambio de Bases

Definicién 8.1 Sea V' un K-espacio vectorial con bases A y A’. Se conoce como matriz cambio de base de
la base A a la base A’ a la matriz o/ ((I))a donde I :V —V es la transformacién identidad.

Proposicién 8.6 Sean A y A’ dos bases de un espacio vectorial V. Entonces, para cualquier v € V' se cumple
que

coord 4 (v) =4 ((I)) acoorda(v)

Proposicién 8.7 Sea V' un K- espacio vectorial con bases Ay A’ y sea I : V — V la transformacion identidad.
Entonces
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1 0 0

0 1 0
1oa(I)a= :

0 0 1

2. (D) es invertible y (ar((1) )" =4 (1))
Proposicion 8.8 Sean V y W dos K- espacios vectoriales con A, A’ bases de V' y B,B’ bases de W y sea
T :V — W una transformacion lineal. Entonces
s (T)a =p ((Iw))s - B(T))a-a ((Iv))a
donde Iy : V =V y Iyy : W — W son las transformaciones identidad de V' y W respectivamente.

Ejemplo 8.6 Ejercicio 6. Examen GALI1 interactiva. Febrero 2024. Sean las bases ordenadas de R3
A= ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) y

B .= ((1,171)7 (1,0,1), (071,—1)). Sea T : R? — R3 tal que 4[T)p = (1) 1 —1 . Entonces:
2 0 1
(A) T(z,y,2)=(z, 3z —y+2z, —x—2z).
(E) T(z,y,2) = (2x+ 32, —xz+2y—>5z, —2x—y—2).
(I) T(z,y,2) = (x+2y — 2z, —y+2z, 3x+3y—z).
(0) T(x,y,2) =(x+2y —z, —3y+2z, —x—y).
(U) T(z,y,2) = (—2z+2y+2, ,x—y, ,—x+2y-+2).

Solucion: Para calcular T(z,y, z), basta con hallar 4|[T)a =4 [T)5 B [Id] 4. La matriz de cambio de base g[Id] 4
11 0\ /-1 1 1
es la inversa 4[Idlg= (1 0 1 =|2 -1 -=1], y entonces
11 -1 1 0 -1
1 -1 1 -1 1 1 -2 2 1
ATa=(0o 1 1) 2 -1 <1]=[1 -1 0
2 0 1 1 0 -1 -1 2 1
T -2 2 1 T —2x+4+2y+=z
Finalmente, T |y | = 1 -1 0)-|y]| = r—y , y entonces la respuesta correcta es la
z -1 2 1 z —x+2y+=z
(U).

8.4. Practico 11.

Practico 11.
Matriz asociada a una transformacion lineal.

Ejercicios Sugeridos:
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Matriz asociada a una transformacién lineal.

1. Hallar 5(T) 4 en los siguientes casos:

a) A=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B ={(1,0),(0,1)}.
b) A= {(17 1, 1)a (1a 1, O)a (1’070)} y B= (1a O)’ (07 1)
c) A={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B = (1,3),(2,5).

2 21
2. SeaT : Ryfx] - Ritalquey(T)p = |1 3 1]|,dondeE = {1,2+1,(2+1)?}yU = {(1,1,0),(1,2,3),(3,2,1)}:
1 2 2

a) Hallar T'(2? + x — 1).
b) Encontrar la expresién general de T(p) siendo p = ax? + bx + ¢ un polinomio genérico de Ry [x].
3. Consideremos una matriz A € Mat(R)ax2 y la transformacién T : Mat(R)ax2 — Mat(R)ax2 definida
por T(B) = AB:
a) Demostrar que T es lineal.

b) ;Existen bases en Mat(R)ax2 tal que la matriz asociada en dichas bases sea justamente A? Justifique
la respuesta.

1 2

c) Para A = <3 4

), hallar la matriz asociada a T en la base candnica de Mat(R)z2x2.

4. Sea T : R? — R? dada por
T(xa:%Z) = (2x—y+z,3y—z,x+2y+z)

Sea S el subespacio de R? generado por A = {(1,0, 1), (—1,1,2)} Hallar la matriz asociada de la restriccién
deT a S, T|s:S — R3 utilizando A como base de S y la base canénica de R3.

5. Hallar las dos matrices de cambio de base entre la base canénica C' de R? y la base
B = {(17 1, 1)1 (1707 1)7 (_1707 1)’ }

es decir, p(T)¢c siendo T' = Idgs. Verificar que esta matriz de cambio de base es la inversa de la otra
matriz de cambio de base que se puede definir.

6. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensiéon n y m respectivamente, y T : V' — W una transforma-
cién lineal:

a) Demostrar que existen k € N, B base de V, y C base de W tal que la matriz asociada en estas bases
esta dada por
1 sii=j<k,
(c(T)8)is = { ;
en otro caso.
b) Sea T : R — Mat(R)2x2 definida por

_ a—d —a+b+3c—3d
T(a’b’c’d’e)<b+30—3d—e d—e >
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8.4.1.

Hallar bases B y C de R® y Mat(R)2x2) respectivamente, tal que la matriz asociada a T en esas
bases sea

c(T)p =

S oo
oo~ O
o= O O
o O oo
o O oo

Solucion Practico 11.

Matriz asociada a una transformacién lineal.

1.

a. Dividimos el procedimiento en tres partes: calculamos T en los vectores de la base A, escribimos a los

vectores transformados como combinacién linel de la base B y por ultimo, colgamos las coordenadas
de los transformados como columnas de la matriz. En este caso, como la base B es la candnica de
R?, el segundo paso es trivial.

Tenemos entonces que
- T(1,0,0) = (3,1)
- T(0,1,0) = (2,—5)
- T(0,0,1) = (—4,3)

Entonces la matriz asociada a la transformacién T en las bases Ay B es

= (7 5 )

. Razonando de forma andloga, comenzamos calculando T" en la base A

-T(1,1,1)=(1,-1)
- T(la laO) - (57 74)
- T(1,0,0) = (3,1)

Nuevamente, como la base B es la canénica de R?, el segundo paso es trivial y por lo tanto la matriz

asociada es
1 5 3

. En esta parte tenemos la misma base A de antes asi que en el primer paso obtenemos los mismos

resultados. Busquemos entonces las coordenadas de estos vectores en la base B. Para el vector (1, —1)

tenemos
1 2 1 F3—-3F, 1 2 1
3 5| -1 0 —-1| -4

De donde coordg(1,—1) = (—7,4). De la misma forma hayamos las coordenadas de (5,—-4) y (3,1) y
con ellas armamos la matriz.

~7 —33 —13
B(T)A(4 19 8>
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2.

a. Utilizaremos el teorema 7,27 de las notas del curso que dice

coordp(T (v)) = (T) acoord 4(v)

Lo primero que tenemos que hacer entonces, es buscar las coordenadas del vector 22 +z — 1 en la
base £. Es decir, queremos los «, 3,7 que realizan la sigueinte combinacién lineal

P tr—1l=al+Bx+1)+y@?+2z+1)
Para que ambos lados sean iguales para todo x, deben cumplirse las siguientes ecuaciones
v=1

v+ 8=1
Y+B+a=-1

Por lo tanto, coords(z? +x —1) = (—1,-1,1) y

2 21 -1 -3
coordy(T(z*> +xz—1) =1 3 1 -1]=1-3
1 2 2 1 -1

. Usando la matriz asociada, podemos conocer el valor de la transformaciéon T en una base de la

siguiente forma.

- coordy(T(1)) = (2,1,1) = T(1) =2(1,1,0) + (1,2,3) + (3,2,1) = (6,6,4)
- coordy(T(z+ 1)) = (2,3, ) = T(r+1)=2(1,1,0) + 3(1,2,3) + 3(3,2,1) = (14,14, 12)
- coordy(T((x +1)?)) = (1,1,2) = T((z+1)%) =(1,1,0) +(1,2,3) +2(3,2,1) = (8,7,5)

Consideremos un polinomio genérico p(x) = ax? + bx + ¢ y busquemos sus coordenadas en la base £

ar? +bx+c=al+ Bz +1) +vy(x+ 1)

De la ecuacién anterior, tenemos que v = a, 3 = b — 2a,« = ¢ — b+ a. Con esto, podemos calcular el
valor de T'(p)

T(p) = (c—b+a)T(1)+ (b—2a)T(z+1)+aT(1) = (c—b+a)(6,6,4) + (b— 2a)(14, 14, 12) +a(8,7, 5)

T(p) = (—14a + 8b + 6¢, —15a + 8b + 6¢, —15a + 8b + 4c)

. Es claro que T es lineal por estar definida como un producto de matrices.

b. No existen bases de Mat(R)s2xo tales que la matriz asociada a T en dichas bases sea A. Esto es

porque el tamano de la matriz asociada debe ser 4 x 4 pues los espacios de salida y llegada de T" son
de dimensién 4.

. Para esta parte, calculamos T" en las matrices de la base candnica y luego colgamos como columnas

de la matriz asociada a los vectores (matrices) obtenidos.

o) 6 D6 06 o)
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(o 0) =6 20 0) = (6 3)
(o) =630 o) - (30)
o) =666

Por lo que la matriz asociada a T en la base candnica es

c(T)e =

S W o=
w oo
S = O N
= O N O

4. Comenzamos igual que en las partes anteriores, calculando el valor de T en los vectores de la base. Como
estamos considerando la restriccién de T" a .S, solo nos interesa T" en los dos vectores de la base A y no en
una base de R3.

- T(1,0,1) = (3,—1,2)
- T(fla 172) - (717 133)

Como la letra dice que debemos usar la base canénica de R?, solo resta colocar los vectores recién calculados
como columnas de la matriz asociada. Es decir

5. Lo que tenemos que encontrar en esta parte es g(Idgs)c y ¢(Idgs)g. Comencemos con la segunda matriz.

Para encontrar ¢(Idgs)p, razonando de forma andloga a los ejercicios anteriores, debemos aplicarle la
transformacioén identidad a los vectores de la base B y buscar sus coordenadas en la base canénica de R3
para luego colgar dichas coordenadas como columnas de la matriz. Es claro que esto resulta en una matriz
que tiene como columnas a los vectores de la base B. Es decir

11 -1
c(Idgs)g=|1 0 0
11 1

Para encontrar g(Idgs)c debemos aplicarle la transformacion identidad a los vectores de la base canénica y
buscar sus coordenadas en la base B. Consideramos entonces el vector (1,0, 0) y buscamos sus coordenadas

en B.

11 —1]1 1 1 —-1]1
10 o] 2=y (o -1 1 | -1
11 1|0/ 2" \o o0 2|21

De donde coordp(1,0,0) = (0,1/2,—1/2). Razonamos de manera andloga para los vectores restantes y
obtenemos coordp(0,1,0) = (1, —1,0), coords(0,0,1) = (0,1/2,1/2). Por lo tanto
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6.

0 1 0
s(Idgs)e = | 1/2 -1 1/2
~1/2 0 1/2
a. Sea k = dim(I'm(T)) y tomemos una base de la imagen de T', llamémosla {w1, ws, . . ., wy }. Como estos
vectores estdn en la imagen de T, existen vy, vs,...,vx € V tales que T'(v1) = wy, ..., T(Vi) = wg.

Probemos que el conjunto {vy,vs,...,vx} es linealmente independiente: supongamos que hay una
combinacién lineal ayvy + -+ + agvr = 0. Entonces 0 = T(0) = T(av1 + -+ + apvr) = anT(v1) +
<4 T(vg) = aqwy +- - -+ agwy, y como el conjunto {wy, wa, ..., wy} es linealmente independiente
tenemos que a; = 0,...,a = 0. Ahora llamemos S al subespacio de V' generado por {vy, va, ..., v }.
Como este conjunto es linealmente independiente y por definicién genera S, es base de S, y entonces
dim(S) = k.

Por otro lado, del Teorema de las Dimensiones sabemos que dim(N (7)) = dim(V) — dim(Im(T)) =
n — k. Ahora tomamos una base de N(T'), que por lo anterior va a tener n — k elementos. Llamemos
a estos ultimos vgy1,...,v,.

Ahora probemos que SN N(T) = {0}: un vector v en esa interseccién se escribe como combinacién
lineal v = ajv1 + - + gk, que ademds cumple que T(v) = 0. Entonces 0 = T'(v) = T(ayv1 +
ctagvg) = o T(v1) + -+ apT(vg) = aqwy + -+ - + agwg, y como el conjunto {wy, wa, ..., wk} es
linealmente independiente tenemos que oy = 0,...,a; = 0, con lo cual v = 0.

De lo anterior deducimos que la suma S + N(T') es directa, con lo cual dim(S + N(T')) = dim(S) +
dim(N(T)) = k+ (n — k) = n, entonces S + N(T) = V. Como V es suma directa de S 'y N(T),
uniendo bases de cada uno de ellos obtendremos una base de V. De esta manera, el conjunto B =
{v1, ..., Vg, V41, .., 0} forma una base de V.

Por otro lado, como el espacio W tiene dimension m, existen m — k vectores, w41, ..., Wy, que junto
con los k anteriores forman una base de W. Le llamamos C al conjunto de todos estos vectores, es
decir, C = {w1, ..., Wg, Wit1, ooy Wip }-

Tenemos entonces que para todo vector v; con ¢ < k, se cumple que coorde(v;) es un vector con un 1
en la i-ésima entrada y ceros en el resto de las entradas pues T'(v;) = w;. Ademds, para todo vector
v; con i > k, se cumple que coorde(v;) = (0, ...,0) pues dicho vector estéd en el niicleo de T

Es claro entonces que en estas bases, la matriz asociada a T' cumple las condiciones requeridas.

. Comenzamos buscando una base de la imagen. Para esto, consideramos una matriz genérica y estu-

diamos las condiciones que deben cumplir sus coeficientes para que exista una preimagen. A partir
de esto, obtendremos un sistema que del que resulta la siguiente matriz:

1 0 0 -1 0 ail
-1 1 3 =3 0 |an
0 1 3 -3 -1 a1
O O 0 1 -1 a99

Escalerizando, concluimos que las matrices de la imagen deben cumplir que ass = —a11 — a12 + ao1-
Por lo tanto, una base de la imagen es:

{0 56 )00

Nos preguntamos entonces, cudles son las preimagenes de los vectores de esta base. Para esto, con-
sideramos la expresion analitica de la transformacién y la igualamos a los diferentes elementos de la
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base anterior. De este planteo, obtendremos tres sistemas de ecuaciones, compatibles indeterminados,
que al resolverlos nos dan la siguiente informacion:

CT(d+1,4d—3c+1,c,d,d+1) = <(1) _01>

- T(d,Ad — 3¢+ 1,¢,d,d + 1) = (8 _11)

11

Tomando ¢ = d = 0 tenemos que los vectores {(1,1,0,0,1),(0,1,0,0,1),(0,0,0,0,—1)} forman un
conjunto linealmente independiente en R® tal que aplicarles T resulta en la base de la imagen que
consideramos.

- T(d,4d — 3¢, c,d,d + 1) = <0 0>

Por otro lado, podemos encontrar una base del ntcleo resolviendo un sistema del que resulta la
siguiente matriz

1 00 -1 0|0
-11 3 -3 0|0
0 13 -3 —-1]0
0 00 1 -1]0

Nuevamente, escalerizando, vemos que los vectores del niicleo son los que cumplen e = a = d,b =
4d — 3c por lo que una base del ntcleo es

{(1,4,0,1,1),(0,—3,1,0,0)}

Y sabemos que las coordenadas T aplicado a estos vectores, en cualquier base, son (0, 0,0,0). Adem4s,
junto con los anteriores forman una base de R®. Es decir, tomaremos la base C como el conjunto

¢ ={(1,1,0,0,1),(0,1,0,0,1),(0,0,0,0,-1),(1,4,0,1,1),(0,-3,1,0,0)}

Lo tnico que nos falta es completar la base de la imagen para conseguir una base de Max2(R). Para
esto agregamos una matriz linealmente independiente con las anteriores. O lo que es lo mismo, agre-
gamos una matriz que no cumpla las condiciones para estar en la imagen de 7. Con esto obtenemos

s={(c %) )@ V)E D)

Con estas bases, la matriz asociada a la transformacién tiene la forma que se pide.



CAPITULO 9

EVALUACIONES: SEGUNDO
PARCIAL.

9.1. Ano 2008.

9.1.1. Primer semestre. Segundo parcial: 8 Mayo 2007.
Muiltiple opcién.

1. Dado el plano 7 de ecuacién = + 2y + 2z = 1, sea r la recta que dista 3 de m, tiene vector director con
tercera coordenada nula y que pasa por el punto (0,0, 5). Indique la ecuacién de r

(A) r:{ z+22=10

y+z=>5
(B) r_{ :Zc:?)erQz:lO
(©) r:{ i—lz-z(/)—l-z:E)
(D) r:{ jiéy—&-Zz:—S
(E) r{ iiiy_zso

2. Sea V = R,]z], el espacio de polinomios con coeficientes en R de grado menor o igual a n — 1. Sea
W = {p € Rs[z] | p(0) =p(1) = p(—1) =0} y T : V — W una transformacién lineal. Entonces

353
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(D) dim(Ker(T)) =non—1.
(E) dim(Ker(T)) =n — 1.

. Consideremos a € Ry T : Ry[z] — R? una transformacién lineal tal que:

T(azx® + 2z — 1) = (—1,9/2,10),
T((a+ 1)z +2) = (2,1,0),
T(z* +z) = (0,1,2).

Entonces:

(A) Para todo valor de a € R, Ker(T') = {0} y Im(T") = R3.

(B) Sia =5, entonces dim(Ker(T)) =1 y dim(Im(7")) = 2.

(C) Para todo valor de a € R, dim(Ker(7)) =1y dim(Im(7)) = 2.
(D) Sia =5, entonces Ker(T) = {0} y Im(T) = R3.

(E) Sia # 5, entonces dim(Ker(T)) =1 y dim(Im(T)) = 2.

. SeaT : V — W una transformacion lineal entre espacios de dimensién finita. Entonces:

(A) Sidim(V) = dim(Im(T")) entonces T' es inyectiva.
B) Sidim(V) = dim(Im(T")) entonces T es sobreyectiva.

D) Si T es sobreyectiva entonces Ker(T') = {0} y Im(T") = W.

)
(B)
(C) Ninguna de las restantes afirmaciones es correcta.
(D)
(E) SiT es inyectiva entonces Ker(T) = {0} y Im(T) = W.

. Consideremos T : R? — R? una transformacién lineal tal que:

10 2
Alla=1(3 1 0
11 —4

es su matriz asociada en la base A = {(—1,1,0),(1,-2,0),(1,4,2)}.

Entonces:

) Im(T) = [(=1,-2,0),(1,1,-1)] y Ker(T) = [(9, —10,2)].
(B) Im(T) = [(2,2, ) (372,2)] y Ker(T) = [(9,-10,2)].
(C) Im(T') = [(1,4, )] y Ker(T) = [(=1,1,0), (1, -2,0)].
(D) Im(T) = [(=1,-2,0),(1, 1, =1)] y Ker(T) = [(-2,6,1)].
) Im(T) [(1,3,1) (0, 1,D)] y Ker(T) = [(—2,6,1)].

. Sean v1, vg, v3,v4 vectores diferentes de un mismo espacio vectorial tales que: A = {vy,v2} y B = {vs, v4}
son conjuntos L.I. Sean S7 = [v1,v2] y S2 = [vs, v4]. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(1) S14+ 5 = [1)1 + U3, V1 + V4,V + V3,V + ’U4].
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(i) SN S = {0}
(iii) dlm(Sl) + dlm(SQ) = dlm(SISQ) + dim(51 + Sg)

(A) Las tres afirmaciones son verdaderas.

(B) Solo la afirmacién (i) es verdadera.

(C) Ninguna de las restantes opciones es correcta.
(D) Solo las afirmaciones (i) y (ii) son verdaderas.
(E) Solo la afirmacién (iii) es verdadera.

. Sea S el subespacio de V' = Rs[z] formado por los polinomios que verifican p(—1) = 0, Ss el subespacio
de V generado por: {t® +t,t?> —t,2t + 1}. Entonces se cumple que:

(A) V=5+5 y dlm(51 N SQ) = 2.

(B)V =51 + S y dim(S; N Sa) = 1.
(C) V =251+ 85y dim(S; NSy) =3.
(D) V # 51 + 5.
(E) V=5 5.

. Sean T : R?® — R* una transformacién lineal, A = {(1,1,0), (0,1,1),(0,—1,1)} y
B={(1,11,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}.

La matriz asociada a T de la base A en la base B es:

1 0 0
2 1 1
5(T)a= 0 1 0
0 0 1

Se verifica que:

) T(1,-1,0) = (5,4,5,1).

) T(1,-1,0) = (3,3,4,1).

) Nlnguna de las anteriores es correcta.
)) T(1,-1,0) = (1,3,-1,0).

(A
(
(
(
( ( ) (1747*1a1)'

B
C
D
E

. Sea V un espacio vectorial real de dimensién 5, y T : V — V una transformacién lineal tal que
dim(Ker(T)) = 2. Se consideran las siguientes afirmaciones:

I Necesariamente existe v € V' tal que T'(v) # 0.

IT SiV = Ker(T) ® Im(T), entonces existe {v1,vs,v3} C V conjunto linealmente independiente tal que
{T'(v1),T(v2), T(v3)} CV es linealmente independiente.

I Si T2 = 0, entonces Ker(T) C Im(T).

Entonces,

(A) Las tres afirmaciones son correctas.
(B) Solo las afirmaciones I) y III) son correctas.
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(C) Solo la afirmacién I) es correcta.
(D) Solo las afirmaciones I) y II) son correctas.
(E) Solo las afirmaciones IT) y III) son correctas.

10. Sea T : Mat(R),x, — Mat(R), xn, n > 1, tal que T(A) = A + A’. Indicar la opcién correcta:
_ n(n-1)
(A) dim(Im(T)) = nT
_ n(n=1)
B) dim(Ker(T)) = =5—.

D
(E) T es biyectiva.

)
(B)
(C) T es sobreyectiva pero no inyectiva.
(D) T es inyectiva pero no sobreyectiva.
)



EVALUACIONES: SEGUNDO PARCIAL. 357

9.2. Ano 2011.

9.2.1. Primer semestre. Segundo parcial: 28 Junio 2011.
Muiltiple opcion.

1. Sea V un espacio vectorial de dimensién n, y sea T': V — V una transformacién lineal que cumple 72 = 0
(T'oT = 0). Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) N(T?) < Im(T).
(1) Im(T) C N(T).
(IT) dim Tm(T) < 2.

Indicar la opcién correcta:

(A) Solamente las afirmaciones I y II son correctas.
(B) Solamente las afirmaciones II y III son correctas.
(C) Las tres afirmaciones son correctas.

(D) Solamente la afirmacion II es correcta.

(E) Solamente la afirmacién III es correcta.

2. Sean T': R? — Ryfx] y S : Ry[a] — R? tales que T'(a,b) = (a +2b)z® + (b—a)z y

a((9)s =

N O =
O = O
NN O

siendo A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B = {1,z,2?}.
Se cumple entonces que:

Indicar cudl de las siguientes opciones describe la composicion de las transformaciones lineales S y T
definidas como:

(A) SoT(a,b) = (a+ 5b,2a+ 4b)

(B) SoT(a,b)=(0,—a+b,2a+ 4b)

(C) SoT(a,b)=(a+2b,—a+b,2a+4b)
(D) SoT(a,b)=(—a+b,a+ 5b,2a+ 4b)
(E) SoT(a,b)=(0,a-+5b,2a+ 4b)

3. Se consideran los siguientes subespacios vectoriales:

S={(z,y,2,w) eR* 1z +y =0}
U={(z,y,2,w) ER*: 2 +w =0}
V=[1-21)]cCcR?

Indicar cuél de las siguientes afirmaciones es correcta:

(A) Existe una tnica transformacién lineal T : R® — R* tal que N(T) =V e Im(T) = SNU.
(B) Existe una tnica transformacién lineal T : R? — R* tal que N(T) =V e Im(T) = S.
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(C) Existen al menos dos transformaciones lineales distintas 7' : R® — R* tales que N(T) =V e Im(T) =

SnU.

(D) Existen al menos dos transformaciones lineales distintas T : R? — R* tales que N(T) =V e Im(T) =

U.
(E) Si T:R3 — R* es una transformacién lineal tal que N(T') =V, entonces Im(T) = SNU.

4. Consideremos los siguientes subespacios de Rs[z]:

Sy ={az® +br® +cx+dER3[z]:2a—b=0y a+c—d=0}
Sy = [2° — 21,227 — 1]

Indicar cuél de las siguientes opciones es correcta:

(A) {23 + 222 + 2,2 + 1} es una base de S y S1 N Sz = {0}.

(B) La dimensién de Sy es 2, por lo que R3[z] # S1 @ S pero Rz[z] = S1 + Sa.

(C) Rsfz] =51 & S2.

(D) {a®+ 222 —x,2 + 1} es una base de S; y S1 N Sy = [2% + 222 — 22 — 1].

(E) {23 +22% — 2,27+ 1} es una base de S; y S1 NSy = 5.

5. Sea r la recta que pasa por el punto (—4,—5,3) e interseca perpendicularmente a la recta s(\)

(—1,-3,2) + A(3, -2, —1). Entonces,
(A) r

2x4+3z=1

3r —2y—2z=-5
(B) r

T+ 3z =

3 —2y+2=-5
(C) r

T+y+z=-6

3x —2y— 2= -5
(D) r

T+ 3z =

3r —2y—2z=-5
E) r

6. Dados los siguientes subconjuntos de Mat(R),,xp:
S1 ={M € Mat(R),,x,) : traza(M) = 0}
So = {M € Mat(R),,«,, : det(M) =0}
S3 = {M € Mat(R),,»,, : M? es la matriz nula}

Entonces,
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A
B

) Solo S; es un subespacio.
)

C) Solo Sy y S5 son subespacios.
)
)

(
(B) Solo S7 y S5 son subespacios.
(

(D

(E) Todos son subespacios.

Solo S7 y S3 son subespacios.

Desarrollo.

1. Ejercicio 1.

(a) Definir nicleo e imagen de una transformacién lineal.

(b) Sea T': V — W una transformacién lineal. Probar que T es inyectiva si y solo si N(T') = {0}.
(¢) Deducir que si V = W, entonces T es invertible si y solo si N(T') = {0}.
(

d) Sean V' 'y W espacios de dimensién finita, y T': V' — W una transformacién lineal. Probar:

(i) Si T es inyectiva, entonces existe una aplicacién lineal S: W — V tal que SoT = Id.

(ii) Para la transformacién T : R3 — R* definida por
hallar una aplicaciéon S como se especifica en la parte anterior.

2. Ejercicio 2. Consideremos los siguientes subespacios:

L] Sl = {M € Mat(R)gxg | M = 7Mt}
= S5 =10(0,1,2,1),(2,1,0,1),(—2,1,4,1)]

(a) Hallar una base de S; y una base de S5 e indicar en cada caso las respectivas dimensiones.

(b) Hallar, si es posible, una transformacién lineal T} : R* — Mat(R)3x3 que verifique Im(7T;) = S;. En
caso de ser posible definir una tal 71, jse puede definir de una tinica manera? Justificar.

(c) Hallar, si es posible, una transformacién lineal Ty : R* — Mat(R)3x3 que verifique Im(Tz) = S; y
N(T3) = Ss. En caso de ser posible definir una tal Ts, se puede definir de una dnica manera? Justificar.

Justificar en todos los casos.

Solucion.

11213145
B|E|C|D|DJA

(=]
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9.3. Ano 2012.
9.3.1. Primer semestre. Segundo parcial: 27 Junio 2012.

Mutiple opcién.

1. Sea V = Mat(R)2x2 el espacio vectorial de las matrices reales de tamafio 2 x 2. Se consideran los siguientes
subconjuntos de V:

Si={AeV:A= A%
So = {A €V : traza(A) = 0}

Indicar la opcién correcta:

A) S; y S5 son subespacios vectoriales de V' tales que dim(S; N S2) =2 y dim(S; + S2) = 4.

(
(B) Sp es un subespacio vectorial de V' con dim(.S7) = 3 pero S3 no es un subespacio vectorial de V.
(

C) S1 y Sz son subespacios vectoriales de V' tales que V = S7 @ Ss.

0 -1

(D) S1 y Sa son subespacios vectoriales de V' tales que S; + So = [<1 0 > ) ((1) é)]

(E) S1 y S2 son subespacios vectoriales de V' tales que V' # S7 + Ss.

2. Se consideran los siguientes subespacios:

S =[1+a?

U= {(CC‘ Z) EMat(R)gxzza:b,c:d}

siendo Ro[z] el espacio de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 y Mat(R)ax2. Indicar la
opcion correctas:

(A
(

ey

2

)
)

~—

Existe una tnica transformacién lineal T : Ry[z] — Mat(R)ax2 tal que N(T') = S e Im(T") = U.

Existe una tdnica transformacién lineal T : Ry[z] — Mat(R)axo tal que N(T') = S e Im(T) =
Mat(R)gxg.

Existe méas de una transformacién lineal T : Ry[z] — Mat(R)ax2 tal que N(T) = S e Im(T) = U.
Si existe una transformacién lineal T' : Ro[z] — Mat(R)2x2 tal que N(T') = S, entonces Im(T") es

igual a la matriz:
10
0 1

(E) Existe una transformacion lineal T : Ra[z] — Mat(R)2x2 tal que N(T) = S y Im(T) = U.

3. Sean T : Ry[z] — R? lineal tal que p(T)a = (

1 2 3

9 3 4>, donde A = {1,1 +z,2?} y B ={(1,0),(1,1)}.

Indicar la opcién correcta:

(A) N(T)={p € Ra[z] : p(z) = ax® + bx + ¢,Ta + 2b+ 3c = 0,4a + b+ 2c =0} y Im(T) = R%
(B) N(T) = {p € Ra[z] : p(z) = ax® + bz + ¢,Ta+2b+ 3c = 0,4a + b + 2¢ = 0} y dim(Im(T)) = 1.
(C) N(T)={peRglz] : p(x) =az® + bz +¢,3a+2b+c=0,4a+b+c=0} y Im(T) = R
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(D) N(T) ={p € Ra[z] : p(z) = ax® + bx + ¢,3a+ 2b+c=0,4a+ b+ c =0} y dim(Im(T)) = 1.
(E) N(T) = {p € Ro[z] : p(z) = ax® + bx + ¢,3a +2b+ c = 0,4a + 3b+2c = 0} y Im(T) = R2.

4. Sea B = {v1,v3,v3,v4} una base de un espacio vectorial V. Sea S el subespacio de V generado por el
conjunto A = {vy 4 2va, v2 — v3,v1 + V2 + v3 + V4, V4 }. Indicar la opcién correcta:

5. La ecuacién de la recta paralela al plano 42y —z = 0, ortogonal a la recta (x,y, z) = (1,2,3)+ (0,1, —1)
y que pasa por el punto (6,1, —7) es:

(A
(B
(
(

) (z,y,2) = (5,2,—6) + A\(—2,0,2).
)
C)at+y=7—ax+y—2=2.
)

)

20 +y+z=6,r+z=-—1.

D) (z,y,2) = (6,1,—7) + A(1,0,0).
(E) z+2y—2z=15—2+y—2z=2.

6. Se considera la base A = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} de R® y la base B = {1,1 + 2,1 + x + 22} de P,

los polinomios de grado menor o igual a dos. Sea C la base canénica de R? y la matriz asociada a la
transformacion 7' : R? — Ry[z]:

Si coorda(v) = (2,1,0) entonces:

Desarrollo.
Ejercicio 1.

1. Sea el conjunto A = {v1,...,v;,...,v,} C V y § = [A] (donde S es el subespacio generado por A).

Probaremos que si v; es una combinacién lineal de Ay = A — {v;}, entonces [Ag] = S (es decir, Ay
también genera al subespacio 5).
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1 1 1 1
1| -1 [=3] |2 y

2. Sean S1 = ol t 1121 y So ={(z,y,2,t) eR* 1z +y—2z+t=0}.
1 1 1 -1

(a) Determina una base de S; y una base de Ss, e indica la dimensién en cada caso.

(b) Encuentra S; NSz e indica una base.
Ejercicio 2

1. Sea V un espacio vectorial y S7 y S2 dos subespacios no triviales tales que V = 57 4+ S3. Demuestra que
V =51 55 siy solo si S; NSy ={0}.

2. Sea V un espacio vectorial de dimension finitay T : V — V y §: V — V transformaciones lineales que
verifican 7?2 = S2 =0y To S+ SoT = 1d.

(a) Dado un vector v € V, muestra que si w; = T(S(v)) y wa = S(T(v)), entonces w; € N(T) y
we € N(S)

(b) Demuestra que V- = N(T') + N(5). (Sugerencia: usa la parte anterior.)
(c) ¢Se cumple que V.= N(T) @ N(S )
(d) Demuestra que Im(7T") = N(T) y Im(S) = N(95).

Solucion.

112131456
A|C]/A|B|B|D

Solucién Ejercicio 1.
1. Ver notas del curso.

2.a) {(1,1,0,1), (1 ,
1,1

, ,—1,1,1),(1,—-1,1,—1)} es una base de S; y la dimensién de S; es 3
{(1705170)7( y 4y dy )a(07071 1

,1)} es una base de Sy y la dimensién de Sy es 3

b) Tenemos que Sy = {(z,y,2,t) ER* 12—y +22 =0} y S2 = {(z,y,2,t) ER* : 2 +y— 2+t = 0}, de donde
S1NSy = {(x,y,2,t) ER* : 2 —y+22=0,2+y— 2+t =0} y una base de S; NSy es {(1,1,0,—2),(2,0,1,—1)}.

Solucién Ejercicio 2.

1. Ver notas del curso.
2. a) T(wy) = T?(S(v)) = 0, entonces wy; € N(T). S(wz) = S?(T(v)) = 0, entonces wy € N(S).

b) Como T'o S+ S oT =1Id, entonces para todov € V, v = (T oS+ SoT)(v) =T(Sw))+ S(T(v)), y por
la parte anterior, T'(S(v)) € N(T) y S(T'(v)) € N(S), de donde V = N(T) + N(S).

¢) Como V = N(T) + N(S), tenemos que V.= N(T) @ N(S) si y solo si N(T) N N(S) = {0}. Sea
v e N(T)NN(S) = {0}. Entonces T'(v) = S(v) = 0 y como para cualquier v se cumple v = T'(S(v)) + S(T'(v)),
tenemos que v = 0, entonces N(T)NN(S)={0} y V= N(T) ® N(95).
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d) Para ver que Im(T) = N(T) probaremos que Im(T) C N(T)y N(T) C Im(T).

Im(T) € N(T): Sea w € Im(T), entonces w = T'(v) para algin v € V y T(w) = T?(v) = 0, de donde
w e N(T).

N(T) C Im(T): Sea v € N(T). Como para todo v € V se cumple v = T(S(v)) + S(T(v)), tenemos que
v=T(S(v))+ S(0) =T(S(v)) y, por lo tanto, v € Im(T'), de donde N(T') C Im(T).

Andlogamente se prueba que Im(S) = N(S).
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9.4. Ano 2013.

9.4.1. Primer semestre. Segundo parcial: 03 Julio 2013.
Muiltiple opcion.
1. Se consideran dos transformaciones lineales T, S : V' — V. Entonces:
(A) N(T+S)=N(T)+ N(S).
(B) Im(T +8) =Im(T) + Im(S).
(C) V.=N(T)+ Im(T).
(D) SiV = N(T)+ Im(T) = N(S) + Im(S) entonces N(T) = N(S) y Im(T) = Im(S).
(E) N(T) C N(SoT).

2. Sea V un espacio vectorial y sea {v1,v2,v3,v4} un conjunto LI de V', entonces
(A) dim(V) = 4.
(B) {v1,v1 — 2v2,v1 +v3} es LD.
(C) Si S1 = [2v1 — v, —3ws] y So = [v1 — v3, 2v3], entonces V = S; & Ss.
(D) v3 ¢ [2v1 — v2, —3va, v1 + 203, v4].
(E) dim([v1,v1 — 209, v1 + v3]) = 3.
3. Si Ry[z] es el espacio vectorial de los polinomios con grado menor o igual a 2, se considera la funcién
T : Ry[z] — R3 que cumple:
T(22% — 32+ 1) = (=6,5,—4), T(2> +2) = (0,1,1), T(x + 1) = (2,—1,2), T(1) = (0,0, 1). Entonces:
A) Existen infinitas transformaciones lineales que cumplen estas condiciones.
B) No existe ninguna transformacién lineal que cumple con estas condiciones.

(A)
(B)
(C) Existe una tnica transformacién lineal que cumple estas condiciones y T'(3x? — 5z +3) = (10,8, —5).
(D) Existe una tinica transformacién lineal que cumple estas condiciones y T'(3z2 — 5z +3) = (—1,2, —5).
(E)

E) Existe una tnica transformacién lineal que cumple estas condiciones y T'(3z2 — 5z + 3) = (4,8, —2).

4. Sea V = Mat(R)ax2 y considere el subespacio S definido como: S = [(i 8) , (é 1) , <(1) _01>}

. b . .
Entonces la matriz (Z d) € S siy solo si:

5. Si Ra[z] es el espacio vectorial de los polinomios con grado menor o igual a 2, sea T : Rs[z] — Rsx]
definida por T'(p) = p/, siendo p’ la derivada de p. Entonces:

(A) T es una transformacion lineal y es biyectiva.
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B) T es una transformacién lineal y es sobreyectiva pero no inyectiva.

(
(
(D) T no es una transformacién lineal ni inyectiva ni sobreyectiva.
(

)

C) T es una transformacién lineal y es inyectiva pero no sobreyectiva.
)
)

E) T no es una transformacion lineal.

. Sea S =1(1,2,1),(a,a+b,b)] y u= (b,a —b,a) € R? con a,b € R. Entonces u € S:
(A) Solo si a =0 (cualquier b).
(B)
(©)

(D) Solosia=b=0
(E) Solosia=0b=1.

Solo si b = 0 (cualquier a).

Para cualquier a y b.

. Sea Sy ={(z,y,2) eR¥:x+y—2=0}y So={(x,y,2) € R®: 2 +y = 0}. Entonces:

(A) dim(S;) = dim(S;) =2y R? = 51 @ Ss.

(B) dim(S;) = dim(S2) = 2 y R3 no es suma directa de S; y Sa.

(C) dim(S1) =2, dim(S2) =1y S1+ S2 =

(D) dim(S1) = 2, dim(S2) =1y S; + Ss # R3

(E) Ninguna de las anteriores.

. Sean T : R? — R? una transformacién lineal inyectiva, A = {v1,v2,v3} C R? un conjunto linealmente
independiente y B = {T(v1), T(v2), T(v3)}. Entonces:

(A) B es base de R y 5(T) 4 es la identidad.

(B) B es base de R y p(T)4 no es invertible.

(C) B es LI pero no generador de R3.

(D) B genera a R3 pero no es LI.
(E) N(T) £ {0gs} y Im(T) = R,

. Sea V un espacio vectorial y A = {uy,u2,u3} C V. Considere las siguientes afirmaciones:

(I) Si us = 2u; entonces el subespacio generado por A es igual al subespacio generado por Ay = {ug, us}.

(IT) Si A es un conjunto generador de V, entonces la dimensién de V es 3.

(III) El subespacio generado por A es el mismo que el subespacio generado por el conjunto B = {uy, u1 + ug, u1 + ug + us}.

(IV) El subespacio generado por el conjunto B del ftem (IIT) estd incluido en el subespacio generado por
A pero no viceversa.

Entonces:

(A) Solo la opcidn (I) es verdadera.
(B) Solo (IT) y (IV) son verdaderas.
(C) Solo la opcién (I1) es verdadera.
(D) Solo la opcién (IV) es verdadera.
(E) Solo (I) y (III) son verdaderas.
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10. Sea T : R3 — R3 una transformacién lineal, tal que su matriz asociada en las bases candnicas es:
-2 4 2
A=11 X X[, Xe€R. Entonces:
-1 2 1
(A) Para todo A € R, dim(Im(T)) =2 y dim(N(T)) = 1.
(B) dim(Im(T)) =2y dim(N(T)) =1siy solosi A=—-20 A= —1.
(C) dim(Im(T)) =2 y dim(N(T)) = 1 si y solo si A # —2, A # —1.
(D) Si A = —2 entonces dim(Im(T)) =2 y dim(N(T)) = 0.
(E) Si A = —1 entonces dim(Im(T)) = 1y dim(N(T)) = 2.
Solucién.
112|345 |6|7|8|9]10
E|/E|C|C|D|B|B|A|E|A
9.4.2. Segundo semestre. Segundo parcial: 28 Noviembre 2013.
Verdadero-falso.
1. Sidim(V) =dim(W) =ny T :V — W es lineal, entonces T es un isomorfismo.
2. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, y sean A = {vy,...,v,} vy B = {wy,...,w,} subcon-

10.

juntos de V tales que los correspondientes subespacios generados coinciden. Entonces, A es linealmente
independiente si y solo si B lo es.

Sea V un espacio vectorial, S; y Sy dos subespacios de V. Si By es una base de S; y Bz es una base de
Ss, entonces B N By es una base de S1 N Ss.

i
1
Sea T : Ry[z] — Rz[z] la transformacién lineal definida por T'(p) = p(1) +p'(1)(z — 1) + b 2( ) (x —1)2

entonces T es biyectiva.

Sea S : V — V una transformacién lineal. Entonces, T : V' — V x V definida para todo u € V por
T(u) = (S(u) + 2u, S(S(u))) es lineal.

En Rgx] existen subespacios Sy y S2 tales que dim(S7) = 5, dim(S3) =3 y S1 NSy = {0}.

Sea A € Mat(R)axo y T :€ Mat(R)axo2 — Mat(R)axo definida por T(B) = ABA. Entonces, A es la
matriz asociada a T en algtin par de bases de Mat(R)axo.

Sea T : R? — R? biyectiva. Entonces, v A T'(v) # 0 para todo v # 0.

Si{u,v,w} C V eslinealmente independiente y T : V' — V es una transformacion lineal biyectiva, entonces
el conjunto {27 (u) + T'(v), 3T (v), T (w) — T'(u)} es linealmente independiente.

Sea A €€ Mat(R)3x3 y u un vector fijo de R3. Entonces, S = {X € R? : AX = (X, u)u} es un subespacio
de R3.
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Muiltiple opcion.

1 2 3 1 -2 0
1. SeaA=[-5 6 —4| yT:R3— R3 la transformacién lineal tal que o(T)a = [2 3 1 ]. Indique
-3 0 2 0 0 0

la opcién correcta:
(A) N(T) ={(z,y,2) :x —2y =0,2x + 3y + 2 = 0}
(B) (2,1,—7) € N(T)
(C) (9,5,—6) € N(T)
2. Considere Mat(R)ax2 y los subespacios S; = {4 € Mat(R)axs : A' = A} y Sy = {A € Mat(R)axs :
At = — A}, Indique la opcién correcta:
(A) S; + 52 = Mat(R)axe vy S1 NSy # {0}
(B) S1 @ Sz = Mat(R)ax2
(C) 51+ Sz # Mat(R)ax2 y S1 NSy = {0}
3. Sea V un espacio vectorial tal que {u,v,w} es linealmente independiente. Sea S; el subespacio generado

por el conjunto {v + w,u} y Sy el subespacio generado por el conjunto {u — v, w}. Indique la opcién
correcta:

(A) {u —v—w} es un generador de S; N Ss.
(B) S1 NSy ={0}.
(C) {v+ w,u,u —v,w} es una base de S; + So.

4. Sea T : R® — R® una funcién que verifica
7((1,0,0,0,0)) = (0,0,0,0,0)
7((0,0,0,0,1)) = (0,5,0,0,0)
7((0,3,0,1,0)) = (2,4,5,8,9)
7((0,-9,1,0,0)) = (1,7,-7,6,2)
Indique la opcién correcta:

(A) Existen infinitas transformaciones lineales inyectivas T : R® — R5 que verifican las condiciones
anteriores.

(B) Existe una tnica transformacién lineal T : R> — R que verifica las condiciones anteriores.
(C) Existe una tinica transformacién lineal T’ : R — R® que verifica las condiciones anteriores y cumple
(0,1,0,0,0) € N(T).
5. Sea T : V — W una transformacién lineal. Indique la opcién correcta:
(A) Si dim(V) > dim(W) entonces N(T) # {0}.
(B) Si dim(V) < dim(W) entonces dim(Im(T)) = dim(V).

(C) Si dim(V) > dim(W) y T es sobreyectiva, entonces dada una base B de V se tiene que T'(B) es una
base de W.
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10.

Sean T : Ro[z] — Mat(R)a2x2 definida por T'(p) = (plz(—oi) gg;) y el subespacio S = {(I _71>}
Indique la opcién correcta:

(A) SNIm(T) = {0}
(B) S C Im(T)
(C) T es un isomorfismo.

Sea V = Rso[z], a # 0, y el subespacio S = {p € Ra[z] : p(x + a) = p(z — a),Vz € R}. Indique la opcién
correcta:

(A) dim(S)
(B) dim(S)

0.
1.

(C) dim(S) = 2 para un nimero finito de valores de .

Sea V' un espacio vectorial y {v1,v2,vs3,v4} una base de V. Considere T' : V' — V una transformacién
lineal tal que:

T(v1) = vy

T(ve) = vg + v3

T(vs) = vg + v3 + Vg

T(vy) = vg + v3 + V3 + 11

Indique la opcién correcta:

(A) T o T no es sobreyectiva.

(C) T o T no es inyectiva.

(C) T oT es inyectiva y sobreyectiva.

La ecuacién de la recta que pasa por P = (1,2,2) y es ortogonal a las rectas 1 : ¢ + 2y — 32 — 1 =
0,2+2y—2=0yr:3xr—-—y+32=0,z+4y—2=0es:

(A) 2=l = 22 22

13 T26 6
20 —y =0
(B) _
r—2z+1=0
r=1—26\
(C)qy=2—-43\, R
z=24+ 12X

Indique la opcién correcta:
(A) Si Ay B son semejantes entonces A+ I y B+ I también son semejantes, siendo I la matriz identidad.

(B) Si A y B son semejantes entonces A — B es semejante a la matriz nula.

(C) Existe una matriz invertible A € Mat(R)2x2 tal que A es semejante a B = (} })
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Solucion.
11234 |5|6|7]8]9]10
F|V|F|V|VI|F|F|F|V|V
1123|456 ]|7|81]9]10
C|B|A|C|A|A|B|C|A|A
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9.5. Ano 2014.

9.5.1. Primer semestre. Segundo parcial: 05 Julio 2014.
Muiltiple opcién.

1. En R%, se consideran los subespacios vectoriales

Sy = {(z1, 72, 73,24) ER* |21 + 32 — 24 = 0,71 — 72 + 23 — 74 = 0}

' Sy = {(21, 22,23, 24) € R |21 — 29 + 24 = 0}.
Entonces:

(A) dim(S;) =2, dim(S;) =3 y R* = S; + S5 pero la suma no es directa.
(B) dim(S;) =2, dim(S3) =3y R* = S; & Ss.

(C) dim(S;) =2, dim(S;) =2y R* = S; @ Ss.

(D) dim(S;) =2, dim(Ss) =2y R* # 51 + S

(E) dim(S1) =2, dim(S2) =3 y R* # 51 + Sy

2. Sea {v1,v2,v3} una base de R®. Consideremos los conjuntos A; = {vy — v1,v3 — v1,v3} y Ay = {vg —
v1,v3 — U1, V2 — v3}. Entonces:
(A) A; es base de R3 y As 1o lo es.
(B) Aj es base de R® y Ay no lo es.
(C) Tanto A; como Ay son bases de R3.
(D) Ni A; ni Ay son bases de R3.
)

(E) No es posible determinar si A; y As son bases de R3 sin conocer los vectores vy, va, v3.

3. Sean V un R-espacio vectorial de dimensién finita y 7' : V — V una transformacién lineal tal que
T? = —2T (Se recuerda que T? = T o T'). Consideremos las siguientes afirmaciones:
(A) Tm(T?) = Tm(T).
(B) Im(T) N N(T) = {0}.
(C) V = N(T) + Im(D).
(D) V = N(T) & Im(D).
(E) Como T? = —2T, necesariamente T es la transformacién 0 (es decir, T(v) = 0 para todo v € V).
Entonces:

(A) Todas las afirmaciones anteriores son ciertas.
B

)
(B) Sodlo las afirmaciones (c) y (e) son ciertas.
(C) Sélo las afirmaciones
(D)
)

(b), (c) y (d) son ciertas.

(a),
Sélo las afirmaciones (a) y (b) son ciertas.
(a)

D

(E) Sélo las afirmaciones (a), (c¢) y (d) son ciertas.
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4. Sean Rs[z] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3 con coeficientes reales, y
Mat(R)2x2 el espacio vectorial de las matrices 2 x 2 con entradas reales. Se considera una transformacién

lineal T : Rs[z] — Mat(R)ax2 tal que
11
T(l+2x) = (O O) ,

2 1
— 3 —
-9 (7 1),
o (1 0
2 0
— 2 —
T(x — z%) (1 3) .
Entonces:
A) Estos datos no determinan una unica transformacion lineal.

B) Estos datos determinan un isomorfismo entre Rg[z] y Mat(R)a2xo.

(
(
(

)

)

C) Estos datos determinan una transformacién lineal cuyo ntcleo tiene dimensién 1.

(D) Estos datos determinan una transformacién lineal cuya imagen tiene dimensién 2.
)

(E) No hay ninguna transformacién lineal que verifique las condiciones indicadas.

5. Sean A = {(1,1,1),(1,2,0),(1,0,0)} y B = {(2,2),(=1,1)}. A es base de R? y B es base de R2. Si
T : R? — R? es la transformacién lineal cuya matriz asociada en las bases A y B es

oirla= (& 1 3).

entonces:

(A
B

) T(x,y,2) = (y+ 22z, —x +y + 32).

) T(z,y,2) = (x—i—%y—%z,?)m—y—?)z).
) T(z,y,2) = (z,7Tx — 2y — 62).

) T(z,y,2) = (

) I(

—~ o~ o~
Q

x, Y, —x+ 2y, 5x — 62).
x,Y,2) = (230 — %y— %Z,Sx—y —32).

6. En R3, consideramos los subespacios vectoriales

S1={(z,y.2) eR* |z +y+2=0}

So ={(z,y,2) G]R3|:Efy:0,:c+yfz:0}.
Observemos que R® = S; @ S5. Consideremos la transformacion lineal T : R3 — R3 definida del modo
siguiente: Vv € R3, si v = 51 + 85 con 51 € S y s2 € So, entonces T(v) = 4s;.

En R? consideramos las bases B = {(1,-1,0),(1,1,0),(1,1,2)} y C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. La
matriz asociada a T en las bases B y C' es
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4 1 0

(A |-4 1 0

0 1 0

0 0

B) -3 2 0

0 1 0

3 -1 -1

< 1-1 3 -1

-2 -2 2

1 2 -1

MD) [-2 3 2
0

2 0

E) (-4 2 0

0 -4 0
Desarrollo.

7. Ejercicio 7.

1 Sean V y W dos R-espacios vectoriales de dimensién finita y T : V' — W una transformacién lineal.
Probar que T es inyectiva si y solo si N(T') = {0}.
2 Probar que no existen transformaciones lineales inyectivas de V = {A € Mat(R)ax2| A* = A} en
R2.
8. Ejercicio 8.

1 Sean V un R-espacio vectorial y A = {v1,...,v,} un subconjunto de V. Definir la expresién: A es
linealmente independiente.

2 Sean V y W dos R-espacios vectoriales y T : V' — W una transformacién lineal. Probar que si
A = {v1,...,v,} es un subconjunto de V tal que T'(A) = {T'(v1),...,T(v,)} tiene n elementos y es
linealmente independiente en W, entonces A es linealmente independiente en V.

Solucion.

11213 |4|5]6
AJA|C|C|C]|E

9.5.2. Segundo semestre. Segundo parcial. 27 Noviembre 2014.
Verdadero-falso.

1. Sea V un espacio vectorial, S; y S92 subespacios de V tales que V =51 & S3, yseaT : V — V una
transformacioén lienal. Si T es un isomorfismo entonces T'(S1) & T'(S2) = V.

2. SiT :V — V es una transformacién lineal, entonces S : V' — V x V definida para todo v € V como
S(v) = (T(v) +v,T(2T(v))), es también una transformacién lineal.
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10.

Considere T : V — W, una transformacién lineal inyectiva. Si A = {vy,va, -+ ,v,} es una base de V
entonces T'(A) = {T'(v1),T(ve), -+ ,T(v,)} es una base de W.

En Rs[z] existen subespacios S1 y So tales que dim(S7) = 5,dim(S2) = 3 y dim(S; N.S2) = 1.
SiT:V — V es una trasnformacion lineal sobreyectiva, entonces T o T también lo es.

Considere T : Mat(R)3x2 — Mat(R)ax2 un isomorfismo. Existe una base B de Mat(R)a2x2 tal que

s =y ).

SiT:V — W es una transformacién lineal y dim(V') > dim(W) entonces ker(T") # {0}.

Sea {u,v,w} C V linealmente independiente y T' : V' — V una transformacién lineal inyectiva. Entonces
{T(u) = TW),2T(w) + T(u),3T(v)} es también linealmente independiente.

Consideremos el espacio vectorial V' = Mat(C)syo con el cuerpo de escalares K = R. Entonces existe una
transformacion lineal T': V' — V tal que ker(T") = {0} y dim(Im(T))=4.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y A = {v1,v9, -+ ,v,} un conjunto generador de V.
Entonces podemos eliminar vectores de A convenientemente para obtener una base de V.

Multiple opcién.

1.

Considere el conjunto A = {(1,1,2,4),(2,—1,-5,2),(1,—1,-4,0),(2,1,1,6)} C R*. Indique la opcién
correcta:

(A) La dimensién del espacio generado mpor A es 3.

(B) La dimensién del espacio generado mpor A es 2.

(C) La dimensién del espacio generado mpor A es 4.

. Considere R3 y los subespacios vectoriales S = [(1,0,0), (1,1,0)] y Se = [(0, 3,0), (0,0, 1)]. Entonces

(A) S1N S =1[(1,0,0),(1,1,0)] y S1 + S2 = R3.

(B) S1 NSy =1[(0,1,0)] y S1 + So = R3.

(C) S1NSy={0}y S1+ 52 =][(1,0,0),(1,1,0)].

Sea T : R? — R3 la transformacién lineal definida por T(z,y,2) = (3z + z, =22 + y, —x + 2y + 42).
Entonces:

(A) T es invertible.

(B) ker(T) = {(z,y,2) :x+y+ 2z =0}

(C) T no es sobreyectiva.

Sean A = {(1,0,0),(1,0,1),(1,1,1)} y B = {22+ 1,2, 1} bases ordenadas de R? y Ry[z] la transformacién
lineal determianda por la matriz asociada

Entonces
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(A) T(5,1,1) = 622 + 2 + 5.
(B) T(5,1,1) = 42 + x + 1.
(C) T(5,1,1) = 42 + x + 4.
5. Considere S; = {A € Mat(R)3x3 : A' = A} y So = {B € Mat(R)3x3 : B = —B}, subespacios de
Mat(R)g,Xg.

Entonces:

(A) dlm(51 n SQ) = 6
(B) Sl (S5 SQ = Mat(R)gxgg.
(C) dlm(Sl + SQ) =3.
6. Sea T : Rs[z] — Rs[x] definida por T'(p) = ¢, donde ¢(z) = p(z) — xp’(x) para todo = € R.
Entonces:
(A) ker(T) = [22] e Im(T) = [1, —2?, —223].
(B) ker(T) = [z] e Im(T) = [z + 23,2 — 223].
(C) ker(T) = {0} e Im(T) = R3|x].

7. Sean V,W y U espacios vectoriales reales tales que dim(V) = dim(W) = 2dim(U). Considere dos trans-
formaciones lineales T': V — V' y S : W — U. Se consideran las siguientes afirmaciones:

I) ker(SoT) C ker(T).
II) ker(T) C ker(SoT).
III) dim(Im(S o T)) > dim (ker(S o T)).
Indicar la opcién correcta:
(A) Solamente las afirmaciones II y III son ciertas.

(B) Solamente las afirmaciones Iy III son ciertas.

(C) Solamente la afirmacién II es cierta.

8. Considere R? y las bases ordenadas C' = {(1,0), (0,1)} y B{(2,3),(1,0)}. Sea T : R? — R? la rotacién de
angulo g en sentido antihorario.

Entonces
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Solucion.
1123456 7|8]9]10
VI IV|F|F|V|F|V|V|F|V
1123456738
B|B|A|C|B|A|C|C
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9.6. Ano 2015.

9.6.1. Primer semestre. Segundo parcial: 2 Junio 2015.
Verdadero-falso.

1. Sea S : V — V una transformacién lineal. Entonces T : V' — V x V definida como T'(u) = (S(2u) —
3u, S(S(u))) es una transformacion lineal.

2. Sea M € Mat(R)sxs y T : Mat(R)sx3 — Mat(R)sx3 tal que Th(A) = AM. Entonces M es la matriz
asociada a T en algin par de bases de Mat(R)sxs3.

3. En Mat(RR)343 existen subespacios Sy y S2 tales que dim(S7) = 5, dim(S3) =4, y S1 N Sz = {0}.

4. Si T : V — W es una transformacién lineal inyectiva y {v1,v2,v3} C V es linealmente independiente,
entonces {27 (v1) + T'(ve), —2T (v3 + v1), T(v1)} es linealmente independiente.

5. Existe T : Ry[z] — Mat(R)2x2 una transformacién lineal inyectiva.
6. Todo espacio vectorial V' # {0} tiene un subconjunto linealmente dependiente con dos elementos.

7. Sea V un espacio vectorial. Un conjunto B C V es una base de V si y solo si todo elemento de V' se escribe
en forma Unica como combinacion lineal de elementos de B.

8. La transformacién lineal T : R3[x] — Mat(R)2x2 dada por

apg—a; —ag+a+ 2a3>

T(a a1 + asx? + azz?) =
(0+ L&+ a2 +as ) (ag—ag as + ag

tiene ntcleo de dimensién uno e imagen de dimensién tres.

Muiltiple opcion.
1. EnR3, consideramos los subespacios S; = {(z,y,2) € R? : a+y+2z =0}y S = [(1,1,-1), (1, -1, -1),(3, -1, -3)].

(A) Sy S tienen la misma dimensién y dim(S; N .S3)

(

B)
(C) Sy y S2 no tienen la misma dimensién y dim(S; N S) = 1.
(D)

2. Sea V un espacio vectorial con base A = {vy, vy, v3,vs}. Consideremos los conjuntos B = {v; — vg,v1 +
Vg + v3,v3 — V4,01 + 04}y C = {v1 — va,v1 + v + v3, 03 — Vg, 201 + V4}.
(A) Tanto B como C' son bases de V.
(B) B es linealmente independiente y C no.
(C) C es generador de V' 'y B no.
(D) Ni B ni C son bases de V.

3. Consideremos la funcién T : R® — R3 dada por

=1.
Sy y Sy tienen la misma dimensién y dim(S; N .Sy) = 0.

S1 y Sz no tienen la misma dimensién y dim(S; N S3) = 0.

1
T(a,b,c)= |0
0

O = O
= O
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(A) Como T'(1,0,0) = (1,0,0), T(0,1,0) = (0,1,0) y T(0,0,1) = (0,0,1), T es una transformacion lineal
y dim(Im(T)) =

(B) Como T(1,0,0) = (1,0,0), T(0,1,0) = (0,1,0) y T(1,1,0) = (1,1,0), T es una transformacién lineal
y dim(Im(T)) #

(C) Como T'(1,0,0) = (1,0,0), 7(0,1,0) = (0,1,0) y T'(1,0,1) = (1,1,1), T es una transformacién lineal
sobreyectiva.

it

it

(D) Si S ={(z,y,2) € R3: 2z =0}, la restriccién de T' a S es una transformacién lineal.

4. Consideremos las siguientes transformaciones lineales del espacio de polinomios de grado menor o igual a
dos en R?:

T:Rofa] = R?, T(p) = (p(—1),p(~1)),
S:Rafz] > R?, S(p) = (p(0),p(1)).
Sean Vi = ker(T'), Vo = ker(S) y V=V, + V5.
(A) V=V, @ Vy =Ry[z].
B) V=ViaV,yV #Ry[z].
(C) La suma V; + V5 no es directa y V' # Ra[x].
(D) La suma V; + V2 no es directa y V = Ra[z].

5. Sean B = {(3,0,1),(0,1,2),(1,0,0)} y A = (1,1,0),(0,1,1),(1,0,1) bases de R3. Sea T : R®* — R3 una
transformacion lineal tal que

1 01
ATls=10 1 1
1 21
Si v =(2,1,3) entonces
(A) T(v) =(2,0,2).
(B) T'(v) = (5,4,7).
(C) T(v) =(0,0,2).
(D) T(v) = (2,3,4).

6. Sea A € Mat(R), «x, una matriz cuyo rango es 1. Supongamos que n > 3 y consideramos la siguiente
transformacién lineal

T : Mat(R)nxpn — Mat(R)pxn, T(M)=A-M.

(A) dim(ker(T)) =n? —1
(B) dim(ker(T)) no se puede determinar a partir de los datos dados
(C) dim(ker(T)) = n(n —1)
(D) dim(ker(T)) = n? — 3.
Solucién.

112134 |56 |7]|8

VIF|V|V|F |V | V]|V

1123|4516

AI/B|ID|{A|A|C
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Justificacidén.

Verdadero-falso:

1. Verdadero. Se demuestra verificando que T'(u 4+ v) = T(u) + T(v) y T(ou) = oT(u) para u,v € V' y
ac K.

2. Falso. Mat(R)sx3 es un espacio vectorial real de dimensién 9, por lo que la matriz asociada a T'M en
cualquier par de bases debe ser de tamano 9 x 9, y M es 3 x 3.

3. Verdadero. Daremos un ejemplo. Sean S; el subespacio generado por las matrices

1 00 010 0 0 1 0 0 O 0 0 0
oo o0f,fo o of,fo o o})J,{1r 0o 0o}],{0 1 0],
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y Ss el subespacio generado por las matrices
0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0
00 1),{0 0 O0}J,({0 O OfJ,(0 0 O
0 0 0 1 00 010 0 0 1

Entonces S7 y S cumplen que dim(S7) = 5, dim(S;) =4 y 51 NSy = {0}.

4. Verdadero. Sabemos que como T es inyectiva, el conjunto {T'(v1), T'(v2), T (v3)} es linealmente indepen-
diente. Para ver lo que sucede con {27 (v1) + T'(v2), —2T (v3 + v1), T'(v1) }, consideremos una combinacién
lineal

a(2T(v1) + T(ve)) + B(—2T(vs + v1)) + vT'(v1) = 0.

Esto es
(20— 28+ 9)T(v1) + aT (v2) — 26T (v3) = 0.

Como {T(v1),T(v2), T(v3)} es linealmente independiente,
20 —-20+~v=0, a=0, —-28=0,
de donde a« = =~ =0.
5. Falso. Sea T : Ry[z] — Mat(R)2x2 una transformacion lineal. Por el teorema de las dimensiones,
dimRy[z] = dimker(T) + dimIm(7T") < dimker(7) + dim Mat(R)2x2,

de donde
dimker(7T') > dimRy[z] — dim Mat(R)ax2 =5—4 = 1.

Por lo tanto, ker(T') # {0} y T no es inyectiva.

6. Verdadero. Como V # {0}, existe v € V no nulo. Entonces {0,v} es un subconjunto linealmente
dependiente de V' con dos elementos.

7. Verdadero. Ver tedrico.
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8. Verdadero.

ao—a1:0

ap — ay —a0+a1+2a3)_<0 0><:> —ag +a;+2a3 =0

— 2 3
p = ap+arx+asz®+azz” € ker(T) & <a2 —as as + as 0 0

ag—a3:O
as+az =0

o ag = ap
a9 = agz = 0
Por lo tanto, una base de ker(T') es {1+ 2z}, y dimker(7") = 1. El teorema de las dimensiones nos dice que
dimIm(7T") = dim Rs[z] — dimker(7) =4 -1 = 3.
Mutiple Opcién

1. Observamos que los elementos de S; son de la forma (z,y,—z —y) = z(1,0,—1) + y(0,1,—1), por lo
que A; = {(1,0,—1),(0,1,—1)} es un generador de S;. Como A; es linealmente independiente, es base
de Sy y dim(Sy) = 2. Por otro lado, Sy estd generado por 4, = {(1,1,-1),(1,-1,-1),(3,—1,-3)}. El
conjunto As es linealmente dependiente, y (3,—1,-3) = (1,1,—1) + 2(1,—1,—1). Por lo tanto, A, =
{(1,1,-1),(1,—1,-1)} también genera a Sz, y como es linealmente independiente es base de Sp y
dim(Sz) = 2. Sea S = S; + S,. Por ser S un subespacio de R3, su dimensién es menor o igual que
3. Por otro lado,

dlm(S) = dlm(sl) + dln’l(Sg) — dim(Sl N 52),

de donde dim(S5;NS2) = dim(S1) +dim(S2) —dim(S) > 1. (También es posible hallar S; NS, directamente,
y calcular su dimensién, que resulta ser exactamente 1.) Por lo tanto, la respuesta correcta es: S7 y Sa
tienen la misma dimensién y dim(S1NS2) = 1.

2. Para ver si B es linealmente independiente, tomamos una combinacién lineal
a(vr —v2) + B(v1 4+ v2 + v3) + y(v3 — va) + 6(v1 4+ v4) =0,
es decir,
(a+ B+ 8)vi+ (—a+ B+ (B+7)vs+ (=7 + 6)va = 0.
Como A es linealmente independiente, tenemos que
a+pB+6=0
—a+8=0
B+vr=0
—v+0=0

Este sistema es compatible determinado (lo cual podemos verificar, por ejemplo, viendo que la matriz del
sistema tiene determinante 1), por lo que « = =~ =6 = 0y B es linealmente independiente.

Para ver si C es linealmente independiente, tomamos una combinacion lineal
a(vy —ve) + B(v1 +ve + v3) + y(vz —v4) + 5201 +v4) =0,

es decir,
(a+ B +20)v1 + (—a+ Bva + (B+7)vs + (=7 + 0)va = 0.
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Como A es linealmente independiente, tenemos que

a+B+20=0
—a+8=0
B+~v=0
—v+06=0

Este sistema es compatible indeterminado (lo cual podemos verificar, por ejemplo, viendo que la matriz
del sistema tiene determinante 0), por lo que tiene una solucién distinta de « = § =7 =3 =0y C es
linealmente dependiente.

Por lo tanto, la respuesta correcta es: B es linealmente independiente y C no.

3. Definimos la transformacién T'(a, b, c¢) = (a,b + ac, ¢), la cual no es una transformacién lineal en R3. Una
manera de ver esto es observar que 7(2(1,1,1)) =T7(2,2,2) = (2,6,2) y 27(1,1,1) = 2(1,2,1) = (2,4, 2).
Cuando restringimos T al subespacio S = {(z,y,z) € R® : 2 = 0}, obtenemos T|5(0,b,¢) = (0,b,¢), que
es la transformacién lineal identidad en S.

Por lo tanto, la respuesta correcta es: Si S = {(z,y,2) € R® : ¥ = 0}, la restriccién de T' a S es una
transformacién lineal.

4. Si p = ag + a17 + agz?, entonces T(p) = (ag — a1 + az, a9 — a1 + az) y S(p) = (ag,ag + a1 + az). Por lo
tanto, V4 = ker(T) = {p € Ra[z] : ag —a1 + az =0} y Vo = ker(S) = {p € Ra[z] : ap = 0,a0 + a1 + a2 =
0} = {p € Ralz] : ag = 0, a1 + ag = 0}.

Un elemento de V; es de la forma ag(1 + x) + az(z + 22), por lo que {1 + z,x + 22} es base de Vi y
dim V] = 2. Un elemento de V3 es de la forma a; (x — %), por lo que {x — 2%} es base de V5 y dim V; = 1.

Sip=ag+aix + asx?® € Vi N Va, entonces

ag— a1 +as =0

ag = 0 )

ay + az = 0
es decir, ag = a1 = as = 0. Por lo tanto, Vi NV, = {0} y V = V; & V5. Como la suma es directa, la
dimensién de V es dimV; + dimV, = 24+ 1 = 3 = dimRy[z], por lo que V' = Ry]x].

Por lo tanto, la respuesta correcta es V.= V; & V5 = Ry[x].

5. (2,1,3) =(3,0,1) 4+ (0,1,2) — (1,0,0), por lo que coordg(v) = (1,1, —1). Entonces

1 01 1 0
coord4(T'(v)) =a [T]p - coordg(v) = [0 1 1 1 ]1=1{o0
1 2 1 -1 2

Por lo tanto, T'(v) = 2(1,0,1) = (2,0, 2).

6. Como A tiene rango 1, sera de la forma
a1v
[6DXY)

Qapv
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con o; € K en donde a; # 0 para algin j. Aqui v = (v1,v2,...,v,) esno nulo y av = (avq, avs, . .., avy,).
Denotemos por e; ; a la matriz que tiene un 1 en la fila 7 y en la columna j y 0 en el resto de las entradas.
El conjunto B = {e; j : 4,5 € {1,...,n}} es una base de Mat(R),x,. Entonces T'(B) = {T'(e; ;) : i,J €

{1,...,n}} es un generador de Im(7T'). Para cada i y j, T'(e; ;) = A - e;; es la matriz que en la columna j
tiene

a1U;

Q2V;

QpU;

y cuyas demds columnas son nulas. Como hay al menos un 7 tal que v; # 0, la imagen de T estd generada
por las n matrices que tienen una dnica columna no nula e igual a (a1, . .., a,). Por lo tanto, la dimensién
de la imagen de T es n. Por el teorema de las dimensiones,

dim(Mat(R),,x,) = dim(ker(T))+dim(Im(T)) = dim(ker(T)) = dim(Mat(R), x,)—dim(Im(T)) = n*~n = n(n—1).
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9.7. Ano 2016.

9.7.1. Primer semestre. Segundo parcial: 25 Junio 2016.
Verdadero-falso.

1. Sean V un espacio de dimension finita, u y v dos vectores distintos de V', y T': V' — V una transformacién
lineal. Si T'(u) = T'(v), entonces T no es sobreyectiva.

2. SeaT :V — V lineal, y Ay B son bases de V. Si 4(T)a =p (T)p, entonces A = B.

3. Sea V' un espacio vectorial de dimensién n. Si T : V' — V es biyectiva, entonces existen bases A y B de
V tales que g(T)a = I,,.

4. Si 81 =R, [z] v S2 = R, [z], entonces dim(S; + S2) = n + m + 2.

5. Si G es un generador de un subespacio vectorial S y Gy es otro generador de S, entonces G U G es un
generador de S.

6. Si L y Lo son dos conjuntos linealmente independientes de un subespacio vectorial .S, entonces L U Lg es
un conjunto linealmente independiente de S.
Mutilple opcién.

1. Sea la transformacién lineal T : R? — R3 tal que

11 2
AT)a=(2 -1 0|,
0 1 -1

(A) (5,2, 4)
(B) (3,2,6)
(€) (4, 1,0)
(D) (8, 3, 6)
(E) (1,1, 1)

2. Sea T': V — W una transformacion lineal. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) Si {ug,ug,...,un} C V es linealmente independiente, entonces {T(u1), T(uz),...,T(un)} C W es
linealmente independiente.

(IT) Si w,v,w € V son tales que T'(w) = T(u) + T'(v), entonces w = u + v.
(III) Siwy v son colineales en V, entonces T'(u) y T'(v) son colineales en W.

Entonces:

(A) Son todas falsas.
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(B)

(C) Solo la afirmacién (I) es falsa.
(D) Solamente (I) y (II) son falsas.
(E) Solamente (I) y (III) son falsas.

Solo la afirmacién (II) es falsa.

3. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) El conjunto {(z,y,2) € R3: zyz = 0} es un subespacio vectorial de R3.
(IT) La interseccién de dos subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.

(ITI) La unién de dos subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.
Entonces indique la opcién correcta:

(A) Solo (IIT) es verdadera.

(B) Solo (II) es verdadera.
(
(

)
)
C) Solo (I) es verdadera.
D)
)

(E) Solo (I) y (II) son verdaderas.

Las tres afirmaciones son verdaderas.

4. Sea T : R® — Ry[x] tal que

T(a,b,c) = (a —c)z* + (b — 2a)z + (3a — 2b + c).
Entonces:
A

T no es transformacion lineal.

B) T es transformacién lineal con dim(ker(T")) =2 y dim(Im(T)) = 1.

D) T es transformacién lineal no inyectiva con dim(ker(7")) = 1 y dim(Im(T))

(A)

(B)

(C) T es una transformacién lineal biyectiva.

(D) 2.
(E) T es transformacion lineal no inyectiva con dim(ker(7T")) = 1 y dim(Im(T)) = 1.

5. Sean S1 = {p € Ry[z] : p”"(0) = p'(0) = 0} y Sy = [2?] dos subespacios de Rz[z]. Entonces se cumple:
(A) {z — 1,1} es una base de Sy + Ss.
(B) Rafz] # S1+ S2y S1N Sy ={0}.
(C) Ro[z] =51 @ Ss.
(D) S1+ 852 C Ryfz].

(E) Rofz] = 81+ S2 y S1N Sz # {0}.
6. Sea T : Mat(R)ax2 — Mat(R)ax2 definida por T'(M) = KM, siendo K € Mat(R)2y2 una matriz fija.

Considere las siguientes afirmaciones:

(I) Existen A y B, bases de Mat(R)z2x2, tal que K =4 ((T)) 5.

(IT) T es inyectiva VK € Mat(R)ax2.
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(ITT) Para K — ((1’ ?) se cumple Tm(T') = K(l) 8) , (8 m

Entonces:
(A) Todas son falsas.
(B
(
(

) Solamente (I) y (III) son verdaderas.
C) Solamente (I) y (II) son falsas.
)

)

D

(E) ToTodas son verdaderas.

Solamente (II) y (III) son verdaderas.

7. Sea T : Ry[x] — R3 tal que:
T(x® —x+1)=(1,7,3)
T(22% +x +4) = (0,1, -3)
T(z* —4x — 1) = (3,20,6)
Entonces:

(A) Hay una unica transformacién lineal T que cumple esas condiciones y su matriz asociada es de 3 x 2.
(B) Hay una tnica transformacion lineal T' que cumple esas condiciones y su matriz asociada es de 3 x 3.

(C) Hay infinitas transformaciones lineales que cumplen esas condiciones y sus matrices asociadas son de
3 x 3.

(D) Hay infinitas transformaciones lineales que cumplen esas condiciones y sus matrices asociadas son de
3 x 2.

(E) No hay ninguna transformacién lineal que cumpla esas condiciones.
8. Se consideran los siguientes subespacios de Mat(R)axo:

S1 = {A S Mat(R)2x2 A= At}
Sy = {A € Mat(R)ax> : traza(A) = 0}

Entonces:
(A) Hay una tunica transformacién lineal T : S; — S tal que ker(T) = (51 N Sa).
(B) Hay una tunica transformacién lineal T' : S; — S2 tal que ker(T) = (S1NS2) y T (1 0 ) =
G 2)
3 -2/
(C) Hay una tnica transformacion lineal T : S; — Ss tal que ker(T') = (S1NS2) y T (

(D) Hay una unica transformacion lineal T': S; — S5 tal que ker(T') = (S1NS2) y T (:1)) Z) = (? _02 .

(E) Hay una tnica transformacién lineal T : S; — Sy tal que ker(T') = (S1NS2) y

)6 %) el )0
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Solucion.
1123456
VI IF|V|F|V]|F
112|134 |5]6]|7]|8
A|/DIB|D|B|C|E]|C

9.7.2. Segundo semestre. Segundo parcial: 19 Noviembre 2016.
Muiltiple opcién.

1. Sea A = {p1,p2,p3} C Ra[z] donde p1(z) = (z —1)(z+ 1), p2(z) = 2 — 1, y p3(x) = 22% + x — 3 para todo
z € R. Entonces,

(A) A es una base de Ra[z].

(B) A es una base de S C Ra[x], donde S es el subespacio vectorial de los polinomios de grado menor o
igual a 2 que cumplen p(0) = 0.

(C) A es un generador pero no es una base de Ry[x].

(D) A es un generador pero no una base de W C Rg[z], donde W es el subespacio vectorial de los
polinomios de grado menor o igual a 2 que cumplen p(1) = 0.

(E) A es una base de W C Rg[z], donde W es el subespacio vectorial de los polinomios de grado menor
o igual a 2 que cumplen p(1) = 0.
2. Sea T : R® — R3 tal que T(1,1,1) = (0,1,1), 7(0,1,1) = (0, —1,1), T(2,—1,—1) = (0,5, —1). Entonces,

(A) No existe ninguna transformacién lineal que verifique las condiciones anteriores.

(B) Existe una unica transformacion lineal que verifica las condiciones anteriores y cumple 7'(2,0,0) =
(0,4,0).

(C) Existen infinitas transformaciones lineales que verifican las condiciones anteriores, pero todas cumplen
T7(1,0,0) = (0,2,0).

(D) Existen infinitas transformaciones lineales que verifican las condiciones anteriores, y solo una de ellas
cumple T'(1,0,0) = (0,2,0).

(E) Existe una tnica transformacién lineal que verifica las condiciones anteriores y cumple 7'(1,2,2) =
(0,0,2).

3. Sea el espacio vectorial V' = Mat(R)3x3 consideran los subespacios vectoriales S = {A €V : A= Al} y
So={AeV :A=—-A'}.

(A) dim(S;+8S2) = dim(S7)+dim(S2), ya que dim(S;N.S3) = 0. Se tiene ademés que dim(S;) = dim(Ss),
entonces dim(S; + S2) = dim(V).

(B) dim(S7+S2) = dim(S7)+dim(S2), ya que dim(S;NS2) = 0. Se tiene ademéds que dim(S7) > dim(.Ss)
y que dim(S7 + S2) < dim(V).

(C) dlm(Sl + SQ) < dlm(Sl) + dlm(Sg), ya que dlm(51 N SQ) > 1.
(D) dim(S; + S2) > dim(S;) + dim(S3), ya que S; NSy = Ss.

(E) Ninguna de las otras opciones es correcta.
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4. Se consideran los planos m : y =7y mo : 4o + 27+ 3z = 1 y la recta r paralela a m; N w2 por el punto

(2,—5,2). Sea 3 el plano perpendicular a r por el punto (2,—5,2). La distancia de 73 al punto (7,—3,2)
es:

(
(B) 5
(

5. Se consideran las transformaciones lineales T : R3 — R? dadas por T(z,y,2) = 2z +y,2 —y+2) ¥y

2 1
S:R? 5 R3tal que p(S)a= |1 0] con A={(1,0),(1,1)} y B=1{(1,0,1),(0,1,0),(1,0,—1)}.
11

(A) (SoT)(z,y,2) = (b +4y —z,x + 2y — z,x + 2y — 2)
(B) (SoT)(x,y,2) = Bx+y+2z2x+y,3x+ 2)

(C) (SoT)(1,1,1) =(7,3,4)
(D) (SoT)(z,y) = (T2 —3y,3z —y)
(E) (SoT)(1,0,1) = (2,1,1)

Desarrollo.

Ejercicio 1.

1. Sea el conjunto A = {vq,...,vj,...,v,} CV y S =[A], donde S es el subespacio generado por A. Probar
que si v; es combinacién lineal de A" = A — {v;} entonces [A’] = S (también genera al subespacio S).

2. Sean
Sy =1(1,1,0,1),(1,-1,1,1),(1,-3,2,1),(1,-1,1,-1)]

) )

Sy ={(z,y,2,t) ER 1z +y—2+t=0}

a) Determinar una base de S; y una base de S e indicar la dimensién en cada caso.
b) Hallar S7 N Sy indicando una base.

Ejercicio 2.
1. Sean V y W espacios de dimension finita, y T': V' — W una transformacion lineal.

a) Probar que T es inyectiva si y solo si ker(T) = {0}.

b) Si dim(V) = dim(W) y dim(N(T)) = 0, deducir que T es invertible. Enunciar los resultados que
utilice.
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2. Sea T : Ry[z] — R? una transformacién lineal tal que

1 0 2
A(TNHs=|0 1 4
-2 1 0

donde A = {(1,0,1),(2,1,3),(1,1,0)} y B= {2 + z + 1,22 + 1,2% — 2z}.

a) Calcular T(p) donde p es el polinomio definido por p(z) = 222 + 4z + 2.
b) Hallar una base del niicleo y una base de la imagen de 7.

¢) Investigar, justificando la respuesta, si existen polinomios py y p2 con p; # ps tales que T'(p1) = T(p2).
En caso afirmativo, encontrar alguna relaciéon entre py y po.

d) Calcular T=1(2,0,4) = {p € P, : T(p) = (2,0,4)}.

Solucion.

112 (31415
DID|E|DJ|A
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9.8. Ano 2017.

9.8.1. Primer semestre. Segundo parcial: 24 Junio 2017.

Muiltiple opcién.

1 -1 0
1. Sea T : R® — Ry[x] tal que g(T)a = (O 1 1), siendo A = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y B
1 0 1
{t? + 1,t + 1,1}. Entonces:

(A) Im(T) = {p € Ra[z] : p(t) = at® + bt + c¢,c = a+ b}, dim(N(T)) = 1.
(B) Im(T) = {p € Ry[z] : p(t) = at® + bt + ¢,c = a+ b}, dim(N(T)) = 2.
(C) Im(T) = {p € Ro[z] : p(t) = at? + bt + ¢,c = 2a + 2b}, dim(N(T)) = 1.
(D) Im(T) = {p € Ra[z] : p(t) = at® + bt + ¢,c = 2a + 2b}, dim(N(T)) = 2.
(E) Im(T) = {p € Raz] : p(t) = at® + bt + ¢,c = 2b,a = b}, dim(N(T)) = 2.

2. Sean Sy = [1+t+ A2, 1 — 3] y S2 = {p € R3[z] : p(0) = p”(1) = 0} subespacios de R3[x]. El valor de A
para el cual dim(S; N Se) =1 es:

A

Q w

(
(
(
(D) 0

(E) No existe valor.

)
)
) 1/2
)
)

3. En el espacio vectorial R? se consideran los subespacios:

Sl - [(13 37 2)7 (*2a 0’ 1)7 (4a 67 3)]

y
Sy ={(2,y,2) €R® 10 =2y, 2+ 2z — 3y =0}.
Entonces:
(A) dim(Sy + S2) =3 y la suma S; + S es directa.
(B) dlm(S1 + 52) =2y dzm(Sl) = dzm(Sg) =1.
(C) dzm(51 + Sg) =2y S5 NSy = {0}
(D) dim(Sy + S2) = 3 y la suma S; + S2 no es directa.

4. En el espacio vectorial Ry[z], se considera el conjunto B = {t? + 2,2t — 1,2t — 6t + 7,5t> + 10t + 5} y el
subespacio S = {p(t) = at® + bt +c € Ry[z] : ¢ = 2a— 5 }. Sea [B] el subespacio generado por B. Entonces:

(A) [B] # Rg[z], [B] = S pero B no es base de S.
(B) [B] = Ray[z] pero [B] # S.
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[B] # Py, [B] =S y B es una base de S.
(D) [B] =Pq, [B] =Sy B es una base de S.
Py, [B] = S pero B no es una base de S.

=
I

: : _ (p(0) p"(0) :
5. Sea T : Ro[z] — Mat(R)ax2 definida por T'(p) = » » . Entonces:

(A) T es inyectiva.
(B) T es sobreyectiva.
(C) Una base de ker(T') es {1,t}.

(D) Una base de Im(T) es {G D , <_01 1) }

(E) Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

6. Sean A = {v1,v2,v3} un generador de R? y B = {wy, ws, w3} un generador de R3. Entonces:

A) Existen infinitas transformaciones lineales 7' : R? — R? tales que T'(v;) = w; para i = 1,2, 3.

B) Existe una tinica 7 : R? — R? lineal que cumple T'(v;) = w; para i = 1,2,3 y es inyectiva.

(
(
(
(

)
)

C) No existe ninguna T : R? — R3 lineal que cumple T'(v;) = w; para i = 1,2, 3.

D) Existe una tinica 7' : R? — R3 lineal que cumple T'(v;) = w; para i = 1,2,3 y no es inyectiva.
)

(E) Ninguna de las opciones es verdadera.

Desarollo.
7. Sea T : V — W una transformacion lineal.

1. Definir el nicleo de T, ker(T).
2. Probar que ker(T') = {0} < T es inyectiva.
3. (Existe T : R® — Ry[z] tal que T sea inyectiva? Justifique.

8. Sea T : V — W una transformacion lineal. Probar o dar contraejemplo:

1. Si{v1,...,v,} es linealmente independiente en V', entonces {T'(v1),...,T(vy,)} es linealmente inde-
pendiente en W.

2. Si{wv1,...,v,} es un conjunto generador de V', entonces {T'(v1),...,T(vy)} es un conjunto generador
de Im(T).

3. Si T es sobreyectiva, entonces dim(V') > dim(W).

Solucion.

1123
C|IB|A|A|D|C

N
t
=)
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9.8.2. Segundo semestre. Segundo parcial: 18 Noviembre 2017.
Multiple opcién.
1. Sea V un R-espacio vectorial, {u,v} un conjunto linealmente independiente y w un vector que es combi-
nacién lineal de {u,v}. Se consideran los subespacios S1 = [u,v] y S2 = [u, v, w].
(I) dim(S1) =2y dim(S2) = 3.
(IT) dim(S;) = dim(Ss) = 2 pero S; # Ss.

(III) w € S7 y ademds w es combinacién lineal unica de {u,v}.

Entonces:

(A) Sélo (I) es verdadera.

(B) Sélo (II) es falsa.

(C) Las tres afirmaciones son verdaderas.

(D) Las tres afirmaciones son falsas.

(E) Sélo (III) es verdadera.

2. Sean V' y W R-espacios vectoriales, tales que B = {v1,v2,v3,v4} es una base de V, y sea T : V — W una
transformacién lineal tal que:

L] T(’Ul) =0.

» {T(v2),T(v3)} es linealmente independiente.

= T'(v4) es combinacién lineal de {T'(vq), T (v3)}.

Entonces:

(A) dim(ker(T")) =1y dim(Im(T)) =3
(B) dim(ker(T)) =1y dim(Im(T)) =2
(C) dim(ker(T)) =2 y dim(Im(T)) = 2
(D) dim(ker(T")) =2 y dim(Im(T)) =3
(E) dim(ker(T)) =2y dim(Im(T)) =4

3. Se consideran los siguientes polinomios en Ry [x]:
pi(x) =2 +1, pa(z)=x+1, p3(z) =322 —20+1, ps(z)=2>+u
Entonces:

(A) {p1,p2,ps} es generador de Ry[z].
(B) {p1,p2,p3,p4} es linealmente independiente.
(C) p4 es combinacién lineal de {p1,p2,ps3}.
(D)
)

(E) {p1,p2} es base de Ry[x].

{p1,p2,pa} es generador de Ry[z].
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4. Sea T : R® — R? una funcién tal que:
7(1,0,1) = (1,2,3),
T(07 1a 1) = (_27 Oa 2)7
T(2,1,a) = (0,4,8).

Entonces:

(A) Para todo a € R, existe una tnica transformacién lineal que cumple estas condiciones.
B

(B) Para a = 3, existe una dnica transformacién lineal que cumple estas condiciones.
(C) Para a = 3, existen infinitas transformaciones lineales que cumplen estas condiciones.

D

(E) Para todo a € R, existen infinitas transformaciones lineales que cumplen estas condiciones.

Para a = 3, no existe ninguna transformacion lineal que cumple estas condiciones.

5. Se consideran los siguientes subespacios de Mat(R)axo:

L] Sl = {A € Mat(R)gxg A= 7At},
= Sy = {A S Mat(R)gxg A= At}

Entonces:

(A) S1USy = Mat(R)QXQ.
(B) dim(S;) = 3.
(C) Mat(R)2X2 = Sl () SQ.

(D) A= (; ?) € Sy, siendo ¢ la unidad imaginaria.
(E) dim(Ss) = 2.

6. Sea el espacio R3[z] de polinomios reales de grado menor o igual a 3 con base A = {22423, 2%, 1+, v+ 2%}
y el espacio R? con base B = {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)}. Considere la transformacién lineal T' : R3[z] — R3
con matriz asociada:

1 -1 1 2
sMa=1(3 2 0 0
0 0 -1 1

Entonces T'(22° + x + 2) vale:

(A) (6,9,6).
(B) (6,0,—-3).
(C) (7,7,6).
(D) (0,0,0).
(E) (7,1,0).

7. Sea el subespacio S = {p(z) € Ra[z] : p(1 + z) = p(1 — z)}. Entonces una base de S es:

A) B={z,2? + 2z — 1}.
(B) B = {1,2% — 22}.
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(C) B={2%z+1}.
(D) B = {1,x}.
(E) B={2,22+1}.

8. Sea el conjunto S = {(z,y,2) € R?: 2x + By — 2 = a} con a y B € R. Entonces:
(A) S esun subespacio vectorial de dimensién 3 para todo vy 8,y una base de S'es B = {(1,0,2), (0,1, 58), (0,0, «)}.

(B) Si @ = 0 entonces S es un subespacio vectorial de dimensién 2 para todo S y una base de S es
B =1{(1,0,2),(0,1,5)}.

(C) Si a # 0 entonces S es un subespacio vectorial de dimensién 3 para todo S y una base de S es
B ={(1,0,2),(0,1,08),(0,0,)}.

(D) Si @ = =0 entonces S es un subespacio vectorial de dimensién 1 y una base de S es B = (1,0, 2).

(E) Existen valores de 3 para los cuales S no es un subespacio vectorial, independientemente del valor
de a.

9. Dados los siguientes subconjuntos S; = {(g 2) s a,b € R}, Sy = {(8 2) ca+b=>5}y S; =

{(8 g) :a+b=0}, de Mat(R)ax2. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) S1 y Sa son subespacios vectoriales de Mat(R)axo.

(IT) S5 no es un subespacio vectorial de Mat(R)2x2.

(IIT) El conjunto (é (1)> es un generador de 5.

(IV) El conjunto {(_01 (1)) , (8 _01>} es un generador de Ss.
Entonces:

A. Sélo (1
B. Sélo (I
C. Sélo (III) y (IV) son verdaderas.
D. Sélo (II) es verdadera.
E. Sélo (IV) es verdadera.

(III) son verdaderas.

)y
) y (IT) son verdaderas.
I

10. Sea T : Ry[x] — Ry[z] una transformacién lineal tal que T'(az? +bx +c) = (a+b+c)z? + (a+2b)x —a—2c.
Entonces:
A. T es biyectiva.
T es inyectiva pero no sobreyectiva.
T es sobreyectiva pero no inyectiva.
dimker(T) =1y dimIm(T) = 2.
dimker(T) =2 y dimIm(T) = 1.

=Y aw

Solucion.

112134516 7]|81]9]10
E|C|D|C|C|B|B|B|E|D
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9.9. Ano 2018.

9.9.1. Segundo semestre. Segundo parcial: 17 Noviembre 2018.
Muiltiple opcién.

1. Sea A = {u,v,w, z} base de un espacio vectorial V. Consideramos el subespacio S = [u+ v+ 2w + z,v +
w,u + z,v — 3w|. Entonces:

(A) dim(S) = dim(V).

(B) dim(S) = dim(V) — 1.
(C) dim(S) = & dim(V).
(D) dim(S) = 3 dim(V) -1
(E) dim(S) + dim(V) =

2. Sea T : R® — R3 tal que T'(z,y,2) = (z +y + 2,2y — 2,2 + 3y). Entonces:

(A) ker(T) = {(z,y,2) ER? [z =y =2 =0} y Im(T) =R".

(B) ker(T) = {(z,y,2) e R® | 2z =y =z} y Im(T) = {(x,y,2) e R® | =3z +y +2=0}.
(C) ker(T) = {(z,y,2) €ER3 | 2 =2y, 2 = =3y} y Im(T) = {(x,y,2) e R® |z = 2z — y}.
(D) ker(T) = {(z,y,2) ER? |z =y=2=0} y Im(T) = {(z,9,2) € R3 | -2z +y + 2 = 0}.
(E) ker(T) = {(z,y,2) e R® | 2z =y =2} y Im(T) = {(z,y,2) ER3 |z +y + 22 =0}

3. Sea T : Rs[z] — Rs[x] la transformacién lineal dada por T'(p) = p’. Le llamamos C' a una base cualquiera
de R3[z]. Se consideran las siguientes afirmaciones:

I. La matriz [C(T)]c es invertible.
II. T es inyectiva.
ITI. La dimensién de Im(T) es 3.

Entonces:
(A) Solamente (III) es correcta.
(B
(
(

)

) Solamente (II) y (III) son correctas.
C) Solamente (I) es correcta.
)
)

D

(E) Solamente (I) y (IT) son correctas.

Las tres afirmaciones son correctas.

4. Sean S: U — V y T :V — W dos transformaciones lineales. Se consideran las siguientes afirmaciones:

I. Si S y T son biyectivas, entonces T o S es biyectiva.
II. Si B es una base de V, entonces el subespacio generado por T'(B) es la imagen de T'o S.
III. Si S es sobreyectiva, dim(ker(T o S)) = dim(ker(S)) + dim(ker(7")).

Entonces:

(A) Solamente (III) es correcta.
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8.

(B) Solamente (II) y (III) son correctas.
(C) Solamente (I) es correcta.

(D) Solamente (I) y (III) son correctas.
(E) Solamente (I) y (II) son correctas.

. Sea Ry[x] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a 2 y T : R® — Ry[x] una

transformacion lineal tal que T'(1,1,2) = 1 +z y T(2,2,2) = 222. Entonces:

(A) T(0,0,-1)=2% -2 —1
(B) T(0,0,—1) =22 +2

(C) T(0,0,—1) =z + 2.

(D) 7(0,0,—1) = 22

Sea S, = {A € Mat(R)axs : A= aA'} donde o € R y A’ significa la matriz traspuesta de A.

(A) Existen valores de a para los cuales S, no es un subespacio vectorial de Mat(R)oxo.

(B) S, es un subespacio vectorial de Mat(R)ax2 para todo a y ademds existen solamente dos valores de
a tales que dim(S,) = 0.

(C) S, es un subespacio vectorial de Mat(R)s2y2 para todo « y ademds existen infinitos valores de «
para los cuales dim(S,) = 2.

(D) S, es un subespacio vectorial de Mat(R)2x2 tal que dim(S,,) # 0 para todo «a.

(E) S, es un subespacio vectorial de Mat(R)sx2 para todo « y ademds existen infinitos valores de «
tales que dim(S,) = 0.

Se consideran los siguientes polinomios en Ps:

pi(z) = 2% + 1,

po(z) =z +1,

p3(z) =32 — 2z +1,
pi(z) =2+

Entonces:

(A) {p1,p2,ps3} es generador de Ro[z].
(B) {p1,p2,p3,p4} es linealmente independiente.
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(C) p4 es combinacién lineal de {p1,p2, ps}-

(D) {p1,p2,ps} es generador de Ro[z].

(E) {p1,p2} es base de Ry[z].

Sea V un espacio vectorial, del cual se sabe que {u,v} y {w, z} son conjuntos linealmente independientes
y dim(V') = 4. Se consideran los subespacios S1 = [u,v] y Sz = [w, 2].

(A) La condicién S N Sy # {0} implica que V =51 @ 5.

(B) La condicién S; NSz = [u] implica que w =wu 0 z = u.

(C) La condicién Sy NSy = {0} implica que V = 57 & Ss.

(D) La condicién S; N Sy = [u] implica que V' = Sy + S5 pero la suma no es directa.

)

(E) Las condiciones w ¢ S7 y z ¢ S implican que la suma es directa.

10. Sea el espacio R3[x] de polinomios reales de grado menor o igual a 3 con base A = {22 +23,2% 1+ 2,2 +23}
y el espacio R? con base B = {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)}. Considere la transformacién lineal T' : Rz[z] — R3
con matriz asociada:

1 -1 1 2
sMa=13 2 0 0
0 0 -1 1
Entonces, T'(223 + = + 2) vale
(A) (6,9,6)
(©) (7,7,6)
(D) (0,0,0)
(E) (7,1,0)
Solucén
11213456 |7]|8]9]10
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9.10. Ano 2019.

9.10.1. Primer semestre. Segundo parcial: 22 Junio 2019.
Verdadero-falso.

1. El conjunto de las matrices antisimétricas de tamano n X n es un subespacio vectorial del espacio
Mat(R), «, de las matrices de tamafio n x n.

2. Sean v y w los vectores de R? mostrados en la figura. El conjunto A = {v,w} C R? es linealmente
independiente.

2
1.8
1.6
1.4
12

1
0.8
0.6
0.4

0.2

22 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -0.2 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34
.2
w
-04
-0.6
-0.8

-1

-1.2

3. Dado un espacio vectorial V', la matriz asociada a la transformacién lineal identidad es la matriz identidad
para cualquier par de bases de V.

4. Dados espacios vectoriales V y W, la imagen de un generador de V por una transformacion lineal T :
V — W es un generador de la imagen de la transformacién lineal T'.

5. Sean V un espacio vectorial y S1, 52 C V dos subespacios de V. Si By es una base de S; y By es una base
de S5, entonces By U By es una base de S7 + Ss.

6. Sea T : Mat(R)axo — Mat(R)242 una transformacién lineal. Entonces, para todo par de bases de
Mat(R)2x2, la matriz asociada a la transformacién lineal T" tiene tamafo 2 x 2.
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Muiltiple opcion.
1. Sean S; y So los subespacios vectoriales de R3[x] definidos por
S1 ={P € Rs|z] : P(z) = P(—x)}
Sy ={P € Rs[z] : P(z) = —P(—x2)}

Indicar la opcién correcta:

(A) dlm(Sl)—2y5E+1651+S2
(B) dim(Sl)—2yx+1§ZSl+Sg
(C) dim(S1) =3yx+1€5 +52
(D) dim(Sl)—3y$+1§é51+SQ

2. Sean r y s las rectas de Rg dadas por las siguientes ecuaciones:
ri(z,y,2) = (4,3,6) + A(4/3,1,1)
st (2,y,2) = (4,-2,-6) + A(4/3,1,4)

La distancia entre las rectas r y s es:

4. Sean las bases A = {(1,0,1),(1,1,0),(2,1,2)} y B={(2,1,-1),(0,1,0),(-3,2,1)} de R3. Sea T : R® —
R? la transformacién lineal cuya matriz en las bases A y B est4 dada por:

1 0 =2
glTla=[0 1 -2
-1 0 3

Si v =(2,0,3), entonces
(A> T(U) = (_1’ _3’2)
(B) T(v) = (22,30, —21)
(C) T(v) = (-8,0,3)
(D) T(v) = (—4,-6,7)

5. Sea T : R? — R* la transformacién lineal definida por

T(xvyaz):($_2279C+2yay+27—9€—y+2)

para todo (z,y, z) € R3. Indicar la opcién correcta:
(A) dim(ker(T)) =1y dim(Im(7T)) = 2

(B) dim(ker(T)) = 2 y dim(Im(7T")) =

(C) dim(ker(T)) =1y dim(Im(T)) =

(D) dim(ker(T)) = 0 y dim(Im(T’)) =
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6. Sean T : R® — Mat(R)2x2 v S : Mat(R)2x2 — R® dos transformaciones lineales. Indicar la opcién
correcta:
(A) SoT no es inyectiva y T 0 .S no es sobreyectiva.
(B) S oT puede ser inyectiva y T o S puede ser sobreyectiva.
(C) SoT no es inyectiva y T o S puede ser sobreyectiva.
(D) S oT puede ser inyectiva y T o S no es sobreyectiva.

7. En el espacio Mat(R)ax2, se consideran los conjuntos

{0096 )0 (5 o))
{0 )6 D606 )

Indicar la opcién correcta:

(A) Tanto B como C son bases de Mat(R)axs.
(B) B es linealmente independiente y C' no.
(C) C es generador de Mat(R)2x2 v B no.

(D) Ni B ni C son bases de Mat(R)ax2.

8. Dado un parametro k € R, se considera el conjunto
A ={((1,k—3,-3,1),(1,-2,k — 1,4),(0,2 — 2k, k +2,6))} C R*

Entonces:

(A) El conjunto Ay es L.I. para todo valor de k € R.

(B) El conjunto Ay, es L.D. solo para un valor de k € R.
(C) El conjunto Ay es L.D. solo para dos valores de k € R.
(D) El conjunto Ay, es L.D. solo para tres valores de k € R.

Solucion.
Verdadero- falso.

1. Para ver que esto es verdad, nos fijamos que el conjunto S = {A € Mat(R)ax2 : A = —A?} cumple las
propiedades de subespacio vectorial.

- Es claro que la matriz nula pertenece al conjunto pues su traspuesta es si misma y su opuesta también.

- Dadas dos matrices A, B € S, tenemos que
(A+B)!=A"+B"'=—-A—-B=—(A+DB)

donde usamos propiedades de traspuesta. Por lo que A+ B € S.
- Dada A € S, A € R, tenemos que

(AA)E = A" = A(—A) = —(\A)

por lo que AA € S. Nuevamente, solo usamos propiedades de traspuesta. La respuesta es V.
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. Es claro que w = —aw por lo que el conjunto es L.D. La respuesta es F'.

. . S . b . .
. La matriz asociada a la transformacién identidad en dos bases A, B — V, es la matriz cambio de base,
que sabemos que no es la matriz identidad a menos que ambas bases sean la identidad. La respuesta es F'.

. Seaw € Im(T) y sea A = {vy,...,0,} un generador de V. Entonces Sabemos que existe v € V tal que

T(v) = w. Ademds, como A EN V', sabemos que v puede escribirse como combinacién lineal de A, es decir,
existen Ay, ..., \, tales que
v = )\1 + ...+ )\n

Por lo tanto, T'(v) = M T (v1) + ... + AT (vy,). Es decir, T'(v) puede escribirse como combinacién lineal de
T(A) y conlcuimos que T(A) L Im(T).

. Consideremos los espacios S; = {(z,y,2) € R3 : @ = 0},S{(z,y,2) € R® : y = 0} y las bases

B; = {(0,1,0),(0,0,1)} LN Sy y B2{(1,0,0),(1,0,1)} 2, S>. La unién de ellas da el conjunto By U By =
{(1,0,0),(1,0,1),(0,1,0),(0,0,1)} que claramente no es L.I. aunque s es generador de S; + S3. La res-
puesta es F'.

. Dado que la matriz asociada tiene las coordenadas de los vectores que se obtienen de aplicarle T' a una
base de Msys, debe tener dimensiones 4 x 4. La respuesta es F'.

Muiltiple opcion.
. Es facil ver que los elementos de S; son de la forma p(z) = bx?+d y los de S3 son de la forma p(z) = az®+cx
de donde obtenemos las siguientes bases para cada uno de ellos

Bl = {1‘2, 1} i) Sl,BQ = {333,37} i) SQ

De aqui, dim(S1) = 2. Ademds, el elemento © € Sy y el elemento 1 € Sy por lo que la suma de ellos
pertenece a la suma de los subespacios. La respuesta es A.

. Para esto puede usarse simplemente utilizando la férmula

AB,v A
sy - B0 A w)

|[v A w)
donde tomamos A = (4,3,6), B = (4,—2 — 6). v = (4/3,1,1), w = (4/3,1,4). Entonces, AB = (0,5,12),
(v,wy = (3,—4,0) y tenemos que d(r, s) = 4. Es decir, la respuesta es C.

. Este ejercicio lo razonamos por descarte. Es claro que la primera figura no puede ser la correcta pues
T((0,0)) # (0,0). Por otro lado, vemos que en la segunda figura, la transformacién no deforma todos los
vectores del eje horizontal de la misma manera: T'(1,0) = (—1,0),7(—1,0) = (1/2,0) por lo que tampoco
puede ser la correcta. Por ltimo, la cuarta figura no puede ser la correcta pues la transformacion manda
rectas paralelas en rectas no paralelas. Concluimos que la respuesta correcta es C.

. Sabemos, por un resultado visto en el tedrico, que se cumple la siguiente relacion

coordg(T(v)) =p (T)acoord4(v)
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Por lo tanto, comenzamos escribiendo al vector (2,0,3) en la base A. Para esto, podemos plantear un
sistema de ecuaciones que al resolverlo nos da el siguente resultado

(2,0,3) =1.(1,0,1) + (=1)(1,1,0) + 1.(2,1,2)

es decir, coords(2,0,3) = (1,—-1,1)

Hacemos el producto de la matriz asociada por este vector

1 0 -2 1 -1
0 1 -2 11 =1-3
-1 0 3 1 2

Es decir, coordp(T(2,0,3)) = (—1,—3,2) y por lo tanto

7(2,0,3) = (-1)(2,1,-1) + (—3)(0,1,0) + 2(-3,2,1) = (-8,0,3)
La respuesta es C.

Para encontrar el nticleo de la transformacién lineal, nos preguntamos cudles son los vectores (z,vy, 2) € R3
tales que T'(z,y,z) = (0,0,0,0). Esto equivale a pedir que (z,y, z) sean solucién del siguiente sistema de
ecuaciones

r—22=0
z+2y=0
y+z=0
—r—y+z=0

Planteando una matriz o simplemente despejando, llegamos a que la solucién del sistema es {(2z, —z, 2) :
z € R}. Es claro que una base de este subespacio vectorial es {(2,—1,1)} y por lo tanto, el nicleo de
T tiene dimension 1. Utilizando el teorema de las dimensiones, sabemos que la imagen de T debe tener
dimensién 2. La respuesta es A.

Utilizando el teorema de las dimensiones, sabemos que 7' no puede ser inyectiva y S no puede ser sobre-
yectiva. Consideremos ahora las transformaciones SoT :R> = R? y T 0 S : Mayo — Mays.

Sea v € N(T) \ {0}. Entonces tenemos que

(S 0 T)(v) = S(T(v)) = 5(0) = 0

Por lo que v € N(SoT),v # 0y tenemos que S o T no es inyectiva.

Por otro lado, notar que Im(S) es un subespacio de dimensién 4 dentro de R® y a este subespacio es a
quien le aplicamos T al hacer la composicién T o S. Por lo tanto, puede existir una transformacién 7' que
lleve a este subespacio de forma sobreyectiva a Mayo. La respuesta es C.
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7.

Comenzamos planteando una combinacién lineal de los vectores de B e igualandola a la matriz nula. De
esto obtendremos un sistema de ecuaciones del cual resulta la siguiente matriz

0 1 0 1
0 -1 0 1
1 0 1 -1
2 0 0 O

Escalerizando observamos que esta matriz tiene rango 4 por lo que hay 4 vectores L.I. en B. Como el
conjunto B vive en un espacio de dimensién 4, es claro que B es base de este espacio.

Razonando de la misma forma para el conjunto C, vemos la matriz resultante tiene rango 3 por lo que C'
no es linealmente independiente. La respuesta es B.

Lo que tenemos que hacer en esta parte es plantear una combinacién lineal de los vectores del conjunto e
igualarla al vector nulo. Es decir

a(l,k—3,-3,1) + B(1,—-2,k — 1,4) + v(0,2 — 2k, k + 2,6) = (0,0,0,0)

Encontrar los a, 3,7 que resuelven esta combinacién lineal se traduce a escalerizar la siguiente matriz

1 1 0 1 1 0 1 1 0
k-3 -2 2-2k| mR-k-3Fn |0 —k+1 2-2k| -, |0 —k+1 2—-2k]| moFr

-3 k-1 k+2 F343F, 0 k+2 k+2 0 k+2 k+2 Fi/3
1 4 6 1 4 6 0 3 6

1 1 0 11 0

0 1 2 F3—(k+2)F, 0 1 2

0 k+2 k+2 Fi—(—k+1)F, |0 0 —k—2

0 —k+1 2-2k 0 0 0

Observamos que la matriz tiene rango 3 para todo k # —2. La respuesta correcta es B.

9.10.2. Segundo semestre. Segundo parcial: 16 Noviembre 2019.

Verdadero-falso.

1.

Si A C RY es un conjunto generador de R9, entonces existe un subconjunto Ag C A que es una base de
R0,

. Sea T : RY — Mat(R)34imes3 una transformacion lineal. Si existen una base A de R y una base B de

Mat(R)3x3 tales que g(T)a = Oy, entonces T(v) = O3z para todo v € R?.

Sean V un espacio vectorial y W7, Wy dos subespacios vectoriales de V. Entonces el conjunto W = W1 UW,
es un subespacio vectorial de V.

. Sea T : V — W una transformacién lineal inyectiva entre dos espacios vectoriales V' y W de dimensién n.

Entonces, para toda base B = {v1,...,v,} de V, el conjunto {T(v1),...,T(v,)} es una base de W.
El conjunto W = {A € Mat(R)3x3 : A no es invertible} es un subespacio vectorial de Mat(R)3ys5.

Sean A una base de R®, B una base de Mat(R)ax2 y C una base de R3[z]. Entonces, para todas las
transformaciones lineales T : R® — Mat(R)ax2 y S : Mat(R)ax2, — R3[z], tenemos que (S oT)a =¢
(9)B x5 (T)a.
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Miitiple opcién.
1. Se aplica una transformacién lineal
2. Sea T : Mat(R)ax2 — Mat(R)ax2 una transformacién lineal. Entonces:

(A) ker(T) NIm(T) = {O2} si y solo si ker(T') + Im(T") = Mat(R)axo.

(B) ker(T) NIm(T) = {O3} siempre implica que ker(T') + Im(7T) = Mat(R)2x2, pero existen ejemplos
donde ker(T') + Im(7T) = Mat(R)2x2 v Ker(T) N Im(T) # {Oz}.

(C) ker(T) 4+ Im(T) = Mat(R)3x3 siempre implica que ker(T) N Im(7T") = {O2}, pero existen ejemplos
donde ker(T) NIm(T") = {O2} y ker(T) 4+ Im(T) # Mat(R)axo.

(D) Existen ejemplos donde Ker(T') + Im(7) = Mat(R)ayx2 y ker(T) NIm(7T') # {O2}, y otros ejemplos
donde ker(T) NIm(7T") = {O2} y ker(T) + Im(T) # Mat(R),,xp.-

3. Sean las bases A = {(0,1,1),(1,2,0),(1,0,—-1)} y B = {(1,-3,1),(0,1,2),(-1,2,—2)} de R3. Sea T :
R3 — R? la transformacién lineal cuya matriz en las bases A y B estd dada por:

3 1 0
B[T)a = 0o -1 1
-2 3 1

Siv=(2,3,0), entonces:

(A) T(v) =(4,0,2).
(B) T(v) =(9,-3,5).
(C) T(v) = (2,-8,0).
(D) T(v) = (4,—20,-7).
4. Se consideran las transformaciones lineales T : R?> — R* que cumplen las condiciones: T(1,—1,3) =
(2,0,-1,5), T'(2,3,-2) = (-3,3,2,—6), T(4,1,4) = (1, 3,0,4). Entonces:

(A) No existe ninguna transformacién lineal T' que cumple las condiciones.
(

B) Existe una unica transformacién lineal T que cumple las condiciones, y dicha transformacién lineal
cumple la condicién T'(3,—-1,2) = (1,0, 3, —2).

(C) Existen infinitas transformaciones lineales T' que cumplen las condiciones, pero solo una de ellas
cumple la condicién T'(3,-1,2) = (1,0, 3, —2).

(D) Existen infinitas transformaciones lineales T que cumplen las condiciones, y todas ellas cumplen la
condicién T'(3,—1,2) = (1,0,3,—-2).

5. Sean los puntos O = (1,1,1), P, = (0,8,6) y P» = (8,2,6). Se escriben 7 al plano que pasa por los tres
puntos O, P; y P, r a la recta que pasa por los dos puntos P; y P, v d a la distancia entre la recta r y
el punto O. Sean 7 y 72 los dos planos a distancia d del plano 7. Entonces las ecuaciones de m; y de 75
son:

(A) 3z +4y —52=5V2+2y 3z +4y — 5z =52+ 2.
(B) 302 4 40y — 50z = 5v/2 + 2 y 302 + 40y — 50z = —5v/2 + 2.
(C) 30x + 40y — 50z = 52 y 30z + 40y — 50z = —48.
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(D) 3x4+4y —52=52y 3z + 4y — 5z = —48.

6. Sean u, v v w los vectores de R? mostrados en la siguiente figura
Indicar la opcién correcta:

(A) {u,v,w} es LI y dim([u, v, w}]) = 2.

(B) {u,v,w} es LD y dim([{u, v, w}]) = 2.

(C) {u,v,w} es L1y [{u,v,w}] = R3.

(D) {u,v,w} es LD y [{u,v,w}] = R3.

7. Sean S7 y S2 los subespacios de Mat(R)qx2 definidos por

S, = {A € Mat(R)2x2 | <(1) 1) A=A ((1) D}

y o= faemamne (1 a-afl 1))
Entonces:

(A) dim(S)) =2y G ‘11> € 51+ 5,

(B) dim(Sy) =2y G ‘11> ¢ 51+ S

(©) dim(S;) =3 y G ‘11> € 51+ 5,

(D) dim(S;) =3y G _11> ¢ S1+ 52

8. Sean v; = (1,1,1,1), va = (1,—1,0,1), v3 = (1,2,3,4), v4 = (2,3,4,5) y vs = (3, —1,3,7). Entonces:

(A) {v1,v2,v3,v4} es L1y v5 € [{v1,v2,v5,v4}].

(B) {v1,v2,v3} es LI, vg € [{v1,v2,v3}] ¥ vs & [{v1, v2,v3}].
(C) {v1,v2,v3} es LIy vy, v5 € [{v1,v2,v3}].

(D) {v1,vs,v5} es LI, vy € [{v1,v3,v5}] vy va & [{v1,v3,05}].

Solucion.
Verdadero- falso.

1. Si A es un conjunto generador, solo le falta ser L.I. para ser una base. Si es L.I., entonces el subconjunto
que es base es el mismo A. Si no, de los ejercicios de practico, sabemos que podemos sacar vectores hasta
conseguir un subconjunto L.I. que genera el mismo espacio que el conjunto original. La respuesta es V.

2. Dado un vector cualquiera v € R?, lo escribimos como combinacién lineal de la base A para obtener
coord(v). Con esto, el producto p(T)acoorda(v) nos da coordp(T(v)). Por letra, sabemos que este
dltimo vector es el nulo, pues la matriz asociada es nula, por lo que la combinacién de la base B que nos
da el vector T'(v) es la trivial y tenemos que T'(v) = Os. La respuesta es V.
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Considerando dos rectas distintas por el origen, en R?, tenemos que la unién de ellas no es un plano, una
recta, el vector nulo ni todo R? por lo que no forma un subespacio de R3. La respuesta es F.

Como T es inyectiva, el conjunto {T'(v1),...,T(vn)} es L.I. Ademds, como dim(V') = n, usando el teorema
de las dimensiones, tenemos que dim(Im(7T)) = dim(W), es decir, Im(T) = W y por lo tanto T es
biyectiva. Por tltimo, sabemos que {T'(v1),...,T(v,)} siempre es un generador de la imagen, por lo que
en este caso es un generador L.I. de W y por lo tanto, es una base. La respuesta es V.

100 0 0 O
Las matrices |0 1 0] vy [0 0 O] son matrices no invertibles, sin embargo su suma da Ids que
0 0 O 0 0 1

claramente es una matriz invertible. Es decir, el conjunto W no es cerrado bajo la suma y por lo tanto,
no es un subespacio vectorial.

Esto es un resultado de tedrico. La respuesta es V.

Miiltiple opcion.

. Razonamos este ejercicio por descarte. Observamos que la primera figura no es correcta pues la trans-

formacién no deforma al eje horizontal de la misma manera: 7'(1,0) = (2,0),7(2,0) = (3,0). La tercera
figura tampoco es posible pues manda rectas paralelas en rectas no paralelas. La ultima figura tiene el
mismo problema: observar que los segmentos de las rectas y = 2, y = —2 donde « € [1,2] no se envian en
segmentos paralelos. La respuesta correcta es la B.

. El teorema de las dimensiones nos dice en este caso que

dim(Mat(R)32) = 4 = dim(N (7)) + dim(Im(T))

Si ker(T) N Im(T) = 0, entonces dim(ker(T) + Im(T)) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)) = 4. Por lo que
ker(T) + Im(T) = Mat(R)axs.

)
Si ker(T)+Im(T) = Mat(R)axo y ker(T)NIm(T) # 0, esto implicarfa que dim(ker(T))+dim(Im(T)) >
dim(ker(T) + Im(T)) = 4 lo cual es absurdo. La opcién correcta es A.

Sabemos, por un resultado visto en el tedrico, que se cumple la siguiente relacion

coordg(T(v)) =g (T)acoord4(v)

Por lo tanto, comenzamos escribiendo al vector (2,3,0) en la base A. Para esto, podemos plantear un
sistema de ecuaciones que al resolverlo nos da el siguente resultado

(2,3,0) = 1.(0,1,1) + 1.(1,2,0) + 1.(1,0, —1)

es decir, coordx(2,3,0) = (1,1,1).

Hacemos el producto de la matriz asociada por este vector

3 1 0 1 4
0 -1 1 11=160
-2 3 1 1 2
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Es decir, coordg(T(2,3,0)) = (4,0,2) y por lo tanto

T(2,3,0) =4(1,-3,1)+0(0,1,2) +2(-1,2,-2) = (2, -8,0)
La respuesta es C.

. Observar que los vectores {(1,—1,3),(2,3,—2),(4,1,4)} no forman una base de R3 por lo que si existe
una transformacién que cumpla las condiciones, esta no serd tnica. Por otro lado, tenemos que

(4,1,4) = 2(1,-1,3) + 1(2,3, -2)

Por lo que una transformacion lineal deberia cumplir que

T(4,1,4) = 2T(1,—1,3) + 1T(2,3,—2) = 2(2,0,-1,5) + (—3,3,2,—6) = (1,3,0,4)

que coincide con la condiciéon que nos da la letra. Como los datos no son contradictorios sino que redun-
dantes, conocemos T dentro del plano generado los vectores (1,—1,3) y (2,3, —2) pero no fuera de él. Es
decir, existen infinitas transformaciones lineales que cumplen las tres condiciones.

Para saber cudntas de ellas cumplen que T'(3,—1,2) = (1,0, 3, —2), nos fijamos si el vector (3,—1,2) es L.I.
con los anteriores. Si lo es, entonces conocemos T en una base de R? y debe existir una tinica transformacién
lineal que cumpla todas las condiciones. Si no, el dato es redundante y podiamos calcular T" en este vector
a partir de los datos anteriores. En este caso, tenemos que (3,—1,2) ¢ [(1, -1, 3), (2,3, —2)] por lo que la
respuesta correcta es C.

. Comenzamos hallando el plano 7. Como sabemos que 7 pasa por los puntos O, Py, P, podemos tomar
como vectores directores de m a v = OP; = (—1,7,5) y w = OP, = (7,1,5). Con esto, tenemos que la
ecuacion de 7 es la siguiente

r=1-A+Tu
Tiey=14+7TA+p
z=1+5\+5u

Pasamos esta ecuacion a implicita primero calculando el vector normal. Este podemos calcularlo haciendo
el producto vectorial entre los vectores directores de m, de donde obtenemos 7 = (30,40, —50). Es decir,

m: 30z + 40y — 50z = D

Para conocer D alcanza sustituir por las coordenadas de un punto que sepamos que debe verificar la
ecuacién, por ejemplo O = (1,1,1) = D = 20. Tenemos entonces que

m:3x+4y —bz=2
De la misma forma, hallamos la ecuacién de la recta r
x =8\

y=8—06A\
z2=206
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Por otro lado, calculamos la distancia del punto O a la recta r. Esto puede hacerse utilizando la férmula

vista en el tedrico . .
||P10 A P1P2|| _5

d(O,r) = =
(O:m) || P1Pal|

Los planos 71, w2 deben ser paralelos al plano 7 pues si no, la distancia de ellos a 7 seria 0. Esto equivale
a pedir que tengan el mismo vector normal. Es decir

™ :3m+4y—5z:2+5\/§
m :3x+4y—5z:2—5\/§
La respuesta correcta es A.

6. Consideramos primero los vectores u, v. Estos dos forman un plano. Observando la figura, vemos que w no
pertenece al plano formado por ellos por lo que no es combinacién lineal de w, v y por lo tanto el conjunto
{u,v,w} es L.I. Como tenemos 3 vectores L.I. en R3, el subespacio generado por ellos debe ser todo R? y
la respuesta correcta es C.

. . , . a b , .. . .
7. Consideremos una matriz genérica A = <c d> y veamos qué condiciones deben cumplir sus coeficientes

para estar en cada subespacio.

Para el subespacio S; tenemos lo siguiente

1 1\ (fa b\ (a b 1 1 .
0 1/\c d) \e d)\0 1
De aqui, tenemos que ¢ = 0,d = a. Es decir, A € 51 & A = (

basedeS1esBlz{<(1) ?),(8 (1))}

. . 1 1
Razonando de la misma forma para So, tenemos que una base de este subespacio es By = { ( 0) , (0 ) }

a+c b+d\ _ (a a+bd
c d ) \c c+d
a

0 Z) y tenemos que dim(S;) = 2. Una

0 1 1 0

Vemos que la matriz <1 1 ) cumple

0360 ) en )

Por lo que pertenece a la suma de los subespacios. La respuesta correcta es A.

8. Para resolver este ejercicio, planteamos una combinacién lineal de los vectores vy, vs, v3, v4, v5 y la iguala-
mos al vector nulo. De esto, obtenemos un sistema de eucaciones del que resulta la siguiente matriz que

escalerizaremos
1 1 1 2 3 1 1 1 2 3 1 1 1 2 3
1 -1 2 3 —-1| m-~m 0 -2 1 1 —4)| R 0 -1 2 2 0 F3—2F,
1 0 3 4 3 F3—Fy 0 -1 2 2 0 FyFs 0 -2 1 1 -4
1 1 4 5 7 1 1 4 5 7 0 0 3 3 4
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1 1 2 3
-1 -2 2 0
-3 -3 -4
0 0 0 0

-3 -3 —4

o O O
o
[eBell S
(e

Observamos entonces que la matriz tiene rango 3 y que los vectores vy, vs € [v1,v2,v3]. La respuesta
correcta es C.
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9.11. Ano 2022.
9.11.1. Segundo semestre. Segundo parcial: 19 Noviembre 2022.
Muiltiple opcion.

1. Seau=(2,1,-3) y v = (3,a,2), con a € R. Entonces:

(A) Siempre la norma de v es mayor que la norma de u.

(B) Vale que: ||ul| = ||v|| siy solo si a = 1.

(C) Existen valores de a tales que los vectores u y v son colineales.

(D) Existen dos valores de a tales que los vectores u y v son ortogonales.
(E) Existe un solo valor de a tal que |jv]| = v/38.

(F) No existen valores de a tales que se verifique ||u]| + ||v]| = [Ju + v||.

2. Para el espacio vectorial F' = {f : R — R}, formado por las funciones reales de variable real, considerar
los siguientes subespacios vectoriales:

Si={feF[fQ1)=r0)}
Sy ={f € F| f(x*) = f(z)?, paratodo x € R},
Ss={f e F| f(z)=f(—=), para todo z € R},

Ss = {f € F | f tiene al menos una raiz real}.

Entonces:

(A) Solamente S; y Sa son subespacios vectoriales de F'.
(B) Solamente S; y S5 son subespacios vectoriales de F.
(C) Solamente Sy y S4 son subespacios vectoriales de F'.
(D) Solamente Sy y S3 son subespacios vectoriales de F'.
(E) Solamente S y Sy son subespacios vectoriales de F'.
(F) Solamente S3 y Sy son subespacios vectoriales de F'.

3. En R3, consideramos los puntos A = (1,1,1), B = (2,2,3), los vectores u = (4,2,0), v = (1,-2,0),
w = (—1,2,0), y las rectas paramétricas dadas por:

rA)=A+X-u (AeR),
s(u)=B+p-v (peR).
Entonces:

(A
(B
(C
(

Los vectores u, v y w son ortogonales dos a dos.
La recta s es paralela al plano dado por la ecuacién x + 2y = 9.

La distancia entre las rectas r y s es exactamente igual a la distancia entre los puntos A y B.

)
)
)
D)

Existe un plano paralelo al plano dado por la ecuacién x + 2y = 0 que contiene a la recta r.
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. . . . NG
(E) La distancia del punto B al plano dado por la ecuacién x + 2y = 0 vale 4.

(F) La distancia entre las rectas s y r vale 2.

4. Sea V un R-espacio vectorial finito dimensional (es decir, generado por algiin conjunto finito). Para m > 2,
se tiene una cadena de subespacios vectoriales

W1CWQC"'CWiCWi+1C"'CWm,

es decir, W; es subespacio de W; 1 y W, est& contenido estrictamente en W, 1, para cada 1 <i¢ <m — 1.
Entonces:

(A) Todo conjunto linealmente independiente (LI) de V' tiene, al menos, un vector de cada W;, para todo
1< <m.
Dado G;41 un generador de W, 1, entonces G;11NW; es un generador de W;, paratodo1 < i < m—1.

Existe un conjunto LI en V con m — 1 elementos.

)
)
) Todo conjunto LI de W;1 tiene més elementos que todo conjunto LI de W;.
) Existen conjuntos generadores en W; con ¢ vectores.

)

W =V.

Desarrollo.

1. Sean M € Mat(R),,,xn ¥y M € Mat(R),,x (n+1) tal que los vectores columna de M: My, My, ..., M, son
vectores columna de M’ (no necesariamente en el mismo orden). Probar que: Rg(M) < Rg(M ).

2. Indique (sin demostrar) cuél o cudles de las afirmaciones siguientes es verdadera para toda matriz X €
Mat(R),,«,. Para aquellas afirmaciones falsas, exhiba un contraejemplo.
(a) | X|=0=Rg(X)=n-1.
(b) |X]> 0= X es invertible.
(¢) IX] £ 0 & Rg(X) = n.

3. Sea A-x = b un sistema de ecuaciones, con A € Mat(R),,xn, 2,0 € Mat(R),,«1. Demostrar que, si |A| =0
y |An| # qﬂ entonces el sistema de ecuaciones es incompatible.

Solucion.
112314
FIB|E|C

1A, denota la matriz que surge de sustituir la columna enésima de A por el vector columna b.
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9.12. Ano 2023.

9.12.1. Primer semestre. Segundo parcial: 24 Junio 2023.

Verdadero-falso.

Sea T : V. — W una transformacién lineal, donde V' y W son espacios vectoriales reales y dim(V) = 3.
Determine cudles de las siguientes afirmaciones acerca de V., W y T son verdaderas y cudles son falsas.

1. Si dim(W) = 2, entonces T es inyectiva.

2. Si {vy,v2,v3} es un subconjunto de V tal que {T'(v1),T(v2),T(v3)} es un subconjunto de W linealmente
independiente, entonces {v1, vy, v3} es linealmente independiente.

3. Dada {v1,v2,v3} una base de V, se tiene que T es la transformacion lineal nula si y s6lo si T'(vy) = T(vy) =
T(”Ug) = OW

4. Si T es inyectiva, entonces dim(W) = 3.
5. 81V =UaW;yV =U&W,, entonces Wy = Ws.
6. Si T es sobreyectiva, W = W; @& Wy (donde W7 y Wy son subespacios de W de dimensién finita) y
dim(ker(T)) = 2, entonces dim(W7) - dim(Ws) = 0.
Multiple opcién.

1. Sea r la recta en R® dada por

r—3 y-—1
T ==z
2 3
Considerando los planos m; y w3 en R3 dados por
T =4—4\,
m2x+y—z2z=1y m:<y=2\—2pu,
z = 2U.

Si r N denota la interseccién entre la recta r y el plano 71, entonces la distancia entre r Ny y mo es

igual a:
(A) 1
(B) 2
(C) 3
(D) 4

2. Sea A el subconjunto de R? dado por
A={(1,a,a+1),(a,0,1),(2a,a* a* +a+ 1)},
donde a € R. Si [A] denota al subespacio de R? generado por A, entonces:

(A) [A] = R3 para un tnico valor de a.
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[A] = R? para exactamente dos valores de a.
(C) [A] = R? para todo a € R.
(D) [A] # R3 para todo a € R.

3. Sea V un espacio vectorial real de dimensién 3, y {v1,v2,v3} una base de V. Si se consideran los subcon-

juntos de V' dados por
Ay = {v1 + v2,v1 + 3v3,v2 + v3},

Ay = {v1 + v2,3vg + v3, —3v1 + v3},
entonces:

(A) Ay y As son bases de V.

(B) Ni A7 ni Ay son bases de V.
(C) A; es base de V pero Az no.
(

D) A no es base de V' pero A, si.

)
)
)
)

4. Si T : R? = R? es la transformacion lineal dada por

(G- 5)0)

entonces:

(A) R* =ker(T) @ Im(T).

(B) ker( ) =Im(T).

(C) R* =ker(T) +Im(T) y ker(T) NIm(T) # {(0,0)}.
(D) R? # ker(T) + Im(T) y ker(T) N Im(T) = {(0,0)}.

5. Sea Mat(R)2x2 €l espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de tamafno 2 x 2 con coeficientes
reales. Se considera el subconjunto { My, Ma, M3, My} de Mat(R)2x2 dado por

1 1 1 0 1 2 1 0
Ml = (1 1>a M2 = (_1 2)7 M3 = <1 _1>a M4 = (O 0)7

y T : Mat(R)syo — R? la transformacién lineal tal que

T(Ml) - (L 71)7 T(MQ) - (17 1)7 (M3) (1 1) T(M4) - (07 1)

Entonces, el valor de T’ <<_5 _45>> es igual a:

6
(A) (0,-9)
(B) (3.2)
(©) (0,0)
(D) (~4,2)



412

JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

6. Sea Ro[x] el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual a 2 y con coeficientes reales.
Si T : R?® — Ra[z] es la transformacién lineal dada por
T(w,y,2) =2+ (z+y)t+o+y+z,
para todo (z,y, z) € R3, entonces:
(A) T es sobreyectiva.
(B) dim(Im(T")) = 2.
(C) T es inyectiva.
(D) ker(T) = [(1,-1,0),(0,0,1)].
Solucién.

Verdadero o Falso

1.
2.

Falso. Por teorema de las dimensiones, si dim(WW) < dim(V") entonces T' no puede ser inyectiva.

Verdadero. {T'(v1),T(v2),T(v3)} = T({v1,v2,v3}). Si {v1,va,v3} fuera L.D. entonces generarfa un subes-
pacio de dimensién menor o igual a 2 que T llevaria en un subespacio de dimensién 3. De nuevo, por el
teorema de las dimensiones, esto no es posible.

Verdadero. El directo es trivial. Para el reciproco, si T'(v;) = 0,,Vi = 1,2, 3, como para todo v € V existen
escalares a, ag, ag tales que v = a1 + avgasgvy = T(v) = ayT(v1) + @T (ve) + asT(vs) = Oy .

Falso. Si T es inyectiva, entonces dim(W) > dim(V') = 3.

Falso. Si V = R3 y U es un plano. Alcanza tomar cualquier par de rectas distintas no contenidas en el
plano para obtener dos descomposiciones distintas de V' como suma directa de subespacios.

Si la dimensidn del niicleo de T es 2, entonces por el teorema de las dimensiones, sabemos que dim(Im(T)) =
1. Ademds, si T es sobreyectiva, entonces Im(T) = W = 1 = dim(Im(T)) = dim(W). Entonces, la
tnica forma de escribir a W como suma directa de subespacios es que uno de ellos sea Oy y por lo tanto
tenga dimensién 0.

Miuiltiple opciéon

1.

Podemos reescribir la ecuacion de la recta r de la siguiente forma

r =342\
r:<y=1+4+3X
z=2A

Para encontrar r N 7y, sustituimos las coordenadas anteriores en la ecuacién de 7y
23420+ (14+30) - (N =1 = 6A+7=1 = 6A=—-6 = A=-1

Es decir, r Nm = {(1,—2,—1)}, donde el punto se obtiene de sustituir el valor de A en la ecuacién de r.

Con esto, si tenemos la ecuacién implicita de 7y, podemos calcular la distancia entre r N7y y mo utilizando
la ecuacién de distancia de punto a plano.
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Pasamos entonces w5 a implicita
myix+2y+2z2=4

Entonces,
1,1+ 2.(—=2) 4+ 2.(—1) — 4
dirNmy,m) = =9/v/9=3
(r Ny, ) EES /

La respuesta correcta es C.

. Se tiene que (2a,a% a®> +a+1) = a.(1,a,a + 1) + (a,0,1), por lo tanto, es L.D. para cualquier valor de
a. Esto significa que la dimension del subespacio generado por este conjunto es menor que 3 para todo
a € Ry [A] # R para todo a € R. La respuesta correcta es D.

. Como ambos conjuntos tienen 3 elementos, alcanza fijarnos si son conjuntos L.I.

Sean aqp, asg, ag tales que

al(vl + ’UQ) + 042(1)1 + 31)3) + Oég(UQ + Ug) = OV — (Oél + Oég)’Ul + (oq + 013)’02 + (30[2 + OLg)Ug = OV

Como el conjunto {vy, v, vz} es L.I., tenemos que todos los coeficientes de la ecuacién anterior deben ser
nulos, es decir

a; +as =0
a; +az3 =0 — ai=as=a3 =0
3ag + a3 =0

Y tenemos que A; es un conjunto L.I.

Razonamos de la misma forma con A,

al(vl + ’U2> + 012(3’02 + U3) + Oé3<—3’l)1 + ’U3) =0y = (Oél + —30(3)’()1 =+ (041 + 30[2)1)2 =+ (Oég + Oég)Ug =0y

Ahora el sistema que obtenemos es

a1 +3a: =0

01173043:0
{a1:3a3
-
as+ag3 =0

Q2 = —(Q3

Y tenemos que As es un conjunto L.D. La respuesta correcta es C.

. Comenzamos calculando la imagen de T'. Sea (a,b) € R?, entonces existe (z,y) € R? tal que T'(x,y) = (a,b)

si y solo si
4 =
(6 4)(3:):(@)@ 6x +4y =a o a——2b/3
-9 —6) \y b —9z—6y=1>b

Por lo tanto, Im(T) = [(—2/3,1)].

Ademas, si a = b = 0, tenemos que el sistema es compatible indeterminado y su conjunto solucién, que
es el nicleo de T es N(T) = {(z,y) € R? : z = —2y/3} = [(—2/3,1)]. Tenemos que N(T) = Im(T). La
respuesta correcta es B.
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5. Es facil ver que el conjunto {Mj, Msy, M3, My} forma una base del espacio Mataxa(R), por lo tanto,

@ e Do Y- D6

Usando que T es una transformacién lineal, podemos calcular T’ (_65 45) asi

(0 ) () ()G A) o o)

2(1,-1) —3(1,1) + (1,1) — 5(0,1) = (0,-9)

podemos escribir a la matriz ( como combinacién lineal de dicho conjunto de la siguiente forma

La respuesta correcta es A.

6. Calculemos el ntucleo de la transformacién T':

z=10
=0
T(x,y,2) =2t +(x+ylt+r+yt+z=0VcRS Sz +y=0 (:){Z
y=—x
r+y+2z2=0

Es decir, N(T) = {(z,—x,0) : # € R} = [(1,—1,0)]. Tenemos entonces que T no es inyectiva, de hecho
dim(N(T')) =1 y por el teorema de las dimensiones, dim(Im(7T)) = 2. La respuesta correcta es B.
9.12.2. Segundo semestre. Segundo parcial: 18 Noviembre 2023.
Muiltiple opcion.
1. Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es falsa:

(A) Si A = {v1,...,v,} y B = {w1,...,w,} son conjuntos linealmente independientes y AN B = 0,
entonces A U B es linealmente independiente.

(B) Sea T': V — U una transformacién lineal. Si ker(T) = Oy, entonces T es inyectiva.

(C) Si V es un espacio vectorial de dimensién n y A = {v1,...,v,} genera V, entonces A es una base de
V.

(D) Sean T': V — V una transformacién lineal y A una base de V. Si 4[T]4 es invertible, entonces T es
invertible.

(E) Si un conjunto A es generador de V, entonces existe A’ C A tal que A’ es base de V.

=G CDE e D)

Indicar la opcién verdadera:

2. Sea el conjunto

(A) A es linealmente independiente para todo valor de a y b.

(B) A es linealmente dependiente para todo valor de a y b.
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(C) Sia#0yb#1, A es linealmente independiente.
(D) Sia=2y b# —1, A es linealmente independiente.

(E) Sia=10b=0, A es linealmente independiente.

2= (5 %6 )6 )63

3. Sea la base

Las coordenadas de M = (g 21> en la base B son:

(A) (1,1,1,0)

(B) (1,-1,0,2)

(C) (1,-1,1,0)

(D) (0,0,1,2)

(E) (—2,0,—-2,-1)

4. Sea la recta r:

r=1-—X
y=A
z=243A\

La distancia entre el punto a = (1,0,3) y la recta r es:

5. Considere el espacio vectorial R3[x] y los subespacios S1 = {p € Rs[z] : p(z) = p(—=z),Vx € R} y
Sy = {az® + (a+b)x + b: a,b € R}. Indicar la opcién correcta:

(A) La suma de S; y Sy es directa y 2% ¢ S1 + So.

(B)

(©)

(D)
)

jun

a suma de S; y Sy es directa y 2% ¢ Sy + Ss.

=

a suma de S7 y S3 no es directa y S1 + Sz = R3x].
D) La suma de Sy y S es directa y S1 + S2 = Rs[z].
(E) La suma de S1 y S no es directa y « ¢ S1 + Ss.

6. Considere la transformacién lineal identidad Id : R?® — R3, y las bases A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y
B ={(0,0,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Entonces la matriz g(Id) es:

0
1

1
(A) |0
00 —1

O~
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0 0 1
B) o 1 o].
1 -1 0
01 1
@) (o 1 of.
100
1 1 0
M) |-1 -1 o].
-1 0 1
1 11
®) (-1 0 1].
0 1 1

7. Sea T : Mat(R)ax2 — Mat(R)axo tal que T'(A)

la opcién correcta:

(A) dimker(T) =0y dimIm(T

(T)
(B) dimker(T) =1y dimIm(T)
(C) dimker(T) =1y dimIm(T)
(D) dimker(T') =2 y dimIm(T)
(E) dimker(T) =0y dimIm(T)

8. Se consideran R? y el subespacio S = {(a,b,c) € R?
(1,2,3) y T(0,0,1) =

ker(T) =S5, T(0,1,1) =

E) (2,-1,-1).

= A+ At, donde A? es la matriz traspuesta de A. Indicar

2
3
1.
2
4

ca+b=0,b+c=0} SeaT:R>— R3 tal que
(0,0,2). Entonces T'(1,0,1) es igual a:

9. Indique cudl de los siguientes subconjuntos S C Mat(R),,«, es un subespacio.

(A) S ={A € Mat(R),xn :

(B) S
(©)
(D)
(E)

={A € Mat(R
S ={A € Mat(R

nxn

S = {A € Mat(R

nxn

nxn t b

)

)
S={AeMat(R),xn:t

)

det(A) = 0}.

 det(A) = 1}.

1(A) = 0}.
r(4) = 1.

:det(A) =tr(A)}.
10. Sea T : Ry[z] — Ry tal que T'(p) =

(p(0),p(1)). Una base del nicleo de T es:



EVALUACIONES: SEGUNDO PARCIAL. 417

Solucion.

1121345678910
AjC|C|B|D|B|B|D|C]|C

9.13. Ano 2024.

9.13.1. Primer semestre. Segundo parcial (versién 1): 04 de Julio 2024.

1. Sean u,v € R? y u A v el producto vectorial en R3. Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es falsa.

2. Considere el espacio vectorial usual (R3, R, +,-) y los subespacios

Wl:{(xay7z)€R3!$+y—3z:0}

WQZ{(I‘,y,Z) ER?’ZZC—QZO}.

Entonces, una base de la interseccién W7 N Wy es:

(A) B={(3,3,2)}.
(B) B={(3,3,-2)}.
(C) B={(1,1,2/3),(1,1,2)}.
(E) B=1{(1,-1,0),(3,3,-2)}.

3. Se considera el espacio vectorial Ro[z] con la estructura usual y A = {? — 1,2 + 1,1} una base de Ry[z].
Entonces:
(A) coorda(x? + 2z +2) = (1,1,0).
(B) coord(z? + 22 +2) = (1,-1,2).
(C) coorda(z? +2x +2) = (1,1,1).
(D) coorda(z? 4+ 2z +2) = (1,2,1).
(E) coords(z? + 2z +2) = (0,1,1).

4. Se considera el espacio vectorial Ro[z] con la estructura usual, A = {1,1 + x, 2%} una base de Ra[z] y
T : Ro[x] = Ry[z] con matriz asociada

A(T)a =

o O =
O
==

Entonces:



418 JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

(A) T(2? —x)=2% -1
(B) T(2? —z)=2% +1
(C) T(x?—z)=a2>+2—1
(D) T(2? — ) = 2%

(E) T(2? —2) =22 +x

5. Sea T : R® — R2[z] tal que:
T(a,b,c) = (a —b)az* + (b —2¢)x + (a — 3b + 4c).
Indicar la opcién correcta.

(A) T no es una transformacion lineal.

B) T es una transformacion lineal con dim(ker(7)) = 2 y dim(Im(7T)) = 1.

)
(B)
(C) T es una transformacion lineal biyectiva.
(D) T es una transformacion lineal con dim(ker(7)) =1 y dim(Im(7")) =
)

2
(E) T es una transformacién lineal con dim(ker(7)) =1 y dim(Im(T)) = 3.
6. Se considera la transformacién lineal T : R® — R3 dada por
T(x,y,2) =2z +y,y+z,2—2)

y las bases A = {(1,1,0),(0,1,1),(0,0,1)} y C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R3. Entonces, la matriz
asociada a T de la base C a la base A es:

2 1 0
A) a(Me=[-2 1 1
3 0 -1
2 1 0
B) a(T)e=1-2 0 1
1 0 2
2 1 0
(C) AMe=1-2 0 1
3 0 =2
3 1 0
(D) A(T)cz 1 1 1
1 -2 =2
2 0 1
(E) aMe=11 1 0
0 1 -1

7. Se considera (R* R, +,-) con la estructura de espacio vectorial usual. Indicar cudl de las siguientes afir-
maciones es falsa.

(A) Si A es un generador de R?, entonces card(A) > 4.
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(B) Si A; y As son conjuntos LI tales que card(A;) + card(Az) = 4, entonces A; U Ay es una base de R*.
(C) Si A es un conjunto LI en R*, entonces card(4) < 4.

(D) Si A es un conjunto LI en R* y card(A) = 4, entonces A es una base de R*.

(E) Sean S; # {0} y Sy # {0} subespacios de R* con A; base de S} y As base de Ss. Si S} @ S, = R*,

entonces A; U A es base de R%.

8. En el espacio vectorial V = Ry[z], considerar el conjunto A = {1 —z+ax?,1 —ax+ 2%, a+x +2?}, donde
a € R. Indicar la opcién correcta.

(A) A es LD para todo a € R.
B

)
(B) Existe un dnico a € R para el cual A es LD.
(C) Existen exactamente dos valores de a € R para los cuales A es LD.
(D)

)

D) A es LI para todo a € R.

(E) Existen exactamente tres valores de a € R para los cuales A es LD.

9. En el espacio vectorial Rs[z], se consideran los subespacios

S1 = {p € R3[z] : p(0) = p(2) = 0}

Sy = [x2 - 2x,x3].
Indicar la opcién correcta.

(A) La suma de S; y Sy es directa y Sy @ Sz = R3[z].

(B) La suma de S; y S2 no es directa y S; + So = R3[x].

(C) La suma de S7 y S2 no es directa y S1 NSz = [z(z — 2)].
(D) La suma de Sy y Sz es directa y dim(S; @ S3) = 3.

(E) La suma de S; y So no es directa y S; N Sy = [22(x — 2)].

10. Se considera el espacio vectorial usual Mat(R)axo v el subespacio

S = {<_ab b > eMat(R)m;a,beR}.

—a

Sea T : Mat(R)ayx2 — R? una transformacién lineal tal que ker(T) = S, T ( : 1)) = (1,0) y

-1 0
1 1 2 3 .
T ((0 1>> = (0,1). Entonces, T ((5 3)) es igual a:

(A) (=1,8).
(B) (0,0).

(©) (5,-2).
(D) (=5,2).
(E) (1,-8).
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Solucion.

112134516 ]7|89]10
C/|A|/D|B|/D|C|B|E|C]| A

Ejercicio 1

Sean u,v € R y A el producto vectorial en R?. Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es falsa.
C)uhv=0=u=0y/ov=0.
y

El producto vectorial de dos vectores colineales no nulos, vale 0 siempre. Por ejemplo, sea u = (1,0,0) y
v =(2,0,0), entonces u A v = 0.

Ejercicio 2

Considere el espacio vectorial usual R? y los subespacios Wi = {(z,y,2) € R® : 2 +y —32 =0} y Wy =
{(z,y,2) € R?: x — y = 0}. Entonces, una base de la interseccion Wy N W es:
(A) B={(3,3,2)}.

Sea (z,y,z) € W1 N Wy. Como (x,y,z) € Wi, tenemos que = +y — 3z = 0 si y sélo si z = %ﬂ Por otro
o . ’ . . . + _ 2 .
lado, (z,y,2) € Wy, por lo que = = y. Luego,2 (z,y,2) € W1 NWysiy solo. stz =y, 2= == %..Es decir,
todo vector en Wi N W es de la forma (z,r, %7). En particular, Wi N W tiene dimensién 1y cualquier vector
no nulo serd una base. La tnica opcién posible es la (A), poniendo = 3.

Ejercicio 3

Se considera el espacio vectorial Ro2[x] con la estructura usual y A = {22 — 1,2 + 1,1} una base de Ry[z].
Entonces:
(D) coords(z? + 2z +2) = (1,2, 1).

Tenemos que resolver el sistema de ecuaciones a(z? — 1) + B(x + 1) + (1) = 22 + 2z + 2. Desarrollando y
agrupando por monomios, nos queda ax? + Sz + (—a + B +7) = 22 + 2z + 2. De aqui deducimos que a = 1,
B =2y —a+f+v = 2. Conociendo a y 3, deducimos que v = 1. Concluimos que coord4(z? + 2z + 2) =
(Oé,ﬁ,’y) = (1’ 2, 1)'

Ejercicio 4

Se considera el espacio vectorial Ry[z] con la estructura usual, A = {1,1 + x,2%} una base de Ry[x] y
T : Ra[z] — Ra[z] con matriz asociada

A(T)a =

o O =
O = =
==

Entonces:

(B) T(2? —x) =2?+ 2 — 1.

Primero hallamos coord 4 (2% — z), es decir, resolvemos el sistema de ecuaciones o+ (1 + ) +v2? = 22 — .
Desarrollando obtenemos (o + 3) + Bz + vy2? = 22 — . De aqui deducimos que a+ =0, 3 = —1y que v = 1.
Luego obtenemos que (a, 3,7) = (1,—1,1). Ahora multiplicamos la matriz asociada por el vector columna
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(1,—1,1) ynos da (1,0, 1), es decir, coord 4 (T(z?—x)) = (1,0, 1). Finalmente, T'(z?>—z) = 1-140-(14+2)+1-2% =
14 a2

Ejercicio 5
Sea T : R? — Ry[z] tal que:
T(a,b,c) = (a —b)x?® + (b —2¢)x + (a — 3b + 4c).
Indicar la opcion correcta.
(D) T es una transformacion lineal con dim(ker(7)) =1y dim(Im(7)) = 2.
Es facil ver que T es una transformacion lineal. Vamos a hallar el nicleo de T'. Por definicién de T tenemos
que T(a,b,c) =0siysélosia—b=20,b—2c =0y a—3b+ 4c = 0. De estas ecuaciones obtenemos que

a = b = 2¢. Luego, un vector del nticleo de T es de la forma (a,a,a/2) con a € R. En particular, vemos que
dim(ker(T")) = 1. Como R? tiene dimensién 3, el teorema de las dimensiones nos dice que dim(Im(7)) = 2.

Ejercicio 6
Se considera la transformacién lineal 7 : R? — R? dada por
T(z,y,z) = 2+ y,y+ 2,2 — 2)

y las bases A = {(1,1,0),(0,1,1),(0,0,1)} y C = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} de R?. Entonces, la matriz asociada
a T de la base C a la base A es:

2 1 0
(©) aMe=|-2 0 1
3 0 -2

Vamos a resolver el ejercicio de manera usual: tomamos los vectores de la base de salida C, les aplicamos
T, y luego hallamos las coordenadas en la base de llegada A. Primero tomamos (1,0,0) € C' y obtenemos
7(1,0,0) = (2,0,1). Luego hallamos coordc(2,0,1), que nos da (2,—2,3). Esto quiere decir que (2,—2,3) es
la primera columna de la matriz asociada. Del mismo modo 7'(0,1,0) = (1,1,0) que es exactamente el primer
vector de A, es decir, coord4(1,1,0) = (1,0,0) que es la segunda columna de la matriz asociada. Por dltimo,
7(0,0,1) = (0,1,—1), y las coordenadas de este vector en A son (0,1, —2) que nos da la tercera columna de la
matriz asociada.

Ejercicio 7
Se considera R* con la estructura de espacio vectorial usual. Indicar cuél de las siguientes afirmaciones es
falsa.

(B) Si A; y Ay son conjuntos LI tales que card(A;) + card(Az) = 4, entonces A; U Ay es una base de R*.

Contraejemplo: tomamos el conjunto 4; = {(1,0,0,0),(0,1,0,0)} que es claramente LI, y definimos Ay =
{(1,1,0,0),(2,—2,0,0)}. Luego, tanto A; como Az son conjuntos LI, la suma de sus cardinales es 4, pero A;UAs
no es LI, luego no puede ser una base de R%.
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Ejercicio 8

En el espacio vectorial V' = Ry[z], considerar el conjunto A = {1 — x + az?, 1 — azx + 2%,a + x + 2}, donde
a € R. Indicar la opcién correcta.

(E) Existen exactamente tres valores de a € R para los cuales A es LD.

Consideramos la ecuacién ol — z + ax?) + B(1 — ax + 22) + v(a + z + 2%) = 0 que es equivalente a
2%(ac + B+ ) + 2(—a — Ba + ) + (o + B + ay) = 0. Esto es un sistema homogéneo de 3 ecuaciones y 3
incognitas dado por:

acx+B+~v=0
—a—af+v=0
a+f+ay=0

cuya matriz del sistema es:

A=1-1 —-a 1

Al ser un sistema homogéneo, sabemos que es compatible (el vector nulo es solucién), asi que lo que tenemos
que ver es si es determinado o indeterminado. Para los valores a € R para los cuales el sistema es compatible
determinado, la solucién serd tnica (y por ende la trivial) y el conjunto A serd LI. Para los valores a € R para
los cuales el sistema es compatible indeterminado, habra infinitas soluciones, y el conjunto A serd LD.

En general los sistemas se resuelven aplicando el método de Rouché-Frobenius y escalerizando la matriz. En
este caso particular, como la matriz es cuadrada, el sistema es determinado si y s6lo si la matriz A es invertible.
Luego, en lugar de escalerizar, podemos calcular el determinante:

A= —a® - 14+1+a—a+a=—a*+a=—a(a®—-1).

Luego |A| = 0 siy sélo si a = 0,1,—1. Es decir, para estos tres valores de a la matriz A no es invertible, y el
sistema resulta compatible indeterminado. Para los valores de a € R distintos a 0, 1, -1, la matriz A es invertible,
y el sistema compatible determinado.

Ejercicio 9

En el espacio vectorial Rs[z], se consideran los subespacios S1 = {p € Rs[z] : p(0) = p(2) = 0} y So =
[#? — 22, 23]. Indicar la opcién correcta.

(C) La suma de Sy y S2 no es directa y S1 NSz = [x(z — 2)].

Consideramos p(x) = ax® + bx? + cx +d € S1 N S2. Como p € S tenemos que p(0) = 0, lo cual implica
d=0,y p(2) =0, lo cual implica ¢ = —4a — 2b. Luego, p es de la forma p(z) = ax® + ba? + (—4a — 2b)x.

Por otro lado, p € Sy = [2? — 22, 23], es decir, existen a, 8 € R tales que p(z) = ax® + f(z? — 22).

Luego ax®+ bx? + (—4a — 2b)z = ax® + B(2? — 2x) siy s6lo si a = a, B = by —4a — 2b = —203. Esto implica
que a =a =0,y p es de la forma p(x) = bz? — 2bz = bx(x — 2). Es decir, S; N Sz = [z(z — 2)] y la suma no es
directa.
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Ejercicio 10

Se considera el espacio vectorial usual Mat(R)sx2 y el subespacio

S = {(_“b b) € Mat(R)ayo : a,b € R} .

a

Sea T : Mat(R)ax2 — R? una transformacién lineal tal que Ker(T') = 9,

r(40)= )
(o )0

Entonces, T 2 3 es igual a:
5 -3
(A) (-1,8).

. . . . 1 1 ,
Primero observamos que el subespacio S estd generado por las matrices 0 01) y <01 O)’ que ademas

no son colineales, luego forman una base de S. Ahora es facil ver que el conjunto

o) 26 2o

es una base de Mat(R)2y2. A partir de aqui, existen «, 8,7, € R tales que:

) ) R () R S W)

Resolviendo este sistema obtenemos: a« = —1,8 = 8,7 = —5 y § = —4. Luego por linealidad:

(4 )=l el ) %) (s )
(4 )= ()

Finalmente:



CAPITULO 10

EVALUACIONES: EXAMENES.

10.1. Ano 2009.

10.1.1. Examen: 9 Diciembre 2009.
Muiltiple opcion.

1. Considere el espacio vectorial Rz[x] con la suma y el producto usuales y los siguientes conjuntos:
(a) {az® +b2®> +cx +d € R3[z] :a+b+c+d=0}
(b) {p() € Rs[z] : p(x) = xp/(2)}
(c) {az® + bx? + cx + d € R3[z] : ab = 0}
Indique la afirmacién correcta:
A) Solo (a) y (b) son subespacios vectoriales de Rg[z].
B) Solo uno de los conjuntos anteriores es un subespacio de Rs[z].

(A)

(B)

(C) Solo (b) y (c) son subespacios vectoriales de Rs[z].

(D) Los tres conjuntos son subespacios vectoriales de Rs[z].
)

(E) Solo (a) y (c) son subespacios vectoriales de Rs[z]

2. Consideramos los siguientes polinomios en Ra[x]:
pr(x)=a?+x+1
pa(x)
ps(z) =z +1
pa(z) = 22 + 22
y los siguientes polinomios en Rs[z]:
q(z) =323 +x
q(r) =23 +22% +
g3(z) =22 + A

=x—1

424
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qa(7) = 42 + 222 + 22

donde A\ € R es un pardmetro. Entonces:

(A) Para todo A € R, existe més de una transformacién lineal T : Ry[z] — R3[z] que cumple T'(p;) = ¢,
Vi=1,2,3,4.

(B) Unicamente para A = 0, existe una tnica transformacién lineal T : Ry[z] — Rslz] que cumple
T(pz) = (q;, \V/Z = 1,2,3,4.

(C) Para todo A € R, no existe ninguna transformacién lineal T : Ra[z] — R3[z] que cumpla T'(p;) = g;,
Vi=1,2,3,4.

(D) Unicamente para A = 0, no existe una unica transformacién lineal T : Ro[z] — Rs[x] que cumple
T(p;) = q;, Vi=1,2,3,4.

(E) Para todo A € R, existe una unica transformacién lineal T" : Ro[z] — Rs[z] que cumple T'(p;) = ¢;,
Vi=1,2,3,4.

3. Sean r; y ry las rectas en R? dadas por:

ry:
=1+ A
y=2
z=3
Iy
r—y=0
r—y+2=0
Entonces:

A
B

(A) Las rectas son paralelas.
(B)
(C) La distancia entre las rectas es 9.
(D)
)

La distancia entre las rectas es 3.

D) La distancia entre las rectas es v/3.

(E) Las rectas se cortan.

4. Sean los planos de ecuaciones:
m) (@ + B+ e+ (B+1)2 =28 +a

m)rrt+ay=a—_
mg):—x+ (B+1)z=p
con o, B € R.

Indicar la opcién correcta:

(A) Sia=0y 8 # —1, la interseccién de los tres planos es un punto.
(B) Si a =0, la interseccién de los tres planos es diferente del conjunto vacio, cualquiera sea j3.

(C) Para todo «, 5 € R, la interseccién de los tres planos es un punto.
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(D) Sia=0,8#0y 8 # —1, la interseccién de los tres planos es una recta.

(E) Si 8= —1, la interseccién de los tres planos es el conjunto vacio.

5. Sea la transformacién lineal T : Mat(R)2x2 — Rs[z] tal que:

10 10\ 5. 5. (11 0\ 5
T(O O) T(l 0)—$ +x,T<O 0)—96 + 22 +wT<O 1)—x +zt4+ax+1
SiClz{((l) 8),(8 (1)),((1) 8),(8 (1))}ng:{:103,:1:2,$,1}, entonces el determinante
)c, vale:

(T
2.
1.

Q

D

€ O,
(A)
(B)
(©) -
(D) -2
(E) 0

6. Sean A y B dos matrices con coeficientes reales de tamano 2 x 2, siendo A ortogonal (AA* = I) con
determinante no negativo. Si det((24B)3) = 1, entonces el determinante de B vale:
(A) 4.
(B) -1.
©) 1
(D) 1.
(E) 1.

7. Sean las matrices A, B, C' € Mat(R),,x, tales que A = —A, B =0y C = [+ B+...+B% =Y B
Indicar la opcién correcta:
(A) Sin es impar, se cumple que det(A4) =det(B) =0y C = (I — B)~!
(B) Para todo n € N, se cumple que det(A) # 0, det(B) =0, y det(C) - det(I — B) =1
(C) Para todo n € N, se cumple que det(A) =det(B) =0y C = (I — B)™!
(D) Para todo n € N, se cumple que det(A) # 0, det(B) # 0, e I — B no tiene inversa.
(E) Sin es par, se cumple que det(A) # 0, det(B) # 0, e I — B no tiene inversa.

8. Sea T : R* — R* una transformacién lineal tal que T'(S) = S, siendo S = {(z,y, 2,t) € R* : 2 —y + 2 = 0}
y T(1,-1,-1,0) = (1,2,1,1). Indicar la opcién correcta:

(A

) T es biyectiva.
(B) dim(ker(T)) = 2.
(C) dim(ker(T)) = 1.
(D) dim(Im(T)) = 2.

)

(E) T es sobreyectiva pero no inyectiva.
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10.2. Ano 2010.

10.2.1. Examen: 10 Febrero 2010.
Muiltiple opcion.

1 1 1
1. SeaA=1| a 0 —a |.Entonces:
-1 1 a-—1

(A) Rg(A) =2 siy solosia=0.
(B) Rg(A) = 3 para todo a # 0,a # 4.
(C) dim(ker(A)) =1 siy solo si a=2.
(D) Rg(A) =2 siy solo si a=4.
(E) Rg(A) =2 para todo a € R.

2. Sea V un espacio vectorial con dim(V') = 3, B = {v1, v, v3} una base de V', By = {v1,v; —vg,v1 —va+v3}
otrabase de Vy T :V — V tal que T'(v1) = va, T'(v2) = v3 y T(v3) = v1. Entonces, p,(T)p, es:

00 1
(A) |1 0 0
01 0
1 0 1
B [-1 -1 0
0 1 2
101
@ (1 1 0o].
01 1
0 21
D) |-1 0 2
2 10
11 2
E®) [-1 0o o
0 -1 -1

3. Considere el espacio vectorial R3[z] y los siguientes conjuntos:
(a) {ax® +bx? + cx +d € R3[x] 1 a +2b+ 3c+4d+ 5 = 0}
(b) {p(z) € Ryla] : p(~2) = 0 0 p(2) = 0}

(c) {az® + bx? + cx + d € R3[z] : a® + b% = 0}

Indique la afirmacion correcta:

(A) Solo (a) y (b) son subespacios vectoriales de Rg[z].
(B) Solo uno de los conjuntos anteriores es un subespacio de Rs[z].

(C) Solo (b) y (c) son subespacios vectoriales de Rg[x].
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(D) Los tres conjuntos son subespacios vectoriales de Rs[z].

(E) Solo (a) y (c) son subespacios vectoriales de Rs[z].

4. Sea la transformacién lineal T': Mat(R)2x2 — Ra[x] tal que:

Indicar la opcién correcta:

(A) ker(T) = {( ot > € Mat(R)axs : a = 2c—b}

(B) ker(T) = {( CCL Z ) € Mat(R)ax2:a=c+b, d= 20}

(C) ker(T) = {( (CI Z > € Mat(R)ax2:a=2c—b, d= c}

(D) ker(T) = {( f:‘ Z > € Mat(R)axz :a=c—b, d= 20}

(E) ker(T)-{(Z Z)GMat(R)ng:b—dca,d—c}
1 1 1 2

5. Sean A= |0 2 —2]yP=|-1].Seals el subespacio generado por las columnas de A. Entonces,

1 -1 3 0

6. Sea T : R™ — Rj[z] una transformacién lineal tal que Im(7T") = {p € R3[z] : p(2) = p(1) = 0}. Entonces:

A
B

(A) Necesariamente n < 2.

(B) Sin =2 entonces T es sobreyectiva.

(C) Sin > 3 entonces T no es inyectiva.

(D) Ninguna de las otras opciones es correcta.

(E) Necesariamente n > 3.
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a b c
7. Sean las matrices: A= |d e f|yB=

g h 1

(A) —4det(A).

(B) —1 det(A).

(C) —det(A).

(D) 0.

(E) det(A)

A==z
8. Considere (r) ¢ —2+2\=y , (s) = {
1-A=z
maciones:
(a) (r), (s) y () tienen un punto en comun.

(b) (s) y (m) son perpendiculares.
(c) (r) y (s) se cruzan.

Entonces:

) Las afirmaciones (
B) Sélo la afirmacién
C) Sélo la afirmacién
D) Sélo la afirmacién
E) Las afirmaciones (

a)
(b
(a) es verdadera.
(c) e

y
) es verdadera.
)
) es verdadera.

(A
(
(
(
(

10.2.2. Examen: 10 Julio 2010.
Muiltiple opcion.

y+z=2
r—y+22=0

(b) son verdaderas.

c
b) y (c) son verdaderas.

b—a—c c—a-—0»
e—d—f f—d—e].Entonces, det(B) vale:
h—g—1i i—g—nh

, vy (m) {Sx +y—2=7 v las siguientes afir-

1. Sea A € Mat(R),,«, una matriz cualquiera que cumple: 243 + 34 = A2 + I con det(A? + I — 3A) = 54.

Se consideran las siguientes afirmaciones:
I Rg(A) =
IT det(A) = 3.
IIT A2 + I es invertible.

Indicar la opcién correcta:

A

B) Solamente la afirmacion I es correcta.

(
(
(
(D

(E) Solamente la afirmacién II es correcta.

2. Considere las rectas r: (=1,2,7) +a(l,-1,1) y s

Solamente las afirmaciones I y II son correctas.

)
)
C) Las afirmaciones I, IT y IIT son correctas.
) Solamente las afirmaciones 1T y III son correctas.
)

,3) + 5(0,1,0). La normal comtin a r y s es:



430

JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

(A) 2—3y=6,z—y+4=0,

(B) 3z 4+y+32=6, 3z +32 =0,
C)z—-3y=-9,24+2—-4=0,

D) z+2=0,z4+2y+2—-5=0,

(E) z2+2—4=0,z+2y+2—10=0.

3. Sea E : R? — R? la funcién que asigna a cada punto (z,y) de R? el punto de corte de la recta por el origen

de vector director (3, —1) con la recta perpendicular a esta que contiene a (z,y). La matriz asociada a E
en las bases canénicas es:

() (‘f’ _93)

1 2
4. Se considera la transformacién lineal T : R? — R3 y g(T)a = | —1 0| siendo 4 = {(1,0),(2,1)} y
4 1

B =1{(1,0,-1),(0,1,0),(1,0,1)} base de R? y R3 respectivamente.

Indicar la opcién correcta:

(A) T(1,0) = (1, —1,4) y T(1,1) = (1,1, —3).
(B) T(1,0) = (5,—1,3) y T(1,1) = (—2, 1, —4).
(C) T(1,0) = (5,—1,3) y T(1,1) = (1,1, -3).
(D) T(1,0) = (5, —1,3) y T(1,1) = (4, -2,9).
(B) T(1,0) = (1,—1,4) y T(1,1) = (—2,1, —4).

(=
5. Se considera el conjunto S de Rg[z]| definido por:

S={peRsfz] :p=T(p)}
donde T : R3[z] — Ps es una transformacién lineal tal que:
T(z%) =22% +1
T(x?) = —a® —2? +1
T(x)=a>+x—1
T(1)=0

Entonces:
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S no es subespacio.

)
)

C) S es un subespacio con dim(S) = 1y {2® + 22 + 2} es base de S.
) S es un subespacio con dim(S) = 2 y {23 + 22,22} es base de S.
)

S es un subespacio con dim(S) = 2 y {z®,22 + z} es base de S.

Desarrollo.

Ejercicio 1.
Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

1.

2.

Definir subespacio vectorial.

S es un subespacio con dim(S) = 1y {x® + 22 + 22} es base de S.

Probar que S C V es un subespacio vectorial si y solo si S es no vacio y avy +bvs € S para todo vi,vs € S

yabe K.

Sea V el espacio vectorial de sucesiones reales con la suma y el producto habituales. Decidir si los siguientes

conjuntos son subespacios de V:

a) Ay = {{an}nen con lm, o an # 0}

b) Ay = {{ay}nen con lim, o a, € R}.

Ejercicio 2.

1.

Considere V', W espacios vectoriales y T : V' — W una transformacion lineal. Defina nicleo de T (ker(T'))

y pruebe que ker(T") es un subespacio vectorial.

Probar que T es inyectiva si y solo si ker(T) = {0y }.

Sean S7, S2 subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Definir S7 4+ So y S1 N Ss.

Considere el espacio vectorial R3[z] y la funcién T : Rz[z] — Rs[x] con T'(ax® + bx® +cx +d) = (a + b+

c+d)x3.

a) Probar que T es una transformacién lineal.
b) Hallar una base de ker(T).
¢) Probar que Rg[z] = ker(T) & S siendo S = [z].
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10.3. Ano 2011.
10.3.1. Examen: 19 Julio 2011.

Ejercicio 1:

= Sea P =(1,2,1), el plano 7 paralelo al plano = + 2y — z = 1 por el punto P es:

= Sea 7':

r+y—z=1
Entonces la distancia entre las rectas r y r’ es:

Ejercicio 2.
a) Sea (V, K, +,) un espacio vectorial. Definir subespacio vectorial.
b) Sea S1 = {p € Rs[z]/p(0) = p(2) = 0}. Probar que S7 es un subespacio de R3z[x] y hallar una base de 5.

¢) Sea S C V un subespacio vectorial, definir generador de Sy probar que si A = {v1,...,v,} es un generador
de Sy v;0 € A es combinacién lineal de A’ = A — {v;0} entonces A’ es también generador de S.

d) Sea Sy = [#3 + 2% + 1,222 + 22 + 1,23 + 522 + 4z + 3]. Hallar una base de Ss.

e) Hallar una base de S1 N Ss.

Ejercicio 3.
Sea V un espacio de dimensién finita y 7' : V — V una transformacién lineal.
a) Probar que ker(T') = ker(T?) si y solo si ker(T) N Im(T) = {0}.

1 1
1 0 | siendo A labase canénicay B = {(0,1,2),(0,1,0),(-1,0,1)}.
1 -1

b) SeaSeaT : R?* — R3 tal que 4([T])p =

S = N

Calcular T'(z,y, 2).

¢) Hallar una base del niicleo y la imagen de T' y determinar si T' es inyectiva o sobreyectiva, justificando.
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Solucién ejercicio 1.

l.x+2y—2=14

=1
2. 7‘):{$+Z

y+2z=1
9
rT=—=+A
; i
3. ——, la ecuacién de la recta normal es: n) = =—4A
o ) =1y I

Solucién ejercicio 2.

a) Ver tedrico.

b) Sea S1 = {p € Rs[z] | p(0) = p(2) = 0}. Entonces es rutina verificar que , S C R3[z] es un subespacio
vectorial.

B = {x — 4x,x — 2z} es una base de 5.
¢) Ver tedrico.

d)
Sy =[x + 2% +1,22% + 22 + 1,2 + 522 + 4x + 3]

Se puede ver que:
¥+ 522 + 422 +3=1(2% + 22 + 1) + 2(22% + 22 + 1)
Utilizando la parte anterior, se obtiene que:
Sy = [2% 4 22, 41,222 + 22 + 1]

Como {23 + 22 + 1,222 + 22 + 1} es un conjunto linealmente independiente, se tiene que:

By = {2® + 2% +1,22% + 2z + 1}

B={2®—2* -2z}

es base de la interseccion.
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Solucién ejercicio 3.
a) Probar que ker(T) = ker(T?) si y solo si Im(T) Nker(T) = {0}.

Se cumple siempre que ker(T) C ker(T?)
(=) Supongamos que Im(7T) N Ker(T') # {0}, entonces existe v # 0 € ker(T) y v € Im(T), con lo cual
existe w € V tal que T'(w) = v. Se tiene entonces que:

y de este modo w € ker(T?); sin embargo, T'(w) = v # 0, lo cual implica que w ¢ ker(T'). Entonces, se
tiene que ker(T) Z Ker(T), lo cual es absurdo. Por lo tanto, se cumple que si ker(T") = ker(7?), entonces
Im(T) Nker(T) = {0}

(<) Queda a cargo del lector.

—r+2y+z x4+2y—=z
2 7y’ 2

T(z,y,2) = ( )

c) A={(1,01)} es un generador de ker(7") y ademds una base. Por lo tanto, T no es inyectiva
B =

[(—=1,0,1),(1,1,1)] es una base de Im(T'). Por lo tanto, T' no es sobreyectiva.

10.3.2. Examen: 09 Diciembre 2011.
Ejercicio 1.

Sea r la recta dada por

z+y+z =3
r—y—2z =5

La ecuacién implicita (o reducida) del plano m que pasa por el punto (—1,0,1) y es perpendicular a r es:

Ejercicio 2.

Sean A = {(2,1,0),(1,-2,0),(0,0,1)} c R3, C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? la base canénica y
T : R? — R3 la transformacién lineal cuya matriz asociada en las bases A y C es

00 1
c(Ma=[1 0 0
01 0

Sea S : R® — R? la transformacién lineal dada por S(z,y,2) = (22 — y,x + y + z). Definimos R = SoT.
Entonces
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Ejercicio 3.

Consideremos la transformacién lineal T : R3 — R? dada por

T(x,y,2z) = 3z —2z,—x — y + z,6x — 42).

Hallar B = {v1,v2,v3} C R3 tal que

« 0¢ B,

» T(v1) =0,

» T(vg) = —vg,

w T(v3) = vy — v3,

y probar que B es base de R3.

Ejercicio 4.

Sea Ro[x] el espacio de los polinomios de grado menor o igual que dos con coeficientes reales. Consideremos
la transformacion lineal T : Ry[x] — R? tal que

T(1+z)=(1,2), T1+2%=(23), T(1)=(510).

Hallar el nicleo de T'.

Ejercicio 5.

Sea V un espacio vectorial sobre K = R o C. Consideramos una transformacién lineal P : V' — V tal que
PoP=P.

1. Probar que Vv € V,v — P(v) € ker(P).
2. Probar que V = ker(P) @ Im(P).

Ejercicio 6.
Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre K =R o Cy T : V — W una transformacién lineal.

1. Probar que si {v1,...,v,} es un conjunto generador de V', entonces {T'(v1),...,T(v,)} es un generador
de la imagen de T'.

2. Probar que si {vy,...,v,} es un subconjunto de V tal que {T'(v1), ..., T (v,)} es linealmente independiente,
entonces {v1,...,v,} es linealmente independiente.
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10.4. Ano 2012.

10.4.1. Examen: 31 Enero 2012.

1. Sea r la recta dada por
dr+3y =0
z=0.

La ecuacién implicita (o reducida) del plano m que pasa por el punto P = (8,—1,5) y es paralelo a r es:

2. Sea r la recta definida por

r=1+A
y=1-—2X
z=14+2A
Y rg la recta definida por:
z—x—Yy=>H
2z —y=5

Entonces, el punto P € r més cercano a ry desde r es:

3. Sabiendo que {u,v,w} es un conjunto linealmente independiente en R3, indicar cudl de los siguientes
conjuntos es linealmente independiente (L.I.) o linealmente dependiente (L.D.) segiin corresponda:

a) {u—v,v—w,w-—2u}

¢) {u—w,v —w,u—v}

4. a) Sea (V,K,+,-) un espacio vectorial. Si S1 y S2 son subespacios vectoriales, probar que S; NSy es un
subespacio vectorial.
b) Sea S; = {p € Rs[z] : p(0) =p/(1) =0} y S2 = {p € Rs[z] : p”"(0) = 0}. Hallar un base de S; N Sy y
otra de S7 + Sy. Justificar

¢) i) Definir T : Rz[z] — Rs[x] lineal tal que ker(T') = S1 N .Ss. {Se puede hacer que resulte invertible?
Justificar la respuesta.
ii) ;Se puede definir T' de modo que ker(T) = S; e Im(T") = Sy ? Justificar la respuesta.
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5. Sea T : Ro[z] - Mat(R)2x2 una transformacion lineal tal que

T(m+1):<21 ;) T(:c2+1)=(g g) T((m+1)2):(12 f)

a) Hallar T'(az? + bx + ¢).
b) Hallar la imagen de T y una base de la misma.

c) Probar que T no es inyectiva.

6. Se considera T : R® — R? lineal tal que

T(1,0,0) = (1,1,0), T(1,0,—1)=(1,0,1), T(0,1,1) = (a,1,—a) con a € R>.

a) Indicar y justificar si T estd bien definida, es decir, si existe una tnica transformacién lineal que cumpla
las condiciones anteriores, discutiendo segtin los valores de a € R3.

b) De los valores de a para los cuales T estd bien definida, indicar, justificando, para cudles T es invertible.

c) Para a = 1, calcular la matriz asociada en la base candnica a la inversa de T.

Solucion.

1.
20z + 15y — 292 = 0

P=(1,1,1)
3. Los conjuntos (en el orden de la letra del examen) son L.I., L.I. y L.D.

4. a) Ver Tedrico

b) Para encontrar una base de S; N So, primero observamos que p € S; si y solo si p(z) = ax® + bx? —
(3a+2b)z. Entonces, S1 = [23 —3x, 22 — 2z], y este generador es una base. Para la interseccién vemos
que p€ S1NSysiyoslosid=0,b=0yc=—3a—2b, de donde S; NSy = [2> — 3z].

Por otro lado, p € Sy si y solo si b= 0. Asf que Sy = [23,2,1], ¥ esta es su base.
Para la suma S; 4+ So, notamos que es igual a todo el espacio Rs[x].

c) i) Sepuede definir T de la siguiente forma: consideramos la base de Ps: {2° -3z, 22, z,1}. Entonces,
definimos T'(z3 — 3z) = 0, T'(2?) = 22, T(x) = z, y T(1) = 1. Luego, por linealidad. Para esta
transformacién, ker(7) = S; N Se. No se puede definir una T que cumpla lo anterior y sea
invertible, ya que no es inyectiva, puesto que ker(T) # {0}.

ii) No se puede definir una 7' que cumpla lo anterior debido al teorema de las dimensiones, ya
que dimR3[z] = dim(ker(T)) + dim(Im(7")). Sin embargo, dim S; + dim Sy = 5, mientras que
dim P; = 4.

5. a) Escribimos el polinomio ax? 4 bx + ¢ como a(x + 1) 4+ f(2% + 1) + y(z + 1)2, de donde

a—b+ec a+b—c

a=c—a, B: 9 S 2
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Entonces,

T(az® + bz +c) = ()T (z + 1) + (B)T(2* + 1) + (MT((z + 1)?)
R ER S O
- (_HbgC bb+3c) '

- {(% (4 D}

¢) De la definicién de la transformacién, tenemos que Ker(7T') = [2?], de donde concluimos que 7' no es
inyectiva.

—

6. a) Estd bien definida porque estd definida en la base B = {(1,0,0), (1,0,—-1),(0,1,1)}.

b) Sea C' la base canénica de R3. Tenemos que

y haciendo el cambio de base

0 1 1
At =c (T e={1 -1 -1
0 0 -1

10.4.2. Examen: 16 Julio 2012.
Ejercicio 1.

1.1 Se consideran el punto P = (0,1,0) y las rectas r y s definidas como:

r—y=-—2
r)

r—z=1

204y =5
5)

2y+2=3

Hallar la recta t que pasa por el punto P, es perpendicular a la recta r, y corta a la recta s.

1.2 Probar que la distancia d( Py, 7) del punto Py = (x¢, Yo, 2z0) al plano 7 definido por ax+by+cz+d =0
es

_axo + byo + czo + d|

va?Z + b2+ c?

d(Po,’]T)



EVALUACIONES: EXAMENES. 439

1.3 Probar que la recta r definida por el sistema de ecuaciones:

T—y=—2
r—z=1

y la recta ro definida por el sistema de ecuaciones:

z=0
y—z=23

determinan un tnico plano y calcular la distancia del punto P = (0,1,0) al plano determinado por
Yy T

Ejercicio 2

2.1 Sea V un espacio vectorial y S7 y S2 subespacios de V.

a) Definir V=51 +SyV =5 &5,.

b) Sea By = {v1,...,vx} base de S1 y Bz = {w1,...,w;} base de Sy. Sea V = S; 4+ S3. Probar que
V=251 &S5ysiysolosi B={vy,...,v5,w1,...,w;} es base de V.

2.2 Sean los subespacios S; y S5 tales que:
S1={(z,y,z,t) eER*:x+y+2—-t=0}
So={(1,1,2,0),(-1,1,1,1),(-1,3,4,2)}
a) Hallar una base de S y una base de S5 e indicar la dimensién de cada uno.
b)
c) ;Es R* = S; @ S5? Justificar la respuesta.
d) Hallar un subespacio W5 tal que R* = S; @ W.

Hallar una base de S; N Ss e indicar la dimension.

Ejercicio 3

Sea T : V — W una transformacion lineal.

a) Definir niicleo e imagen de T'.

b) Probar que el nicleo de T es un subespacio vectorial.

¢) Sea T : R3 — R3 lineal tal que T(1,1,0) = (1,1,1), T(1,-1,0) = (-1,2,1), 7(0,0,1) = (8,—1,2).
1) Hallar bases de ker(T) y de Im(T).

2) Indicar, justificando, si T' es invertible.

3.4 Sea S : R?® — Ry[z] lineal, donde P; es el espacio de polinomios de grado menor o igual que 1, definida por
S(a,b,c) = (a+b)x + c, para todo (a,b,c) € R3. Se considera la transformacién lineal SoT : R® — Ry [z].
Elegir dos bases A y B y hallar la matriz asociada g(SoT)4.
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Solucion.
Ejercicio 1.

1.1 Consideramos el plano 7 que pasa por P y es perpendicular a la recta . Un vector normal al plano
es el vector (1,1,1), que se obtiene como (1,1,1) = (1,—1,0) x (1,0,—1) (es un vector director de
r). La ecuacién del plano resm:z+y+2—1=0.
La interseccién de 7 con s es un punto ¢ = (1,3, —3). La recta t es la recta que pasa por Py Q, y
su ecuacién paramétrica es:

=\
sy =1+2A
z= =3\

1.2 Ver Teodrico.

1.3 Tenemos que rNrg = {(0,2,—1)}, como ambas rectas se cortan (y no coinciden) determinan un nico
plano my de ecuacién:

m:—y+2+3=0
y la distancia d(P,m) = v/2.
Ejercicio 2.1.

a) V =51+ 5 si, para cada v € V, existen s; € S1 y s3 € Sy tales que v = 51 + sa.
V =51 65, si, para cada v € V, existen tnicos s; € S1 y so € Sy tales que v = s1 + $5.

b) Solucién: V = S; @ Sa, entonces B es base de V:
Para cada v € V, existen tnicos s1 € S7 y s2 € 5o tales que v = s1 + so. Como s1 € S, s9 € So,
tenemos que s; = Zle ;U y S = 25:1 Biw;, de donde v = Ele a;v; + Zzzl Biw; vy B es un
generador de V. Ademds, B es l.i.: sea Zle ;v + Zgzl Biw; = 0, y como V es suma directa, se
escribe de manera tinica como 0 = 0+ 0, con 0 € S1, 0 € S,. Entonces Zle a; =0, 25:1 Bi =0,

y como By y By son bases, se tiene que oy = ... = =0y 1 =... = §; =0, de donde B es l.i.
B ={vi,...,v5,w1,...,w;} es base de V, entonces V = Sy @ Sa:
Como B es base, cada v € V existen tinicos vy, . .., o, 1, . .., B talesque v = Zle aivi—i-zgzl Biw;.

k j .
Entonces v = s + s, con §1 = Ei:l a;v; € S1, 89 = Zgzl Biw; € So, donde s1 y so son unicos, de
donde V = §; & 5.

Ejercicio 2.2.
a) Unabasede Sy es {(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)} y su dimensién es 3. Una base de Sz es {(1,1,2,0), (
y su dimensién es 2.
b) S se puede expresar como Sz = {(z,y,2,t) : —x +y — 2t = 0,—2x + z — 3t = 0}, y la interseccién es
S1NSy ={(z,y,2,t) :x+y+2z—t =0,—x+y—2t =0, —2x+2—3t = 0}. Por lo tanto, {(—1,1,1,1)}
es una base de S; N Sy y su dimensién es 1.
c) R* = S; + S, pero la suma no es directa porque S; N Sy # {0}.

d) Sea W5 =[(0,0,0,1)]. Como {(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)} es una base de S7, basta probar que
{(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} es una base de R*.

-1,1,1,1

) ) )

)}
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Ejercicio 3.

3.1 Ver Tedrico.
3.2 Ver Tedrico.

3.3 a) Sea A = {(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)}. Como A es una base, entonces T esta bien definida. To-
mando C como la base canénica de R?, tenemos:

1 -1 38
cTla=1[1 2 -1
1 1 2
Escalerizando se tiene que:
1 -1 8
0 3 -9
0 0 0

Por lo tanto, coord 4 (ker(T')) = [(—5, 3,1)]. Y como —5(1,1,0)+3(1,—1,0)4+1(0,0,1) = (-2, -8, 1),
se tiene que ker(T) = [(—2, —8,1)].
Por otra parte, como ¢[T] 4 tiene un escalén en las columnas 1 y 2, se deduce que tiene rango 2
y que Im(T) =[(1,1,1),(-1,2,1)].

b) T no es invertible, ya que su ntcleo, como se prob6 en la parte anterior, es no trivial.

3.4 Sea C'la canénica de R® y B = {x,1} base de R;[z]. Entonces,

s(e=(5 o 1)

Tenemos que
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10.5. Ano 2013.
10.5.1. Examen: 02 Febrero 2013.

Muiltiple opcion.

1. Sea el plano 7 : az + 2y + az = 2 y la recta 7:

r+2y+2=0
20 +ay +z =2

Se desea que la interseccién del plano con la recta sea un punto y que la distancia entre este y el punto
Q@ = (1,1, —1) sea menor o igual que 4.

Teniendo en cuenta que el parametro o debe ser mayor a 0, entonces la condicién necesaria y suficiente
que debe verificar « es:

2. Sea a el dngulo entre los vectores u y v en R que cumplen: ||u|| = v/3, ||[v]| = V6, ||u + v|| = V15.

Sea 3 el angulo entre los vectores x e y en R3 que cumplen: |z Ay| = /3, (z,9) = 3.

Entonces:

(A)a=5.8=5%
(B)a=7.0-%
(© a=%68=32
(D) a=§8=3%
(B) a=75, 0=

3. Sea A una matriz real 3 x 3 tal que det(A) = 3 y det((34% + 34 + 3I)(24 — 2I)) = 432. Entonces,
det(A71(A3 —1)3A71) es:

(A) 32
(B) 2
(C) 472
(D) 4-73
(B) -3
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4. Sea T : Ry[z] — R? definida por T'(p) = (p(1),p(0), p()), con a € R, siendo Ry[z] los polinomios reales
de grado menor o igual que 2. Se consideran las afirmaciones:

(I) T es sobreyectiva para todo o € R.

(IT) Si « # 0 y a # 1, entonces T es biyectiva.

(III) Si a # 0, T lleva conjuntos linealmente independientes en conjuntos linealmente independientes.
(IV) Si aw #£ 1, T es sobreyectiva.

Indicar la opcién correcta:

(A) Ninguna de las afirmaciones es correcta.

(B) Solamente las afirmaciones (IT), (IIT) y (IV) son correctas.
(C) Solamente las afirmaciones (III) y (IV) son correctas.

(D) Solamente la afirmacién (II) es correcta.

(E)

E) Todas las afirmaciones son correctas.

5. Sea A ={(-1,0,a),(2qa,1,0),(—1,1,—a)} Indicar la opcién correcta:

) AesLI. siysolosia#0ya# —1.

) A es L.D. cualquiera sea el valor de a real.
) Aes LIsiy solosia#0.

) A es L.I cualquiera sea el valor de a real.
E) Aes L.Isiysolosia#—1.

(A
(B
(C
(D
(

6. Se consideran el conjunto A = {u,v,uAv} (uy v no nulos en R?), los subespacios S = [u,v], P = [u A ]
y las siguientes afirmaciones:

(I) u y v son no colineales si y solo si S @ P = R3.

(IT) Si Py es un subespacio tal que S @ Py = R3, entonces P = P,.

(IIT) Si T : R?® — R? es una transformacién lineal tal que T'(w) = (w,u A v)u A v, con u y v no colineales,
0 0 0

entonces 4(T)a= (0 0 0
0 0 KfuAv|?

Indicar la opcién correcta:

(A) Solo la afirmacién (II) es verdadera.

(B) Solo la afirmacién (III) es verdadera.

(C) Las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
(D) Las tres afirmaciones son falsas.

(E)

E) Las tres afirmaciones son verdaderas.

Desarrollo.
Ejercicio 1.
a) Probar que existe una tinica transformacion lineal 7' : R3 — R? tal que:

T(1,-1,1) = (3,-3,12),
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T(2,1,1) = (18,3,9),
T(1,2,1) = (21,6,3).
Enunciar los resultados tedricos que utilice.
Hallar el transformado de (1,2, —2).
Calcular T'(z,y, z) para todo (z,y, z) € R3.

b
c
d

&

Hallar el ntcleo e imagen de T

~— — — —

Determinar, justificando, si T" es invertible. En caso de serlo, hallar la inversa.
Ejercicio 2.

a) Hallar la ecuacién reducida de la recta r que pasa por el origen y tiene vector director (—1,1,1).

b) Hallar la ecuacién reducida del plano 7 que pasa por el origen y tiene vectores directores (1,2,1) y
(0,1,0).

¢) Probar que la recta r y el plano 7 son subespacios de R3.

d) Indicar si se cumple que R3 = r & 7. Justificar. En caso de que no se cumpla, indicar un subespacio
S que cumpla que R® =& S.

Solucion.

1123|456
A|B|/A|D|A|C

Ejercicio 1.

1.1 Para probar la existencia de una tnica transformacién lineal, basta con verificar que los valores en
una base determinan completamente a la transformacién. Si la transformacion estd definida en una
base, por la linealidad, estard definida en todo el espacio vectorial.

1.2
T(1,2,-2) = (3,6,—15).
1.3
T(x,y,2) = (3x + 6y + 62,3y, 3z — 3y + 62).
1.4 Nucleo de T (ker(T)): [(—2,0,1)]
Imagen de T (Im(T)): [(1,0,1),(2,1,-1)]
1.5 T no es invertible porque ker(7") # 0.

Ejercicio 2.

21

y—z=0

r){eryO

2.2
m)—x+2z=0.
2.3 Ver Tedrico.
24 r=1[(-1,1,1)] y 7 = [(0,1,0), (1,0, 1)]. Es f4cil ver que todo vector en R? es una combinacién lineal

de estos vectores, por lo tanto, R® = r + 7. Ademds, la interseccién es el vector nulo, por lo que es
suma directa.
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10.5.2. Examen: 22 Julio 2013.
Muiltiple opcion.
1. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) El conjunto {(z,y,2) € R®: zyz = 0} es un subespacio vectorial de R3.

(I) El conjunto L(U,V) = {T : U — V : T es una transformacién lineal} es un subespacio vectorial de
las funciones del espacio vectorial U en el espacio vectorial V.

(IIT) La unién de dos subespacios vectoriales cualesquiera es un subespacio vectorial.

Entonces:

(A) Sélo (IT) y (IIT) son verdaderas.
(B) Sélo (I) y (IT) son verdaderas.
(C) Sélo (I) y (III) son verdaderas.
(D) Sélo (II) es verdadera.

(E) Sélo (III) es verdadera.

2. Se consideran los subespacios:

Slz{(z Z) eMat(R)2X2:a+b+c+d=0}

y

g — 1 1 2 3 3 4

T\ 1)0\8 2)\4 3

Entonces:
(A) d1m(51 + 52) =3
(B) Si M € S1 N Ss, entonces las columnas de M forman un conjunto linealmente dependiente en R2.
(D) Si M € 51N Ss, entonces la suma de los elementos de la diagonal principal de M es 2.
(E) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

3. Sea T : V — V una transformacién lineal y A = {v1,v9,v3} una base de V tal que:

1 2 0
ADa=[1 0 1

-1 -2 0

Entonces:

(A) ker(T) = [—4vy + 2vs + 4uvg].

(B) ker(T) =[-2,1,-2]

(C) ker(T) = [—2’01,’02, 2’03]

(D) ker(T') = {0y }.

(E) ker(T') = [v1 + v — v3, 201 — 23]
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4. En V =R*, sean S; y Sy definidos como:

7. Sea A =

Sy =1(1,0,0,0),(1,1,1,1), (1,1, a,a)]

Sy = {(LB?’%Q’Y)}

con «, 3,7 € R.
Entonces:

) V =51 @S, para todos los «, 3, 7.
)V =51 @S, siysolosia#l.

)V =5,&5siysolosi §=0.

YV =5 @®Ssiysolosi B#1ya#l.
)

(A
(
5
(E) V=8 ®Sysiysolosia#1y~y#D0.

B
C
D
E

O =
— O
()

Sea T : R™ — R™ lineal, A y B bases de R"™ tales que g(T)a = |. ) | =1

Entonces:

O =

(A) Para todo par de bases de R™, C'y D, se cumple que p(T)c = |. ) =1

(B) VM € Mat(R),,x, existen bases C y D tal que p(T)c = M.

(C) No existe T lineal que cumpla la letra del enunciado.

(D) Sea M € Mat(R),,«», tal que M =p (T)c para algin par de bases de R™. Entonces M es invertible.
(E) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

Sea T : R3[x] — Mat(R)2x2 la transformacién lineal definida por T'(p) = (p(Og p(1>>.

p(2) p(3)

Entonces:
(A) dimker(T) =1y dim Im(T) = 3.

1 0 1 0 1 0 1 0
(®) ker(r) = O} e i = | (1 0) (g o) (o 9)- (1 9)
(C) T es inyectiva pero no sobreyectiva.
(D) T es un isomorfismo.
(E) El polinomio z* — 623 + 1122 — 6z € ker(T).

y B € Mat(R)4x4 tal que det(B~1!) = 3.

N O OO
_=w o O
S O N
OO O N
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Entonces, el determinante de 2AB? es:

. Se consideran el plano 7 : 22 + 2y + z + 1 = 0, la recta r perpendicular a m que pasa por P = (—1,1, —1),
y la recta t:

rT=—-24+A
y=1 A eR
z=-24+A

Entonces:

(A) El angulo que forman las rectas r y ¢t es 7 y la recta d de ecuacién

z+y=0
y—z=
es ortogonal a r y a t.

(B) El dngulo que forman las rectas 7 y t es § y la recta d de ecuacién

r+2y=1
T+z=-2
es ortogonal a r y a t.
(C) El angulo que forman las rectas r y t es T y la recta d de ecuacién

r+y=0
y—z=2
es ortogonal a r y a t.
(D) El éngulo que forman las rectas r y ¢ es § y la recta d de ecuacién

r+2y=1
T+z=-2
es ortogonal a r y a t.
(E) Las rectas r y t no se intersectan.

. Se consideran las siguientes matrices

12 1 2 -1 0 2 3 1
A‘(o 0 1)’ B_<1 0 1)’ C_(o 2 2)

Entonces:
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(A) Rg(A—2B+C)=2y Rg((A— B+20)B!) =2
(B) Rg(A—-2B+C)=2yRg((A— B+20)B!) =1.
(C) Rg(A—2B+C A—B+20)B") =2.
(D) Rg(A—2B+C)=1yRg((A-B+2C)B") =1
(E)Rg(A—2B+C)=3yRg((A—B+2C)Bt) =2
10. Si u y v son vectores de R3 tales que ||u|| =4, ||v|| =1y v y v son perpendiculares, entonces ||u — 3v|| es

igual a:
(A) 5.
(B) 12.
(C) V7.
(D) 25.
(E) 9.

Solucioén.
112]3 14 9 |10
D|B|A|E Al A

10.5.3. Examen: 11 Diciembre 2013.

Verdadero-falso.

1.

2.

Si T:R? — R? es tal que T'(2,0) = T(1,1) = (2,1), entonces (5, —5) € ker(T).

v1, V2, w1, wy € R3. Los planos 71 : X = Py + A\vy + pvg y T2 : X = Py + Awy + paws son paralelos si y solo
si v1 es colineal con wy y vo es colineal con ws.

El subespacio de R? generado por las filas de A tiene dimensién 2, donde A es la matriz:

1 2 3
2 3 5
A=1]1-1 4 3
2 -1 1
-1 6 5

A, B € Mat(R),,«x,. Si Ay B son invertibles, entonces A + B también es invertible.
Si una columna de A € Mat(R),,«,, es igual a la suma de todas las demds, entonces rango(A4) < n.

Existe una transformacién lineal T': R3[z] — Mat(R)qx4 sobreyectiva.

Si U = {vy,v9,...,u,} es una base de un subespacio S y w ¢ S, entonces U U {w} es linealmente
independiente.
u,v,w € R3. Se cumple u - (v Aw) = —v- (wAu).
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Muiltiple opcion.

1.

Considere T : V' — W una transformacién lineal y los conjuntos A = {vy,v9,...,v,} C Vy B =
{T(v1),T(v2),...,T(vy)} C W. Considere las afirmaciones:

i) Si B es linealmente independiente, entonces A también lo es.

ii) Si A genera V, entonces B genera Im(T).

iii) Si A es linealmente independiente, entonces B también lo es.

Entonces:

(A) Sélo las afirmaciones ii) y iii) son verdaderas.
(B) Sdlo las afirmaciones i) y ii) son verdaderas.
(C) Todas las afirmaciones son verdaderas.

m

1 1
Seae A=|1 m 1 |, donde m es un pardmetro real.
m 1 1
Entonces:
(A) rango(A) < 3 para todo m € R.
(B) A es invertible si y solo si m = 2.
(C) Existe un tdnico valor de m para el cual rango(A) = 1 y existe un unico valor de m para el cual

rango(A) = 2.

Considere el conjunto B = {(1,2,-2),(2,1,-1),(3,3,a?)}, con a € R.
Entonces:

a) B no es una base de R? para exactamente dos valores de a.
b) B no es una base de R? para exactamente un valor de a.
¢) B es una base de R? para cualquier valor de a.

Considere V = R3[z] y los subespacios S1 = {p € R3[z] : p(=2) =0} y S2 = [2® +2,2% — 1,22 + 1].

Entonces:

(A)V =5®85;.

(B) V =51+ 5% y dlm(51 N Sg) =1.
(C) V=5S+Sy dim(51 n Sg) =2.

Sea S = [v1, v2, v3,v4] C R Suponga que {v1,v2,v4} es un conjunto LI y que vz = 2v; + vs.
Entonces:

(A) dim(S) =2y {v1,v2} es base de S.
(B) dim(S) = 3 y {ve,vs,v4} es base de S.
(C) dim(S) =3y {v1,v2,v3} es base de S.

Considere los siguientes subespacios de Mat(R)3x3: S; = {4 € Mat(R)3x3: A = A}y Sy =

DO =
N DN
o w o

con « € R. Suponga que se cumple S; N Sy # {0}.

[en i R

W N =

S QN
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Entonces:

(A) a=1.
(B) a=2.
(C) a=0.

7. Considere el sistema (.5):

r+2y+3z=1
Ay +2z2=2
T+ Ay +2z=-1

con \ € R.
Entonces:

(A) (S) es compatible determinado si y solo si A = 2.
(B) (S) es compatible determinado para todo A.
(C) (S) es compatible indeterminado para A = 1.

8. Considere la recta r que pasa por el punto (-1, 0, 1) y es perpendicular al plano 7 : z+y+ 2z = 0. Considere
ademads la recta s definida por las ecuaciones:

Entonces:

(A) r y s no estdn contenidas en un mismo plano.
(B) El plano que contiene a r y s estd definido por la ecuacién: —x 4+ y = 1.
(C) El plano que contiene a r y s estd definido por la ecuacién: —y + z = 1.

Solucion.
1123 |4|5|6]|7]|8
V|IF|V|F|V|F|V]|F
112 (3|4|5]|6|7|8
B|C|C|C|B|A|C|A
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10.6. Ano 2014.

10.6.1. Examen: 1 Febrero 2014.

Verdadero-falso.

1.
2.

10.

Si {wy,wa,...,wy} es un generador de R™, entonces {wy, w2} es linealmente independiente.
Sean A y B dos matrices n x n. Si A2B = I, entonces A es invertible.

Los tnicos sistemas lineales con mas ecuaciones que incognitas que son compatibles son los sistemas
homogéneos.

Existe T': R? — R? lineal tal que ker(T) = Im(T).

Si Ay B son dos matrices n X n, entonces det(AB + A) = det(BA + A).

Si Ay B son dos matrices n x n invertibles, entonces rango(AB) = rango(A).

Para todos u, v, w € R? y para todo a € R se cumple (u A av,w) = af{w,v A u).

Si Ay B son dos bases de V', entonces existe una transformacion lineal T : V — V tal que 4(T)p = I.

Si A y B son dos matrices n x n, entonces el conjunto S = {X € R" : AX = BX} es un subespacio
vectorial de R™.

Si{vi,...,vn}y{wi,..., w,}sondos conjuntos linealmente independientes en V', entonces {vi+w1, ..., v,+
wy, } también es linealmente independiente.

Muiltiple opcion.

1.

2.

Sean u,v,w € R3. Se define el producto mixto como [u,v,w] = u - (v A w). Considere las siguientes
afirmaciones:

i) [u, v, w] = [v,w,u].
i) [u,v,w] = —[v, u, w].
iii) Si w, v, w son linealmente independientes, entonces [u, v, w] = 0.

Entonces:

(A) Las tres afirmaciones son verdaderas.

(B) Sélo la afirmacién ii) es verdadera.

(C) Sélo las afirmaciones i) y iii) son verdaderas.
(D) Sélo las afirmaciones i) y ii) son verdaderas.
(E) Sélo la afirmacién i) es verdadera.

Considere la matriz A:

h
Il
— =
O = N
N

\ICQCO
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Sea B la matriz que resulta de aplicar las siguientes transformaciones a la matriz A: primero se multiplica
A por si misma, luego se intercambia la segunda fila con la tercera y finalmente se multiplica la segunda
columna por —2.

Entonces:

(A) det(B) = 24.

(B) det(B) = 288

(C) det(B) = 0.

(D) det(B) = —288.

(E) det(B) = —-24

Sea A
1 a a

A=1la a 1

a 1 1

donde a es un pardmetro real.

Entonces:

(A) A es invertible salvo para dos valores de a.

(B) A es invertible salvo para un tnico valor de a.

(C) A no es invertible cualquiera sea el valor de a.

(D) A es invertible para todo valor de a.

(E) A es invertible salvo para tres valores de a.

. Considere T : R3[zx] — Rs[z] definida por T'(p) = q, con ¢(t) = p(2t) + p(—2t) para cada ¢t € R.

Entonces:

(A) T es un isomorfismo.

(B) T es sobreyectiva pero no inyectiva.
(C) dim(Im(T)) = 1.

(D) dim(Im(T)) = 3.

(E) dim(Im(T)) = 2.

. Considere la matriz

1 1 0 1 4

2 0 0 4 7
A= 1 1 1 0o 51’

1 -3 -1 -10 «

donde a € R.

Indique la opcién correcta:

(A) Rg(A) = 3 para infinitos valores de a.
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(B) Rg(A) = 4 para un tnico valor de a.
(C) Rg(A) = 4 para todo valor de a.
(D) Rg(A) = 3 para todo valor de a.

)

(E) No corresponde el cilculo del rango porque A no es una matriz cuadrada.
. Considere los planos m : . — 2y +32+5=0y ma:

r=-24+X4+2p
y=-A—2u
z=—-1=-)A+3u

Entonces:

(A) 7 y mo son perpendiculares.

(B) 1 y mo son paralelos.

(C) P=(-1,2,3) € m Nma.

(D) La recta r definida por
T=A
y=-2—-A
z=-3—-A

es la interseccién de 71 con .

(E) Ninguna de las restantes afirmaciones es verdadera.

. Considere los siguientes subespacios de Ry[z]: S1 = {p € Ra[z] : p(0) = 0} y S2 = {p € Ra[z] : p’(0) +
p(0) = 0}.

Entonces:
A) Rofx] = S1 @ Ss.
B) S1N Sy = [t].
C) S1NSy =5,.
D) 51 NSy = [t, 2]
E) Ry[z] = S1 + S2, pero la suma no es directa.

. Considere una matriz A € Mat(R),,x,. También considere las siguientes afirmaciones:

i) A es invertible si y solo si A% también lo es.
ii) Las columnas de la matriz AA? forman un conjunto linealmente independiente en R™.
iii) Si A es invertible, entonces A — A’ también lo es.

Entonces:

(A) Todas las afirmaciones son verdaderas.
(B) Solo las afirmaciones i) y iii) son verdaderas.

(C) Solo las afirmaciones i) y ii) son verdaderas.
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(D) Solo la afirmacién i) es verdadera.
(E) Ninguna de las afirmaciones es verdadera.

9. Considere los subespacios S; = [v1,vs] y S2 = [v3 + v4], donde vy, va,v3,v4 € R*. Suponga que {v1, v2, v3}
es LI y que {v1,v9,v4} también es LI

Entonces:

(A) {v1,v2,v3,v4} es una base de R*.
(B) {v1,v2,v3+ v4} es una base de S7 + Ss.
(C) {v1,v2,v3} es una base de Sy + Ss.
(D)
)

(E) Ninguna de las restantes afirmaciones es verdadera.

{v1,v2} es una base de S; N Ss.

10. Considere T : Mat(R)3x3 — Mat(R)3x3 definida por T(A) = A + A? para cada A € Mat(R)3x3.

Entonces:

10.6.2. Examen: 22 Julio 2014.
Verdadero-falso.

1. Si A € Mat(R)4x4 es una matriz tal que det(2A42) = 0, entonces el sistema AX = 0 es compatible
determinado.

2. Sean A, B € Mat(R),,x, tales que Rg(A) = Rg(B) = n. Entonces, Rg(AB) = n.
3. Si A, B,C € Mat(R),,«, son matrices tales que AB = AC, entonces necesariamente B = C.
4. Sean A, B € Mat(R)3x3 matrices tales que det(A) = det(B) = 2. Entonces, det(24*BA~1) = 4.

5. Sean v, w € R3. Entonces, v +w L v —w & |[|v]| = ||w]|.
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10.

11.

12.

Si V es un espacio vectorial, B es una base de V, y S es un subespacio vectorial de V', entonces al
intersectar B con S, se obtiene una base de S.

Sean V' un espacio vectorial de dimension finita, A C V un conjunto linealmente independiente y B C V
un conjunto generador de V. Esto implica que A C B.

Sean V' un espacio vectorial de dimensién finita y B una base de V. Sea I : V — V la transformacién
identidad. Entonces, la matriz g[I]p asociada a I en la base B es la matriz identidad.

Sean V' un espacio vectorial de dimensién finita y A C V' un generador finito de V. Entonces, existe una
base B de V tal que B C A.

SiT:R?> - Ry S : R? = R? son transformaciones lineales, no pueden ser isomorfismos, pero su
composicién S o T : R? — R? si puede serlo.

Multiple opcién.

Sean r:
3r—2=0
T—y=-3
T
T =p
y=3—-3\—pu
z=A

Indicar la opcién correcta:

(A
(B
(
(

) La recta r estd incluida en el plano 7.
)

C) La recta r corta a m en un punto y el vector director de r es paralelo a (1,—1,0).
)
)

La recta r es paralela al plano .
D) La recta r es perpendicular al plano .

(E) La recta r corta a w en un punto y el vector director de r es paralelo a (1,0, —1).

Sean u y v dos vectores en R? tales que u — v es perpendicular a u, ||[v|| = 4, y el 4ngulo entre ellos es .

6
Entonces, el area del paralelogramo formado por los vectores u y v es

(A) 2
(B) 2v3
(C) 4v3
(D) 12
(E) v3

(Se recuerda que el seno de % es 1.)
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13. Se consideran los planos
momr+y+2z=1 m:mr+my+3z2=2 @w3:—mxr—y+mz=m-+1
en donde m € R es un parametro. Indicar la opcién correcta:

A
B

Para todo m € R, los tres planos tienen al menos un punto en comun.

Hay al menos dos valores de m para los cuales los tres planos no tienen puntos en comun.

D

(E) Ninguna de las otras opciones es correcta.

(C) Si los tres planos se intersecan entonces su interseccién es una recta.
(D) Si los tres planos se intersecan entonces su interseccién es un punto.

14. Consideremos el espacio vectorial V = R3[z] de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o

igual que 3. Sean S} = {p € V : p(0) = p(1) = p(—1)} y S el subespacio de V' generado por los polinomios
ar — 22y a® + ax + 22, donde a es un pardmetro real. Entonces:

(A) Para todo a € R, dim(S3) =2y V = 51 ® So.
(B) Cuando a # 0, dim(Se) =2y V =51 & S3. Cuando a =0, dim(S3) =1y V =51 & 5.
(C) Cuandoa =0,V #£ 5, @ 5,.
(D) Cuando a # 0, V = S; + Ss pero la suma no es directa. Cuando a =0, V #£ Sy + Ss.
(E) Para todo a € R, V = 5] 4+ S5, pero la suma es directa solamente cuando a = 0.
15. Sea V = {A € Mat(R)2x2 : A = A'}. Entonces:
(A) dim(V) =4, y si {v1,v2,v3,v4} es una base de V, entonces {v; — v9,v; — v3,v1 — v4,v4} también lo
es.

(B) dim(V') =4, y si {v1,v2,v3,v4} es una base de V, entonces {vy — vz, v1 — v3,v1 — V4, V3 — V4 } también
lo es.

(C) dim(V) =3, y si {v1,v2,v3} es una base de V, entonces {vq; — v + v3,v1,v2 — v3} también lo es.

(D) dim(V) = 3, y si {v1,v9,v3} es una base de V, entonces {vy — vy + v3,v1,v2 + v3,v1 + v2} €s un
generador de V.

(E) dim(V) = 3, y si {v1,v2,v3} es una base de V, entonces {v; — v2 + v3,v1,v2 + v3} es linealmente
dependiente.

16. Sea w € R3 un vector fijo no nulo, y consideremos S = {v € R : v Aw = 0} (donde A es el producto
vectorial). Entonces:

A) S no es un subespacio vectorial de R3.

B) S es un subespacio de R? de dimensién 0.

(A)
(B)
(C) S es un subespacio de R? de dimensién 1.
(D) S es un subespacio de R? de dimensién 2.
)

(E) S es un subespacio de R?, pero no es posible determinar su dimensién sin conocer w.

17. Sea T : Mat(R)ay2 — Mat(R)ay2 tal que T(M) = (_12 _21> M.

Entonces:
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(A) ker(T) = {0}.
(B) dim(ker(T)) =1y

(
(C) dim(ker(T)) = 2 y <_24 8) € Im(T).
(D) dim(ker(T)) =3y <

(E) (_12 _21> € ker(T) y (8 _12) € Im(T).

18. Considera T : Mat(R)sx2 — R3[x] tal que:

9 9 ) € Im(T).

1 0\ 3 2
T(2 O)I + 227,
1 0\ 3
T(O 1)z +1,
0 0
r(o 0=

Entonces:

A

(A) T es un isomorfismo.

(B) T es inyectiva pero no sobreyectiva.
(©)

(D)

C) dim(Im(T)) = 3.
D) dim(Im(7T)) = 2.

(E) La matriz (é (1)> € ker(T).

19. Sea V un espacio vectorial de dimensién 3 sobre R. Consideremos B = {v1,v2,v3} una base de V' y
T :V — V una transformacién lineal que cumple:

2u1 —wvg € N(T)
T(’Ul —+ vg + ’Ug) = 2’[)1 — 21)3

T(—v1 + vg + v3) = 4vy

Entonces, la matriz asociada a T en la base B es:
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(E) No se puede calcular con la informacién dada.

20. Sea T : V — W una transformacién lineal. Consideremos las siguientes afirmaciones:

(I) Si ker(T') = 0, entonces existe un subespacio Wy de W tal que T : V' — W)y es un isomorfismo.

o o

2 -1
-4 6
-2 1
0 2
0 4
0 -2

4 0
0 4

-4 0

1 =3
-1
-1

(IT) Si dim(W) > dim(V'), entonces T' no puede ser sobreyectiva.

(ITI) Si dim(W) > dim(V'), entonces T' no puede ser inyectiva.

(IV) Si dim(W) = dim(V'), entonces T' es un isomorfismo.

Entonces:

A
B

I
I

Solamente (I)
)

Solamente

D

(E) Solamente (III) y (IV) son verdaderas.

(A) (I) y (IT) son verdaderas.
(B) (I), (IT) y (IIT) son verdaderas.
(C) Solamente (II) y (IV) son verdaderas.
(D) (

) (

Solamente (I) y (III) son verdaderas.

Solucion.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
F|V|F|F|V]|F|F |V ]|V ]|V
11 12|13 |14 | 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20
D|IC|E|]C|D|C|C|C|]A]|A
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
VI F|F | F|F |V |V |VI|F|V
111121314 |15|16 | 17 | 18 | 19 | 20
C|B|D|B|C|B|B|B|E/|E
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1 2 13| 4|56 718119 |10
F|F|F |V |F |V ]|V]|F A%
11 (12|13 |14 (15|16 |17 | 18 | 19 | 20
B|A|C|A|B|A|A|A|D|D
1 213|456 71819 |10

F|V|F |V |F|V|F|V]V
111213 |14 15|16 |17 | 18 | 19 | 20
AJ/E|B|E|A|E|E|E]|C|C

10.6.3. Examen: 11 Diciembre 2014.

Verdadero-falso.

1.
2.

Sean A, B € Mat(R),,»,. Si A*B2A tiene rango n, entonces A y B tienen rango n.

Sean V' y W espacios vectoriales con dim(V) = ny dim(W) = m, y T : V — W una transformacién
lineal. Sean ademds A y B bases de V, y C una base de W. Entonces, existe una matriz P € Mat(R),, xn
tal que C(T)B =C (T)AP y C(T)A =C (T)BP

Si D : Ryy1[z] — R, [z] es la transformacién lineal definida por D(p) =p' v T : R,[z] — Ryp1[z] es la
transformacién definida por T'(ag+a1z+. ..+ anz™) = apz+ %:ﬁ +...+ %m”*l, entonces DoT = id.
n

. Si u,v € R? son dos vectores no nulos tales que ||u + v||?> = 9]|u|| ||[v]| y ||u — v||? = 7||u|| ||v]|, entonces u

y v son ortogonales.

Existe una transformacién lineal T : Ry[z] — Ry[z] con ker(T) = {p € Ry[x] : p(x) = —p(—z)Vz € R} e
Im(T) C ker(T).

Existe T : Mat(R)2x2 — Mat(R)2y o transformacion lineal no nula tal que T o T = 0.

Si{u,v,w} C V eslinealmente independiente y T : V' — V es una transformacion lineal biyectiva, entonces
{T(u) = TW), T(v) = T(w),T(w) —T(u)} es también linealmente independiente.

Sea V un espacio vectorial con dim(V) =3 y T : V — V una transformacién lineal. Si existe v € V tal
que T(T(T())) =vy {v,T(v), T(T(v))} es L.I, entonces T es biyectiva.

SiT:V — V es una transformacién lineal inyectiva, entonces S : V — V x V definida para todo v € V
por S(v) = (v,T(v)) también es inyectiva.

Muiltiple opcién.

1.

Dos matrices A y B € Mat(R),,x, son semejantes cuando existe una matriz invertible P € Mat(R),,xn
tal que B = P~tAP. Supongamos que A y B € Mat(R),,», son semejantes y consideremos las siguientes
afirmaciones:

I) det(A) = det(B).
IT) Rg(A) = Rg(B).
III) traza(A) = traza(B).

Entonces:



460

JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

(A) Sdlo la afirmacién I) es correcta.
(B) Sélo las afirmaciones II) y III) son correctas.

(C) Todas las afirmaciones I), IT) y III) son correctas.

2. Sean las matrices A y B dadas por:

a c
A=|d e f
g h 1

Entonces:

(A) det(B) = 3det(A).
(B) det(B) = 6det(A).
(C) det(B) = —6det(A).

Se considera la recta r definida por las siguientes ecuaciones paramétricas:

r=t+1
y=t+a«
z=p0pt+3

donde « y 8 son numeros reales. También se tiene el plano 7 definido por la ecuacién = +y + z = 3.
Indique para qué pares de valores de a y 3 se verifica que r es paralela a m pero no estéd contenida en ese
plano:

(A) B = -2, a puede tomar cualquier valor real.

(B) B =2, a no puede ser igual a -1.

(C) B = -2, a no puede ser igual a -1.

Sean V', W y U espacios vectoriales reales de dimension finita, todos con la misma dimensién n. Conside-
remos dos transformaciones lineales T': V — W y S : W — U. Indique la opcién correcta:

(A) Si T es inyectiva y S es sobreyectiva, entonces la composicién S o T es biyectiva.
(B) Si T y S son inyectivas, entonces la composicién S o T es inyectiva pero no sobreyectiva.

(C) Si T y S son sobreyectivas, entonces la composicién S o T' es sobreyectiva pero no inyectiva.

Sea V el espacio vectorial de todas las funciones de los ntimeros reales en los ntimeros reales. Sea V), el
subconjunto de V' que contiene las funciones pares (f(—x) = f(z) para todo x € R), y sea V; el subconjunto
de V' que contiene las funciones impares (f(—z) = —f(z) para todo = € R). Entonces:

(A) V, v Vi no son subespacios vectoriales de V.
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(B) V, y Vi son subespacios vectoriales de V con V, +V; # V y V, nV; = {0}.
(C) V,, vy Vi son subespacios vectoriales de V con V, & V; = V.

6. Considere la recta s dada por el sistema de ecuaciones:
r+2z=1
y—z=1

y la recta r perpendicular al plano 7 definido por el sistema:

T=06—2u—2\

y =2\

z=2U
que pasa por el punto P = (1, 1,1). Entonces, jcuél es el 4ngulo que forman los vectores directores de sy
r?
(A)

(B)
(©)

7. Sean U, V, y W tres espacios vectoriales con bases respectivas {uy, us}, {v1,v2,v3, 04,05}, y {w1, wa, ws}.
Sean T :U =V y S:V — W dos transformaciones lineales tales que Im(T") C ker(S). Suponga ademds
que se cumple:

S(’Ul) = w1
S(’Ug) = Wi + w2
S(’Ug) = w1 — W2

=RV ERNE]

T(uy) = vg
T(’LLQ) = Vs
Entonces:

(A) ker(S) = [2v1 — v — v3,v4, V5]
(B) ker(S) = [—2v1 + va + v3, v4, Us].
(C) ker(S) D [—2v1 + va + v3, v4, vs], pero la inclusién es estricta.
8. Sean Sy y Sy los subespacios vectoriales de Rsz] tales que: S; = [#3 + 2,2 —1] y S2 = {p € Rs[a] :
p(r) = ax® + bx? + cx +d, con a = —d y a = c}. Entonces:
(A) Sl (&) SQ = Rg[l’]
(B) S1 NSy = {0}, S1+ S5 7é Rg[x]
(©)

C SlﬂSQ#{O}, 51+S2:R3[$].
Solucion.
1123 (4|5 |6]7|81]9
VIF|V|F|F|V|F|V]|V
112 (3|4 |5|6|7]8
C|C|IC|A|C|B|B|A
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10.7. Ano 2015.

10.7.1. Examen: 31 Enero 2015.

Verdadero-falso.

1.

2.

Existen sistemas lineales de ecuaciones con mas ecuaciones que incégnitas que son incompatibles.

Si {u,v,w} C R™ es linealmente independiente, entonces también lo es {5u — v, 3w, w — v}.

. Sea T : Ry[z] — R3 tal que T'(az? + bx + ¢) = (2a,b,1). Entonces T es lineal.

Existe 7' : R3 — Mat(R)2x2 sobreyectiva.
Los planos de ecuaciones x + z = 1 e y + 2z = 1 son perpendiculares.

Sean A, B € Mat(R),,«x,. Si A y AB son invertibles, entonces B también es invertible.

a b ¢ d e 3f
SeaA=[d e f|lyB=|2a 2b 6¢c|.Sidet(A) =75, entonces det(B) = 30.
g h i g h 3

Hay transformaciones lineales de R3[z] en Mat(R)ax2 que son inyectivas y otras que no lo son.

Sean V' y W dos espacios vectoriales reales de dimensién finita, B una base de V' y By una base de W. Si
T :V — W es una transformacion lineal invertible, entonces la matriz asociada a T en las bases B y By
es necesariamente una matriz invertible.

Muiltiple opcién.

1.

2.

Considere un espacio vectorial V' con base {v1,va,v3}, y la transformacion lineal T': V' — V definida por:

T(’Ul) =V + V2 — V3, T(UQ + ’Ug) = —v1 + 5'[)2, T(’Ug) = + 2’[]2 + 31)3.
Entonces:

(A) dim(ket(T))
(B) dim(ket(T))
(C) dim(ket(T))

2
1.
0

Considere los siguientes subespacios, S7 y Sz, de Ry[z]:

Sy =[x +1,20 - 2,322 + v +2], Sp=[22%+z,1].
Indique la opcién correcta:

(A) S1N Sy = {0}.
(B) Slﬂ52:[2fb2+x+1].
(C) S1 NSy =22+ 22 —1].
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. Una matriz cuadrada A se dice ortogonal si A® - A = I. Considere dos matrices cuadradas, A y B, del
mismo tamano, y considere las siguientes afirmaciones:

I) Si Ay B son ortogonales, entonces A + B es ortogonal.

IT) Si A y B son ortogonales, entonces A - B es ortogonal.

IT) Si Ay A- B son ortogonales, entonces B es ortogonal.

Entonces:

(A) Sdlo las afirmaciones Iy II son correctas.
(B) Sélo las afirmaciones II y III son correctas.

(C) Sdlo la afirmacién I1T es correcta.

. Considera R* y los subespacios:
T=1(0,0,1,1),(1,2,2, )] y S =[(1,1,0,1),(2,3,1,1)].
Entonces:

(A) ST =R%

(B) dim(S+1T) = 2.

(C) dim(S+T) = 3.

. Considere T; : Rz[z] — R3, i = 1,2, dos transformaciones lineales definidas por:

Ti(p) = (p(0),p(1),0) y Ta(p) = (p(0),p(1), p(—1)),

para cada p € Rs[z].

Indique la opcién correcta:

(A) ker(T»)
(B) ker(T3)
(C) ker(T1)

[23 — 2] y dim(Im(T})) = 3.
[23 — 2], ker(T}) = [ — 2,22 — 2] y Im(T}) C Im(T3).
[#3 — x,2% — 2] y dim(ker(Ty)) = 2.

y—az =2
ar+z=1

. Considere la recta r:

donde a € R, y el plano 7:

r=2+42u— A\
y=—1+pn
z=3+A

Indique la opcién correcta:

(A) r es perpendicular a 7 exactamente para un valor de a.
(B) r es perpendicular a 7 exactamente para dos valores de a.

(C) 7 no es perpendicular a 7w para ningun valor de a.
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7. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y 7" : V' — V una transformacién lineal que satisface
T oT = I. Considere las siguientes afirmaciones:

I) T es biyectiva.
IT) ker(T+ I) @ ker(T — 1) = V.
I11) det(T) = 1.

Entonces:

(A) Sdlo las afirmaciones Iy II son correctas.
(B) Sélo la afirmacién I es correcta.

(C) Todas las afirmaciones son correctas.

8. Sean B = {1,1 +z,1+ 2%} y By = {(1,0,0),(1,2,0),(1,2,3)} bases de Ry[z] y R? respectivamente.
Considere la transformacién lineal T : P, — R3 cuya matriz asociada en las bases B y By es

1
0 1 -1
1

Entonces:

(A) T2 +z —22) = (-2,2,1).
(B) T(2+z —22) = (0,2,2).
(C) T2+ 2z —22) = (0,2,-3).

Solucion.
1123145617819
V|IV|F|F|F|V|F|V]|V
1123|456 ]|7]8
C|B|B|C|B|C|A]|C

10.7.2. Examen: 16 Julio 2015.
Verdadero-falso.

1. Sean 7 el plano de ecuacién x—y+z = 4y 1 el plano de ecuacién (x,y, z) = (0,0, 3)+A(2,0, —2)+u(1,1,0).
Los planos 7 y mg son paralelos.

L, jJrty+z=1 ) .
2. Sea r la recta de ecuacién { Y 0 . El punto de r més cercano al origen es (0, 0, 1).
r—y=

3. Sean u y v vectores del espacio tales que:

(i) El 4ngulo entre u y v es §.

(ii) v — u es perpendicular a u.
(iii) [jv — ul| = 2.
Entonces ||v|| =4 y ||u|| = 2V/3.
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4. Existe un sistema lineal homogéneo de 6 ecuaciones con 5 incognitas que es incompatible.

1 0 a
5. La matriz A= |2 2a a® | tiene rango 2 para exactamente dos valores de a en R.
0 1 1

6. Sean A y B dos matrices de tamano 3 x 3 con coeficientes reales, y B invertible. Si det(4) = 2 y
det(2A(B~1)) = 1, entonces det(B) = 4.

7. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Si A C V es un conjunto linealmente independiente,
entonces existe una base B de V' que contiene a A.

8. Sean V un espacio vectorial de dimensién finita y S un subespacio vectorial de V. Si V' y S tienen la
misma dimensién, entonces S = V.

9. Sean V un espacio vectorial y Sy y S subespacios de V. Entonces V = 51 @ Ss si y solo si V = 51 + 55
yS1NSy= {0}

10. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo K. Sea T : V' — W un isomorfismo.
Entonces existen una base A de V' y una base B de W de modo que la matriz asociada 4[T]p es la matriz
identidad.

11. Sea T : R* — R? una transformacién lineal que no es la transformacién cero y que no es sobreyectiva.
Entonces el niicleo de T' tiene dimension 2.
Muiltiple opcion.

1. Sean Q = (1,1,0), M = (1,1,1) y L = (0,0, 1) puntos en R3. Sea r la recta formada por los puntos P que
cumplen que d(P, Q) = d(P, M) = d(P, L). Entonces:

s 3

(A) d(M,r) =

(B) El vector (1,1,0) es vector director de 7.

©) r:{”““*?{:;

2:5

2. Sea V un R-espacio vectorial con base B = {vy,vs,v3,v4}. Sea T : V — V una transformacién lineal tal

que:
a 0 1 0
1 a 1 1
20 0 a+1 a

con a,b € R. Entonces:

(A) Sia,b> 0, entonces T es un isomorfismo.

(B) Sia(b? —1) =0, entonces dim Im(T) = 2.

(C) Siv* —1=0y a<0,entonces dim Im(T) = 3.
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3. Sea B ={(1,~1,a),(1,—a,1),(a,1,1)} C R3, con a € R. Entonces:

(A) B es una base de R? para todo valor de a.
(B) B es linealmente dependiente para exactamente tres valores de a.

(C) B es generador de R? para exactamente dos valores de a.

4. Sean V1 = {p € R3[z] | p(0) —p(1) =0} y Vo = {p € R3[z] | p(0) = p(1) = p(—1) = 0} dos subespacios de
R3[z]. Entonces:

(A) VieeVy = Rg[l’]
(B) Vi + Vo = Rs[z], pero la suma no es directa.
(C) Vi + V5 no es directa y dim(V; + V3) = 3.

5. Sea T : Rg[z] - Mat(R)2x2 la transformacién lineal definida por:

T(a+bx+cx2+dx3)_(a+c b+3d>

d

y sea S : Rg[z] — Mat(R)ax2 la transformacién lineal definida por las condiciones:

Entonces:

(A) T + S es un isomorfismo.

(B) T es un isomorfismo y S no lo es.
10 0 1
(C) ker(T+S)=[1,z] e Im(T + S) = [(0 0) , <0 0)]

6. Sea V un espacio vectorial real de dimensién n. Considere dos transformaciones lineales T : VXV — V xV
yS:V xV — V. Indique la opcidon que necesariamente es verdadera.
(A) dim(ker(SoT)) > ny dim(Im(T))
(B) dim(ker(SoT)) >ny dim(N(S))
(C) dim(Im(T)) + dim(Im(5)) = 2n.

> n.
>n
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7. Consideremos los conjuntos A = {(2,1,0,0),(1,2,0,0),(0,0,2,1),(0,0,1,2)} CR*y
B ={(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)} C R3. A es una base de R* y B es una base de R3. Sea T': R* — R3 Ia
transformacién lineal cuya matriz asociada en las bases A y B es

1 0 1 0
0 1 0 1
0 -1 1 -1
Entonces:
(A) T(3,3,3,3) = (1,1,-1).
(B) T(3737373) = (2727 71)
(C) T(3737373) = (6767 _3)
Solucion.
112345 |67 |8]9]|10]|11
VIF|V|F|V|F|V|V|V|V|F
112345 |67
A|lC|B|C|C|BJ|A
10.7.3. Examen: 11 Diciembre 2015.
Verdadero-falso.
1. Para todos los vectores u,v € R3:
w4 v||? = ||ul|® + ||Jv||* si y solo si u-v = 0.

2. Para todas las matrices A, B € Mat(R),,xn:
det(A+ B) = det(A) + det(B).

3. Para todos los subespacios S1,S2 C Ry[z]] tales que dim(S7) = 2, dim(S2) = 3, y S1 + S2 = Ry[z], la
suma Sp + S, es directa.

4. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, L C V un conjunto linealmente independiente y G C V/
un conjunto generador. Si G C L, entonces L y GG son bases iguales.

5. Los planos m: v + 2y + 32 =5y mo : (x,y,2) = (1,2,3) + A(1,1, —1) 4+ p(1, —1,2) son paralelos.
6. Sean A, B € Mat(R)4x4. Si AB no es invertible, entonces A y B no son invertibles.

7. 8151y 52 :V — V son dos isomorfismos, entonces la transformacion lineal T : V x V — V x V definida
por T'(vi,v2) = (S1(v1), S2(v2)) para todo (v1,v2) € V es un isomorfismo.

8. La distancia entre las dos rectas r y o definidas por:

—
T {m g Yy To: ((ﬂ,y,Z) = (07172) +)‘(07_172)
y:

%

QS1



468 JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

Muiltiple opcion

1. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimensién 4 con bases A CV y B C W.SeaT :V — W la
transformacioén lineal definida por la matriz 5(T) a:

1 2 0 -1
-1 0 3 5
5(T)a = 2 4 4 0
0 -1 0 -1

Entonces:

(A) T no es ni inyectiva ni sobreyectiva.
(B) T es inyectiva pero no sobreyectiva.
)
)

(C

(D) T es un isomorfismo.

T es sobreyectiva pero no inyectiva.

2. Sean V' y W dos espacios vectoriales, T : V' — W una transformacion lineal sobreyectiva. Dado un conjun-
to A= {v1,...,v,} CV cualquiera y escribiendo B = {T'(v1),...,T(v,)} C W, se consideran las cuatro
afirmaciones siguientes:

I. Si A es L.I. entonces B es L.1.
II. Si B es L.I. entonces A es L.1.
III. Si A es generador entonces B es generador.
IV. Si B es generador entonces A es generador.

Entonces:
(A
(B
(C
(D

Iy III son verdaderas; IT y IV son falsas.
II y IV son verdaderas; I y III son falsas.
Iy IV son verdaderas; IT y III son falsas.

—_ — — ~—

II y III son verdaderas; I y IV son falsas.

3. Sean dos vectores u,v € R3. Entonces:

(A) (u+v)A(u—v)=(uAu)+ (vAv)
B) (u+v)A(u—v)=(uAu)—(vAD)
(C) (u+v)A(u—v)=2(uAv)
D) (u+v)A(u—v)=—-2(uAv)

4. Para todos los vectores u,v € R3:

(A) (u-v)? +[Ju Al =[Jul* + o]

(B) (u-v)? +[luAvl* = [lull* + 2(u- v) + [Jv]|?
(C) (w-v)*+[JuAv|* = [ful*lo]|*

(D) (u-v)

2 [Ju Av]* = 2Jul Pl
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. Sea T : R* — R? la transformacién lineal cuya matriz en las bases

A=1{(0,0,1,-1);(0,2,0,1);(1,0,0,0); (3,1,0,1)}

’ = {(Ov 7371); (1’2a2); (0’ 150)}
0O 1 0 1
-1 0 1 0
1 2 0 -1
Entonces:
(A) T(Q,—l 0,—1) = (5,26,3)
(B) T(2,— -1)=1(-2,-2,1)
(C) T(2,-1,0,-1) = (5,14,9)
(D) T(2,—1 0, —1) (=7,5,-5)

. Dados a,b € R, consideramos la recta r definida como (x,y, z) = (0,a,1) + A(a, b, 1) y el plano = definido
por z —y+ 2z = 2. Indicar para cudles valores de a,b € R la recta r es paralela a 7 pero no contenida en .

(A) b=a+ 1, para cualquier a.
B)a#—-1lyb=a+1.
(C)a=1lyb=—-1.

(D) a#lyb=a+1.

. Sea T : R3[z] — R? la transformacién lineal definida por T'(p) = (p(0),p(1), p(—1)). Entonces:

(A) dim(ker(T)) =0y dim(Im(7T)) = 4
(B) dim(ker(T)) =1y dim(Im(T)) =3
(C) dim(ker(T)) =2 y dim(Im(T")) =2
(D) dim(ker(T")) = 3 y dim(Im(7)) =1

. Sea T : R?® — R3 la transformacién lineal cuya matriz asociada en la base canénica C es

1 0 =2
c@e=|1 k =5
k 2 -8

Indicar para cudles valores de k € R se verifica simultdneamente ker(T) # {0} y ker(T") C Im(T):

(A)

(B) Solo para k = 1.
(C) Solo para k = 3.
(D) Parak=10k =3.

Para ningin valor de k € R.
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Desarrollo.

1. Sea V un espacio vectorial y T : V' — V una transformacién lineal tal que T o T = T'. (Se dice que la
transformacién lineal T' es una proyeccion.)

(a) Demostrar que v — T'(v) € ker(T') para todo v € V.
(b) Demostrar que ker(T) N Im(7T") = {0y }.
(¢) Deducir de (a) y (b) que ker(T) @ Im(T) = V.

2. Sea n > 1 fijado. Se escribe:

M;F ={A € Mat(R),,x, : A" = A} C M, «, el subespacio de las matrices (cuadradas) simétricas.

M, = {A € Mat(R),,x, : A = —A} C Mat(R),«, el subespacio de las matrices (cuadradas) anti-
simétricas.

T : Mat(R),xn — Mat(R),x, la transformacién lineal definida por T(A4) = %(A + A') para todo
Ae Mnxn-

(a) Demostrar que ToT =T.
b) Demostrar que ker(T') = M, .

(
(c) Demostrar que Im(7") = M,'.
(d) Deducir que Mat(R),,x, = M," & M, .

Solucion.

Solucion.
1123 |4|5|6]|7]|8
V|IF|V|V|F|F|V]|F
1121345617
D/ D/ID|C|C|B|B
Justificacidn.

Verdaero-falso.
1. Verdadero: Tenemos |lu + v||? = (u +v) - (u +v) = |lu]|? + 2(u - v) + ||v||?, de modo que
ku + vk? = [|ul|* + [[v]|*

siy solo si u-v = 0. (Observacion: esta equivalencia es la formulacién algebraica del teorema de Pitdgoras.)

2. Falso: Solo tenemos det(AB) = det(A) det(B).

3. Verdadero: Por hipétesis, tenemos que dim(S; + S3) = dim(R4[z]) = 5. Por otro lado,

lo que implica que dim(S; N S3) = 0. Luego, la suma S; + S es directa.
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4. Verdadero: Como L es linealmente independiente y G generador, tenemos |L| < |G| y |L| < dim(V) (en
particular, L es un conjunto finito). Pero como G C L, G también es finito y |G| < |L|, por lo que |L| = |G|
y finalmente L = G (por inclusién, G C L). Luego, L = G es una base.

5. Falso: El plano 7 tiene un vector normal n = (1,2, 3), mientras que el plano 7y tiene un vector normal
no = (1,1,-1)x (1,—1,2) = (1, -3, —2). Los dos vectores n y ng no son colineales, por lo tanto, los planos
Ty mo no son paralelos.

6. Falso: Contraejemplo: A =1, B =0 (AB = O no es invertible, pero A es invertible).

7. Verdadero: Demostremos que T es a la vez inyectiva y sobreyectiva:

(Inyectividad) Sea un vector (v1,v2) € VXV tal que T'(v1, v2) = (0y, 0y ), es decir, tal que (S1(v1), Sa(v2)) =
(Oy,0y) (por definicién de T'). Entonces, tenemos que S1(vi) = Oy y S2(v2) = 0y. Y como las funciones
S1y Sy :V — V son inyectivas, tenemos que v; = Oy y ve = Oy. Luego, (v1,v3) = (0y,0y) =0y x V.

(Sobreyectividad) Sea un vector (v1,v2) € V x V. Como S; : V. — V es sobreyectiva, existe u; € V tal

que Si(u1) =v1. Y como Sz : V — V es sobreyectiva, existe us € V' tal que Sa(ug) = v2. Luego, tenemos
que T(Ul,UQ) = (Sl(m), SQ(UQ)) = (’Ul,’UQ).

8. Falso: Se verifica facilmente que la recta r pasa por los puntos A = (0,0,2) y B = (1,0, 3), de modo que
tiene un vector director v = (1,0,1). Adem4s, la recta ro pasa por el punto Ay = (0,1, 2) y tiene un vector
director vy = (0, —1,2). Como los vectores directores v (de r) y vy (de rg) no son colineales, la distancia
entre las dos rectas esta dada por:

C[Adg-(wxw)|  [(0,1,0)-(1,—2,-1)] 2 1
Ao = el =~ L=~ ve 7 2Yo

Miuiltiple opcién.

1. Opcién D: Se verifica facilmente (por escalonamiento) que la matriz g(T)4 tiene rango 4. Entonces, es
invertible y el operador T es un isomorfismo.

2. Opcion D: II y III son verdaderas, como resultado visto en el curso. I y IV son falsas: un contraejemplo
que refuta ambas afirmaciones se obtiene tomando V = R3 W = R, T(2,9,2) = +y+2y A =
{(1,0,0);(0,1,0)}, de modo que B = {1,1}. Es claro que A es linealmente independiente pero B no lo es.
También es evidente que B genera R, pero A no genera R3.

3. Opcién D: En efecto, tenemos que
(utv)A(u—v) = (uN(u—))+ (VA (u—v)) = (uAu)—(uAV)+(VAU)—(VAV) = —(uAv)+(vVAL) = —2(uAv)
(Las tres otras opciones son falsas en general.)

4. Opcién C: Sea 6 el dngulo entre los vectores u y v. Tenemos que u - v = cos(@)|[ull||v| y luA V] =
| sin(0)|||ul|||v||]. Luego, tenemos que:

u- v+ [[u A v = cos(0) ul*[[v]]* + sin®(0) ul|*[[v]|* = (cos*(6) + sin®(0))[ul*||v]|* = [[u*||v]?

5. Opcién C: Sea v = (2,—1,0,—1). Observamos que v = 5(1,0,0,0)—(3,1,0, 1), lo que implica coord4(v) =
(0,0,5,—1). Entonces, coordg(T(v)) =g (T)4 - coorda(v) = (—1,5, 1). Luego:

T(v)=-(0,-3,1)+5(1,2,2) + (0,1,0) = (5,14, 9).
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6. Opcion B: La recta r tiene vector director v = (a,b,1) y el plano 7 tiene vector normal n = (1, —1,1).

Entonces, la recta r es paralela al plano 7 cuando v-n =a — b+ 1 =0, es decir, cuando b = a + 1. En el
caso donde b = a + 1 (r es paralela a ), la recta r estd contenida en m cuando A = (0,a,1) € 7, es decir,
cuando —a+ 1 = 2, dicho de otra manera, cuando a = —1. Luego, la recta r es paralela a 7 y no contenida
enmcuandob=a+1ya# —1.

Opcién B: Para todo polinomio p(z) = a+bz+cz?+dx3 € Rs[z] tenemos que p(0) = a, p(1) = a+b+c+d,
y p(—1) = a — b+ ¢ — d. Entonces, tenemos las equivalencias:
a=0
T(p) = (p(0),p(1),p(-1)) = (0,0,0) & Ja+b+c+d=0
a—b+c—d=0

Esto implica que:

a=0
b=—c
d=0

Asf que ker(T) = {cx—cax? : ¢ € R} = {z—2?%}. Por lo tanto, tenemos que dim(ker(7T)) = 1y dim(Im(T)) =
dim(Rs[z]) — dim(ker(T")) =4 — 1 = 3 (segin el teorema de la dimensién).

. Opcién A: Determinemos el niicleo y la imagen de T. Para todo (z,y, z) € R3, tenemos que T(x,y,2) =0

si y solo si:
r—22=0
x+ky—52=0
kx+2y—8z=0

Resolviendo este sistema, llegamos a:

r—2z=0
y+(k—-4)z=0
(—k?> +4k —3)2=0

(por escalonamiento). Observando que —k? + 4k — 3 = —(k — 1)(k — 3), se distinguen tres casos:

Caso donde k # 1y k # 3. En este caso, el sistema anterior es compatible determinado (pues —k?+4k—3 #
0), de tal modo que ker(T) = {0}.

Caso k = 1. En este caso, el sistema anterior se reduce a las dos ecuaciones x = 2z y y = 3z, de
tal modo que ker(T) = {(22,3z,2) : z € R} = [(2,3,1)] # {0}. Ademds, tenemos que Im(T) =
[(1,1,1),(0,1,2), (-2, —5,-8)] = [(1,1,1),(0,1,2)] (pues (—2,—5,—8) es combinacién de los otros dos).
Se verifica fécilmente que (2, 3,1) no es combinacién lineal de (1,1, 1), (0, 1,2), de tal modo que ker(T") €
Im(T).

Caso k = 3. En este caso, el sistema anterior se reduce a las dos ecuaciones z = 2z y y = z, de
tal modo que ker(T') = {(22,2,2) : z € R} = [(2,1,1)] # {0}. Ademds, tenemos que Im(T) =
[(1,1,3),(0,3,2),(-2,-5,-8)] = [(1,1,3),(0,3,2)] (pues (—2,—5,—8) es combinacién de los otros dos).
Se verifica ficilmente que (2,1,1) no es combinacién lineal de (1,1, 3), (0,3, 2), de tal modo que ker(T) ¢
Im(T).

Luego, en ningun caso tenemos ker(7") # {0} y ker(T) C Im(T).
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Desarrollo.
1. a) Para todo v € V, tenemos que T'(v — T'(v)) = T(v) = T(T'(v)) = T(v) —T(v) =0 (pues To T =T por
hipétesis), entonces v — T'(v) € ker(T).

b) Supongamos que v € ker(T) N Im(T). Tenemos que T(v) = 0 (pues v € ker(T)) y
algiin u € V (pues v € Im(T)). Como T =T o T, tenemos que v = T(u) = T(T(u)) = T(v) = 0. Luego,
ker(T) N Im(T) = {0}.

¢) Para todo v € V, tenemos la descomposicién:
v=(v=TW))+T() € ker(T) + Im(T),
de tal modo que V' = ker(T') + Im(T). Ademds, la suma es directa por b).
a) Para todo A € Mat(R),,x,,, tenemos que T(T(A)) =T (3(A+ A")) = $T(A)+ 1T(A") = 1 (A+ A") +
(A + A") = 2(A+ A') = T(A) (pues A" = A). Luego, ToT =T.

b) Para todo A € Mat(R),,«x», tenemos las equivalencias:
1
Acker(T) & T(A) =0« §(A+At) =0 Al=-As Ac M

Luego, ker(T') = M™.

¢) (C): Sea A =T(B) € Im(T) (para algtin B € Mat(R),,x,,). Tenemos A" = (T'(B))! = 3(B' + B') =
1(B'+B) =T(B) = A, luego A € M.

(D): Sea A € M?. Tenemos que T(A) = 3(A+ A') = (A+ A) = 524 = A (pues A’ = A). Esto implica
que A =T(A) € Im(T).

Luego, Im(T) = M.
d) Segtin 1. c¢), tenemos Mat(R),,x,, = ker(T) & Im(T) = M™ & M}, por b) y c).
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10.8. Ano 2016.
10.8.1. Examen: Febrero 2016.

Verdadero-falso.
1. Sean A, B, C € Mat(R),,x,. Si AB'C? = %I, entonces B es invertible.

2. Sean A, B € Mat(R),,x,. Entonces el conjunto S = {X € R" : A2X = B'X} es un subespacio vectorial
de R™.

3. Existe una transformacién lineal T : R® — R? tal que ker(T) = Im(T).
4. Sean u, v € R3 tales que ||u|| = 2v/3, ||v|| = 1 y ||u + 2v|| = 4. Entonces u es ortogonal a v.

5. Un sistema lineal homogéneo con m ecuaciones y n incégnitas tiene solucién tnica si y solo si el rango de
su matriz de coeficientes es igual a m.

6. Sean u, v € R3. Si |[u|| = [[v]| =2, u-v > 0y ||u x v|| = 2V/3, entonces ||u — v|| = 2.
7. El conjunto {(0,k, —4), (=1,1,k),(1,—2,0)} C R3 es linealmente independiente si y solo si k # 2.
8. Toda matriz elemental tiene un determinante igual a 1.

T+y=3
rT—y—z=—4

es /5.

9. La distancia del punto (1,0,2) a la recta r : {

Muiltiple opcion.

1. Sean las bases A = {(1,0,2),(0,1,-2),(2,3,-1)} y B = {(2,-2,1),(-2,3,2),(1,0,3)} de R3. Sea T :
R3 — R? la transformacién lineal dada por

1 2 -1
s(Ma=[1 0 -5
0 4 9

A) T(v) = (0,1,3)
B) T(v) = (1,1,0)
C) T(v) = (—1,-9,18)
D) T(v) = (28,39, —3)
E) T(v) = (48, —19,99)

2. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimensién finita, {v1,ve,v3} una base de V., y T': V. — W una
transformacién lineal sobreyectiva. Se consideran los dos conjuntos:

A= {T(’Ug),T(’Ug) — QT(’Ul),T(’Uz) + T('Ug)} cWwW

B = {T(Ug),T(’Ul) — T(U3),T(’Ug) + 3T(U2),T(U3) + T(’Ug)} CcWw.

Entonces:
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A

B) A es una base de Wy B es un generador de W.

) A es linealmente independiente y B es un generador de W.

)
C) Ay B son generadores de W.

)

)

=)

Ay B son linealmente independientes.
E

Ninguna de las opciones anteriores se aplica.

3. Sea T : R3[x] — R* la funcién definida por T'(p) = (p(0), p(1),p(2), p(3)). Entonces:
A

(A) T es una transformacién lineal inyectiva pero no sobreyectiva.
(B) T es una transformacién lineal sobreyectiva pero no inyectiva.
(C) T es un isomorfismo.

(D) T es una transformacion lineal ni inyectiva ni sobreyectiva.

(E) T no es una transformacién lineal.

4. Sean A, Ay € Mat(R),,x, tales que Ag es una forma escalerizada reducida de A. Se consideran las
siguientes afirmaciones:

I. det(A) = det(Ay)

II. Rg(A) = Rg(Ao)

III. traza(A) = traza(Ao)
IV. ker(A) = ker(Ayp)

Entonces:
(A) I, II, IIT y IV son verdaderas.
B

)
(B) II es verdadera; I, III y IV son falsas.
(C) Ty II son verdaderas; IIT y IV son falsas.
(D)

)

D
(E) IV es verdadera; I, IT y III son falsas.

IT y IV son verdaderas; I y III son falsas.

5. Dado un vector w € R? no nulo, se considera el conjunto S = {v € R* : v-w =0y v x w = 0}. Entonces:

(A) S no es un subespacio vectorial de R3.
(B) S = {0} (subespacio nulo de R3).

(C) S es un subespacio de R? de dimensién 1.
(D) S es un subespacio de R? de dimensién 2.
(E) S=R3.

6. Sean la recta r:

204y =2
r4+y+z=4

y el plano 7:
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T=-A+p
y=A
z=1—pu

con \, it € R. Indicar la opcién correcta:

A

La recta r esta incluida en el plano .
B) La recta r es paralela al plano 7, y d(r, 7) = v/3.

7
La recta r corta al plano 7w en un punto, y es ortogonal a 7.

(
(
(
(D

)
)
C) La recta r es paralela al plano 7, y d(r,7) = -
)
)

(E) La recta r corta al plano 7 en un punto, pero no es ortogonal a .

. Sea T : Rg[z] — Rs[z] la transformacién lineal definida por T'(p) = p’ para todo p € Rs[z]. Se consideran

los dos subespacios S; y S2 en Rs[z] definidos por S1 = Im(T) y Se = {p € R3[z] : p(0) = p’(0) = p”'(0)}.
Entonces:

(A) S1 @ Se = Rs[z] (suma directa).

(B) S1 + S2 = Rs|z], pero la suma no es directa.

(C) La suma S1 + S2 es directa y dim(S; @ Ss) = 3.

(D) 3
) 2.

D) La suma S; + S no es directa y dim(S; + S)
(E) La suma S; + Sy no es directa y dim(Sy + S)

8. Dado a,b € R, se considera el sistema lineal S con 3 ecuaciones y 3 incégnitas dado por la matriz ampliada
1 a -1 1
—a -1 1] -1
-1 —a a b
El conjunto solucion del sistema S es una recta si y solo si:
(A) a® # 1 (cualquier valor de b).
(B) a =10 a= -1 (cualquier valor de b).
(C)a=1yb=0.
(D) a = —1 (cualquier valor de b).
(E) a=-1yb=1.
Solucién.
1123|456 |7|8]9
VI IVIF|V|F|V|F|F |V
1121345 |6|7]|8
A|C|C|D|B|B|B|E

Justifiacién.
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Verdaero-falso.

1.

Verdadero. En efecto, si AB'C? = %I, entonces AB'C? es invertible (pues %I lo es), lo que implica que
las tres matrices A, B y C' son invertibles.

Verdadero. En efecto, tenemos que S = {X € R" : (42 — BY)X = 0} = Nicleo(4% — B) Csy R™.

Falso. En efecto, si existiera tal transformacién, tendriamos que dim(ker(7T")) = dim(Im(7)), de tal modo
que dim(ker(7T")) + dim(Im(7)) = 2dim(ker(7")) = 3 (teorema de las dimensiones). Esto es posible ya que
3 es impar.

Verdadero. Tenemos que |[u+420v||? = (u+2v)- (u+2v) = ||u]|>+2(u-20)+|20]|? = (2v/3)2+(2)? +4(u-v) =
16 + 4(u - v). Como ||u + 2v||? = 42 = 16, se deduce que u - v = 0. Entonces u es ortogonal a v.

Falso. Sea A € Mat(R),,«x, la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo. Tal sistema tiene solucién
unica si y solo si ker(A4) = {0}, es decir, si y solo si Rg(A4) = n (por el teorema de las dimensiones).

Verdadero. Sea o € [0, 7] el dngulo formado por los dos vectores u y v. Como ||u A v|| = sin a|ul|||v]],
. A
tenemos que sina = % = % = § Por lo tanto, tenemos que a = % o a = %’T Pero como

u-v > 0, tenemos que a < 7, entonces o = % (= 60°). Y como los vectores u y v tienen la misma norma

lu]l = |lv|| = 2, estos dos vectores forman un tridngulo equildtero. Por lo tanto, el tercer lado del tridngulo,
representado por el vector u — v, tiene la misma norma: |lu — v|| = 2.
0 -1 1
Falso. Sea A = | k 1 —2| la matriz formada por los 3 vectores-columnas (0,k,—4), (—1,1,k)
-4 k 0

y (1,-2,0). Como det(A) = k% — 4, el conjunto {(0,k,—4),(—1,1,k),(1,-2,0)} € R? es linealmente
independiente si y solo si k2 —4 # 0, es decir: si y solosi k # 2y k # —2.

Falso. Lo que es verdadero es que toda matriz elemental tiene determinante no nulo.

Verdadero. Se verifica facilmente que la recta r pasa por el punto A = (0, 3,1) y estd dirigida por el vector
u = (1,—1,2). Tomando P = (1,0, 2), tenemos que AP Au = (1,—3,1) A (1,-1,2) = (-5, -1, 2). Luego,
la distancia de P a r es dada por:

AP AW _ VA _
P ="~ =V

Muiltiple opcién.

1.

Opcién A. Tenemos que v = (1,0,2) (primer vector de la base A), de tal modo que coord4(v) = (1,0,0).
Entonces: coordg(T(v)) =g (T)a - coorda(v) = (1,1,0). Luego: T'(v) = (2,—-2,1) + (—2,3,2) = (0,1, 3).
Opcién C. Como {v1,va,v3} es una base de V' (es decir, dim(V') = 3), se verifica facilmente que:
- {v3,v9 — 2v1,v2 + v3} es una base de V (es decir, es linealmente independiente y genera V).
- {v2,v1 — v3,v3 + 3va,v3 + v2} genera V, pero no es linealmente independiente.
A través de la transformacién lineal T': V. — W, se deduce que:

» A = {T(vs), T(va — 2v1),T(v2 + v3)} es un generador de W (imagen de un generador por una

transformacién lineal sobreyectiva). En general, A no es linealmente independiente, pues T no es
inyectiva.
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= B={T(v2),T(v1 —v3),T(vs + 3vz), T (v3 + v2)} es un generador de W (misma razén que anterior-
mente).

Luego, A y B son generadores de W, y no se puede decir nada maés.

Opcién C. Sean B = {1,z,22,23} C R3[z] y C = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} C R* las
bases canénicas de R3[z] y R*, respectivamente. Tenemos:

T(1) = (1,1,1,1), T(z)=(0,1,2,3), T(z*) =(0,1,4,9), T(z*)=(0,1,8,27).

De este modo, la matriz «(T)p es:

10 0 0
11 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27

Se verifica facilmente (por escalerizacién) que la matriz ¢(T')p tiene rango 4, por lo tanto, es invertible.
Luego, la transformacién lineal T : Rz[z] — R* es un isomorfismo.

Opcién D. El algoritmo de escalerizacién preserva el rango y el nicleo (el conjunto solucién del sistema
homogéneo asociado), pero en general, no preserva ni el determinante ni la traza (en el caso donde n = m).

Opcién B. Para todo v € R?, v-w = 0 si y solo si v es ortogonal a w, mientras que v X w = 0 si y solo si
v es colineal a w. Como w # 0, el tinico vector que es ortogonal y colineal a w es el vector nulo 0. Por lo
tanto, S = {0}.

Opcién B. Se verifica facilmente que:

- La recta r pasa por el punto A = (1,0, 3) y tiene el vector director v = (1,—2,1). - El plano 7 pasa por
el punto B = (0,0, 1) y tiene los vectores directores u; = (—1,1,0) y ue = (1,0, —1).

Entonces, el vector normal del plano 7 es n = ug x ug = (1,1, 1).
Luego se observa que u x n = 0: el vector director de la recta r es ortogonal al vector normal del plano 7.

Esto significa que r es paralela a m, posiblemente incluida en 7. Por lo tanto, la distancia de r a 7 es dada
por d(r,m) = d(A, ) = |[BA - n|/||n||. Calculando esto, obtenemos d(r, 7) = 3/v/3 = V/3.

Opcién B. Es claro que S1 = Im(7T') = Ra[z] C Rs[z], ya que cualquier polinomio de grado igual o menor
a 2 es la imagen de algin polinomio de grado igual o menor a 3 mediante el operador de derivacién T. En
particular, tenemos que dim(S;) = 3, y {1, 2, 2%} es una base de (S;.

Por otro lado, es obvio que 23 € Sy, por lo tanto, la suma S; + So contiene los cuatro polinomios 1, z, 22

y 2% (base canénica de R3[x]), por lo que S; + So = R3[z]. Sin embargo, la suma S; + Sy no es directa, ya
que el polinomio p=1+2x + %xz (que no es nulo) pertenece tanto a S; (ya que es de grado < 2) como a

Sy (ya que p(0) = p'(0) = p”(0) =1).
Opcién E. Por escalerizacién, obtenemos que:

1 a -1 1 1 a -1 1
—a -1 1| -1 — 0 a>—-1 1l—a|a-1
-1 —a a b 0 —a—1 a+1|0b+1
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Se distinguen tres casos:
1. a® # 1 (es decir, a # 1 y a # —1). El sistema es compatible determinado y tiene una solucién tnica.

2. a = 1. En este caso, el sistema tiene la matriz ampliada

11 -1 1
0 0 0 0
00 O0]b+1

Se distinguen dos subcasos: 2.1. b # —1. En este caso, el sistema es incompatible.

2.2. b = —1. En este caso, el sistema es compatible indeterminado y su conjunto solucién es el plano
m:x+y—z=1.
3. a = —1. En este caso, el sistema tiene la matriz ampliada
1 -1 -1 1 1 -1 0 0
0 0 2 -2 | =10 0 1 -1
0 0 —-2|b+1 0 0 0|b—-1
De nuevo, se distinguen dos subcasos:
3.1. b # 1. En este caso, el sistema es incompatible.
3.2. b = 1. En este caso, el sistema es compatible indeterminado y su conjunto solucién es la recta

r:x—y=0,z=—-1.

Luego, el conjunto solucion del sistema original es una recta solo en el iltimo caso, donde a = —1 y b = 1.
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10.9. Ano 2017.

10.9.1. Examen: 04 Febrero 2017.
Muiltiple opcion.

1. Sean los planos m; y 7o, asi como las rectas r, s, y t definidas de la siguiente manera:

Ty
c=1+A—p
y=-A
z=—14pu
Upy
20 —y+z2=1
r:
r=1+ 2«
y=«a
z=—1—-3«x
s:
r=14+«
y=«
z=—-1—«
t:
r+y+2=0
—y+z=2
Entonces:
A miNmy =r.

)

) T Ny =s.
C) m Nmy = 0.
)

)

2. Sean Ay B € Mat(R),y5 invertibles, tal que B?> = B. Entonces, la matriz P definida como:

P = A%(71B)*A™!
cumple:
(A) det(P) =T.

(B) Puede ser det(P) =7 o det(P) = 0, dependiendo de la matriz B.
(C) det(P) = 7det(A).
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(D) det(P) = 72 det(A).
(E) det(P) = 7*det(A).

3. Sean Ay B € Mat(R)ax2. Se consideran las siguientes afirmaciones:
(I) traza(AB) = traza(A) - traza(B).
(IT) A conmuta con todas las matrices 2 x 2 si y solo si A es multiplo de la identidad.
(IIT) Si Rg(A) = 2, entonces existe b € R? tal que el sistema Alb es compatible indeterminado.

Indicar la opcién correcta:

A. Ninguna afirmacién es verdadera.
B. Solamente (I) y (III) son verdaderas.
C. Solamente (II) es verdadera.
D. Solamente (I) y (II) son verdaderas.
E. Solamente (III) es verdadera.
4. Sean los subespacios vectoriales Wi = [(1,—3,2),(2,—4,1),(1,-5,5)] C R® y Wy = {(x,y,2) € R3 :
4z + 2y + z = 0} C R3. Indicar la opcién correcta:

A By ={(1,-3,2),(2,—4,1),(1,-5,5)} es una base de W1 y By = {(1,0,—4),(0,1,—2)} es una base
de Ws. Entonces no esta deﬁmda la suma de coordpg, (w1) + coordp, (w2), Vw; € W1 y Ywy € Wa.
B. By = {(2,-8,7),(3,—-7,3)} es una base de W1 y By = {(1,1,-6),(1,—1,2)} es una base de Whs.

Entonces coordg, (6, —16,9) + coordp, (0,1, —2) = (2, 3).

C. Sean B una base de W; y By una base de Ws. Entonces no esta definida la suma de coordp, (wy) +
coordp, (ws), Ywy € Wy y Yws € Wy, ya que Wy y Wa son dos subespacios vectoriales diferentes.

D. By ={(2,-8,7),(2,—10,10)} es una base de W1 y Bs = {(—1,1,2),(2,1,—10)} es una base de W5.

Entonces coordg, (6, —16,9) + coordp, (0,1, —2) = (-4, 2).

E. By = {(2,-6,4),(3,—13,12)} es una base de W7 y By = (1,0,—4), (3,3, —18) es una base de Whs.
Entonces coordg, (4, —12,8) + coordp, (0,1, -2) = (1,1).

5. Se consideran las siguientes afirmaciones:

a) Existen infinitas transformaciones lineales T : R® — R3 tales que 7(1,0,1) = (1,0,1), T(1,1,1) =
(1,1,1) y T(0,2,0) = (0,2,0).

b) Sin < m entonces no existe transformacién lineal T' : R"™ — R™ sobreyectiva.

c¢) Existe una transformacién lineal T : R? — R? y bases A y B de R? tales que

ana=(5 1)

w(@s= (3 3)

Indicar la opcién correcta:
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Ninguna afirmacién es verdadera.
Solamente I y III son verdaderas.
Solamente I es verdadera.

Solamente I y II son verdaderas.

=0 aw»

Solamente III es verdadera.

Desarrollo.
1. Se consideran los vectores u = (1,—1,0), v = (0,1,-1) y w = au — v.

a) Hallar el valor de « para que u y w sean ortogonales.

b) Para a = 2, hallar el dngulo que forman v y w.

2. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por A = (1,1, 1), es paralela al plano 7 : © —y + z = 3, y corta a
la recta s dada por:
=1
y=3

3. a) Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo k, con dim(V)=ny T :V — W una
transformacién lineal.

1) Definir nicleo e imagen de 7.
2) En el caso que N(T') = {0}, probar que dim(V) = dim(ker(7")) + dim(Im(T)).
b) Sean T : Mat(R)ax2 — R tal que T(A) = traza(4), y S : Ro[z] = Mat(R)2x2 tal que

1 -1 0
0o 1 1
5(5)a = 2 -1 -1
-1 1 2

donde
=11 1):(i 0) (0 0)-(0 o)
y A={2?z,1+z}.

1) Hallar una base del niicleo y una base de la imagen de T o S.
2) Mostrar que se cumple el teorema de las dimensiones para T' o S.

Solucion.

112131415
A|E|C|E|D

Ejercicio 1. u y w son ortogonales si y solo si (w,u) = 0. Por lo tanto:
(w,u) = {(au —v,u) = af{u,u) — (v,u) =0

Entonces, podemos resolver para a:
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Para a = 2, resulta que w = 2u — v = (2,—3,1). Ahora, recordando que el déngulo entre dos vectores v y w
estd dado por la relacion:
(v, w) 4 2

llllwll ~  Vavia V7

cos(f) =

Por lo tanto, 8 = 139°.

Ejercicio 2 Como la recta r corta a s, entonces pasa por el punto B = (1,3, k).

Dado que pasa por A = (1,1,1) y por B = (1,3, k), tiene como vector director 1@ =(0,2,k—1).

Al ser paralela al plano 7, el vector n = (1, —1,1) es normal a 7 y ortogonal a zﬁ Por lo tanto, tenemos
f@'n = 0, de donde se deduce que -2+ k —1 =0, y por lo tanto k =3 y zﬁ =(0,2,2).

Por lo tanto, r tiene como ecuacién:

r=1
r:sy=14+M1€eR
z=1+A

Ejercicio 3 (a.1) Ver tedrico.
(a.2) En primer lugar, hallaremos la matriz asociada a la transformacién T en las bases B y la base candnica
de R, la cual llamaremos C. De esta forma:

C(T)B:(traza(} 1) traza G (1)) traza (é é) traza((l) 8)):(2 11 1)

Luego, podemos obtener la matriz asociada a la transformacién T o S : Ro[xz] — R en las bases A y C' como
c(ToS)a=c (T)p B (5)a.
Asi,
c(ToS)a=(3 -1 2

(b.1) Ncleo: Calculamos primero el niicleo de la matriz asociada:

3a—f+2y=0
8 =3a+ 2y

Por lo tanto, una base del niicleo de la matriz asociada es:

{(1,3,0),(0,2,1)}

Recordando que estamos trabajando con la base A de Rg[z], para obtener una base del nicleo de la trans-
formacion, debemos aplicar la transformacién coord}l.

Finalmente, se obtiene {z% + 3z, 3z + 1} como base del nicleo de la transformacién T o S.

Imagen: A partir de la matriz asociada de T o S, vemos que el espacio generado por las columnas coincide
con R, por lo que claramente Im(T o S) = R.

(b.2) A partir del teorema de las dimensiones y de los resultados anteriores, sabemos que:

dim(Rs[z]) = dim(ker(7T o S)) + dim(Im(T o S))

3=2+1
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10.9.2. Examen: 13 Julio 2017.
Muiltiple opcién.
1. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y T': V' — V una transformacién lineal sobreyectiva. Se
consideran las siguientes afirmaciones:
(I) dim(ker) (T) =0
(IT) Existe una base B de V tal que B((T))B no es invertible.
(I1I) Si {v1,...,v,} es una base de V, entonces T'(vy1),...,T (vy,) también.

Entonces:

A

(A) Las tres afirmaciones son verdaderas.

(B) Sélo las afirmaciones (I) y (IIT) son verdaderas.
(
(D

(E) Sélo la afirmacién (I) es verdadera.

)
)
C) Sélo la afirmacién (III) es verdadera.
) Sélo las afirmaciones (II) y (III) son verdaderas.
)

2. Si
a c
d e f|=-5
g h 1

el valor del siguiente determinante

3b 6e 9b+3h

a 2d 3a+gyg
c 2f 3cH+i

es:

(A) 30

(B) 90

(C) -90

(D) -30

(E) 1

3. Sea {v1,v2,v3} un conjunto de vectores de R3. Se consideran las siguientes afirmaciones:
(I) dim([vy + va,ve]) = dim([v1, va)).

(IT) {v1, va,v3} es linealmente independiente si y solo si {v; — vg, vy — v3,v1 + v3} es linealmente indepen-
diente.

(IIT) Si vy = (o, 1,1), v = (2,20, 2), v3 = (3,3,3a), existe un tnico valor de « tal que {vy,vs,v3} es
linealmente independiente.

Entonces:
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(A) Todas son verdaderas.

(B) Sélo (I) y (II) son verdaderas.
(C) Todas son falsas.

(D)

(E) Sdélo (I) y (III) son verdaderas.

Sé6lo (I) es verdadera.

4. Dados los siguientes conjuntos, con las respectivas operaciones habituales:

S1={p € Ry[z] : p(z) = p(—2)}
Sy ={A € Mat(R),,x,, : det(A) es par}
S3 = {(z,y,2) € R3 : 2% + y2 =0}

Entonces:

(A) Solo Sy es subespacio.

(B) Sélo Sy y S2 son subespacios.
(C) Sélo Sy y Ss son subespacios.
(D) Todos son subespacios.

(E) Sélo S; es subespacio.

. Unas ecuaciones de la recta r que pasa por P = (2,0, —1), corta a la recta s definida por:

r+2y=6
y+z=3
y cuya direccién es ortogonal a la direccion de la recta ¢ definida por:

r+y=—4
y—z=-3

Son:
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6. Se considera la transformacién lineal T' : Ro[z] — R2, con matriz asociada:
1 3 2
sa=(F & 1)
5 3

Siendo A = {1,z,1+ 2%} y B={(2,1),(1,3)}. Entonces se cumple:

(A) T(ax?®+bxr +c) = (a+b,c)
(B) T(az® +bx +c) = (a+2b,—c)
(C) T(ax?+ bz + c) = (a — 3b,2c)
(D) T(ax?®+ bx +c) = (a — b, —c)
(E) T(az? +bx + ¢) = (2a + b, 2¢)
Desarrollo.

7. a) SeanT:V — Wy S:V — W dos transformaciones lineales que cumplen S(v;) = T'(v;) para todo
i=1,...,n, siendo {v1,...,v,} una base de V. Probar que S(v) = T'(v) para todo v € V.

b) Sean {vi,...,v,} una base de V', wy, ..., w, vectores arbitrarios en W. Probar que existe una unica
transformacién lineal T': V' — W tal que T'(v;) = w; para todo i = 1,...,n.

¢) Se consideran los subespacios S = [(1,1,1)] CR3y U = { (Z Z) ta,b e R} C Mat(R)ax2. (Existe

una tnica transformacién lineal 7' : R® — Mat(R)z2x2 tal que ker(T) = S e Im(T) = U? Justificar
su respuesta.

8. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S7 y S dos subespacios de V.

a) Pruebe que V=51 ® Sy siy solosi V=251 + 55y S NSy ={0}.

b) En el espacio vectorial V' = Rs[z], se consideran los subespacios S; = {p € Rs[z] : p(0) = p(1) = 0}
y Sy = [1‘3 — 562,1‘ —+ 1] Halle S; N Ss. LEs Rg[l‘] =851 ®S5y7?

Solucion.

11213415
B|A|B|C|DJ|A

(=}

1. Ejercicio 7

a) Ver tedrico.

b) Ver tedrico.

a a
b b
;Existe una tinica transformacién lineal T : R® — My tal que ker(T) = S e Im(T) = U? Justificar
su respuesta.

No. Si consideramos la base A = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R? y el conjunto de vectores

¢) Se consideran los subespacios S = [(1,1,1)] CR?* y U = ( ) ca,b € R} C Mat(R)axo.
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1 1 0 0 0 0
(o 0)-(0 1) o)
Existe una transformacién lineal Ty : R? — Mat(R)ax2 tal que

Ti(1,1,1) = (8 8),1}(1,1,0) <(1) é),Tl(l,0,0) <(1’ (1)>

Existe una transformacién lineal Ty : R3 — Mat ()22 tal que

T(1,1,1) = (8 8),T2(1,1,0)_ <‘1) ?),Tg(l,0,0)_ <é (1)>

Se verifica que ker(Ty) = ker(Tz) = S y Im(7T1) = Im(T») = U, pero sin embargo T} # Tb.

entonces:

8 Parte a: Ver Tedrico.
Parte b: En el espacio vectorial V' = Rg[z], se consideran los subespacios S1 = {p € R3[z] : p(0) = p(1) = 0}
y Sy = [#3 — 2%, 2 + 1]. Encuentre S; N Sy. (Es Rylx] = S @ S?
Si p(x) = az® + bx? + cx + d € Sy, entonces, al ser p(0) = p(1) = 0, se tiene:

d=0
at+b+c+d=0

Por lo cual, c=-b—ayd=0,y p(z) =a(z® — x) + b(z? — 2).

Si p(z) € So, entonces existen o y B en R tales que p(r) = a(x® — 22) + B(z + 1). Por lo tanto, si
p(zx) € S1 N Sy, entonces existen a, b, a, y § en R tales que:

a(xz® —z) +b(z? —x) = a(a® — 2%) + Bz + 1)

Recordando que dos polinomios son iguales si y solo si coinciden sus coeficientes, se deduce que necesaria-
mente § =0, y por lo tanto:

az® + bz + (—a — b)x = az® — az®.

Usando nuevamente el mismo argumento, a = —b = «. Por lo cual, p(z) = a(z® — 2%) con a € R, y

entonces S; N Sz = [23 — 2?].

R;3[z] no es la suma directa de S; 4 Sa, ya que, como se mostré en la parte anterior, S; NSy # {0}.
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10.9.3. Examen: 06 Diciembre 2017.
Multiple opcién.
1. Dados los siguientes conjuntos de R, [x]:
S1={p € Rufa] : p(1) =p(2) = ... = p(n — 1) = 0}
Sz = {p € Rn[z] : po(z) = 0}
S3 = {p € R,[z] : p(x) = 0 para todo z o p tiene exactamente dos raices reales distintas}

Indique la opcién correcta:

(A) Solo Sp es un subespacio.

(B) Solo Sy es un subespacio.

(C) Solo Sy y Sy son subespacios.
(D) Todos son subespacios.

(E) Solo Sy y S3 son subespacios.

2. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Sean B = {v1,v2,...,0,} CV y D = {wy,wa,...,w,} C
W. Considere las siguientes afirmaciones:

(I) Si B es linealmente independiente, entonces existe una tnica transformacién lineal T : V' — W tal que
T(v;) = w; paratodoi=1,...,n.

(IT) Si B genera V', entonces existe una tnica transformacién lineal T': V' — W tal que T'(v;) = w; para
todoi=1,...,n.

(IT1) Si B genera V' y D genera W, entonces existe una tnica transformacién lineal T : V' — W tal que
T(v;) = w; paratodoi=1,...,n.

Indique la opcién correcta:

(A) Sélo la afirmacién (I) es correcta.
(B
(
(

)
) Sélo la afirmacién (IIT) es correcta.
C) Sélo las afirmaciones (I) y (III) son correctas.
)
)

D

(E) Ninguna de las afirmaciones es correcta.

Sélo las afirmaciones (II) y (III) son correctas.

3. Sea S un subespacio de V'y A = {vy,vq,v3} una base de S. Sean C' = {v; — vo,v9 — v3,03 —V1} ¥
B = {v; + v, vy + v3,v3 + v1 }. Se consideran las siguientes afirmaciones:

(I) C y B son bases de S.
(IT) C genera un subespacio de S de dimensién 2.
(III) B es un conjunto linealmente dependiente.

Indique la opcién correcta:

(A) Solamente (II) es verdadera.
(B) Solamente (I) es verdadera.
(C) Solamente (III) es verdadera.
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(D) Solamente (II) y (III) son verdaderas.
(E) Ninguna de las tres opciones es verdadera.
4. Sea A una matriz con entradas reales de tamafnio n x n tal que det(A) = 0 y sea b un vector en R™. Se
consideran las siguientes afirmaciones:
(I) Existen vectores b para los cuales el sistema Az = b es incompatible.
(IT) Existen vectores b para los cuales el sistema Az = b es compatible determinado.

(III) Para b = 0, el sistema es compatible indeterminado.

Entonces:

(A) Sdlo las afirmaciones (I) y (III) son correctas.
(B) Sélo la afirmacién (III) es correcta.

(C) Sélo las afirmaciones (I) y (II) son correctas.
(D) Sdlo las afirmaciones (II) y (III) son correctas.
(E) Todas son correctas.

5. Siendo T : V' — W una transformacién lineal. Se consideran las siguientes afirmaciones:
(I) Si u,v,w € V son tales que T'(w) = T'(u) + T'(v), entonces w = u + v.
(IT) Si w € V es tal que T'(u) = 0, entonces u = 0.
(IT1) Si dim(Im(T)) = 0 = T(v) = 0Vv € V.

Entonces:

(A) Sdlo la afirmacién (I) es verdadera.
(B) Sélo las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
(C) Sdlo las afirmaciones (IT) y (IIT) son verdaderas.
(D) Sdélo la afirmacién (III) es verdadera.

)

(E) Son todas falsas.
6. Se considera el plano « de ecuacién «: x +y+ 2z = 1 y el plano 5 que pasa por los puntos A = (1, 1, 3),
B=(1,0,2),C=(0,-3,0). Sear = anp.
Se consideran las siguientes afirmaciones:
(I) La recta que pasa por (1, 1, 2) y es paralela arest: (z,y,2) = (1,1,2) + A(3,1,—2).
(IT) El éngulo entre r y s : (z,y,2) = (1,2,3) + u(0,0,1) es %.

1
(IIT) La distancia del punto (1,0,1) a1 es 4/ 73
Elija la opcion correcta:

(A) Sdlo la afirmacién (I) es verdadera.
(B) Sélo las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
(C) Sdlo (III) es verdadera.
(D)
)

(E) Las tres afirmaciones son verdaderas.

Sélo las afirmaciones (I) y (II) son verdaderas.
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Desarrollo.

Ejercicio 7

1. Sea T : V — W una transformacion lineal. Definir el nicleo de T y probar que es un subespacio
vectorial.

2. Si T : R*[z] — R? estéd definida por B(T))a =

O ==

0 1
0 1], donde A = {2%2 + 2,0 - 1,1} y
-1 0

B ={(1,0,1),(1,1,1),(0,0,1)}.

a) Hallar la expresién de T'(p) para todo p € Ry[z].
b) Hallar el nicleo de T

Ejercicio 8. Dado V' un espacio vectorial sobre R. S; y S5 son subespacios de V.

1. Definir S; + S5 y definir cudndo la suma de Sy y So es directa.

2.SiV_Mat(R)2X2,Sl—{<(1) (1)>G D],SQ_{G)‘ Z):a,beR},

a) Hallar bases y la dimensién de S y So.
b) Investigar si Mat(R)ax2 = S1 @ So.

Solucion.

1123|456
C|E|A|A|D|B
Ejercicio 7.1: Ver Téorico

Ejercicio 7.2.a: Sea T'(az? + bz + ¢) = (2b+ 2¢,b + ¢,a + b+ 2c).
Coordenadas en la base A de az? + bz + ¢ son (a,b—a,—a + b+ c).

1 0 1 a b+c
1 0 1 b—a =|b+c
0 -1 0 —a+b+c a—2b

(2b+2¢,b+c,a+b+2c) = (c+b)(1,0,1) + (¢+b)(1,1,1) + (a — b)(0,0, 1).
Ejercicio 7.2.b: ker(T): a = —c, b = —¢, por lo tanto ker(T) = {—cz? —cx + ¢,c € R} = [2? + 2 — 1].

Ejercicio 8.1: Ver tedrico.
Ejercicio 8.2.a: Como el conjunto

G D)6

es linealmente independiente y ademds genera S7, entonces es una base y dim(S;) = 2.

Por otro lado
a a 1 1 0 0
(5 5)=(o o) =0 1)
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(o) (o 2]

son linealmente independientes, entonces una base de Ss es el conjunto

(1 0)-6 1)

y ademas

y su dimensién es 2.

Ejercicio 8.2.b: Es claro que
L1y _ (1 1y (00
1 1) \1 0 0 1)’

por tanto S; N Sz # {0} y entonces la suma no es directa. Otra forma es ver que Mat(R)aya # S1 + So, por

ejemplo la matriz
0 1
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10.10. Ano 2018.

10.10.1. Examen: 03 Febrero 2018.
Muiltiple opcién.

1. Sean A = {v1,v9,...,v,} una base de un espacio vectorial V sobre Ry T : V — V una transformacién
lineal. Se consideran las afirmaciones:
(I) ker(T) C ker(T?).
(IT1) Im(T") C Im(7?).
(D) A(T?)a = (a(T)a)*

Entonces:

(A) Solo (I) es verdadera.

(B) Solo (III) es verdadera.

(C) Solo (I) y (IIT) son verdaderas.

(D) Ninguna de las tres afirmaciones es verdadera.
)

(E) Las tres afirmaciones son verdaderas.

2. Se consideran las rectas 7:

r=14+A
y=—-14+X
z=1+2A
y s
z+y+1=0
—z4+2z—1=0
Se consideran las siguientes afirmaciones:
(I) Las rectas r y s son ortogonales.
(IT) La recta t:
r=-14+p0
y=-—1
z=1-p

es ortogonal a r y a s.
(III) tNnr =0y tNs+# 0 siendo ¢ la recta de la afirmacién anterior.

Entonces:

(A
(B
(
(

) Ninguna afirmacién es verdadera.
)

C) Solamente las afirmaciones (IT) y (III) son verdaderas.
)
)

Solamente las afirmaciones (I) y (II) son verdaderas.

D) Solamente la afirmacién (IT) es verdadera.

(E) Solamente la afirmacién (III) es verdadera.



EVALUACIONES: EXAMENES.

493
1 1 2 1
3.SeaA=[a -1 o 1
3 1 5 3
Entonces:
(A) Rg(A) = 2 solo para a = 1.
(B) Rg(A) = 2 solo para oo = —1.
(C) Existen infinitos valores de a para los cuales Rg(A) = 2.
(D) Las filas de A son linealmente dependientes para infinitos valores de a.
(E) Las columnas de A son linealmente independientes para algin valor de a.
4. Sean las matrices A = (i 2), B = (2f 1‘ 2d  f }' 1) yC = (f 1) Se sabe que det(AC) = —40 y
que d = 8 4 2¢. Entonces, det(B) es

(A) 32.
(B) —32.
(C) —4.
(D)
(E)

Sea la transformacién lineal T' : Ry[z] — R? cuya matriz asociada es p(T)a = (

A={2* 2,1}y B={(1,1),(1,0)}. Entonces T(z? + 2z + 3) es igual a:

(A) (0,3).
(B) (6,12)
(©) (1,2).
(D) (3,6).
(E) (3,3).

6. Dados los siguientes subconjuntos de R™|[x]:
S1={p eR"[z] : p(1) + p(2) = 0}
Sy = {p € R"[z] : p(1) > p(2)}.
S5 = {p € R"[z] : p(1)p(2) = 0}.
Entonces,

A) Sélo Sy es subespacio vectorial de R, [x].

B) Soélo S; es subespacio vectorial de R, [z].

(A)

(B)

(C) Sélo Sy y S3 son subespacios vectoriales de R,,[z].

(D) Sélo Sy y S3 son subespacios vectoriales de Ry, [z].
)

(E) Los tres conjuntos son subespacios vectoriales de R, [z].

1 1 1 .
1 0>,blend0
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Desarrollo.
Ejercicio 7

a) Sean V y W dos K-espacios vectoriales, {v1, va,...,v,} una base de V., y wy, wa, ..., w, € W. Probar
que existe una unica transformacién lineal T : V' — W tal que T'(v;) = w; para todo i = 1,2,...,n.
(Aclaracién: Debe demostrarse la existencia, que T es una transformacién lineal y la unicidad.)

b) Sea T : R® — R?® una transformacién lineal tal que 7'(1,1,0) = (2,0,1), T(1,0,1) = (2,2,2) y
T(1,1,1) = (3,1,2).

1) Probar que existe una tnica T' que satisface estas condiciones y encontrar T'(z,y, z) para todo
(v,y,2) € R3.

2) Encontrar ker(T), interpretar geométricamente y encontrar su ecuacién paramétrica.

3) Encontrar Im(T'), interpretar geométricamente y encontrar su ecuacién paramétrica.

Ejercicio 8
a) Sean S7 y S2 € Mat(R)axo tales que S; = {A € Mat(R)ays : A es antisimétrical y So = {A €
Mat(R)ayo : traza(A) = 0}.
1) Encontrar una base y la dimensién de S; y Sy. Justificar.
2) Determinar si Mat(R)2x2 = S1 @ So. Justificar.

Solucion.

11213456
C|D/A|B|D|B

7.a Ver Tedrico.
7.b.1 La transformacién lineal T definida como T'(z,y,2) = (t+y+ 2,2 —y+ 2,2 + 2).

7.b.2 El nicleo de T, es la recta de direccién (1,0, —1) que pasa por el origen. Su ecuacién paramétrica es
entonces (x,y,z) = A(1,0,—1) con X € R.

7.b.3 Por el teorema de las dimensiones, el conjunto imagen de T, denotado como I'm(T’), tiene dimensién y es
un subespacio generado por los vectores (2,0,1), (2,2,2) y (3,1,2). Como (3,1,2) = (2,0,1) + 3(2,2,2),
se deduce que una base para Im(T) es {(2,0,1),(2,2,2)}. Por lo tanto, Im(T) es el plano que pasa

por el origen y tiene vectores de direccién (2,0,1) y (2,2,2). Su ecuacién paramétrica es (z,y,z) =
#(2,0,1) +v(2,2,2) con p,v € R.

8.1 Podemos reescribir los subespacios S1 y Sz de la siguiente manera:

a-{(5 5
e 5)inoncs)

1

1 0) }, y la dimensién de S; es 3, con una base

Luego, la dimensién de S; es 1, con una base {

o 5)-6 o) G o)}
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8.2 Finalmente, como S; es un subconjunto de Sy, tenemos que S; NSy = Sy. Por lo tanto, Mat(R)ayx2 no es
la suma directa de S7 y Ss.

10.10.2. Examen: 5 Diciembre 2018.
Muiltiple opcion.
1. Sea A ={(1,1,1),(1,2,3),(0,2,4),(0,0,1)} C R3.

Entonces:

(A) Existe una tnica transformacién lineal T': R® — R? tal que 7(1,1,1) = (2,3), T(1,2,3) = (1,0),
7(0,2,4) = (1,0), T(0,0,1) = (1, 1).

(B) Existen infinitas transformaciones lineales T : R? — R? tales que T'(1,1,1) = (2,3), T(1,2,3) = (1,0),
7(0,2,4) = (—2, —6).

(C) Existen infinitas transformaciones lineales T : R® — R? tales que T'(1,1,1) = (0,3), T(1,2, 3) = (1,0),
T(07 27 4) = (727 76)3 T(07 07 1) = (lﬂ 2)

(D) Existe una tnica transformacién lineal 7' : R® — R? tal que T(1,1,1) = (0,3), T(1,2,3) = (1,0),
7(0,2,4) = (2,—6), T(0,0,1) = (1,2), y cumple T(2,3,0) = (0,1).

(E) No existe ninguna transformacién lineal 7' : R?® — R? tal que T'(1,1,1) = (2,3), 7(1,2,3) = (1,0),
T(0,2,4) = (—2, —6).

2. Sean V = R3] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a 3 y el subespacio vectorial
S definido como S = [23 + 2z + 1,23 + 22, 32% — 1]. Entonces ax® + bz + cz +d € S si y solo si:

(A) 2a+b+c+d=0
B)b=c=0

(C) —2a+b—c+d=0
(D) b=d=0

(E) —a+b—c+3d=0

3. Sea T : Ry[z] — R3? dada por

T(az? +bx +c) = (\a,a + Ab+c,a+ b+ Ac)
siendo A un numero real. Entonces:

(A) T nunca es invertible.

(B) T es invertible YA € R.

(C) T es invertible < X\ # 0.

(D) T es invertible < X # 1.

(E) T es invertible < X ¢ {—1,0,1}.

4. Sean V un espacio vectorial y T, S : V' — V dos transformaciones lineales. Se consideran las afirmaciones:
(I) Im(T' o T) C Im(T).
(IT) ker(T) Nker(S) C ker(T' + S).
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(III) ker(T) Nker(S) = ker(T + S).
Entonces:

(A) Solamente (I) es verdadera.
(B) Solamente (II) es verdadera.
(C) Solamente (I) y (II) son verdaderas.
(D)
)

(E) Las 3 afirmaciones son verdaderas.

Solamente (II) y (III) son verdaderas.

5. Sea 7 el plano de ecuacién reducida 7 : x 4+ 2y + 2z = 3. Considera la familia de rectas r, de ecuacién

paramétrica:
r = 1+ Xa?
ra =%y = 0+Aa+1)
z = 14+A(2)
Entonces:

=

(A) 74 es paralela a 7 para todo a.
(B)
(C) ro Cmsiysolosia#0.
(

D) r, es perpendicular a 7 para a =1y a = 2.

ro C msiy solosia=2.

(E) rq es perpendicular a 7 si y solo si aw = 1.

6. Sea la matriz M dada por:

a b c
M=|d e f
g h 1

y sabemos que det(M) = 2. Ahora consideremos la matriz N:

a+2g9 c+2i 2b+4h
N = 3d 3f Ge
g i 2h

Entonces, jcudl es el determinante de la matriz N7

=

4
-6.
C)
D) -12.
(E) 12.

(=)

(A)
(B)
(
(
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7. Sean A, B € Mat(R)7x7. Consideremos las siguientes afirmaciones:
(I) Se cumple necesariamente que tr(AB) = tr(A)tr(B).
(IT) Si AB es invertible, entonces necesariamente A y B son invertibles.

(IIT) Si A es invertible, entonces cualquier vector v € R7 se puede escribir como combinacién lineal de las
filas de A.

Entonces,

(A) Solamente (III) es correcta

(
B) Solamente (IT) y (III) son correctas.

D

(E) Solamente (I) y (IT) son correctas.

)
(B)
(C) Solamente (I) es correcta.
(D) Las tres son correctas.
)

8. Dentro de todos los planos que pasan por (2,1,1), sea 7 el que estd mds lejos del origen. Sea r la recta
cuya ecuacién paramétrica es: (1,1,1) + A(2,2, —2). Entonces,

z 6
Aly]l =13
z 3
y cuya solucion general es de la forma:
x 1 1 2
yl=11]+X|{-2]+n|0
z 0 0 1

Entonces, la tercera columna de A es:

4
(A) |2
2
2
B) [1
1
-2
©) | -1
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8

(D) (4
4
-8

(E) | —4
—4

10. Dadas dos matrices A y B fijas de dimensiones n X n, se consideran los conjuntos:
S ={r€R": Ax = Bx}, Sy = {r e R" : A%z = B%x},y S3 = {x € R" : Az = Bx — z}.
Entonces,

A
B

Solamente Sy y Sy son subespacios vectoriales de R™.
Solamente S, es subespacio vectorial de R™.

D

(A)
(B)
(C) Solamente S; y S3 son subespacios vectoriales de R™.
(D) Los tres son subespacios vectoriales de R™.

)

(E) Ninguno de los tres es subespacio vectorial de R™.

Solucion.

1123|456 |7|8]9]|10
BI/IE|IE|C|E|D|B|A|E|D
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10.11. Ano 2019.

10.11.1. Examen: 02 Febrero 2019.
Muiltiple opcién.

1. Se consideran los planos 71, w5 y la recta r definidas por:

7 (2,y,2) = (1,0,0) + A(—=1,1,0) + (1, 2,2)
Mo 2x4+y—z=1
ri(1,1,1) + t(~1,2,0).

Entonces,

)
)
C) m N7 es una recta paralela a 7.
) 71 N7y es una recta que corta a r en un solo punto.
)

(E 71 M2 es una recta que se cruza con r.

2. Sea A
1 b 01
2 2b a O
A= 2 2 a 0

0 2 a 1

con a,b € R.

Entonces:

(A) Rg(A) = 2 para algin valor de a y algin valor de b.

(B) Rg(A) =4 para todos los valores de a y b.

(C) Rg(A)=3siysolosia=00b=1.

(D) Sib=1, para algin valor de a el rango de A es 4.

(E) Si a =0, para algtin valor de b el rango de A es 4.

3. Se consideran las matrices n x n A invertible, B=A"!y C = A - At

Entonces:

(A) C es invertible, det(C) =1y C~! = B - B'.
(B) C es invertible, det(C') = det(A4%) y C~! = B - B".
(C) C es invertible, det(C) = det(A?) y C~1 = B*- B.
()
(E) C es invertible, det(C) =1y C~! = B*- B.

C puede ser no invertible.
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4. Si B es una matriz 3 x 3 con entradas reales que cumple det(B) =2y
2 1 3
A=1|1 1 -1
1 1 v

Entonces, det(AB~1) = 2 cuando:

(

=

22222
I

)
(B)
(©)
(D)

)

1
2.
3.
D 4
(

5. Sea T : Ry[x] — R? una transformacién lineal tal que cumple las tres igualdades siguientes:

=

T(z* +x+1) = (2,0,1),
T(x* + 3z —2) = (1,1,0),
T(z* + 52— 5) = (0,2,0).

Entonces,

(A) Existen infinitas transformaciones T que verifican las tres igualdades.
(B) No existe ninguna transformacién T que verifique a la vez las tres igualdades.

(C) Existe una tnica transformacién T que verifica las tres igualdades y ademds cumple T'(22% +4z—1) =

(3,1,1).

(D) Existe una tinica transformacién T’ que verifica las tres igualdades y ademds cumple T'(22%+6x—4) =
(2,2,0).

(E) Existe una tnica transformacién T' que verifica las tres igualdades y ademas cumple T'(222 +8z—7) =
(1,0,0).

6. Se considera el espacio vectorial R* y los subespacios S y R definidos como:

S ={(z,y,2,t): 2 =t,20 —y = t},

R=1[(1,2,-1,0),(1,1,2,2),(—1,-2,0,0)].
Entonces,
(A) SC Ry dim(R+S)=dim(R) =2.

(B) SC Ry dim(R+ S) =dim(R) = 3.
(C) dim(RNS) =1y dim(R+S5) =3.
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(D) dim(RNS)=1y R+ S =R
(E) RNS={0}y R S =R™%L

. Sean U y W subespacios vectoriales de R?* tales que dim(U) = 2 y dim(W) = 3. Entonces, la dimensién
de U N W puede tomar los valores:

(A) Necesariamente es 1.
B

)
(B) Necesariamente es 2.
(@) Unicamente puede tomar los valores 1 o 2.
(D)

)

D) Unicamente puede tomar los valores 0, 1 o 2.

(E Unicamente puede tomar los valores 1, 2 0 3.
. Se considera la transformacién lineal T : R?® — R3 definida como
T(xay7z) = (ﬂf - YT — y,Z)

Entonces:

B

(A) ker(T) es un plano, Im(7') es una recta y la distancia entre ambos es 1.

(B) ker(T) es

(C) ker(T') es un plano, Im(7T') es una recta y la distancia entre ambos es 0.

(D) ker(T)
(T)

er(T) es una recta, Im(T") es un plano y la distancia entre ambos es 1.

D) ker(T) es una recta, Im(7T') es un plano y la distancia entre ambos es 0.
(E) ker(T) e Im(T') son ambos planos paralelos y la distancia entre ambos es 1.
. Se considera la transformacién lineal 7' : R3[z] — R? definida como
T(azx® +br* +cx +d) = (a +b,a+c,b+d)
y las bases B = {23,2% + 2,2 — 1,1} y C = {(1,0,0), (1,1,0),(0,0,1)}. Entonces ¢(T)p es igual a:

(A)

00 -1 0

11 1 0

01 -1 1
(B)

1100

1010

0011
(©)

00 1 0

11 -1 0

111
(D)

00 2 0

11 -1 0
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00 20
1110
01 11

10. Se consideran tres vectores u, v, y w no nulos de R? tales que (u +v) Aw =0y (u—v) Aw = 0. Se
consideran las afirmaciones:

(I) wy v son colineales.
(IT) u y v son ortogonales.
(II) {u A v,w) > 0.

Entonces:

(A) Solamente (I) es verdadera.

(B) Solamente (I) y (II) son verdaderas.

(C) Solamente (I) y (III) son verdaderas.

(D) Ninguna de las tres afirmaciones es verdadera.

(E) Solamente (IIT) es verdadera.

Solucion.

10.11.2. Examen. 11 Julio 2019.

Verdadero-falso.

1. Existe una transformacién lineal T : R? — R? tal que ker(T) = r, donde 7 es la recta representada en la
siguiente figura:
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2. Sean A, B € Mat(R)gx¢ tales que A2B? es no invertible. Entonces, ni A, ni B son invertibles.

3. Sea B = {v1,v2,v3,v4,v5} C R%. Entonces, el conjunto B es linealmente dependiente .

4. SiT:V — W es una transformacion lineal biyectiva, y si dim(V") < oo, entonces tenemos que dim(V') =

dim(W).

5. Un sistema lineal de 5 ecuaciones y 7 incégnitas nunca es compatible determinado.

Multiple opcidn.

1. El determinante de la matriz A es:

El valor del determinante de A es:

SO OO~

OO OO W N

S OO OO =

SO O WN

OO = W

O~ N~ WN -

=N =W N
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Dado un par de vectores no nulos p y ¢ € R3, consideremos los conjuntos A, y B, definidos en R? de la
siguiente manera:

={veR’: (v,p) =0}
B,={veR3:vxq=0}

Entonces, ;cudl de las siguientes afirmaciones es cierta?

(A) dim(B,) =1y A, + B, = R3.

(B) dim(B,) =1y existen p,q € R? tales que A, + B, # R3.
(C) dim(B,) =2y A, + B, = R3.

(D) B, no es un subespacio de R y A, + [B,] = R3.

. Sean r y s las rectas dadas por

—2r+y+2=0

r:(0,1,—1) + A(1,0,2 s
( ) ( )y {2x+2y+26

La distancia entre r y s es:

(A) v30
(B) 6
(C) V35
(D) 5.
. Sean u y v dos vectores no nulos de R3. Si |ju|| = 1, si el 4ngulo entre u y v es 7 ¥ si 2u—v es perpendicular

a v, entonces:

A) vl = V2o |v]| = /2, y ambas opciones son posibles.
B) ||v|| = V2 o ||lv|| = —v/2, y ambas opciones son posibles.
C) |lvll = 3v2.
D) [lvll = v2.

~ o~~~

. Sea T : Ry[z] — R?® una transformacién lineal que cumple las tres igualdades siguientes:

T(@?+z+1)=(1,2,3)
T3z —2x + 1) = (2,3,4)
T(52% — 52 + 1) = (4,5,6)
(A) Existen infinitas transformaciones lineales T' que verifican las tres igualdades.
(B) No existe ninguna transformacién lineal T' que verifique a la vez las tres igualdades.

(C) Existe una tnica transformacion lineal T que verifica las tres igualdades y ademds cumple

T(42® —x +2) = (3,5,7).



EVALUACIONES: EXAMENES. 505

(D) Existe una tnica transformacién lineal T que verifica las tres igualdades y ademds cumple

T(62° — 4z 4 2) = (5,7,9).

6. SeaT : R* — R3 la transformacién lineal cuya matriz en las bases A = {(0,0,1, —1);(0,2,0,1);(1,0,0,0);(3,1,0,1)}
y B= {(07 _3a 1)? (17 2a 2)3 (07 17 0)} es:

0 1 0 1
sT)a=|(-1 0 1 0
1 2 0 -1
Entonces:
(A)T(1,-1,-1,1) = (—1,5,—4).
(B) T(1,-1,-1,1) = (0, -2, —2).
(C) T(1,-1,-1,1) = (—-1,—-6,-2).
(D) T(1,-1,-1,1) = (-2,-1,1).

7. Sea L(R3,R3) el espacio vectorial definido por
L(R3 R?) = {T : R® = R? transformacién lineal}

con las operaciones (T + S)(v ) T(v) + S(v) y (AT)(v) = AT (v)). Dada la transformacién lineal
F € L(R3 R?) definida por F(z,y,2) = (z,0,0), se consideran los subespacios

Vi={T € L(R*R®) :ToF =0}

y
Vo={T € L(R*,R3) : FoT =0}
Entonces:
(A) dim(V1) = dim(V2) =1
(B) dim(V31) = 3 y dim(V2) # 3
(C) dim(V;) = 6 y Vi + Vo = L(R3,R3).
(D) dim(Vy) =6y Vi + Vi # L(R3,R3).

8. La grafica del polinomio p(z) = az® + ba? + cx + d (a,b,c,d € R) estd dada por
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Después de haber determinado los coeficientes a, b, ¢, y d, indica la opcién correcta: (A) a+b—c—d = %.
B)a+b—c—d=-3.
(C)a+b—c—d=1.

(D) a—|—b—c—d=—%.

9. Sea T : R? — R3 la transformacién lineal cuya matriz asociada en la base canénica C es

k 5 1
cMe=|-2 -8 -k
0 2 1

(Para cudles valores de k € R se verifica simultdneamente ker(T) # {0} y ker(T) C Im(T)?
(A) Para ningin valor de k € R.

(B)
(C) Solo para k = 3.
(D) Parak =10k =3.

10. Se considera la matriz

Solo para k = 1.

1 1 0 4 1

2 0 0 7 4
A= 1 1 1 5 0

1 -3 -1 X -10

donde A € R. Indicar la opcién correcta:

(A) Rg(A) = 3 para infinitos valores de A.
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=3

(
(
(

) Rg(A) = 4 para un tnico valor de .
) Rg(A) = 4 para todo valor de A.
) Rg(A) = 3 para todo valor de \.

O Q

10.11.3. Examen: 10 Diciembre 2019.

Verdadero- falso.

1.
2.
3.

Para todos los vectores v,w € R3 tales que v A w # 0, el conjunto {v, w} es linealmente independiente.
El conjunto W = {P € R[z] : P(1) = 0} es un subespacio vectorial de R|x].

La funcién T : Mat(R)3x3 — R definida por T(A) = det(A) para toda matriz A € Mat(R)s3x3 es una

transformacién lineal.
1 -1 0 log(2) e
x 3)°\Wv2 3)°\ 1 1

Sean A, B € Mat(R)5x5. Si AB es invertible, entonces A es invertible.

El conjunto

es una base de Msys.

Muiltiple opcion.

1.

2.

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones con pardmetro k € R:

r+2y+z2=2
(S):Rax+2y+kz=9
dr+ky+ 102 =6

A) El sistema (S) es compatible para todo k.
B) El sistema (S) es incompatible para todo k.
)

(
(
(C) Existe exactamente un valor de k para el cual (S) es compatible indeterminado.
(D) Existen exactamente dos valores de k para los cuales (S) es incompatible.

El determinante de la matriz A es:

=~

|
= e e
NN = NN
=N~ s N
O N R RN
O W N NN
O W= =

o >

= = =
|~
oo

—_~ o~~~
g Q
| \
NG

)
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Sean 71, ro ¥ s, las tres rectas dadas por:

r1: (x,y,2) =(0,0,0) + A(—1,1,0)

re: (x,y,2) = (1,2,0) + u(1,0,0)

sa: (2,y,2) = (1,2,4) + t(4,0,0)
donde a es un pardmetro real. Se escribe P al punto de interseccién de las rectas r1 y 72 (es decir:
r1 Nre = {P}). El valor de a que verifica la igualdad d(P, (1,2,4)) = d(s,, P) es:
(A)1
B) -
(€)0
(D) 4

3

. Sea A = (a, ;) una matriz de tamafo 5 x 5 tal que a; ; = 0si i > j (es decir, A es triangular superior). Se

supone que A es invertible y se escribe B = (b; ;) a su inversa. Entonces:

A) Tenemos que b; ; = 1/a;,; para todos los indices i. Ademds, si a; ; > 0 para todos los indices i y j,
; ; 3
entonces b; ; > 0 para todos los indices i y j.

(B) Tenemos que b;; = —a;,; para todos los indices 7. Ademas, si a;; > 0 para todos los indices i y 7,
entonces b; ; < 0 para todos los indices i y j.

(C) Tenemos que b; ; = 1/a; ; para todos los indices i. Ademds, existen ejemplos donde a; ; > 0 para todos
los indices ¢ y j, mientras b; ; < 0 para algunos indices 7 y j.

(D) Tenemos que b; ; = —a;,; para todos los indices i. Ademds, existen ejemplos donde a; ; > 0 para todos
los indices ¢ y j, mientras b; ; > 0 para algunos indices i y j.

Dada una transformacién lineal T : Rs[x] — R?, se consideran las siguientes igualdades: I. T'(z? + 2) =
(1,1,2,0)

LT+ X2+ X+1)=(3,2,1,0)

L T(23 — X +1) = (1,1,2,0)

IV. T(z3) = (3,2,1,0)

Indicar la opcién correcta:

(A) Existe una unica transformacién lineal que cumple a la vez I, 11, TIT y TV.
(B) No existe ninguna transformacion lineal que cumple a la vez I, II, IIT y IV.

(C) Existen infinitas transformaciones lineales que cumplen a la vez I, IT y 111, y todas estas transforma-
ciones lineales también cumplen IV.

(D) Existen infinitas transformaciones lineales que cumplen a la vez I, IT y III; algunas de ellas cumplen
IV y otras no.

Sea T : R* — R? la transformacién lineal cuya matriz en las bases

A={(1,1,2,0),(1,0,0,—1), (-2, -2,3,1),(0,0,1,0)} C R*

B ={(1,0,1),(0,1,1),(1,0,0)} C R?
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~ 3 1 -10

sMa=[0 -1 0 1
-2 3 1 1

Siv=(1,1,—-3,—1), entonces:

(A) T(v) = (4,-2,5).

(B) T'(v) = (7,-2,-3).

(C) T(v) =(1,2,0).

(D) T(v) = (-2,2,3).

8. 8. Sea T : Mat(R)3x3 — Mat(R)3x3 la transformacién lineal definida por T'(A) = A + A! para toda
matriz A € Mat(R)3x3. Entonces:

(A) dim(Im(T)) = 5.

(B) dim(Im(T)) = 6.

(C) dim(Im(T)) = 7.

(D) dim(Im(T)) = 8.

9. Se consideran los polinomios: Py = 2% =222+ 1, P, =222+ 243, Ps =23 +4x, P, =3z -4y P; = .
Entonces, en el espacio vectorial R|[x]:

(A) {P,, Py, P3, Py} es LLy P; € [{ Py, Py, Py, P},

(B) {Py, Po, Py, P2} es Ly Ps & [{P1, Ps, Py, Py}

(C) {P1, P2, P3, Py} es LD y P5 € [{P1, P2, P3, Py}].

(D) {P1, Py, Py, P2} es LD y Ps ¢ [{P1, Py, Py, P4}].

Solucion.
1123|415
V|IV|F|F|V
112 (34|56 7|8]9
DI B|B|C|A|B|C|B|D
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10.12. Ano 2020.
10.12.1. Examen: 08 Febrero 2020.

Verdadero-falso.

1. El conjunto V = {A € Mat(R)7x7 : tr(4) = 0} es un subespacio vectorial de Mat(R)7x7.

2. Sea A € Mat(R)gxg. Si det(A) # 0, entonces A es invertible y det(A™!) = #(Aﬁ'

3. Todo sistema lineal con 15 incognitas y 10 ecuaciones es compatible indeterminado.
4. Si u y v son vectores no nulos de R3, entonces ||u A v|| < |lul|||v]-

5. La funcién f : R,[z] — R definida por f(P) = P(0) + P(1) para todo P € R,[z] es una transformacién
lineal.

Muiltiple opcion

1. SeaT : R* — R? la transformacién lineal cuya matriz en las bases A = {(2,0, 1, 1), (0,3,1,3), (1,0,2,0), (1,1,2,1)}
y B=1{(1,0,1),(0,1,0),(1,1,0)} C R? es:

2 1 0 -1
sMa=[1 0 -1 3
o -1 3 1
Siv=(3,-1,3,0), entonces:
(A) T(v) = (15,10, 5).
(B) T(v) = (3,—4,5)
(C) T(v) = (5,0,10)
(D) T'(v) = (8,1,3)

2. Sea p(x) = ax3 +bx® + cx +d (a,b,c,d € R) el polinomio de grado 3 tal que p(2) = 1,p(1) = —1,p(—1) =
1,p(-2) = 1.
Después de haber determinado los coeficientes a, b, ¢, y d, indicar la opcién correcta:
(A)a+b—c—d=-5/3
B)a+b—c—d=7/3
Ca+b—c—d=-2
D)a+b—c—d=1

3. El determinante de la matriz

111111
1 2 3 4 5 6
1 21 2 1 2
10 2 0 3 0
12 2 3 3 3
01 0 415
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(A)0
(B) 24
(©) 2
(D) -2

4. Sean A = (a; ;) y B = (b;,;) las matrices de tamano 4 x 4 definidas por
{j 50 <
Qij = .
0 sino

bm{l $ij=3
0 sino
La suma de las entradas de la tercera fila de la matriz AB es:
(A)7
(B) 6
(C) 12
(D)o
5. Sean U, V', y W tres espacios vectoriales, dados con una transformacién lineal inyectiva T : U — V y una
transformacioén lineal sobreyectiva S : V' — W, tales que Im(7") = ker(S). Entonces:
(A) dim(V) = dim(U) + dim(W)
(B) dim(V) < dim(U) + dim(W), y hay ejemplos donde la desigualdad es estricta.
(C) dim(V) > dim(U) + dim(W), y hay ejemplos donde la desigualdad es estricta.

(D) Hay ejemplos donde dim (V) es igual a la suma de dim(U) + dim(W), otros donde es menor y otros
donde es mayor que dicha suma.

6. Dado un parametro a € R, se considera el conjunto

B,={(a+1,-1,3),(2,1,-2),(—2,1,a — 4)}.

El conjunto B, es una base de R3...

(A) ...para todo valor de a € R.

(B) ...
(C) ...para todo valor de a € R, salvo dos.
D) ...

(

7. Fijado n > 3, se escriben

para todo valor de a € R, salvo uno.

para todo valor de a € R, salvo tres.

s S; ={A € Mat(R),,x, : A® = A}, el subespacio de las matrices simétricas.

s Sy ={A € Mat(R),xn : At = — A}, el subespacio de las matrices antisimétricas.
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Entonces:
(A) La suma S; + Sy no es directa, y S1 + So = Mat(R),,«p-
(B) La suma S; @ Ss es directa, y S1 ® So = Mat(R),,xx.
(C) La suma S7 + S5 no es directa, y S1 + S2 # Mat(R),,xn.-
(D) La suma S; @ S es directa, y S1 & Sy # Mat(R),,xn-
8. Un tetraedro es un poliedro de 4 caras, 6 aristas y 4 vértices. Cada cara del tetraedro estd incluida en un
plano, por lo que un tetraedro lleno se puede dar como la interseccién de 4 regiones del tipo ax+by+cz > d

(o <). La altura respecto a una cara estd dada como la distancia entre el plano en que estd contenida y
el vértice opuesto.

Sea T el tetraedro lleno dado por

T+2y+222>0
r+3y—22<3
r+y+22<5
3 —4dy+2<3

La altura respecto a la cara contenida en el plano = + 2y + 2z = 0 es:

9. En R*, se consideran los cinco vectores v = (1,0,2,3), vo = (0,1,3,2), vz = (1,2,4,1), vs = (1,0,0,0) y
= (0,1,0,0). Indicar la opcién correcta:
A) vy € [{v1,v2,v3}] ¥ v5 € [{v1,v2,v3}].
[{v1,v2,v3}] v vs ¢ [{v1,v2,v3}].
[{v1,v2,v3}] ¥ vs5 € [{v1, v2,v3}].
[ ] [ ]

{v1,v2,v3}] y vs5 & [{v1,v2,v3}].

Desarrollo.

Sea V' un espacio vectorial y T : V' — V una transformacién lineal tal que T o T = T.(Se dice que la
transformacién lineal T es una proyeccion.)

(a) Demostrar que v — T'(v) € ker(T') para todo v € V.

(b) Demostrar que ker(T") N Im(T") = {0y }.

(c) Deducir de (a) y (b) que: ker(T) @ Im(T) = V.

10.12.2. Examen: Agosto 2020.
Turno matutino.

Verdadero falso.

1. T : V — V es una transformacién lineal y existe v € V no nulo tal que T2(v) = 0, entonces T no es
invertible.
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2. Sean T, S : V. — W transformaciones lineales tales que Im(7") = Im(S), entonces existe v € V no nulo tal
que T'(v) = S(v).

3. 851V =5 &S5y S CV esun subespacio, entonces S C S; o bien § C S5.

4. Sean A, B bases de V, un espacio vectorial de dimensiéon n, y T : V' — V una transformacion lineal tal
que p(T)4 = 1d,,. Entonces A = B.

Muiltiple opcion.

1. Sea 7 la recta interseccién de los planos 71 y w2 de ecuaciones x +y —z = 0y 3x — z = 0 respectivamente.
Sea s la recta que pasa por (1,1,2) y tiene vector director (1,0, 3). Considere el plano 7 que contiene a s
y es paralelo a r. Determinar cual de los siguientes puntos esta en 7.

(A) (0,0,0).
(B) (2,0,6).
(C) (6,0,-2).
(D) (3,3,8).
(E) (5,2,0).

2. Sea w € R? tal que w # (0,0,0) y considere T, : R® — R? la transformacién lineal definida por
Tw(v) = ((v,2w)), (v, —w).

Entonces:
(A) dim(ker(Ty)) =2 y Im(T,,) = [(1,—2)].

(B) dim(ker(Ty)) =2 y Im(Ty,) = [(—2,1), (1, —2)].

(C) dim(ker(Ty)) =1y Im(T,) = [(—2,1), (1, —2)].

(D) Existen wq,ws € R no nulos tales que dim(ker(T,,)) # dim(ker(T,,)).
(E) dim(ker(T,)) =2 y Im(Ty) = [(—2,1)].

3. Sean P = (2,1,1) y 7 un plano que pasa por el punto (2,2, —4) y tiene como vectores directores a (1, —1,0)
y (1,0, 1). Considere el punto Q tal que dist(Q, ) = dist(P, 7), dist(P, Q) = 2dist(P, 7), y ademds, la recta
que pasa por Py @ es normal a 7. Entonces,

A) La suma de las entradas de @ es -6.

B) La suma de las entradas de @ es 8.

(
(
(C) La suma de las entradas de @ es -8.
(
(E) La suma de las entradas de @ es 0.

)
)

D) La suma de las entradas de @ es 6.
)

4. Se considera la transformacién lineal T : R® — R* que cumple las condiciones:
T(1,8,-2) = (=3,1,1,4),7(2,1,5) = (0, —1,2,5),T(1,-2,4) = (1,-1,1,2).

Indicar la opcién correcta:
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(A) Existe una tnica transformacién lineal T' que cumple las condiciones, y dicha transformacién lineal
cumple la condicién T'(2,0,3) = (0,-2,0,5).

(B) Existe una unica transformacién lineal T' que cumple las condiciones, y dicha transformacién lineal
cumple la condicién T'(2,0,3) = (1,0, -2, 3).

(C) Existen infinitas transformaciones lineales T' que cumplen las condiciones, pero solo una de ellas
cumple la condicién T'(2,0,3) = (-3,2,0,1).

(D) Existen infinitas transformaciones lineales T' que cumplen las condiciones, y todas ellas cumplen la
condicién T(2,0,3) = (—3,2,0,1).

(E) No existe ninguna transformacién lineal T' que cumple las condiciones.

Sean los subespacios S; = {p € Rs[z] : p(0) + p'(0) + p”(0) = 0}, Sy = {p € Ryz] : p(0) + p'(0) = 0}, y
Ss = {p € R3[z] : p”(0) = 0}. Entonces:

S1 = S5 4+ S3 pero la suma no es directa.

1 1 1

2 1 2
B(T)C* -1 3 -2}

3 4 7
siendo B = {(1,0,1,0), (0,1,1,0), (0,0, —1, 1), (0,0,0, ~1)} y C = {1, 2,22},
y

S(la Oa 170) = (L 2a 37 _1)a 5(07 17 1a 0) = (1737 2a O)a S(Ov Oa _17 1) = (Oa _17 _L 2)7 S(Oa Oa Oa _1) = (Oa 07 _1a _2)

Sea p € Ra[z] tal que S o T(p) = (5,11, 3, —12). Entonces:

(A) p(1) = 2.
(B)p(1) =1
(C)p(1) =0
(D) p(1) = -1.
(E) p(1) =2.

Sea a € Ry T, : R* = R* una transformacién lineal cuya matriz asociada en la base canénica C es:
1 1 a+2 =2

1 «a+3 4 —2a
c(Tn)c = 9 9 a_4 3
-2 « —2 a+3

(A) Si T, no es sobreyectiva entonces dim(Im(T)) = 3.
(B) Si Ty, no es sobreyectiva entonces dim(Im(T)) = 2

(C) T, es sobreyectiva para todo o € R.
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(D) Si T, no es sobreyectiva entonces hay valores de « para los que dim(Im(T")) = 3 y otros valores para
los que dim(Im(T)) = 2.

(E) Si Ty, no es sobreyectiva entonces dim(Im(7T)) = 1.
Turno Vespertino.

Verdadero-falso.

1. Se considera A € Mat(R),,«, triangular inferior. Entonces, A no es invertible si y solo si algin elemento
de su diagonal es nulo.

2. No existe A € Mat(R)ay o invertible tal que

1 2 7 -1
Ay 3)-( )
3. SiV =5,&S5;y B es una base de V, entonces el conjunto B; = B NS es una base de S.

4. Si Ay B son matrices n x n, entonces el conjunto S = {z € R" : A%z = Bz} es un subespacio vectorial
de R".

Muiltiple opcion.
1. Sean T : Ry[t] — R?® y S : R?® — R* transformaciones lineales dadas por:
T(1) = (2,1,-1),T(t) = (=1,-1,0), T(#*) = (1,0,0),

S(x,y,z)=(x+y+z,x—y+z,2x+z,24+3y+2).
y sea p € ker(S oT) tal que p(1) = —2. Entonces:

(a) p(0) = 2.
(b) p(0) =0.
(c) p(0) = -1
(d) p(0) =1.
(e) p(0) = 2.

2. Sean r y s dos rectas de R? con interseccién no vacia. Indicar cuél de las siguientes afirmaciones es
verdadera:

(A) Existe un tdnico plano 7 tal que r C 7wy s C 7.

—

B) Existen infinitos planos 7 tales que r C wy s C 7.

(C) Sir =s, entonces existe un tnico plano que verifica r C 7y s C w. Si r # s, entonces ningin plano
verifica que r C Ty s C 7.

(D) Sir # s, entonces ningin plano 7 verifica que r C my s C 7. Si r = s, entonces existe un unico plano
mtalquer Cmy s Cm.

(E) Sir # s, existe un tnico plano m que verifica r C 7wy s C 7. Si r = s, existen infinitos planos 7 que
cumplen r Cwy s C 7.
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. Sean P = (1,1,3) y r la recta dada por:

Sea @ el punto tal que dist(Q,r) = dist(P,r), dist(P,Q) = 2 - dist(P,r), y ademds, la recta que pasa por
Py Q es perpendicular a r. Entonces, si d? es el cuadrado de la distancia de @ al origen, se tiene:

(A) d2 =171
(B) d? = 145.
(C) d* =122.
(D) d? = 104.
(B) d? = 115.

Se considera la transformacién lineal T : R?® — R* que cumple las condiciones:

T(178a 72) = (735 17 174)aT(27 174) = (Oa 717 7235)7T(37 7176) = (1,0, -1 2)

Indicar la opcién correcta:
(A) Existe una tinica transformacién lineal T que cumple las condiciones, y dicha transformacién lineal
cumple la condicién T'(0,5,—4) = (1,—2,0,—5).

(B) Existe una tnica transformacién lineal T' que cumple las condiciones, y dicha transformacién lineal
cumple la condicién T(0,5, —4) = (—2,3,4, —4).

(C) Existen infinitas transformaciones lineales T que cumplen las condiciones, pero solo una de ellas
cumple la condicién T'(0,5, —4) = (1,—2,0,—5).

(D) Existen infinitas transformaciones lineales T' que cumplen las condiciones, y todas ellas cumplen la
condicién T'(0,5, —4) = (=2, 3,4, —4).

(E) No existe ninguna transformacién lineal T' que cumple las condiciones.

. Sean los subespacios de R* dados por S; = [(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,—1)] y So = [(1,1,—1,—1)].

Entonces:

(A) R* = S; + S pero la suma no es directa.

(B) R* =S, ® Ss.

(C) R* =51 @((1,1,1,1)].

(D) R* = S; +[(1,1,0,2)] pero la suma no es directa.
(E) So C 5.

Sean T : R" — R™ y S : R™ — R” transformaciones lineales tales que T o S = Id,,. Indicar la opcién
correcta:

A
B
C
D

Entonces n=my S =T =1d,,.
Entonces n = m y T es biyectiva. Ademds, hay ejemplos donde S # Id,,.

(A)
(B)
(C) Entonces n > m y T es biyectiva. Ademds, hay ejemplos donde n > m.
(D)

Entonces n > m. Ademads, hay ejemplos donde n > m y donde T no es biyectiva.
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(E) Entonces n > m. Ademds, hay ejemplos donde T" no es sobreyectiva.

7. Sea oo € Ry T, : R = R* una transformacién lineal cuya matriz asociada en las bases canénicas estd
dada por:

1 a 1

-1 a? a+1
0 o?4+a a?+2
1 o?4+2a a?>+3

Indicar la opcién correcta:

(A) Si T, no es inyectiva, entonces dim(ker(7,)) = 2.

(B) T, es inyectiva para todo a € R.

(C) T, es inyectiva para una cantidad finita de valores de .

(D) Si T, no es inyectiva, entonces en algunos casos dim(ker(7,)) =1 y en otros dim(ker(T,)) = 2.

(E) SiT, no es inyectiva, entonces dim(ker(Ty)) = 1.
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10.13. Ano 2021.
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10.14. Ano 2022.

10.14.1. 09 Diciembre 2022.
Muiltiple opcion.
1. Sea A € Mat(R),x, (n > 3) la matriz dada por

00 0 0 0 2
020 000
00 2 00 0

A= :

000 2 00
000 02 0
2 00 00 0

(A) -2

(B) (-2

(€) —2»

(D) 0

(E) 2~

(F) 2

2. Sea S), el sistema de ecuaciones dado por

Ax+y=0
r+Ay+z2z=4
r4+y+rz=1

Entonces:

(A) Sy es compatible para todo A.

(B) S_1 es incompatible.

(C) Existe A € R tal que Sy es compatible indeterminado.

(D) No existe A € R tal que Sy es incompatible.

(E) S es compatible determinado.

(F) S\ es compatible determinado si y solo si A # +1.

3. Considere las rectas r y s en R? dadas por
r+yt+z=a
r—y—z=2»b

donde a,b € R. Entonces:



520 JOSEFINA GONZALEZ Y RAFAEL PARRA

(A) Existen a,b € R tales que r y s se intersectan solamente en un punto.
B) Para todo a,b € R, la interseccién entre r y s es vacia.
D) Para todo a,b € R, se cumple que 7 y el plano y — z = 1 se intersectan en un solo punto.
E

F

)

(B)

(C) Sia=1yb=0, entonces r representa un subespacio vectorial de R3.

(D)
) Sia=1yb=1, entonces la distancia entre r y s es estrictamente mayor que 2.
)

(
(F) Existen a,b € R tales que 7 y s estdn contenidas en el plano y — z = 1.

4. Sea V un espacio vectorial real de dimensién n > 1y sea B = {v1,..., 05} un subconjunto finito de V'
con m > 1. Considere la funciéon f : R™ — V dada por

m
flag,...,am) = Zaivi
i=1

para todo (a1, ..., q,) € R™. Entonces:

(A) Si f es inyectiva, entonces m < n.
B) Si m > n, entonces f es inyectiva.
D) Si f es inyectiva, entonces B es una base de V.
E

F

)

(B)

(C) Si m > n, entonces f es sobreyectiva.

(D)
) Si f es sobreyectiva, entonces B es una base de V.
)

(
(

Si m < n, entonces f es sobreyectiva.

Desarrollo.

1. Considere el espacio vectorial real Mat(RR),,x,, de matrices cuadradas n x n con entradas reales. Indique
si los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales de Mat(R),,x, 0 no. En caso afirmativo, dé una
demostracion. En caso negativo, indique por qué y ofrezca un contraejemplo.

(i) S1 ={A4 € Mat(R),,x, | A es invertible}.
(i) So = {4 € Mat(R),x, | A% = A}.
(iii) S3={A € Mat(R), x, | A= A"y tr(4) = 0}.

2. Sean U, V, W tres puntos no colineales en R? y distintos del origen O. Consideramos el conjunto de vectores
{u,v,w} C R* dado por

—— e
u:O_U}, v=0V, w=O0W.
Es decir, u = O—U>’ es el vector con punto inicial en O y punto final en U (v y w se definen de la misma
manera). Demuestre o dé contraejemplos para las siguientes afirmaciones:
(i) El subespacio [u,u — v,u + v + w] tiene dimensién 2.
(ii) Si {u,v,w} no genera R3, entonces [u A v,u A w,v A w] es un subespacio de dimensién 1.

(iii) Sia # 0 o b# 0, entonces el subespacio [u, u + av, u — bw] tiene dimensién 1.
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Solucion.
1121|3] 4
C|E|D|A

1. i) S1 no es un subespacio vectorial de Mat(R),,«, ya que la matriz nula no pertenece a S;. La matriz
nula no es invertible y todo subespacio de Mat(R),,«,, debe contener al vector nulo de Mat(R),; .

ii) S3 no es un subespacio vectorial de Mat(R),,«x, ya que Ss no estd cerrado bajo multiplicacién por
escalares. Por ejemplo, consideremos la matriz identidad I de tamafo 2 x 2 (tomando n = 2 para un
contraejemplo), la cual pertenece claramente a Sy. Ahora, observa que 21 no estd en So:

2 0
2= (5 3).
2 (4 0 2 0\ _
(21) _<O 4 # 0 2 =2I.
Por lo tanto, 2I ¢ S,.

iii) S3 es un subespacio de Mat(R),, .

» La matriz nula 0 estd en Mat(R),,x, ya que 0 = 0" y tr(0) = 0, claramente. Por lo tanto, S3 no
esta vacio.
» Sean A y B en S3. Entonces, A = A', B = B!, y tr(A) = tr(B) = 0. Luego,

A+B=A"+B'=(A+ B)!

tr(A+ B) = tr(A) +tr(B) =0+ 0= 0.

Por lo tanto, A + B € S3.
» Sea A en S3y a en R. Entonces, A = A' y tr(A) = 0. Luego,

adA = aA' = (aA)!

tr(aA) = atr(A) =a-0=0.
Por lo tanto, oA € Ss.

Concluimos que S3 es un subespacio de Mat(R),, .

2. i) El subespacio [u,u — v,u 4+ v + w] tiene dimensién 2.
Falso. En fecto, para los puntos U = (1,0,0), V = (0,1,0) y W = (0,0, 1), se tiene que u = (1,0,0),
u—v=(1,-1,0)yu+v+w=(1,1,1). Asi,

[u,u —v,u+v+w] =[(1,0,0),(1,-1,0),(1,1,1)]

es un subespacio de dimensién 3.
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ii Si {u,v,w} no genera R?, entonces [u A v,u A w,v A w] es un subespacio de dimensién 1.

iii)

Verdadero. En efecto, i {u, v, w} no genera R3, como los puntos U, V' y W no son colineales, y ademds
son distintos del origen, el subespacio [u, v, w] tiene dimensién 2, es decir, es un plano en R? que pasa
por el origen. Por otro lado, los vectores u A v, u Aw y v A w son ortogonales al plano [u, v, w], y por
lo tanto son colineales. Ademads, al menos uno de estos vectores es diferente de cero, pues los vectores
u, v, w no pueden ser los tres colineales porque los puntos U, V', W no son colineales. Por lo tanto,
al ser u A v, u Aw, y v Aw vectores colineales y no todos nulos, se tiene que [u A v, u A w, v A w] tiene
dimensioén 1.

Sia # 00 b#0, entonces el subespacio [u, u 4+ av,u — bw] tiene dimensién 1.
Falso. En efecto, considera u = (1,0,0), v = (0,1,0) y w = (0,0, 1). Entonces,

[u,u + av,u — bw] = [(1,0,0), (1,a,0), (1,0, —b)].
La dimensién de este subespacio es justamente el rango de la matriz
1 1 1
A=(0 a O
0 0 —b

Como a # 0 0 b # 0, se tiene que rg(A) > 2. Por lo tanto, dim([u, u 4+ av,u — bw]) > 2 para nuestra
eleccion de u, v, y w.
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10.15. Ano 2023.

10.15.1. Examen: 06 Febrero 2023.
Muiltiple opcion.
1. Sea A € Mat(R)gyxs la matriz dada por

1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 1 1 1
1 1 -1 1 1 1 1 1
A= 1 1 1 -1 1 1 1 1
I 1 1 -1 1 1 1
1 1 1 1 1 -1 1 1
1 1 1 1 1 1 -1 1
1 1 1 1 1 1 1 -1
Entonces |A| (el determinante de A) es igual a:
(A) 27
(B) —27
(€) 0
(D) (=17
(E) 1
(F) 8
2. Sea S el sistema de ecuaciones lineales dado por
A+y+z2=0
y+z=4 )
r+y+iz=1

donde A es un pardmetro real (A € R). Entonces:
(A
(B
(
(

) S1 es compatible determinado.
)

C) S; es compatible determinado y la suma de las coordenadas de su solucién es 6.
)
)

S es compatible determinado si y solo si A # 1.

D

(E) So tiene infinitas soluciones.

S_1 es incompatible.

(F) No existe A tal que Sy sea compatible indeterminado.

3. Dado a € R, considere r y s las rectas de R? cuyas ecuaciones paramétricas estdn dadas por

z=0
r:ey=4—al
z=24+A
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y
r=1
stqy=4+2A ,
z=24a)

con A, \g € R. Entonces:

) Para todo a € R, hay solamente un punto en r con norma igual a 5.
Los vectores directores de r y s forman un angulo de I radianes (30 grados sexagesimales).
6
C) Existe a € R tal que ambas rectas estdn contenidas en el mismo plano.
( q P
(D) Existen valores de a € R tales que la distancia entre r y s es estrictamente mayor que 1.
) r, para todo a € R, no tiene puntos de norma menor a 5.
)

Existen infinitos valores de a € R tales que la distancia entre r y s es 1.

1 0 0 1 1 0 1 0 0
L= 0O -2 0),{1 -2 0},{0 0 O ,
0 0 1 0 0 1 0 0 -1
y
0 O 1 0 1 0 1 0 -1
G:=LU o 0 —-1}J,/1 0 0}, 0 O O
1 -1 0 0 0 O -1 0 -1
Entonces:

(A) Existe una tnica base B de V tal que L C B C G.
B) Existen bases B de V tales que B C G pero ninguna contiene a L.

D) Si B C G, entonces B no es base de V.

Existen al menos dos bases By y Bo de V talque LC By C Gy LC By CG.
Si L C B, entonces B no es base de V.

E

)
(B)
(C) Existen bases B de V tales que L C B pero ninguna estd contenida en G.
(D)
)
F)

(
(
Desarrollo.

1. Se consideran los siguientes conjuntos de los respectivos espacios vectoriales con las operaciones habituales:

S1={p € Ry[z] | p(x) + p(—2) = 0} € Rr[z],
Sy = {A € Mat(R),,x,, | det(4) <0} C Mat(R),,xn,
S3 ={(z,y,2) € R® | 2® —y* =0} C R
a) Considerando S1, S2 y Ss, vy las inclusiones definidas arriba, decir cudles son subespacios vectoriales
y cudles no.

b) Para aquél o aquellos casos en que S; sea subespacio vectorial, demostrarlo. Adem4s,

1) Hallar una base,
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2) Determinar la dimensién del subespacio.
en cada caso.
¢) En aquél o aquellos casos que S; no sea subespacio, mostrar, via contraejemplo(s), por qué no es

(son) subespacio(s).

2. Sea A € Mat(R)3x3 una matriz antisimétrica, tal que a13 = 1 y as; = 0. Consideramos la matriz
X € Mat(R)3x6, tal que X = (A|A?), es decir, X es la matriz que tiene a A como submatriz en las tres
primeras columnas, y a A* como submatriz en las tltimas tres columnas. Calcular el rango de X.

Solucion.
1121314
B|F|F|A

10.15.2. Examen: Julio 2023.
Verdadero-falso.

Se consideran las siguientes afirmaciones para matrices A, B € Mat(R)sx3 y C' € Mat(R)3x2. Determine
cudles son verdaderas y cudles falsas.

1. (A- B -(C)? es un producto valido entre matrices.

2. (A-B)?=A?. B2

3. Si A-C = 0332, entonces A = Ozx3 0 C = Ozxs.

4. Si existe un entero positivo k tal que A* = O3y3, entonces det(A) = 0.

5. A - B es invertible si, y solamente si, A es invertible y B es invertible.

6. Si Ey,...,E;x € Mat(R)3x3 es una sucesién de matrices elementales tales que Fy-...- F1-A = B, entonces
det(A) = det(B).
a b c —e —f —=d
7.SiA=|d e f|, entonces det —h —i —g = —det(A).
g h i b —c —a

Muiltiple opcion.

1. Sea P una particula en R? que se mueve segtin (t — 3,2t — 2,3t — 1). Fijado el punto A = (1,2,3), se
considera la recta r; en R® que pasa por A y por la posicién de P en el instante ¢ (es decir, el punto
(t—3,2t—2,3t—1)). Entonces, el instante ¢ en el cual la recta r; es ortogonal al plano 7 : 2z —y+3z =1

(A) t=-4/3.
(B) t = 16/9.
(C) t=12/5.
(D) No existe tal ¢.
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Sugerencia: Puede ser 1til recordar que una recta r y un plano 7 son ortogonales si, y solamente si, d y 7
son colineales (es decir, d A 7l = 0), para cualquier direccién d de r y cualquier normal 7 del plano.

a b c¢c+a 0 0 0
0 b e d e f+d 0 0 0
. g h i+g 0 0 O .
2. Sidet |d e f] = —2, entonces det Ss 5 g h i es igual a:
g o 4 1/2 1 a b —c
3 0 -2 de —f
(A)
B) -
(€) 0
(D) 2

3. Se consideran los subespacios W7 y Wa de Mat(R)2y2 definidos a continuacién:

W1:{<CCL Z) eMat(R)2X2|a+d:0},

W2{<x i) EMat(R)2X2|z+y0yz+w0}.

z
Entonces:
( ) d1m(W1 + Wg) =2
(B) dim(W; + Ws) = 4.
(C) lel(Wl + Wg) =3
( ) dll’Il(Wl —|— Wg) =1
4. Sea T : R?® — Mat(R)ay2 la transformacién lineal dada por

.
e = ("0 ,0).

Por otro lado, se considera el espacio vectorial R3[z] de polinomios de grado menor o igual a 3 y coeficientes
reales, junto con la transformacién lineal S : Mat(R)2x2 — Rs[z] donde, para cada A € Mat(R)ax2, S(A)
es el polinomio dado por

S(A)(t) = % A (;) .
Entonces, dim(ker(S5)) - dim(Im(7T")) es igual a:

(A) O
(B) 4.
(C) 3
(D)

5. Sea A = {u,v} C R3 un conjunto linealmente independiente. Para B = {u + w,v + w} con w € R3 y
w # 0, se tiene que:

2.
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A) El conjunto B es linealmente independiente para todo w € R3.

(A)

(B) Siw € [u,v] entonces B es linecalmente dependiente.

(C) B es linealmente dependiente si y solo si existe A € R tal que w = A(u — v) — v.
(D) Siw # —uy w # —v entonces B es linealmente independiente.

6. Sea T : Ry[x] — R? una funcién que cumple lo siguiente:

T2t* -2t +1) = (1,2,3),
T(t* +3) = (1,0,1),
T(3t* — 4t — 1) = (1,4,5),
T(2t +1) = (1,0,0).

Entonces:

(A) Existen infinitas transformaciones lineales que cumplen las condiciones.

E

No existe T' que cumpla todas las condiciones anteriores y que ademas sea una transformacién lineal.

(C) Existe una tinica transformacién lineal T que cumple las condiciones anteriores y que ademds T'(2t2 +
4t — 4) = (3,—4,5).

(D) Existe una tnica transformacién lineal T’ que cumple las condiciones anteriores y que ademds T'(2t% +
4t — 4) = (4,6,5).

Sugerencia: Puede ayudar saber de antemano que {3t? — 4t — 1,¢% + 3,2t + 1} es una base de Ry[z].

Solucion.
11213 4 5 6 7
FIF|F|V|V|F|V
112|134 |5]|6
DIA|B|C|C|D

10.15.3. Examen: 09 Diciembre 2023.

1. Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es falsa:

(A) Sean Ay B matrices de n x n (n > 2). Si det(AB) = 0, entonces det(A) =0 o det(B) = 0.
(B) Sea A una matriz de n x n (n > 2). Si traza(A4) = 0, entonces rango(A) # n.
(C

N

Si {v1,v9,...,v,} es un conjunto linealmente independiente de un espacio vectorial real V' de dimen-
sién finita igual a n (n > 2), entonces {v1, va,...,v,} es una base de V.

(D) Si {po, p1,p2,p3} es un subconjunto de polinomios no nulos de Rs[z| tal que el grado de pi es igual
a i para i € {0,1,2,3}, entonces {pg, p1,p2,p3} es una base de Rs[z].

(E) Sea V un espacio vectorial real tal que dim(V) = 2n (n > 2). Sean S; y S2 subespacios de V' tal que
dim(S7) = dim(Sz) = n. Si S; N Sz = {0}, entonces V = 51 & Ss.
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2. Sea la matriz A dependiendo de los parametros reales s y ¢, definida por:

1 1 S
A=|0 2 2
1 -1 t+s

Indicar la opcién verdadera:

(A) El rango de A es 3 para todo s y t reales.

(B) El rango de A solo toma valores en el conjunto {0, 1,2} para todo s y t reales.

(C) Sit= -2, el rango de A es 2 y la tercera fila de A es combinacién lineal de las otras.
(D) Sis=1, el rango de A es 2 y la primera fila de A es combinacién lineal de las otras.

(E) Sit=1, el rango de A es 1y la tercera fila de A es combinacién lineal de las otras.

3. Considere la transformacion lineal T': Rao[z] — Ra[x] tal que
T(az? +bx +c) = (a +b)x* + (2b+ 2¢)z +a — b — 2c.
Una base del nicleo de T es:

(A) {z -1}

(B) {z+1,2% -1}
(C) {1,z —1,2% +1}.
(D) {z? -z +1}.
(E) {z+1,2% —z}.

4. Sea el plano 7:
r=1+a+p
y=1+25
z=14a-p
y la recta r:

r=1
y=242A
z=3-2\

Entonces, m N r es igual a:

(A) {(1,2,3)}

(B) r.

(C) 0.

(D) {(0,2,-2)}
(E) {(1,1, 1)}
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5. Considere el sistema S dependiente de los parametros reales m y n:

1 0 1 T m
12 <1|(y] =10
0 2 =2 z n
Indicar la opcién verdadera:
(A) S es compatible determinado para todo valor real de m y n.
(B) Sim = —n, entonces S es compatible indeterminado.
(C) Sim =0y n=—2, entonces S es compatible indeterminado.
(D) Sim =1y n=1, entonces S es compatible determinado.
(E) Sim =n, entonces S es compatible indeterminado.
6. Considere la matriz
1 0 0 0
0 1 0 0
A 10 20 -1 O
5 -8 0 -1
El determinante de A es:
(A) —2.
(B) —1.
() 1.
(D) 2.
(E) 0.
7. Considere la matriz
1 0 0 0
0 1 0 O
A= 10 20 -1 O

Indicar la opcién verdadera:

(B) A% =0.

(C) A+A41=0
(D) A+ A=l =24
(E) A% =2]

8. En el espacio vectorial Rs[z] considere los subespacios
S1={p € Ralz] : p(1) = p(1)},
Sy = {p € R3[z] : p(—1) = 0}.

Una base de Sy es:
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(A) {23 +2,22 + 1,22 — 22 + 3}.
(B) {23 +2,22 +1,1}.

(C) {23 - 22 +2,2% + 2,7}

(D) {23 -2z +2,2% + 2,z}.

(E) {23 +2,22+1,2}.

9. En el espacio vectorial Rs[z] considere los subespacios
Sy ={p € Rsz] : p(1) = p(1)},
Sy = {p S R3[{E] :p(—l) = 0}.

Indicar la opcién verdadera:

(A) 2 ¢S, +Ss.

(B) 22 ¢ Sy + Ss.
(C) 81N S, = [a].
(D) S1N Sy = [27].
(E) 81 + S; = Rs|z].

10. Indicar la opcién verdadera:
(A) Existe una unica transformacion lineal T : So — R3[x] tal que:
TP+1)=2+1, TE*-1)=2—4, T(x+1)=2+ux,
T(x*+2r+3)=22>+3z+1
(B) Existen infinitas transformaciones lineales T': S — Rs[z] tal que:
T@*+1)=2+1, T@*-1)=x—-4, T(x+1)=2>+2,
T(x®+2x+3) =222 +22+1
(C) Existen infinitas transformaciones lineales T' : So — Rs[z] tal que:
TP +1)=z+1, T@E*-1)=2-4, T(x+1)=2?+u,
T(x®+2x+3) =222 +3z+1
(D) Existe una tnica transformacion lineal T': So — R3[x] tal que:
T@*+1)=2+1, T@*-1)=x—-4, T(x+1)=2>+2,
T(z® 422 +3) =222 + 22 + 1
(E) No existen transformaciones lineales T : So — R3[x] tal que:
TP +1)=2+1, T@E*-1)=2-4, T(x+1)=2?+ux,
T(®+2x+3) =22 +3z+1

Solucion.
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10.16. Ano 2024.

10.
Ver

16.1. Examen: 02 Febrero 2024.

dadero-falso.

Sean V' y W dos espacios vectoriales reales de dimensién finita, y sea T' : V' — W una transformacion lineal.
Entonces:

N =

M
1

. Parav € V, T(v) = Ow si, y solamente si, v = Oy.
. T es inyectiva si, y solamente si, dim(V') = dim(Im(7T")).
T es sobreyectiva si, y solamente si, dim(V') > dim(W).

Si B = {v1,...,v,} es una base de V, entonces el conjunto T(B) = {T(v1),...,T(v,)} es un conjunto
linealmente independiente en W.

Si B = {vy,...,v,} es una base de V y T es sobreyectiva, entonces el conjunto T'(B) = {T'(v1),...,T(v,)}
genera a W.

Itiple opcidn.
. Considere el sistema de ecuaciones lineales con tres ecuaciones y tres incégnitas x, y, z dado por:
r+y+z=%k
(S)=Rkr+y+2z=2
r+ky+z=4
donde k € R es un pardmetro. Entonces:
(A) (S) es incompatible para infinitos valores de k.
(B) (S) es compatible indeterminado inicamente para un valor de k.
(C) (9) es compatible determinado tinicamente para un valor de k.
(D) (S) es compatible indeterminado para todo k € R.
(E) (S) es compatible determinado para todo k € R.
(F) (S) es compatible indeterminado para infinitos valores de k.

Sea A = ((ai;)) € Mat(R)3x4 la matriz con coeficientes dados por a;; = i — j con i € {1,2,3} y
j€{1,2,3,4}. Si B = ((bi;)) € Mat(R)3x3 es la matriz con coeficientes dados por

1 sii<jy,
bij = C
0 sie>j,
con i,j € {1,2,3}, entonces la tercera fila de la matriz A’ - B es igual a:

(A) (2,1,-3).
(B) (_27 ]-7 _3)
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(C) (—2,3,3).
(D) (2,-3,-3).
(E) (-2,-1,-3).
(F) (—-2,-3,-3).

3. El determinante de la matriz A € Mat(R)gxs dada por

0 0 -1 0 0 O

-5 5 11 0 0 O

A 4 0 -2 0 0 O

14 13 -7 1 2 -5

-4 0 10 0 -1 8

1 -2 3 0 0 3
es igual a:
(A) 240.
(B) 80.
(C) -300.
(D) 300
(E) -240.
(F) -80.

4. Sea 7 el plano en R? cuya ecuacién reducida viene dada por 3z + 2y + z = 6. Por otro lado, considere las
rectas 11 y 7o en R3, donde r; estd definida por las ecuaciones paramétricas:

=146\
y=14+4\
z=1+2\

con A € R, mientras que ro viene dada por la ecuacién reducida:

z—1 y+3 2z-9
9 6 3

Si P es el punto de interseccién entre ry y m, entonces la distancia de P a ry es igual a:
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5. Considere el subconjunto de R3 dado por

S={(1,1),(1,0,1),(1,1,3t)}, conteR

Se sabe que existe un unico valor de t para el cual S es linealmente dependiente. Entonces, para dicho t,
el subespacio generado por S es:

(4) R

(B) La recta que pasa por los puntos (0,0,0) y (1,0,1).

(C) La recta que pasa por los puntos (0,0,0) y (2,2,1).

(D) El plano que pasa por (0,0,0) y con vector normal (-2, —1,2).
(E) El plano que pasa por (0,0,0) y con vector normal (2,2,1).

(F) El plano que pasa por (0,0,0) y con vector normal (2,1,2).

6. Dentro del espacio vectorial real Mat(R)3x3 se consideran los siguientes subespacios:
L= {A = (((l”)) S Mat(R):;Xg | Qij = O0siz < ]},

U= {B = ((b”)) € Mat(R)gxg | bij =0sit> j}

Es decir, L es el subespacio formado por las matrices triangulares inferiores, y U el subespacio formado
por las matrices triangulares superiores. Entonces:

(A) Mat(R)ss = L& U.

(B) dim(LNU) > 3.

(C) Mat(R)sx3 =L+Uy LNU # {03x3}.
(D) dim(LNU) < 3.

(E) Mat(R)sx3 # L+Uy LNU # {03x3}.
(F) Mat(R)sxs # L+ Uy LNU = {03x3}.

7. Sea T : R? — R? una transformacién lineal y la recta r dada por la interseccién de los planos:

r+y+z=1
z=0

Sir CKer(T)y 7(0,0,1) = (a,b), entonces:

(A) ker(T) = R? si y solamente si (a,b) = (0,0).
(B) dim(ker(T)) =1 si (a,b) # (0,0).

(C) dim(ker(7T")) < 2 para todo (a,b) € R%.
(D) dim(ker(T)) < 1 para todo (a,b) € R?.
@)rwmwnz si (a,5) = (0,0).

(F) dim(Im(T")) = 2 si (a,b) # (0,0)
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Nota Importante: Para la siguiente pregunta, se da por hecho un resultado tedrico que afirma que para
cada transformacién lineal 7' : Mat(R)4x; — R existe una tnica matriz fila (a b ¢ d) € Mat(R)1x4

tal que
z T
Y| = (a b ¢ d) y =ar + by + cz + dt,
z z
t t
T
para todo Z € Mat(R)4x1. Es decir, toda transformacién lineal de Mat(R)4x1 a R estd unfvocamente
t

representada por una matriz fila en Mat(R);x4.

8. Considere el subconjunto de Mat(R)4x1 dado por:

o O o
OO“P—‘}—‘
O»;Hr—t
)—‘;H)—‘
wu;wm

y sea T : Mat(R)4x1 — R una funcién que toma los siguientes valores en S:

=T =0,T =4,T =8,T =24.

I
— = e

0
1
0
0

SO o
W o NN

Entonces:

(A) Existe una tnica transformacion lineal T' que cumple lo anterior, y para su correspondiente (a b ¢ d)
se tiene a+b+c+d=4.

(B) Existe una tinica transformacién lineal T’ que cumple lo anterior, y para su correspondiente (a b ¢ d)
se tiene a +b+c+d = 2.

(C) Existen infinitas transformaciones lineales T que cumplen con las condiciones anteriores.

(D) Existe una tnica transformacion lineal T' que cumple lo anterior, y para su correspondiente (a b ¢ d)
se tiene a+b+c+d=38.

(E) Existe una tnica transformacion lineal 7' que cumple lo anterior, y para su correspondiente (a b ¢ d)
se tiene a + b+ c+d = 6.

(F) No existe ninguna transformacién lineal T que cumpla con las condiciones anteriores.

Solucion.
1123|415
FIV|F|F|V
1123 |4|5]6]|7]|8
B|FIA|E|D|IC|A|F
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10.16.2. Examen: 22 Julio 2024.

Verdadero-falso.
Ejercicio 1

Sea la matriz A € Mat(R)4x4 dependiendo de los pardmetros reales a y b, definida por:

1 a b 0
2 2a b 1
A=19 3 » o
0 1 0 1

Indicar la opcién verdadera:
(D) Para b =0 el rango de A es 3 para todo a € R.
Resolucion: Para b = 0 realizamos la siguiente sucesion de transformaciones elementales:

1. Fy <« Fy, —2F

2. F3+ F3 - 2@

3. Fy+ Fy—F,

4. F3+ F3— (3—2a)F,

5. F5 + F3

6. Fy < Fy
1 a 0 O

y obtenemos una matriz E = 8 (1) 8 (1)

0 0 00

Observamos que la matriz F esta escalerizada y tiene 3 escalones para cualquier valor de a € R. Luego, el
rango de A es 3 para todo a € R.

Ejercicio 2

Sea S = {(z,y,2) : v = —t,y = t,z = 2t,t € R} subespacio vectorial de R* y W = {az? + bz + ¢ € Ry[z] : ¢ =
a -+ b} subespacio vectorial de Ry[x]. Indicar la opcién verdadera:

(A) Existe una tnica transformacién lineal T' : R3 — Ry[z] tal que: N(T) = S, Im(T) = W, T(0,-1,3) =
P +r+2yT(1,1,1) =22+ 1.

Resolucién: Primero observamos que un vector de S es de la forma (—t,t,2t) con t € R. En particular el
vector (—1,1,2) es base de S. Luego si queremos que N(T) = S, es imposible que T'(—1,1,2) = 22 + 1
pues T(—1,1,2) = 0. Eso descarta las opciones (B) y (D). Segundo, observamos que el conjunto de vectores
{(-1,1,2),(0,-1,3),(1,1,1)} es linealmente independiente, luego resulta una base de R? (por tener 3 vectores
LI en un espacio de dimensién 3). Sabemos que una transformacién lineal T' queda tnicamente determinada
por los transformados (imagenes) de la base, lo que descarta la opcién (C). Nos quedan dos opciones: (A) y
(E). Finalmente observamos que tanto 2% + x + 2 como 22 + 1 pertenecen a W, por lo que no hay ninguna
contradicién en pedir que Im(T) = W. Concluimos que la opcién correcta es la (A).
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Ejercicio 3
Considere la transformacién lineal T : R® — R3 dada por
T(z,y,2z) = (x— z,y,y + 2).
Indicar cuél de las siguientes afirmaciones es verdadera:
(B) T es un isomorfismo y T71(1,2,3) = (2,2,1).

Resoluciéon: Como T estd definida en espacios de la misma dimensién, basta que T sea inyectiva para que sea
un isomorfismo. Para chequear inyectividad basta con ver que N(T') = {(0,0,0)}. Luego, T(z,y,z) = (0,0,0)
siy sélo si (x — z,y,y + 2) = (0,0,0). De aqui es facil ver que x = y = z = 0 y concluimos que T es un
isomorfismo. Finalmente aplicamos T al vector (2,2,1) y obtenemos 7'(2,2,1) = (1,2,3) o equivalentemente
T-1(1,2,3) = (2,2, 1).

Ejercicio 4

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 3 y A = {ul,ug,ug} una base de V. Considerar el conjunto B =
{1}1,’[}27’03} donde v1 = uy —ug, v3 = U1 +uz y vs = u; +uz —ug y un vector v € V tal que coord 4(v) = (3, 3,0).
Indicar cuél de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(A) Besbase de V y coordp(v) = (—1,2,2).

Resolucion: Primero verificamos si el conjunto B es LI o LD. Sean «, 8,7 € R, entonces av; + fvg + yvg = 0 si
y s6lo si a(ug —uz) + S(ur +us) +y(us +ug —us) = 0siy sélosi (a+ S+ vy)ur + (—a+y)us + (8 —v)us = 0.
Como A es LI, tenemos que a + 5 +v=0, —a+v=0y 8 —v=0. De aqui tenemos que a==v=0y B
es LI, y por ende una base de V' (tres vectores LI en un espacio de dimensién 3 forman una base).

Sea v € V tal que coord4(v) = (3,3,0), entonces v = 3uy + 3us. Luego, («, 8,7) = coordp(v) si y sblo si
avy + Bug + yvs = v si y s6lo si a(u; —u2) + B(ur + ug) + v(ug +us — ug) = 3uy + 3ug si sélosi (a+ f+v—
3ur + (—a+v—3)uz + (8 — v)ug = 0. Como A es LI (base), tenemos que a++v—-3=0, —a+7—-3=0
y 8 —~ = 0. Resolviendo este sistema nos da a = -1, f =2y v =2.

Ejercicio 5

Sea V un espacio vectorial de dimensién n > 4. Sean U y W subespacios distintos de V tales que dim(U) =
dim(W) = n — 1. Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es correcta:

(A) dm(UNW)=n—2.

Resolucién: Primero hagamos algunas observaciones. Tenemos que dim(U) = dim(W) = n — 1, luego dim(U N
W) =mn—1siysélosi U= W. Esto descarta la opcién (B). Ademds dim(U N W) < dim(U) = n—1 lo
que descarta la opcién (E). Si dim(U N W) = 0 entonces U N W = {0}, por lo que su suma es directa. Luego
n=dim(V) > dim(U) + dim(W) = 2n — 2 que es absurdo porque n > 4, lo que descarta la opcién (D).

Para hallar la verdadera dimensién hacemos lo siguiente. Definimos la transformacién lineal T : U x W — V/
dada por T'(u,v) = u —v. Es claro que T estd bien definida y es lineal. Primero observamos que dim(U x W) =
2(n — 1) = 2n — 2. Por otro lado, es claro que T es sobreyectiva: sea B = {uq,...,u,—_1} una base de U. Es
claro que T'(uj,0) = u;, por lo que Im(T') contiene un conjunto LI con n — 1 elementos. Como U # W, existe
un vector w € W\ U. Luego, T(0,w) = w y obtenemos que Im(T") contiene un conjunto LI con n elementos,
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por lo que T es sobreyectiva. Por dltimo hallamos el nicleo de T'. Tenemos que (u,w) € N(T) si y sélo si
T(u,w) =u—w = 0siysélosiu=w. Luego, N(T) = {u € Uyw € W : u = w} de donde deducimos que
dim(N(T)) = dim(U N W). Por el teorema de las dimensiones obtenemos que:

2n—2=dim(UNW)+n<&dmUNW)=n-—2

Ejercicio 6
En R* consideremos los subespacios:
S1 =[{(a,1,-1,2),(1,b,0,3)}]
Se =[{(1,-1,1,-2),(-2,0,0,—6)}]
donde a,b € R. Indicar la opcién verdadera:
(E) Existe un tnico valor de a y un tnico valor de b para los cuales S; = Ss.

Resolucién: Primero observamos que dim(S;) = 2 para cualquier valor de a € R y cualquier valor b € R. Es
claro que dim(S2) = 2. Luego tenemos que S; = Sy si y s6lo si la matriz

1 -2 a 1
-1 0 1 b
A= 1 0 -1 0
-2 -6 2 3

1 -2 a 1 -2 1
1 0 1 1 0 b
=11 o g Y =1 ¢ o
2 6 2 2 6 3

tienen rango 2. Comenzamos escalerizando la matriz As, por ejemplo realizando la siguiente sucesién de trans-
formaciones elementales:

1. F2<_F2+F1

2. F3+ F5—F;

3. F4 (*F4+2F1

4. F3 < F3 + FQ

5. F4 — F4 — 5F2

6. F3 <~ F4
1 -2 a

obtenemos la matriz escalerizada F = 0 -2 a+1 ue tiene rango 2 si y sélo sia = —1

Y o o -3a+1]“ & y -

0 O 0

Del mismo modo escalerizamos la matriz A, mediante la siguiente sucesién de transformaciones elementales:
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1. Fl(*Flng

2. FQ < Fg + F3

3. Fy < Fy+ 2F3

4. F4 — F4 — 3F1

5. F| < F3

6. F2 <~ F3
1 0 0

. . 0 -2 1 . . P
y obtenemos la matriz escalerizada Fo = 0 o p|aue tiene rango 2 si y sélo si b = 0.

0 0 0

Ejercicio 7

Sea Sayx2(R) el espacio de las matrices simétricas 2 por 2. Considerar la transformacién lineal T : Soyo(R) —
R[] dada por:

T(Z Ié) =(a—2b—c)+ (—a+b+c)x+ (b—3c)x?

1 0 0 1 0 0 .
y las bases A = {(0 1) 5 (1 O) ) (0 1)} de Sox2(R) y B = {1,z,2?} de Ry[z]. Entonces la matriz g(T) 4

es igual a:

0o -2 -1
Ao 1 1
-3 1 =3
Resolucién: Hallamos la matriz asociada de la manera usual.
Primero calculamos T (1) (1) =(1-0-1)+(=14+0+1)z+(0—3)z? = —32? y tenemos que coords(—3z?) =
(0,0,—3) que es la primer columna de la matriz.
Segundo calculamos T (1) é =(0-2-0)+(=0+140)z+(1-0)2® = —2+x+22 y coordg(—2+x+2?%) =

(=2,1,1) que es la segunda columna de la matriz.
Por dltimo calculamos T’ <8 (1)> = (0-0—1)+(=0+0+1)z+(0-3)2? = —14+2—32? y coordg(—1+x—322) =
(—1,1,—3) que es la tercer columna de la matriz.

Ejercicio 8

Sea A, B € M3y«3(R) matrices dadas por

a b c b a+3c a-—0>
A=1|d e f , B=1le d+3f d-e
g h i h g+3i g—h

Si el determinante de A es k, entonces el determinante de B es igual a:
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(C) 3k.
Resolucion: usando la linealidad del determinante por columnas obtenemos que:

a a b a b b ¢ a b
d dl—le d el+3le f d/—3]|e
g g h g h h i g h

b
|B|: el.
h

>0 o
S 0

La primera, segunda y cuarta matriz tienen determinante 0 por tener dos columnas iguales. La tercer matriz
es igual a la matriz A realizando dos intercambios de columnas (dos intercambios de columnas no cambian el
signo del determinante). Luego |B| = 3| 4| = 3k.

Ejercicio 9

Sean las rectas

r=3-2) et =t
r= y=14+2A , §=
z=-14+A\ y?_l:ZJrQ.

Indicar la opcién verdadera:
(B) Las rectas no son paralelas pero la interseccién es el conjunto vacio.

Resolucion: primero hallamos la interseccién de las rectas. Para esto sustituimos los valores de z,y,z que
dependen de A (puntos en la recta r) en las ecuacién reducida de s, y obtenemos un sistema de 3 ecuaciones y
1 incognita dado por:

(3—2M)+1 _ (1+A)—1
3 =3

Q0= — (14 2) +2

La primer ecuacién tiene como solucién A = 7/8 y la segunda ecuacién tiene como solucién A = —2 por lo que
el sistema es incompatible, y las rectas no se intersectan (o se intersectan en el vacio).

Veamos ahora que las rectas no son paralelas. Un posible vector director de r es (—2,1,1). Ahora tenemos
que hallar los vectores directores de s. Para esto, tenemos que pasar de la forma reducida de s a la paramétrica.
Despejamos los valores de x y z en funcién de los valores de y y obtenemos s = {(31“’2—75 Y, ?) :y € R}. Ahora
podemos tomar como vector director de s a (3,2,1), que no es colineal a (—2,1,1) por lo que r y s no son

paralelas.
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Ejercicio 10

Se consideran los puntos A = (1,1,1), B = (1,1,0), C = (1,2,3) y D = (—1,0,1) en R3. Sea II el plano
determinado por los puntos A, B y C. Indicar la opcién verdadera:

(B) dist(D,1I) =2 .

Resolucion: Primero vamos a hallar una ecuacién paramétrica del plano II. Para esto tomamos como punto
base a A = (1,1,1), y como vectores directores a u = B — A = (1,1,0) — (1,1,1) = (0,0,-1) yv=C — A =
(1,2,3) — (1,1,1) = (0,1, 2). Luego tenemos la ecuacién paramétrica de II:

=1
=< y=1+2A
z=14+2\—pu

Para hallar la distancia de D a II, vamos a hallar la recta r que es perpendicular a II y pasa por D, luego
hallamos P = r N1I, y deducimos que dist(D,II) = dist(D, P) = ||D — P||. Los vectores directores de dicha
recta, son perpendiculares al plano II, luego el vector n = u x v = (1,0, 0) es el vector buscado. Luego la recta
r tiene ecuacién paramétrica:

r=—-14+1
r=< y=0
z=1
Ahora hallamos r N II resolviendo el sistema
—1+t=1
S = 0=1+2X
1=142\—pu

que tiene solucién t = 2, A = —1 y p = —2. Concluimos que P = (1,0,1). Finalmente P — D = (1,0,1) —
(=1,0,1) = (2,0,0) y [[(2,0,0)[| = 2.
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