f(.’E*) =0 & g(IE*) = .’E*,-a fqcx> - <* anple gu')-g':o(4.10)

r"" fcm- X f(x'),x'=<~

y proponemos un método de la forma
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Definicién 4.7.1 (funcién contractiva). Una funcién g: R — R se dice contractiva en
I C Rsiexiste 0 <m < 1 tal que

lg(x) —g(y)| <mlz—y| Va,y, el (4.11)

A

Corolario 4.7.2 (convergencia de (MIG)). Sea x* un punto fijo de g y supongamos que
existe un entorno Iy = (x* — §,2* + ) en el que g es contractiva. Entonces, si 2° € Iy, la
sucesion {x*}ren dada por (MIG) verifica

w*els Vk, lim 2* = 2*.

k— 00

En particular, por el Ejercicio 4.2, parte b), esta conclusion vale si g es derivable en Is y
se tiene |¢'(x)] < m < 1 para todo x € Is.

Teorema 4.7.4 (orden y velocidad de convergencia). Sea g de clase C”, y supongamos

que la sucesion {x*}ren generada por (MIG) converge a z*, siendo x* punto fijo de g.

®) (z* .
Entonces, x* converge a x* con orden p < r y velocidad J%(!m)[’ si y solo si g (x*) =0
parai=1,....p—11yg®(z*) #0.

Ejercicio 8 (Iteraciones de punto fijo). Para resolver la ccuacion # + log(x) = 0 usando una
iteracién de punto fijo, se proponen las signientes formulas:
PN
ML ak T te
B ==

2 = log(ah), 2N

=e~

Si se sabe que la raiz estd cerca de @ = 0,5, jeudles de las formulas anteriores se pueden usar? X )
;Cudl es mejor? Experimentar con las tres formulas y discutir los resultados.

Ejercicio 9 (Un método iterativo). El método de Newton para resolver la ccuacién escalar f(z) = 0
requicre que evaluemos la derivada de f en cada iteracion. Supongamos que reemplazamos el valor
de la derivada por una constante d, esto cs, usamos el método iterativo

&
ket _ gk f@")
gkt =gk 120
d
a) Asumiendo que f es suficientemente regular, tbajo qué condiciones en d esta iteracién es local-
mente convergente?
b) En general, iqué orden de convergencia tiene esta iteracién?
¢) Existe un valor de d que asegure convergencia cuadritica?
d) Implementar el método en Octave y usarlo para caleular numéricamente el valor de log 3 como
raiz de la funcién f(z) = e* — 3. Probar iniciando con 20 = 1y con los valores d = 1, d = 2

v d =3,y verificar computacionalmente lo hallado en las partes anteriores. Para. ello, para. los . >
valores de d para los que espera convergencia, computar para k = 0,.....4, -

k1|
[ef[p

e

donde p es el orden de convergencia predicho.

Ejercicio 11 (Basado en examen de julio de 2013). Se desea resolver la ecuacién de punto fijo
x = f(z), con [ de clase C2, utilizando el siguiente método:

2 eR,
{ k= ok +a(ak — f(z*)). o) . i b
a) Hallar @ € R para maximizar el orden de convergencia del método (M). Asumir que existe
solucién o = f(a) y ademds verifica f'(a) # 1. En las partes siguientes se utilizar el método
(M) con el valor de a hallado anteriormente.

b) Sea f(x) = 2/x. Hallar el mayor intervalo I tal que v2 € I y el método converge siempre que
xp € 1.

c) Sean 2¥ = 1y e* = 2% — /2 el error en el paso k. Haciendo un desarrollo de Taylor para . .
g(x) = z+a(z — f(x)) alrededor de v/2, y usando que 2/2% < 2 para todo « € [1, 2], probar que
[eF+1] < (e¥)? para todo k.

d) Utilizando la parte anterior, determinar una cantidad suficiente de iteraciones para asegurar un
error menor que 1077,

e) Mostrar que, si en vez de un desarrollo de Taylor se usa explicitamente la definicién de kL
Ky

se mejora un poco la cota obtenida en la parte ¢). Especificamente, probar que [e#+!] < % ¥y ;

afinar la cota en la cantidad de iteraciones de la parte d). {
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Ejercicio 9 (Un método iterativo). El método de Newton para resolver la ecuacién escalar f(x) =0
requiere que evaluemos la derivada de f en cada iteracién. Supongamos que reemplazamos el valor
de la derivada por una constante d, esto es, usamos el método iterativo
k
R+l _ ok f@@")
d
a) Asumiendo que f es suficientemente regular, ¢bajo qué condiciones en d esta iteracién es local-
mente convergente?
b) En general, iqué orden de convergencia tiene esta iteracién?
¢) ¢Existe un valor de d que asegure convergencia cuadratica?
d) Implementar el método en Octave y usarlo para calcular numéricamente el valor de log 3 como
raiz de la funcién f(z) = €* — 3. Probar iniciando con z° = 1 y con los valores d = 1, d = 2
y d = 3, y verificar computacionalmente lo hallado en las partes anteriores. Para cllo, para los
valores de d para los que espera convergencia, computar para k = 0,..., 4,
|(,vk+1 I
I(,L'|]7 ’
donde p es el orden de convergencia predicho.
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Ejercicio 11 (Basado en examen de julio de 2013). Se desea resolver la ecuacién de punto fijo
x = f(x), con f de clase C?, utilizando el siguiente método:

’L‘O
{ s ala — f(*). = J (<) (M)

a) Hallar a € R para maximizar el orden de convergencia del método (M). Asumir que existe
solucién o = f(a) y ademds verifica f’(«) # 1. En las partes siguientes se utilizard el método
(M) con el valor de a hallado anteriormente.

b) Sea f(x) = 2/x. Hallar el mayor intervalo I tal que v/2 € I y el método converge siempre que
xo € 1. Q’:\__{_\ﬁ_ﬁ,oﬂ{ ae'

¢) Sean 2 = 1y e* = 2F — V2 el error en el paso k. Haciendo un desarrollo de Taylor para
g(x) =z +a(z — f(z)) alrededor de /2, y usando que 2/2 < 2 para todo = € [1,2], probar que
ek < (eF)? para todo k.

d) Utilizando la parte anterior, determinar una cantidad suficiente de iteraciones para asegurar un
error menor que 107°.

e) Mostrar que, si en vez de un desarrollo de Taylor se usa explicitamente la definicién de xz*+1,

ky2
se mejora un poco la cota obtenida en la parte c). Especificamente, probar que |ef*1| < % y

afinar la cota en la cantidad de iteraciones de la parte d).

pyalt)klm en /a At .

a) &mfu zm/Av ‘Avnldx) Je;/ﬂa) e 3)\/ Zn O/LDEA)/-) bé-mn IP\,&:Q\.

) /.S) }Fveré- am)_éu Zodsy  fos Orclee, S 2 PO oo el 2 )
G(X) = X +a /x—#(x)\ / : 2 Orin 2
J R 1 / 7/
4 (x) = i*’“(i'f@()) =0 4(1~f’(d))--i T2 Y A e ) (CUA]qwf’/ otro 1
S G 'i’-f‘le)’(? : Va o tee orde. 4
(Lt |
% )40 s letia -
(é-“l" 74 m\e\p}mm orlba > L) rb
U N Al 0 77
q (x) 2 M/“f(x\\-—m# (x) = + [ (x) 4t
J \ J J | # J X

2% ¢l ee)
J

L; ) Sea f(x) = 2/z. Hallar el mayor intervalo I tal que v/2 € I y el método converge siempre que
xo € 1.
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c) Sean 20 = 1 y e = 2¥ — \/2 el error en el paso k. Haciendo un desarrollo de Taylor para

g(z) = z+a(z — f(x)) alrededor de v/2, y usando que 2/z* < 2 para todo z € [1,2], probar que
leF 1| < (e*)? para todo k.

m(x)_-x—’(x-—f/xx\ = Al +»4/l\ - S8 A Y
J z B 2 T R g X
wrl Lt \aj(d’i) ¥ :I_\]—z ar %,
G N 3 R ~\[_?: % A
7. ~ s
- q(x*) - Va2 Rk i 2 vz
\V)
Ve : goeys 1ot
) L ) L o
= gl x GUZ) (X-VE) v g (e)(xvE) - \fo . )
& 24 1 1,0
wn \S'".v".:-' b ESx
=2 \}7{ 3+ 6 (x-z ) + . ka-\ri’) —17{ ’ Bl 5
/ NS & "?-rs; g, Z / \
o\ il Sl
Nz 5 L
i n N2 :'(")/ ((; hACPA Ld’/,‘:’j N\ {C\f
\ ( | S

04,2] {0 Ol PR e < 1



RN I R R

lex? s [
d) =0|(xk)-\ra.=-x‘-f-(><"2'-)"ﬁ
/ XL/
i .
.qq{zx"—x"z-aﬁ)
=\ " Z
3 x
V2 (x"-V1 )
N
=t 2 2e isix =2
2 ) :
x= -~ X
L > e X
W [N L
Rl b ) (x“*ﬁ)) e )
L\ 7 o =%
xl«-. 2 ;(k

R O
2 2




