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(c) Hallar un entero 0 < m < 297, tal que m = 30'*? (mod 297).
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Ejercicio 13. Un nimero natural se dice perfecto si es igual a la suma de todos sus divisores positivos

propios. Por ejemplo, 6 es perfecto pues: 6 =1 + 2 + 3.

a. Verificar que 28 y 496 son perfectos.

b. Probar que si 2" — 1 es primo entonces 2™~ 1(2™ — 1) es perfecto.
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Teorema 2.6.3. Simcd(m,n) =1, p(mn) = o(m)ep(n).

Demostracién. Como la tesis es obvia si m o n es 1, demostrémoslo para m,n > 1. La idea de la demostracién

es la siguiente: daremos dos conjuntos C'y D tales que #C = p(mn) y #D = ¢(m)p(n), y luego construiremos

una funcién biyectiva f : C — D lo cual terminaria probado que #C = #D; es decir que p(mn) = ¢(m)(n).
Sea C ={ce{0,---,mn — 1} : med(c,mn) = 1}; claramente #C = ¢(mn). Adem3s, tenemos que

med(e,mn) = 1< med(e,m) =1y med(e,n) = 1. (2.6.4)

Asi que C = {c € {0,--- ,mn} : med(c,m) =1y med(c,n) = 1}.
Sean A={ae{0,--- ,m—1}: med(a,m) =1}y B={be {0,--- ,n—1} : med(h,n) = 1}; tenemos que
#A = p(m), #B = p(n) yporlotantosi D = Ax B = {(a,b) : a € A, b € B} tenemos que #D = p(m)p(n).
Consideramos ahora la funcién f : C — D dada por f(¢) = (a,b) siendo a el resto de dividir ¢ entre m y b
el resto de dividir ¢ entre n. Es decir f(¢) = (a,b) cona € {0,--- ,m—1},be {0,--- ,n—1}y

1

Veamos primero que efectivamente, si ¢ € C'y f(¢) = (a,b) entonces (a,b) € D. Como ¢ = mq+ay
¢ =nq + b tememos (por la Proposicién [1.2.6) que

med(c,m) = med(a, m) y med(e,n) = med(b,n). (2.6.5)

a (méd m)
b (méd n).

Por lo tanto si med(¢,m) = 1 y med(e,n) = 1 tenemos que med(a,m) = 1 y med(b,n) = 1. Como ademds
claramente @ € {0,--- ,m —1} y b€ {0,--- ,n — 1} concluimos que (a,b) € D.
Veamos ahora que la funcién f es biyectiva. Para ésto tenemos que ver que dado (a,b) € D, existe un tinico
c € C tal que f(c) = (a,b) (la existencia de ¢ nos da la sobreyectividad de f y la unicidad nos da la inyectividad
de f). Tenemos que probar entonces que dado (a,b) € D, existe un tnico ¢ € C tal que
a (méd m)

c
{ c=b (méd n).
Como mcd(m,n) = 1, por el Teorema Chino del Resto sabemos que el sistema

z=a (médm)
z=b (méd n).

(2.6.6)

tiene solucién zp y que ademds, todas las soluciones son z = zp (m6d mn). Por lo tanto, existe un dnico
¢ € {0,--- ,mn — 1} que verifica (2.6.6). Resta ver que efectivamente este ¢ € C: como med(a,m) = 1,
med(b,n) =1y c=a (méd m), c=b (méd n), por (2.6.5) tenemos que

med(e,m) =1y med(e,n) =1
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