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Prefacio

Estos son apuntes para la Unidad Curricular “Probabilidad y
Estadística” del segundo semestre del año 2024 de la Facultad
de Ingeniería de la Universidad de la República. Están basados
en gran medida en las notas escritas por Enrique Cabaña pa-
ra la correspondiente UC del año 1968, accesibles en su página
web1 o directamente aquí 2 pero con modificación en el orden
para adaptarlas al actual curso y con la introducción de algunos
temas, como Bayes, tablas con algunas distribuciones básicas y
las cotas de Barry-Essen.

Eduardo A. Canale.
Montevideo 1ero de agosto de 2024.

1. Algunos problemas que podremos
resolver al final de la primera par-
te de este curso

Problema 1: Tres amigos compiten entre sí en algún juego
que se juegue entre dos, como el ping-pong. El que gana juega
con el que quedó afuera. Ganará el campeonato cualquiera que
gane dos partidos seguidos. ¿Qué convienemás, empezar jugan-
do el primer partido o dejar que los otros dos jueguen dicho par-
tido?

Problema 2: Ninguna moneda real es perfecta, ni ninguna
forma de tirarla, por lo tanto la probabilidad de que salga alguno

1https://sites.google.com/site/emcabana/
2https://drive.google.com/file/d/1Cldc7lLVOVjUJx86hgELhmKcKp7nXMeq/view
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de los dos lados será mayor que la probabilidad del otro lado.
¿Hay alguna forma de realizar un experimento con una mone-
da real (imperfecta) de modo que el experimento tenga solo dos
posibles resultados y ambos con la misma probabilidad?

Problema 3: Me ofrecen ganar un premio si gano dos parti-
dos (digamos de tenis) seguido de tres que debo jugar. Mis con-
trincantes son un amigo que juegamás omenos como yo, llamé-
mosle A y otro que juega bastante mejor que yo, llamémosle B.
Me ofrecen dos posibilidades, jugar primero con A, luego con B

y luego de vuelta conA, o primero conB, luego conA, y devuelta
con B. ¿cuál de las dos opciones me conviene más?

2. Espacios de probabilidad

Los resultados de un experimento aleatorios los representa-
remos con un conjunto llamado espacio muestral, que nor-
malmente denotaremos con la letra griegaΩ.

Ejemplo 2: Si el experimento es tirar un dado, entonces
los resultados posibles son 1, 2, 3, 4, 5, 6 de modo que el espacio
muestral podría ser Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Si el mismo dado lo ti-
ramos dos veces, los resultados los podremos representar como
los pares (x, y) con x e y algún número del 1 al 6, o sea el espacio
muestral podría ser Ω = {(x, y) : x, y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}, aunque
también podría serΩ = {1, 2, . . . , 36}.

Nos interesará calcular la probabilidad de lo que llamaremos
sucesos. Por ejemplo, en el caso de un dado, un suceso podría
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ser “que salga par” o en el caso de dos dados, “que la suma de los
dos dados sea cinco”. En lugar de expresar los sucesos con pa-
labras o mejor dicho, proposiciones, los representaremos como
subconjuntos del espaciomuestral. O sea, en lugar de decirQ(x)

conQ(x) = “x es par”, diremos que x ∈ S con S el subconjunto de
los números pares, o sea S = {ω ∈ Ω : Q(ω)} = {0,±2,±4, . . .}.

Ejemplo 3: Si el experimento es tirar un dado y el primer es-
pacio muestral es el del ejemplo anterior, el suceso de que sea
par será el subconjunto S = {2, 4, 6}mientras el suceso de que la
suma de dos dados sea cinco, en el segundo espaciomuestral del
ejemplo anterior, será el subconjuntoS = {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)}.

Al suceso vacío se lo llama suceso imposible, al suceso
igual al espacio muestral se lo llama suceso seguro, y dos su-
cesos disjuntos se los llama sucesos incompatibles.

Desgraciadamente, por razones técnicas, cuando el espacio
muestral es infinito no numerable, ha sido imposible construir
una teoría probabilística que considere todos los subconjuntos
posibles, o sea, que en general, siempre quedarán subconjuntos
raros, aunque fáciles de construir usando el axioma de elección,
a los cuales no podremos calcularles su probabilidad, salvo en
casos triviales. Sin embargo, la teoría se ha logrado desarrollar
sobre familias de subconjuntos lo suficientemente generales co-
mo para atacar todos los problemas prácticos que se han presen-
tado hasta el momento. Dichas familias se llaman σ-álgebras y
son aquellas familias no vacías cerrada bajo complementaciones
y bajo uniones numerables. O sea, que siA es una de esas fami-
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lias de partes3 del conjuntoΩ, ella debe no ser vacía4 y satisfacer
las siguientes condiciones:

(a1) Si A ∈ A, entonces su complemento Ac = Ω \A ∈ A.

(a2) Si A1, . . . , An, . . . ∈ A, entonces
∞
∪
n=1

An ∈ A.

Ejemplo 4: Algunas σ-álgebras triviales son:
1) El conjunto A = 2Ω de todos los subconjuntos deΩ.
2) A = {∅,Ω} para cualquierΩ .
3) A = {∅, {2024}, {2024}c,R}.

La pareja (Ω,A) en la queΩ es un conjunto no vacío y A es
una σ−álgebra de partes de Ω se llama espacio probabiliza-
ble, y los elementos de A se llaman sucesos.

De las propiedades anteriores se pueden deducir las siguien-
tes cuya demostración se deja a cargo del lector

Proposición2.1. Todaσ−álgebra sobreΩverifica las siguien-
tes propiedades

(a ′
0) Contiene aΩ y al suceso vacío ∅.

(a ′
2) Si A1, . . . , An ∈ A, entonces

n
∪
i=1

Ai ∈ A.

(a3) Si A,B ∈ A, entonces A ∩ B ∈ A.

(a ′
3) Si A1, . . . , An ∈ A, entonces

n
∩
i=1

Ai ∈ A.

3subconjuntos
4En lugar de pedir que no sea vacía se puede pedir queΩ ∈ A.
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Dado un espacio probabilizable (Ω,A), consideremos ahora
una función P : A → R+, tal que:

(p1) P (Ω ) = 1.

(p2) si A1, A2, . . . son sucesos dos a dos incompatibles5 enton-
ces

P

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An ) .

Una función que satisface las propiedades (p1) y (p2), es decir
que es una función de conjunto numerablemente aditiva, y nor-
malizada en el sentido de que la imagen del conjunto Ω es 1, se
llama probabilidad.

La terna (Ω,A,P ) en la que (Ω,A ) es un espacio probabi-
lizable y P es una probabilidad sobre (Ω,A) se llama espacio
de probabilidad.

Ejemplo 5:
1)Ω = {Cara,Cruz}, A = 2Ω = {∅, {Cara}, {Cruz},Ω},

P (∅ ) := 0, P ( {Cara} ) := P ( {Cruz} ) := 1/2, P (Ω ) := 1.
2)Ω = {0, 1},A = 2Ω,P (∅ ) := 0,P ( {0} ) := 1/10;P ( {1} ) :=

9/10; P (Ω ) := 1.
3) Ω = [0, 1] × [0, 1], A = {S con área medible}, P (S ) :=

área(S).

A veces para simplificar la notación escribiremos P (a ) en
lugar de P ( {a} ) .

5i ̸= j ⇒ Ai ∩Aj = ∅
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Proposición 2.2. Sea Ω = {w1, w2, . . . , wn, . . . } un conjunto
numerable, A = 2Ω la familia de todos lo subconjuntos de Ω

y p1, p2, . . . , pn, . . . una sucesión de números no negativos tales
que ∞∑

n=1

pn = 1,

entonces la función P definida por

P (S ) =
∑

wn ∈ S

pn

es una probabilidad sobre (Ω,A). En particular si Ω es finito
con |Ω| = n elementos y todas las probabilidadespi son iguales,
o sea, iguales a 1/n, entonces la suma anterior queda igual a

P (S ) =
∑
w∈ S

1

n
=

|S|

|Ω|
=

|S|

n
.

En este último caso el espacio (Ω,A,P) es llama equiproba-
ble.

En el espacio de equiprobabilidades anterior, a los elementos
de S se los llama casos favorables al suceso S y a los elemen-
tos de Ω casos posibles. Por ejemplo si queremos saber cual
es la probabilidad de que al tirar un dado salga un número par,
suponiendo que el dado no está “cargado”, todos las caras tie-
nen la misma probabilidad de salir, de modo que estamos en el
caso anterior. Los casos favorables son si sale 2, 4 o 6, o sea que
S = {2, 4, 6} y los casos posibles sonΩ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, de modo
que P (S ) = |S|/6 = 3/6 = 1/2. En estos casos de equiproba-
bilidad, el cálculo de probabilidades se reduce a problemas de
conteo. Para ésto es útil conocer algunas reglas de conteo:
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2.1. Muestreo y Distribución de objetos

Dos modelos usuales en temas de conteo son el “muestreo”
o también “selección” de objetos y la “distribución” de objetos
en cajas. Por ejemplo, tenemos una urna con cierta cantidad de
objetos, alguno de los cuales pueden ser indistinguibles, y selec-
cionamos (muestreamos) cierta cantidad. Podemos ir tomando
los objetos en orden o de una sola vez. Si los tomamos de a uno,
podemos volverlos a colocar en la urna o no. En esos casos di-
remos que el muestreo es con o sin reposición respectivamente.
Al seleccionar los objetos, podemos considerar que el orden en
que salen es importante, como cuando se hace un sorteo y se
van eligiendo lo dígitos de un número muy grande, cada dígito
se vuelve a colocar en la urna, o cuando se reparten cartas, que
no importa el orden en que nos dan las cartas. En el caso de dis-
tribuir objetos en cajas, se pueden considerar los casos en que
los objetos y/o las cajas son distinguibles o no. También se suele
introducir cotas a la cantidad de objetos por caja.

Una técnicamuy usual para contar es la: regla del produc-
to: Si un muestro se realiza en etapas y para cada etapa se tie-
ne lamisma cantidad de posibilidades, independientemente del
resultado de las etapas anteriores, entonces la cantidad de po-
sibilidades finales es el producto de las posibilidades de cada
etapa.

Ejemplo 6:

1) Para ver la cantidad de números en base b de n dígitos,
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podemos idear una forma de construir cada uno de dichos nú-
meros en n etapas, de modo que en la etapa i-ésima elegimos
el i-ésimo dígito. Como siempre tenemos b formas de elegir un
dígito, la cantidad total de posibilidades es bn.

2) Contemos la cantidad de números en base b de n dígi-
tos distintos. Nuevamente hacemos como antes, pero esta vez,
en la etapa i-ésima tendremos b − (i − 1) posibles dígitos para
elegir, sin importar cuales hayamos elegidos, pues los que ele-
gimos deben ser todos distintos. Entonces la cantidad total es
b(b − 1)(b − 2)...(b − (i − 1)) siempre que i ≤ b. Obviamente
si n > b nunca podremos elegir n dígitos distintos de entre b

posibles, por lo que la cantidad será cero.
3) Contemos la cantidad de números en base b de n dígi-

tos con dígitos adyacentes distintos. Nuevamente hacemos co-
mo antes, pero esta vez, en la etapa i-ésima tendremos b − 1

posibles dígitos para elegir si i > 1, y b posibilidades en la etapa
1. Entonces la cantidad total es b(b− 1)n−1.

2.1.1. Arreglos y combinaciones

La cantidad de formas de seleccionar en forma ordenada n

objetos con reposición de entre m objetos distinguibles es mn.
Dicha cantidad es llamada arreglos con repeticion dem en
n y se denota a veces como ARm

n .
La cantidad de formas de seleccionar en forma ordenada n

objetos sin reposición de entrem objetos distinguibles esm(m−

1) . . . (m − n + 1). Dicha cantidad es llamada arreglos (sin
repetición) de m en n y denotada a veces como Am

n , a ve-
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ces como Pm,n y a veces como (m)n. Si m = n la cantidad es
m! = m(m − 1) . . . 1 y termina siendo la cantidad de formas de
ordenar o permutarm objetos distinguibles.

La cantidad de formas de seleccionar sin importar el ordenn

objetos sin reposición de entrem objetos distinguibles esAm
n /n!.

Dicha cantidad es llamada combinaciones (sin repetición)
dem en n y se denota a veces como Cm

n , a veces como Cm,n y a
veces

(
m

n

)
.

La cantidad de formas de seleccionar, sin importar el ordenn

objetos con reposiciónde entremobjetos distinguibles esCm+n−1
n ,

denotada combinaciones con repetición dem en n y sim-
bolizado a veces como CRm

n .

2.2. Propiedades de la Probabilidad

A partir de los axiomas (p1) y (p2) de una función de probabi-
lidad podemos deducir las siguientes propiedades, cuya demos-
tración la dejamos para el lector.

Proposición 2.3. Toda función P de probabilidades verifica:

(p ′
1) P (∅ ) = 0.

(p ′
2) Si A1, . . . , An son sucesos dos a dos incompatibles, enton-

ces

P
(

n
∪
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai ) .

(p3) P (Ac ) = 1− P (A ) .

(p4) Si A ⊂ B, entonces P (A ) ≤ P (B ) .
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(p5) Regla de Adición:
P (A ∪ B ) = P (A ) + P (B ) − P (A ∩ B ) .

(p ′
5) Principio de Inclusión-Exclusión:

P (A1 ∪ · · · ∪An ) = P (A1 )+· · ·+P (An )−
(
P (A1 ∩A2 )+

P (A1 ∩A3 ) + · · ·+ P (An−1 ∩An )
)
+ · · ·

+(−1)n−1 P (An−1 ∩ · · · ∩An ) .

Teorema 2.4 (Continuidad de la Probabilidad).

(i) Si (An) es una sucesión creciente de sucesos6 y
∞
∪
n=1

An = A,
entonces P (A ) = límn P (An ) .

(ii) Si (Bn) es una sucesión decreciente de sucesos y
∞
∩
n=1

Bn = B,
entonces P (B ) = límn P (Bn ) .

Dem: Está claro que por (p4), las sucesiones P (An ) y P (Bn )

son monótonas. Además por ser probabilidades son acotadas,
por lo que ambas sucesiones son convergentes. Lo que se desea
probar es que los correspondientes límites son P (A ) y P (B ) .

Vamos a probar primeramente que (i) implica (ii) (el argu-
mento puede hacerse a la inversa, lo que prueba que en realidad
(i) y (ii) son equivalentes).

SiBn ⊃ Bn+1 entoncesBc
n ⊂ Bc

n+1. Además
∞
∪
n=1

Bc
n =

( ∞
∩
n=1

Bn

)c
=

Bc, de modo que (i) implica P (Bc ) = límn P (Bc
n ) = lím 1 −

P (Bn ) = 1− límP (Bn ) ⇒ límP (Bn ) = 1−P (Bc ) = P (B ) .
6An ⊂ An+1 ∀n
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Para probar (i), definimos Cn = An \An−1 para n = 2, 3, . . .

yC1 = A1, de dondeAn =
∞
∪
n=1

Cn. Los conjuntosCn que intervie-

nen en esta unión sondisjuntos, y entoncesP (A ) =
∞∑
n=1

P (Cn ) .

Por otra parte An =
n
∪
i=1

Ci, de donde P (An ) =
n∑
i=1

P (Ci ) y en-
tonces

lím
n→∞P (An ) = lím

n→∞
n∑
i=1

P (Ci ) =

∞∑
n=1

P (Cn ) = P (A ) .

3. Probabilidades condicionales

Dado un espacio de probabilidad (Ω,A ), y un suceso A tal
que P (A ) > 0, se define la función probabilidad condicio-
nal dado A, como la función

P ( · | A ) : A → R+

tal que

P ( B | A ) =
P (A ∩ B )

P (A )
.

Ejemplo 7:
Sea (Ω, 2Ω,P) el espacio de equiprobabilidad

probabilidad sobre el conjunto Ω de todos los uruguayos. Con-
sideremos el suceso A de aquellos que ganan más de un millón
de dólares por año, y el suceso B de aquellos que son jugadores
de fútbol de la Liga Española. La probabilidad de A es cercana
a 0,3 × 10−6, lo mismo para la probabilidad de B, y por lo tan-
to la probabilidad de A ∩ B será aún menor (será menor que
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ambas). Sin embargo la probabilidad de A|B puede ser relativa-
mente grande, sobre todo si se la compara con la probabilidad
de A|C siendo C el suceso de ser un profesor de la FING.

Ejercicio 2:
Probar qué

(
Ω,A,P ( · | A )

)
es un nuevo es-

pacio de probabilidad.

Ejercicio 3:
Probar las siguientes propiedades: (se supon-

drá que las probabilidades condicionales que aparecen están de-
finidas, es decir, que los sucesos “condicionantes” tienen proba-
bilidad positiva)

(p6) P (A1 ∩A2 ) = P (A1 ) P ( A2 | A1 ) .

(p ′
6) P (A1 ∩A2 ∩ . . . ) = P (A1 ) P ( A2 | A1 ) P ( A3 | A2 ∩A1 ) . . .

(Regla de multiplicación de probabilidades).

(p7) P ( A | B ) = P ( B | A ) P (A ) /P (B ).

3.1. Fórmula de Bayes

Proposición 3.1 (Fórmula de la Probabilidad Total). Si
A1, A2, . . . es una partición deA en conjuntos con probabilidad
positiva entonces

P (B ) = P ( B | A1 ) P (A1 ) + P ( B | A2 ) P (A2 ) + · · · .
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Ejemplo 8:
Queremos estimar cuántos uruguayos son hin-

chas de cierto cuadro de fútbol. Para ello encuestamos a 99 y
encontramos que 30 de ellos son hinchas de dicho cuadro. En-
tonces estimamos que la cantidad de uruguayos hinchas del cua-
dro serán 3 444 263×30/99 ≈ 1 043 716. Sin embargo, quien hizo
la encuesta se le ocurrió preguntarles si teníanmenos de 15 años
omás de 65 año o ninguna de las anteriores. En esos tres grupos
habían 15 hinchas, en el segundo habían 10 y en el tercero solo 5,
mientras que los tres grupos tenían 33 personas cada uno. Si del
último censo sabemos que la distribución etaria del Uruguay es
de 19,02% menores de 15 años, 65,55% el entre 15 y 64 años el
y 15,43%mayores de 65 años, entonces usando la fórmula de la
probabilidad total estimaremos la proporción de hinchas (que
será la probabilidad de elegir uno si elegimos a cualquier uru-
guayo con la misma probabilidad) de

p = 0,1902× (15/33) + 0,6555× (5/33) + 0,1× (10/33) = 0,2325

De modo que estimamos la cantidad de hinchas total como
3 444 263× 0,2325 = 800 791 bastante menor que la primer esti-
mación. Decidir cual de las dos estimaciones es mejor o cual es
el error que podemos estar cometiendo es un tema de la mate-
mática estadística.

De ésta fórmula y de la propiedad (p7) obtenemos la:

Proposición 3.2 (Fórmula de Bayes). En las condiciones
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de la proposición anterior se cumple que

P ( A1 | B ) =
P ( B | A1 ) P (A1 )

P ( B | A1 ) P (A1 ) + P ( B | A2 ) P (A2 ) + · · ·
.

Ejemplo 9:
Supongamos ahora que cierta página web pre-

guntamos a quienes entran si sonhinchas del cuadro del ejemplo
anterior ¿cuál será la probabilidad de que un usuario que dijo ser
hincha del cuado tenga menos de 15 años? Para ello usamos Ba-
yes: B Sería el suceso de ser hincha del cuadro, A1 el de tener
menos de 15 años. De la encuesta estimamos que P ( B | A1 ) =

15/33, mientras que del censo sabemos queP (A1 ) = 0,1902, de
modo que

P ( A1 | B ) =
(15/33)× 0,1902

0,2325
= 0,37.

O sea que habrá una probabilidad del 37% de que sea menor de
15 años.

3.2. Independencia

Cuando P ( B | A ) = P (B ) se dice que el suceso B es inde-
pendiente del suceso A. Usando la definición de P ( B | A ) re-
sulta que esto implica P (B ∩A ) = P (B ) P (A ) , lo cual impli-
ca que siP (B ) ̸= 0, también esA independiente deB. Teniendo
en cuenta esto diremos que A, B son sucesos independien-
tes, cuando P (A ∩ B ) = P (A ) P (B ) .
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Más en general, se dice que el conjunto C ⊂ A es indepen-
diente (o que los sucesos de C son independientes) cuando para
todo subconjunto finito {A1, . . . , Ak} ⊂ C se cumple

P (A1 ∩ · · · ∩Ak ) = P (A1 ) × · · · × P (Ak ) .

4. Variables aleatorias

Dadoun espacio probabilizable (Ω,A) se llamavariable alea-
toria (real) a cualquier función X : Ω → R, tal que la preima-
gen de todo intervalo es un suceso.

En lo sucesivo los sucesos de la forma {ω ∈ Ω : Q(X(ω))},
siendoQ(x) una proposición, los escribiremos como {Q(X)}. Por
ejemplo si Q(x) = ‘‘x < 3", entonces {X < 3} = {ω ∈ Ω : X(ω) <

3}. Y en lugar de escribir P ( {Q(X)} ) , escribiremos P (Q(X) ) o
P{Q(X)}. En el ejemplo sería P (X < 3 ) o P{X < 3} en lugar de
P ( {X < 3} ) .

Se llama función de distribución de X a la función FX :

R → R definida por

FX(x) = P (X ≤ x ) = PX( (−∞, x] ) )

Obsérvese que la probabilidad de que la variable X pertenezca al
intervalo (a, b] es:

PX ( (a, b] ) = P (X ∈ (a, b] ) = FX (b ) − FX (a ) .

Teorema 4.1. La función de distribución de probabilidad de
una variable aleatoria real X satisface las siguientes propieda-
des:
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(d1) FX es no decreciente.

(d2) FX es continua por la derecha.

(d3) FX(−∞) = 0; FX(∞) = 1.

Dem: Si x < y, FX = P (X ≤ x ) ≤ P (X ≤ x )+P ( x < X ≤ y ) =

P (X ≤ y ) = FX(y) y eso prueba (d1).
Para probar (d2) aplicamos el Teorema 1.1 a la sucesión de-

creciente de conjuntos ((−∞, xn])donde xn ↘ x. Resulta lím FX(xn) =

límPX( (−∞, xn]) ) = PX(∩∞
n=1(−∞, xn]) = PX((−∞, x]) = FX(x).

La demostración de (d3) puede hacerse en forma similar y
queda como ejercicio.

El teorema anterior tiene el siguiente recíproco:

Teorema 4.2. Si F : R → R satisface (d1), (d2) y (d3), entonces
existe una variable aleatoria cuya función de distribución es F.

De modo tal que una función F es la función de distribución
de alguna variable aleatoria si y solo si verifica las propiedades
(d1), (d2) y (d3).

Ejercicio 4 : Se considera la función de distribución F de la

variable X, definida por: F(x) =


1 1 ≤ x,

0 x < −1,

(x+ 2)/4 −1 ≤ x < 1.

Calcular:

1. PX ( (−1/2, 1/2] ).
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2. PX ( {0} ) = P (X = 0 ) .

3. PX ( {1} ).

4. PX ( (2, 3] ).

4.1. Variables Aleatorias Discretas

Una variable aleatoria se dice discreta cuando su recorrido
es un conjunto numerable.7

Si X es una variable aleatoria discreta con recorrido RX = {xi}

i = 1, 2, . . . , las probabilidades pi = P (X = xi ) (i = 1, 2, . . . )
bastan para determinar la función de distribución

F(x) =
∑
xi≤x

pi

y por lo tanto la distribución en virtud del Teorema 4.2. A las
probabilidades pi las podemos ver como la evaluación de una
función pX : R → R en el recorrido de X. A dicha función pX que
vale pi en xi y 0 en otros lugares se la conoce como función de
probabilidad de la variable X.

Es fácil ver que una función p : R → R es la función de pro-
babilidad de una variable discreta si y solo sí:

1. es no negativa,

2. es positiva en un conjunto numerable y
7Se puede ser más fino y pedir que exista un conjunto numerable tal que

la probabilidad PX de dicho conjunto sea uno.
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3. la suma de sus valores positivos vale 1.

Ejercicio 5:
A continuación se indican funciones de proba-

bilidad pX de variables discretas. Hallar en cada caso la función
de distribución y dibujar su gráfico.

1. pX(0) = 1.

2. pX(x) = x/15, x = 1, 2, 3, 4, 5.

3. pX(−1) = pX(0) = pX(1) = 1/3.

Ejercicio 6:
La variable aleatoria X puede tomar los valores

1, 2, . . . , n con probabilidadesP (X = r ) proporcionales a r (r =
1, 2, . . . , n). Hallar FX.

Observaciones: De las definiciones dadas en el Cuadro 1
se puede ver que:

Ber(p) = Bin(1, p).

“Hiper(m,k, n) → Bin(n, p)” cuando k/(m+ k) → p.

“Bin(n, p) → P(λ)” cuando cuando n → +∞ y np → λ.
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Nombre Notación Recorrido pX(xi)

Bernoulli Ber(p) {0, 1}. piq1−i

Binomial Bin(n, p) {0, 1, . . . , n}.
(
n

i

)
piqn−i

Geométrica v1 Geo(p) {0, 1, 2, . . .} pqi

Geométrica v2 Geo(p) {1, 2, . . .} pqi−1

Binomial Negativa BN(n, p) {0, 1, 2, . . .}
(
i+n−1

i

)
pnqi

Hipergeométrica Hiper(m,k, n) {0, 1, 2, . . . , k}

(
k

i

)(
m

n−i

)(
m+k

n

)
Poisson P(λ) {0, 1, 2, . . .} e−λ

λi

i!

Cuadro 1: Tabla de distribuciones discretas básicas.En todos los
casos p ∈ [0, 1], q = 1− p.
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4.2. Variables Aleatorias Continuas

Una variable aleatoria real cuya función distribución FX se di-
ce ella misma absolutamente continua (A.C.), cuando existe
fX : R → R+ tal que

FX(x) =

∫ x

−∞ fX.

Nótese que la función fX puede ser mayor que 1.

Ejemplo 10 : Si FX(x) = x si x ∈ [0, 1] y 0 sino, entonces fX(x) =
1 si x ∈ [0, 1] y 0 sino. Verificar que FX(x) =

∫x

−∞ fX.

La función fX se llama densidad de la distribución.
SiX es una v.a. A.C. con distribución F y densidad f, entonces

PX ( (a, b] ) = P (X ≤ b )−P (X ≤ a ) = F(b)−F(a) =

∫b

a

f(x) dx.

Ejercicio 7 : Probar que, si X tiene distribución A.C., enton-
ces P (X = a ) = 0 para todo a, y por tanto P (a < X ≤ b ) =

P (a ≤ X < b ) = P (a < X < b ) = P (a ≤ X ≤ b ) .

La función FX queda determinada por la función fX (puesto
que FX(x) =

∫x

−∞ fX(t) dt).
Obviamente toda densidad de probabilidad fdebe ser no ne-

gativa y satisfacer
∫+∞
−∞ f(x) dx = 1. Recíprocamente, si satisfa-

ce estas condiciones, es claro que F(x) =
∫x

−∞ f(t) dt satisface
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(d1), (d2) y (d3) y por consiguiente f es una densidad de proba-
bilidad.

Ejercicio 8 : A continuación se indican funciones de densidad
fX de v.a. A.C. Hallar en cada caso la función de distribución y
dibujar su gráfico.

1. fX(x) =

{
0 x ≤ 1,

1/x2, x > 1.
.

2. fX(x) =

{
3(1− x2), 0 < x < 1,

0, x ≤ 0, x ≥ 1.

3. fX(x) =

{
1/3, 0 < x < 1, 2 < x < 4,

0 sino.

Ejercicio 9:
X tiene densidad constante en (0, 1) y densidad

cero fuera de ese intervalo. Hallar la distribución de la n−ésima
cifra de la expresión decimal de X.

Ejercicio 10:
X tiene distribución continua FX y se define una

nueva variable aleatoria Y = g(X) por medio de la función deri-
vable y estrictamente creciente g.

1. Calcular FY y fY.
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2. Ídem en el caso en que g sea estrictamente decreciente.

3. Ídem en el caso Y = aX+ b.

4. Ídem para Y = X2 y para Y = eX.

Nombre Parámetros Notación Soporte fX(x)

Uniforme a < b U(a, b) [a, b] 1/(b− a)

Exponencial λ > 0 Exp(λ) R+ λe−λx, x ≥ 0

Normal µ, σ2 N(µ, σ2) R
e
−
(x− µ)2

2σ2

√
2πσ2

Cuadro 2: Tabla de distribuciones A.C. básicas.

Es fácil ver que siX ∼ U(0, 1) entonces (b−a)X+a ∼ U(a, b).8

También es fácil calcular la función de distribución de una
v.a. exponencial:

X ∼ Exp(λ) ⇒ FX(x) = 1− e−λx ∀x ≥ 0.

Con un poco más de esfuerzo se puede ver que si Z ∼ N (0, 1)

entonces Z/σ+µ ∼ N (µ, σ2), pero su función de distribución no
es expresable en términos sencillos. A la función de distribución
FZ de una Z ∼ N (0, 1) se la denotaΦ(x).

8Nótese como observamos antes que la función de densidad, al contrario
de las funciones de probabilidad de una v.a. discreta, no tienen porque ser
menores que 1. En el caso de la v.a. uniforma, si b − a < 1, entonces su
densidad será mayor que 1 entre a y b.
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5. Distribución Conjunta

En un experimento aleatorio se pueden hacer mediciones de
diferentes parámetros, como ser la altura y el peso de una perso-
na. Eso da lugar amás de una variable aleatoria.Dichas variables
si bien son aleatorias pueden estar relacionadas, como por ejem-
plo el peso de una persona alta suele ser mayor al de una baja.
Para estudiar esta correlación entre variables aleatorias, pode-
mos considerar, en el caso de dos variables X y Y, el vector (X, Y)
y la probabilidad de que dicho vector pertenezca a un subcon-
junto de R2. Para ello definiremos la distribución conjunta
de X e Y como la función FX,Y : R2 → [0, 1] dada por

FX,Y ( x, y ) = P (X ≤ x, Y ≤ y ) .

Proposición 5.1 (Propiedades de la función de distribución
conjunta). Para cualesquiera dos variables aleatorias X y Y se
cumple:

1. P ( (X, Y) ∈ (a, b]× (c, d] ) = FX,Y(b, d)−FX,Y(a, d)−FX,Y(b, c)+

FX,Y(a, c).

2. FX,Y(x, y) es monótona creciente en x y en y.

3. límy→+∞ FX,Y(x, y) = FX(x) (distribución marginal).

4. límx→+∞ FX,Y(x, y) = FY(y) (distribución marginal).

5. límx,y→+∞ FX,Y(x, y) = 1.

6. límx→−∞ FX,Y(x, y) = límy→−∞ FX,Y(x, y) = 0.

7. Continua por derecha en cada variable.
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Demostración. 1. llamemos Ix al intervalo (−∞, x] entonces
P ( (X, Y) ∈ (a, b]× (c, d] )

= P
(
(X, Y) ∈ Ib × Id \

( A︷ ︸︸ ︷
Ia × Id ∪

B︷ ︸︸ ︷
Ib × Ic

)
= P ( (X, Y) ∈ Ib × Id) ) − P ( (X, Y) ∈ A ∪ B ) ,

pero
P ( (X, Y) ∈ A ∪ B ) = P ( (X, Y) ∈ A ) + P ( (X, Y) ∈ B ) −

P ( (X, Y) ∈ A ∩ B ) ✓

2. Si x < x ′ entonces X ≤ x, Y ≤ y ⇒ X ≤ x ′, Y ≤ y de
donde el primer suceso está incluido en el segundo y de
allí la desigualdad.

3. Por 2., FX,Y es creciente en y de donde
límy→+∞ FX,Y(x, y) = límn→+∞ FX,Y(x, n)

= límn→+∞ P ( (X ≤ x, Y ≤ n ) = P (X ≤ x ) = FX(x).

4. Igual que 3.

5. Por 3., límx,y→+∞ FX,Y(x, y) = límx→+∞ FX(x) = 1.

6. Por 2.

lím
x→−∞ FX,Y(x, y) ≤ lím

x→−∞ lím
y→+∞ F(X,Y)(x, y) = lím

x→−∞ FX(x) = 0.

7.

FX,Y(a
+, b) = lím

x→a+
P (X ≤ x, Y ≤ b ) = lím

x→a+

P (X ≤ x|Y ≤ b )

P ( Y ≤ b )

= lím
x→a+

FX|Y≤b
(x)

FY(b)
=

PX|Y≤b (a )

FY(b)
=

P (X ≤ a|Y ≤ b )

P ( Y ≤ b )
= FX,Y(a, b).

Donde X|Y ≤ b es la variable aleatoria X restringida a Ω ′ =

Ω ∩ {ω : Y(ω) ≤ b}. Las igualdades anteriores son válidas si
P ( Y ≤ b ) > 0 en caso de que sea 0, la igualdad es trivial.
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Proposición 5.2. Una función F : R2 → [0, 1] es la función de
distribución conjunta de dos variables aleatorias sii cumple las
propiedades 1. para cualesquiera a, b, c, d tales que a < b, c <

d y también las propiedades 2., 5. y 6..

5.1. Vectores aleatorios discretos

Se dice que el vector aleatorio (X, Y) es discreto,cuando su
recorrido RX,Y es numerable.

Proposición 5.3. Un vector aleatorio es discreto sii lo son sus
componentes.

A la probabilidad pX,Y(xi, yi) de que X = xi y Y = yi se le
llama función de probabilidad conjunta de las v.a. X y Y.
Claramente tendremos que

P{(X, Y) ∈ S} =
∑

(xi,yi)∈S

pi.

En particular

FX,Y(x, y) =
∑

xi≤x,y≤y

pX,Y(xi, yi).

5.2. Vectores aleatorios absolutamente con-
tinuos

Se dice que la pareja de variables aleatoriasX, Y tienedistri-
bución conjunta absolutamente continua, y escribiremos
A.C., cuando existe una función no negativa fX,Y : R2 → R tal
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que la probabilidad de que la pareja (X, Y) pertenezca a un con-
junto S del plano se puede calcular en la forma.

P ( (X, Y) ∈ S ) =

∫∫
S

f(x, y) dx dy.

La función fX,Y se llamadensidaddeprobabilidad conjunta
de las variables. 9 A partir de esta igualdad podemos calcular
la función de distribución de un vector aleatorio como

FX,Y(s, t) =

∫∫
(−∞,s]×(−∞,t]

f(x, y) dx dy =

∫ s

−∞ dx
∫ t

−∞ f(x, y) dx dy.

Viceversa a partir de la funcióndedistribución conjunta FX,Y(s, t)
podemos obtener la densidad derivando parcialmente:

fX,Y(x, y) =
∂2

∂x∂y
FX,Y(x, y).

6. Independencia de Variables Alea-
torias

Las v.a. X1, . . . , Xn, . . . se dicen independientes, cuando
para cualesquiera intervalos,B1, B2, . . . las preimagenesX−1

1 (B1),

X−1
2 (B2), . . . , son sucesos independientes.

Teorema6.1. Si la pareja de v. a.X, Y tienen distribución con-
junta A. C. y cada una de las v.a. tiene distribución A.C. y, ade-
más, las variablesX, Y son independientes, la densidad conjun-
ta fX,Y es el producto de las densidades fX y fY de cada una de
las variables; más precisamente.

fX,Y(x, y) = fX(x).fY(y).
9La elección de los conjuntos S el plano deberá limitarse a la de aquellos

para los cuál es tenga sentido considerar la integral doble.
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Dem: Por ser independientes las variables se cumple

P (a < X ≤ x, c < Y ≤ y ) =

∫ x

a

du

∫y

c

f(u, v) dv

=

∫ x

a

fX(u) du
∫y

c

fY(v) dv,

y derivando sucesivamente respecto de x, y, obtenemos el resul-
tado indicado arriba.

Teorema 6.2. Si la pareja de v.a. X, Y tiene distribución dis-
creta, cadaunade las variables tiene distribucióndiscreta, ade-
más, los variables X, Y son independientes, entonces la función
de probabilidad pX,Y(xi, yj) = P (X = xi, Y = yj ) es producto de
las funciones de probabilidades P (X = xi ) y P ( Y = yj ) .

Teorema 6.3. Dos v.a. son independientes su función de dis-
tribución conjunta es el producto de las funciones de distribu-
ción. Más concretamente sii FX,Y(x, y) ≡ FX(x)FY(y).

6.1. VectoresAleatoriosdemayordimensión

Dadas n variables aleatorias X1, . . . , Xn definimos FX1,...,Xn
:

Rn → [0, 1] como

FX1,...,Xn
(x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn ) .

Proposición 6.4. Las v. a. X1, . . . , Xn son independientes sii
para cualesquiera x1, . . . , xn se cumple que

FX1,...,Xn
(x1, . . . , xn) = FX1

(x1)× FX2
(x2)× . . .× FXn

(xn).
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7. Esperanza, Media o Valor Espera-
do

Cuando integramos una función consideramos el área bajo
la curva. ¿Qué sucede si dilatamos las abscisas de modo que la
longitud total de dicho eje sea 1 y algunos puntos puedan tener
longitud no nula? La respuesta es una nueva forma de integrar
llamada integral de Riemann-Stieljes y tiene estrecha re-
lación con ciertos parámetros de las variables aleatorias. Dicha
relación viene dada porque la dilatación quedará definida por la
función de distribución de alguna variable aleatoria. Más con-
cretamente, la integral de Riemann-Stieljes en el intervalo [a, b]

de la función g con respecto a la función de distribución F de la
variable aleatoria X se define de la siguiente forma: a cada parti-
ción a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b del intervalo (a, b] en cada uno
de cuyos intervalos dxi = (xi−1, xi] se ha elegido un punto ξi, se
asocia, la suma

n∑
i=1

g(ξi) P (X ∈ dxi ) =

n∑
i=1

g(ξi) ( F(xi) − F(xi−1) ) . (1)

Si a cualquier sucesión de particiones cuya norma10 tiende a
cero corresponde, cualquiera sea la elección de los ξi, una su-
cesión de sumas (1) con un mismo límite, se dice que existe la
integral R.-S. de g con respecto a F en [a, b] (o que g es R.-S. in-
tegrable con respecto a F en [a, b]), y que dicha integral es igual
a ese límite. La integral se denota∫b

a

g(x) dF(x).
10o sea el máximo de los | dxi|.
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Lema 7.1. Si g es continúa entonces siempre existe la integral
de g respecto a F.

Si existe el límite que se indica definimos:∫+∞
−∞ g(x) dF(x) = lím

a→−∞
b→+∞

∫b

a

g(x) dF(x).

Si
∫+∞
−∞ |x| dFX(x) < ∞, llamamos valor esperado omedia

de X a
E (X) =

∫+∞
−∞ x dFX(x). (2)

La convergencia absoluta de la integral que aparece en (2)
(de la cual se puede deducir como es sabido la convergencia sim-
ple) se exige por razones técnicas que nos vamos a indicar en este
curso.

Proposición 7.2. Si existe
∫+∞
−∞ |g(x)| dFX(x), g es continua en-

tonces

∫+∞
−∞ g(x) dFX(x) =



∑
xi∈RX

g(xi)pX(xi) si X es dis. con f. de p. pX

∫+∞
−∞ g(x)fX(x) dx si X es A.C. con densidad fX

Corolario 7.3. Si existe
∫+∞
−∞ |x| dFX(x), entonces

E (X) =



∑
xi∈RX

xipX(xi) si X dis. con f. de p. pX,

∫+∞
−∞ xfX(x) dx si X es A.C. con densidad fX.
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Puede probarse que el valor esperado, tiene las propiedades
que se resumen en el siguiente enunciado;

Proposición 7.4. Si X y Y son v.a. y λ, µ, C ∈ R, entonces

(i) Si X ≥ 0, entonces E (X) ≥ 0 (monotonía).

(ii) E (λX+ µY) = λE (X) + µE (Y) (linealidad),

(iii) Si X es constante igual a C, entonces E (X) = C.

Corolario 7.5. Si X1, . . . , Xn son variables aleatorias con la
misma media µ, entonces su promedio Xn = (X1 + · · · + Xn)/n

tiene media µ.

Ejemplo 11:
Si X ∼ Bin(n, p) el valor esperado de X es, por

la Proposición 7.2 igual a

E (X) =

∞∑
n=1

i

(
n

i

)
pi(1−p)n−i =

n∑
i=1

n!

(i− 1)!(n− i)!
pi(1−p)n−i

= np

n−1∑
j=0

(n− 1)!

j!(n− 1− j)!
pj(1−p)n−1−j = np

n−1∑
j=0

(
n− 1

j− 1

)
pj(1−p)n−1−j

= np.

Nótese que la última sumatoria es la suma de las probabilidades
puntuales de una Bin(n− 1, p).

Ejemplo 12:
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Distribución Esperanza

Ber(p) p

Bin(n, p) np

Geo(p) v1 q/p

Geo(p) v2 1/p

BN(n, p) nq/p

Hiper(m,k, n) n
k

m+ k

P(λ) λ

U(a, b) (a+ b)/2

Exp(λ) 1/λ

N(µ, σ2) µ

Cuadro 3: Medias de distribuciones básicas, donde q = 1− p.
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Ejemplo 13:
Si X tiene distribución A.C. con densidad cero

fuera del intervalo (0, 1) y f(x) = 2x en dicho intervalo, entonces:

E (X) =

∫+∞
−∞ xf(X) dx =

∫ 1

0

2x2 dx = 2/3.

El significado del valor esperado de una variable aleatoria
puede aclararse considerando la siguiente analogía mecánica.
Si se considera en la recta una distribución de masa continua
con densidad ρ, la abscisa del baricentro vale.∫

xρ(x) dx∫
ρ(x) dx

.

Si a una variable aleatoria continua con densidad f asocia-
mos entonces una distribución de masa con densidad ρ = f, el
valor esperado deX coincide con la abscisa del baricentro puesto
que en este caso

∫
ρ(x) dx = 1.

Análogamente, el baricentro de una distribución de masas
mi concentradas en los puntos xi está dado por

∑
mixi/

∑
mi y

si a una variable aleatoria discreta con probabilidadespi concen-
tradas en los puntos xi, asociamos la distribución anterior para
lo cual tomamosmi = pi, el baricentro coincide con el valor es-
perado.

Así como en mecánica el estudio de los momentos de una
distribución de masas, en particular los momentos de segundo
orden o de inercia, arroja resultados interesantes, lomismo ocu-
rre en probabilidad, por lo cual consideraremos las definiciones
de la próxima sección.
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8. Variancia o Varianza

Cuando
∫+∞
−∞ |x|n dFX(x) < ∞, diremos que

∫+∞
−∞ xn dFX(x) es

elmomento de orden n de X o de la distribución de X. Cuan-
do

∫+∞
−∞ |x−E (X)|n dFX(x) < ∞diremosque

∫+∞
−∞(x−E (X))n dFX(x)

es elmomento central de orden n de X.
Al momento central de orden dos se llama variancia, y se

lo denota Var(X), es decir

Var(X) = E
(
(X− E (X))2

)
.

Usando propiedades de la esperanza podemos demostrar las si-
guientes propiedades de la varianza

Proposición 8.1. 1. Var(X) = E
(
X2
)
−
(
E (X)

)2
.

2. Var(aX+ b) = a2Var(X).

3. Var(X+ Y) = Var(X) + Var(Y) + 2E
(
(X− EX)(Y − EY)

)
=

Var(X) + Var(Y) + 2
(
E (XY) − EXE Y

)
4. Si µ = EX, σ2 = VarX y Y = (X− µ)/σ entonces E Y = 0 y

Var Y = 1.

El siguiente teorema permite calcular los momentos de or-
den mayor a 1, y por la propiedad 1. de la proposición anterior,
la varianza de las distribuciones básicas.

Teorema8.2. Sig es una función continuay
∫+∞
−∞ |g(x)| dFX(x) <∞, entonces

E
(
g(X)

)
=

∫+∞
−∞ g(x) dFX(x).
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Proposición 8.3. Si dos variables X, Y tienen momentos ab-
solutos de segundo orden E (|X|2), E (|Y|2) y momentos mixtos
E (|XY|), entonces valen las siguientes desigualdades

(EX )2 ≤ (E |X| )2 ≤ E
(
|X|2

)
,

(E (XY ) )2 ≤ E
(
X2
)
E
(
X2
)

(Cauchy-Schwarz).

Distribución Esperanza Distribución Esperanza

Ber(p) pq U(a, b) (b− a)2/12

Bin(n, p) npq Exp(λ) 1/λ2

Geo(p) v1 y v2 q/p2 N(µ, σ2) σ2

BN(n, p) nq/p

Hiper(m,k, n) n
k

N

m

N

N− n

N− 1

P(λ) λ

Cuadro 4: Tabla de varianzas de distribuciones básicas, donde
q = 1− p yN = m+ k.

Ejercicio 11:
Sea X ∼ U(0, 1). Hallar las distribuciones X2, eX

y calcular en cada caso el valor esperado y la variancia.
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9. Momentos de un vector aleatorio

Podemos calcular lamedia y la variancia de un vector usando
el siguiente resultado homólogo al correspondiente para varia-
bles aleatorias:

Teorema9.1 (Regla para el cálculo deE (g(X, Y) )). Si g es una
función continua de dos variables y las siguientes series o inte-
grales, según corresponda, sean absolutamente convergentes,
entonces si (X, Y) es

discreta con recorrido {(xi, yi)} y función de probabilidad
pi, la esperanza de g(X, Y) es

E (g(X, Y)) =
∑
i

g(xi, yi) pi.

A.C. con densidad fX,Y , la esperanza de g(X, Y) es

E (g(X, Y)) =

∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ g(x, y) fX,Y(x, y) dx dy.

9.1. Correlación entre variables aleatorias

Se llama covariancia de las variables X, Y a Cov(X, Y) =

E ((X − E (X))(Y − E (Y))), y coeficiente de correlación de
las mismas variables a

ρ(X, Y) =
Cov(X, Y)√
Var(X)Var(Y)

.
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El coeficiente de correlación pertenece al intervalo [−1, 1]. Si el
coeficiente es −1 o 1 las variables están linealmente correlacio-
nadas en el sentido que Y = aX + b con a negativo o positivo
respectivamente. Si el coeficiente es nulo se dice que las varia-
bles se dicen no correlacionadas.

Si X, Y son independientes, entonces su covarianza es nu-
la. El recíproco no es cierto, basta con considerar variables cu-
ya esperanza sea nula así como la de su producto, algo senci-
llo de encontrar, pero que estén correlacionadas. Por ejemplo
X ∼ N(0, σ2) y Y = |X|.

Proposición 9.2. Si las variables X1, . . . , Xn están dos a dos
no correlacionadas, entonces

Var (X1 + · · ·+ Xn ) = Var (X1 ) + · · ·+ Var (Xn ) .

Ejercicio 12:
Probar que E ((X − t)2) es mínimo para t =

E (X). ¿Para que valor de t es mínimo E (|X− t|)?

Ejercicio 13:
Sea X ∼ N(0, 1). Demostrar que los momen-

tos de orden impar son cero y los de orden par están dados por
E
(
X2k
)
= (2k)!/(2kk!).

Teorema 9.3. Si X, Y son v.a. independientes y existen los va-
lores esperados EXE Y, entonces existe el valor esperado del
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producto XY, y vale

E (XY ) = EXE Y.

Demostración. Lo demostraremos en el caso en que las son v.a.
son discretas:

E (XY ) =
∑
i,j

xiyj P (X = xi, Y = yj ) =
∑
i

∑
j

xiyj PX(xi)PY(yj)

=
∑
i

xi PX(xi)
∑
j

yj PY(yj) =
∑
i

xi PX(xi)E Y = E YEX.

Ejercicio 14:
Demostrar el Teorema 6.3 para v.a. A.C.

Ejercicio 15:
Probar que si las v.a. X1, . . . , Xn son indepen-

dientes, entonces están dos a dos no correlacionadas. Por tanto
se cumple

Var

(∑
i

Xi

)
=

∑
i

Var(Xi).

Ejercicio 16:
Se repiten n veces independientemente un ex-

perimento que resulta de en A con probabilidad p. Mostrar que
el número total de veces que ocurre A tiene distribución bino-
mial con parámetros n, p.
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Recalcular la media y la variancia de la distribución binomial
aprovechando esta circunstancia.

Ejercicio 17:
En un experimento aleatorio, la probabilidad

de que el resultado sea un suceso a A es p. Se repite el experi-
mento independientemente hasta que ocurre por primera vezA.
Sea n el número de veces que es necesario repetir el experimen-
to; calcular E (n ) y Var(n ).

Ejercicio 18:
X e Y son independientes con distribución uni-

forme en [0, 1]. Hallar la distribución de Z = máx{x, y}, W =

mín{x, y} y calcular E (Z ) y E (W ).

10. Desigualdad de Chebyshev

Teorema 10.1 (Desigualdad de Chebyshev). SiX es una varia-
ble aleatoria, g : R → R una función creciente, no negativa, y
g(a) > 0 entonces

P (X ≥ a ) ≤
E
(
g(X)

)
g(a)

.

Dem: E (g(X)) =
∫+∞
−∞ g(x) dF(x) ≥

∫+∞
a

g(x) dF(x)
≥ g(a)

∫+∞
a

dF(x) = g(a)P (X ≥ a ) .

Ejercicio 10.2. Justifique las (des)igualdades en la demostra-
ción anterior.

Corolario 10.3. Si Y es una v.a. con variancia entonces

P ( |Y − E (Y)| ≥ ϵ ) ≤ Var( Y )

ϵ2
.
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Dem: Basta elegir en el Teorema 10.1

g( x ) =

{
0 x < 0

x2 x ≥ 0.

y X = |Y − E ( Y ) | .

11. Leyes de los grandes números

Se dice que la sucesión de variables aleatorias (Xn) conver-
ge en probabilidad a L, o que

plím
n→∞ Xn = L

cuando para cada ε > 0

P ( |Xn − L| ≥ ε ) = P ( {ω : |Xn(ω) − L| ≥ ε} ) →
n→+∞ 0.

También se denota Xn
P→ L.

Se dice que la sucesión de variables aleatorias (Xn) conver-
ge casi seguramente a L, o que

Xn
c.s.
−→ L

sii
P (Xn → L ) = P ( {ω : Xn(ω) → L} ) = 1.

Se puede demostrar que si Xn converge en probabilidad enton-
ces converge casi seguramente.

Se dice que el conjunto de variables aleatorias X1, . . . , Xn es
unamuestra aleatoria simple oM.A.S. de una distribución
de probabilidad, cuando todas las Xi tienen esa distribución de
probabilidad y son independientes, por ejemplo si son el resul-
tado de repeticiones independientes de un mismo experimento.
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Teorema 11.1 (Ley débil de los grandes números). Para cada
n, sean X1, . . . , Xn una M.A.S. de una distribución con momen-
to de segundo orden finito. Entonces, si µ es el valor esperado
común de todas las variables y Xn = (X1 + · · ·+ Xn)/n

plím
n→∞ Xn = µ.

Dem: Seaσ2 el valor comúnde las variancias. EntoncesE (Xn) =

µ.Var(Xn) = σ2/n yP
(
|Xn − µ| ≥ ε

)
≤ Var(Xn)/ε

2 = σ2/(nε2) →
0 por el corolario del Teorema 7.1.

Ejercicio 19 : (Teorema de Bernoulli) Probar que si las varia-
blesX1, . . . , Xn, . . . tienen distribución binomial con parámetros
n, p, entonces

plím
n→∞ Xn = p.

Teorema 11.2 (Ley fuerte de los grandes números). Para ca-
dan, seanX1, . . . , Xn variables aleatorias independientes todas
con la misma distribución, con momento de cuarto orden fini-
to. Entonces, si µ es el valor esperado común de todas las va-
riables, entonces

Xn
c.s.
−→ µ.
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12. Teorema del Límite Central

Se llama funcióndedistribucióndeunamuestraX1, . . . , Xn,
a la función Fn dada por

Fn(x) =
1

n
[número de variables en X1, . . . , Xn que son ≤ x].

(Si χ es la función característica de (−∞, x], entonces Fn(x) =

(1/n)
n∑
i=1

χ(Xi ≤ x)). Siendo χ(Xi ≤ x) es la función indicatriz de

que Xi sea menor o igual a x o sea

χ(Xi ≤ x) =

{
1 Xi ≤ x,

0 Xi > 0.

Ejercicio 20:
Para cada n, X1, . . . , Xn es una muestra aleato-

ria simple de la distribución de probabilidades con función de
distribución F. Sea Fn la función de distribución de X1, . . . , Xn.
a) Hallar la distribución de Fn(x).
b) Probar que para cada x, plím Fn(x) = F(x).

Ejercicio 21:
Usar la desigualdad de Chebyshev para deter-

minar cuantas veces debe tirarse una moneda (P (CARA ) =

P (CRUZ ) = 1/2) de modo que la probabilidad de que la pro-
porción de caras en el conjunto de resultados esté entre 0.4 y
0.6, sea por lo menos de 0.9.

Ejercicio 22:
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Probar que el coeficiente de correlacióndedos variables alea-
toriasX, Y conmediasE (X) = E (Y) = 0, cumple ρ(X, Y ) = 1 sii
las variables son linealmente independientes, con probabilidad
1 (Se sugiere probar que hay una combinación lineal λX+µY tal
que P ( |λX+ µY| ≥ ε ) = 0 para todo ε > 0).

Agregaremos finalmente el enunciado de otro teorema que
no demostraremos. Este teorema justifica en parte la gran im-
portancia que tiene en estadística la llamada “distribución nor-
mal”, que estudiaremos en Estadística.

Teorema12.1 (Teoremadel Límite Central11). Sean,X1, . . . , Xn

para cada n, variables independientes todas con la misma dis-
tribución, conmomentode orden (2+a) finito paraalgúna > 0.
Sea µ = E (Xi), σ2 = Var(Xi) (i = 1, 2, . . . , n) y Φ(x) es la F.D.
de una v.a.N(0, 1) o sea

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞ e
−
1

2
t2

dt.

Entonces para cada x se cumple

lím
n→+∞P

(
Xn − µ

σ/
√
n

≤ x

)
= Φ(x)

Una pregunta natural es cuál será la velocidad de la conver-
gencia del límite anterior o una cota de dicha velocidad. El si-
guiente resultado en ese sentido fue demostrado por Andrew C.
Berry y Carl-Gustav Esseen, que con mejoras dice así:

11Conocido como “Teorema central del límite” en castellano
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Teorema 12.2. En las condiciones del teorema del límite cen-
tral, si ρ = E |X1 − µ|3 y∣∣∣∣P( Xn − µ

σ/
√
n

≤ x

)
−Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ 0,4748ρ

σ3
√
n

.

Se sabe, gracias a Essen, que la constante 0,4748 no se puede
mejorar más que hasta 0,4097.

Ejercicio 23 : Resolver el Ejercicio 21 usando el teorema an-
terior.
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