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Aplicaciones Max-flow y Min-cut

Los problemas max-flow y min-cut son modelos ampliamente aplicables.
" Mineria de datos.
" Mineria a cielo abierto.
" Emparejamiento bipartito. AR B,
" Fiabilidad de la red. AR
" Eliminacion del béisbol. Ve e
" Segmentacion de imagenes.
" Conectividad de red.

" Informatica distribuida. segn-1entaci6n del higado y de la vascularizacién
" Seguridad de los datos estadisticos. repse

" Emparejamiento igualitario estable.

" Deteccion de intrusiones en la red.

" Reconstruccidon de escenas multicamara.

" Colocacién de sensores para la seguridad nacional.

" Muchos, muchos, mas.
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A Juego

Def. Dado un grafo no dirigido G = (V, E) un subconjunto de aristas M S E es
un emparejamiento si cada nodo aparece como maximo en una arista de .

Emparejamiento maximo. Dado un grafo, encontrar un emparejamiento de
cardinalidad maxima.




Emparejamiento bipartito

Def. Un grafo G es bipartito si los nodos pueden dividirse en dos
subconjuntos Ly R de forma que cada arista conecta un nodo de L con uno
de R.

Emparejamiento bipartito. Dado un grafo bipartito G=(L U R, E), encontrar
un emparejamiento de cardinalidad maxima.

@
. ®

emparejamiento: 1-2', 3-1°, 4-5'



Emparejamiento bipartito

Def. Un grafo G es bipartito si los nodos se pueden dividir en dos
subconjuntos Ly R de forma que cada arista conecta un nodo de L con uno
de R.

Emparejamiento bipartito. Dado un grafo bipartito G=(L U R, E), encontrar
un emparejamiento de cardinalidad maxima.

@
. ®

emparejamiento: 1-1', 2-2°, 3-4', 4-5°



Emparejamiento bipartito: formulacion de flujo méaximo

Crea el digrafo G'=(LUR U {s,t}, E').
Dirija todas las aristas de L a R, y asigne capacidad infinita (o unitaria).

Anadir fuente s, y aristas de capacidad unitaria desde s a cada nodo en
L.

Anade el sumidero ¢, y aristas de capacidad unitaria desde cada nodo de
R hasta ¢.

- @ - @)
| @ @
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Formulacion de flujo maximo: prueba de correccion

Teorema. Cardinalidad maxima de un emparejamiento en G = valor del flujo
maximo en G'.
Pf. <
" Dada una coincidencia maxima M de cardinalidad &.
" Consideremos el flujo fque envia 1 unidad por cada uno de los &
caminos.
" fes un flujo, y tiene valor k. =

(D) (D— . —@)
Dmeeeeri——) / s
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Formulacion de flujo maximo: prueba de correccion

Teorema. Cardinalidad maxima de un emparejamiento en G = valor del flujo
maximo en G'.
Pf. >
" Sea f'un flujo maximo en G’ de valor «.
" Teorema de integralidad = k es integral y puede suponer qgue f'es 0-1.
" Consideremos M= conjunto de aristas de La R con f (e) = 1.
- cada nodo de L y R participa como maximo en una arista de M
- |M |=k: considerar corte (L U {s},R U {t})=

O o —Q) (1)

/ \

! O r——zt




Emparejamiento perfecto en un grafo bipartito

Def. Dado un grafo G =(V, E) un subconjunto de aristas M S E es un

emparejamiento perfecto
si cada nodo aparece exactamente en una arista de M.

Q. ;Cuando un grafo bipartito tiene una correspondencia perfecta?

Estructura de grafos bipartitos con emparejamientos perfectos.
" Claramente debemos tener|L |=|R |.
" /Qué otras condiciones son necesarias?
" /Qué condiciones son suficientes?

10



Emparejamiento perfecto en un grafo bipartito

Notacion. Sea Sun subconjunto de nodos, y sea N(S) el conjunto de nodos
adyacentes a nodos en S.

Observacion. Si un grafo bipartito G=(L UR, E) tiene un emparejamiento

perfecto,
entonces | N(S) |>|S | para todos los subconjuntos S S L.
Pf. Cada nodo de S debe corresponderse con un nodo diferente de N(S). -

0
o

$={2,45}
N(S) ={2%, 5"}

no hay coincidencia perfecta

11



Teorema de Hall

Teorema. Sea G=(L UR, E)un grafo bipartito con|L |=|R |.

G tiene un emparejamiento perfecto si| N(S) |>|S | para todos los
subconjuntos S c L.

Pf. = Esta fue la observacion anterior.

0

$={2,45}
N(S) ={2%, 5"}

no hay coincidencia perfecta

12



Demostracion del teorema de Hall

Pf. Supongamos gue G no tiene una correspondencia perfecta.
" Formulalo como un problema de flujo maximo y deja que (4, B) sea un
corte minimo en G'.
Por el teorema max-flow min-cut, cap(4, B)<|L |.
" DefinirLy=LNA,Lyp=LNB,R,=RNA.
" cap(4,B)=|Lp |[+|R, |
Dado que min cut no puede usar o« aristas: NM(L,)SR .,
" N )y |<|Ry |=cap(4,B)-|Lg |<|L |-|Lp|=|Ly I.
" Elige S=L, .-

G’ ] 00
@ tA={2,4,5}L

A /
2 B = {1, 3}
0]
‘ ® \ ] wa = (2 57)
)
N(Lr) = {2', 5"}
4' ' —@

5
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Tiempo de ejecucion del emparejamiento bipartito

Teorema. El algoritmo de Ford-Fulkerson puede implementarse para
resolver el problema de emparejamiento bipartito en tiempo O(m n).

Teorema. [Hopcroft-Karp 1973] El problema de emparejamiento bipartito
puede resolverse en tiempo O(m n'’?).

Teorema. [Even-Tarjan 1975] El algoritmo del camino mas corto puede

implementarse para resolver el problema de emparejamiento bipartito en
tiempo O(m n'?).

Teorema. [Madry 2013] El problema de emparejamiento bipartito puede

1N/T \ 1

resolverse en O(n

SIAM J. CompurT.
Vol. 2, No. 4, December 1973

AN n®2 ALGORITHM FOR MAXIMUM MATCHINGS
IN BIPARTITE GRAPHS*

JOHN E. HOPCROFTYt ano RICHARD M. KARP{
Abstract. The present paper shows how to construct a maximum matching in a bipartite graph

with n vertices and m edges in a number of computation steps proportional to (m + n)\_/n.

Key words. algorithm, algorithmic analysis, bipartite graphs, computational complexity, graphs,
matching
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Emparejamiento no biparfito

Emparejamiento no bipartito. Dado un grafo no dirigido (no necesariamente

bipartito), encontrar un emparejamiento de cardinalidad maxima.
" La estructura de los grafos no bipartitos es mas complicada.
" Pero bien entendido. [Tutte-Berge, Edmonds-Galai]
" Algoritmo Blossom: O®*). [Edmonds 1965].
" El mas conocido: O(m n'?). [Micali-Vazirani 1980, Vazirani 1994].

PATHS, TREES, AND FLOWERS COMBINATORICA COMBINATORICA 14 (1) (1994) 71-109

Akadémiai Kiadé - Springer-Verlag

JACK EDMONDS

A THEORY OF ALTERNATING PATHS AND BLOSSOMS FOR
PROVING CORRECTNESS OF THE O(vVE) GENERAL GRAPH
MAXIMUM MATCHING ALGORITHM

1. Introduction. A graph G for purposes here is a finite set of elements
called vertices and a finite set of elements called edges such that each edge
meets exactly two vertices, called the end-points of the edge. An edge is said
to join its end-points.

A matching in G is a subset of its edges such that no two meet the same VIJAY V. VAZIRANIL
vertex. We describe an efficient algorithm for finding in a given graph a match-
ing of maximum cardinality. This problem was posed and partly solved by Received December 30, 1989

C. Berge; see Sections 3.7 and 3.8. Revised June 15, 1993

15



Importancia histérica (Jack Edmonds 1965)

2. Digression. An explanation is due on the use of the words ‘‘etticient
algorithm.”” First, what I present is a conceptual description of an algorithm
and not a particular formalized algorithm or “code.”

For practical purposes computational details are wvital. However. my
purpose 1s only to show as attractively as I can that there i1s an efhcient
algorithm. According to the dictionary, “efficient’” means ‘“‘adequate in opera-
tion or performance.” This is roughly the meaning I want—in the sense that
it 1s conceivable for maximum matching to have no efficient algorithm. Perhaps
a better word 1s ‘‘good.”

I am claiming, as a mathematical result, the existence of a good algorithm
for finding a maximum cardinality matching in a graph.

There 1s an obvious finite algorithm, but that algorithm increases in ditticulty
exponentially with the size of the graph. It is by no means obvious whether
or not there exists an algorithm whose difficulty increases only algebraically
with the size of the graph.

16



grafos bipartitos k-regulares

Problema del hackathon.

" Hackathon al que asistieron n estudiantes de Harvard y » estudiantes de
Princeton.

" Cada estudiante de Harvard es amigo de exactamente k> 0 estudiantes
de Princeton;
cada estudiante de Princeton es amigo de exactamente k estudiantes de
Harvard.

" La amistad es mutua.

" ;Es posible organizar el hackathon de forma que cad¥ estiaianteddE
Princeton programe con un amigo diferente de Harvard?

Reformulacion matematica. ;jTiene todo grafo (3) (3)
bipartito tie'@un_e}parejamiento perfecto?
Ej. Hipercubo booleano.

L |~

17



los grafos bipartitos k-regulares fienen emparejamientos perfectos

Teorema. Todo grafo bipartito k-regular G tiene un emparejamiento perfecto.
Pf.
" Tamano del emparejamiento maximo = valor del flujo maximo en G'.

Considere el flujo 1/k if (u,v) € E

flu,v) =<1 ifu=sorv=t

0 otherwise

" fes un flujo en G’y su valor =n = coincidencia perfecta. -

1 N v 1
¢ © @ . @ (0
® €D
@ @)

un flujo factible f de valor n
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Trayectorias con aristas disjuntas

Def. Dos trayectorias son disjuntas si no tienen ninguna arista en comun.

Problema de los caminos disjuntos. Dado un digrafo G=(V, E) y dos nodos s
Yy ¢,
hallar el numero maximo de caminos de aristas disjuntas s~r.

() © (6 O

digrafo G

20



Trayectorias con aristas disjuntas

Def. Dos trayectorias son disjuntas si no tienen ninguna arista en comun.
Problema de los caminos disjuntos. Dado un digrafo G=(V, E) y dos nodos s

Yy t,
hallar el numero maximo de caminos de aristas disjuntas s~r.

Ej. Redes de comunicacion.

digrafo G
2 caminos de aristas disjuntas @

21



Trayectorias con aristas disjuntas

Formulacion de flujo maximo. Asignar capacidad unitaria a cada arista.

Teorema. El numero maximo de caminos s~ separados por aristas es igual
al valor del flujo maximo.
Pf. <
" Supongamos que hay k trayectorias st disjuntas Py, ..., P .;
" Fije f (e) =1 si e participa en algun camino P; ; de lo contrario fijef (e) = 0.
" Como los caminos son disjuntos por aristas, fes un flujo de valor k. -

22



Trayectorias separadas por aristas

Formulacion de flujo maximo. Asignar capacidad unitaria a cada arista.

Teorema. El numero maximo de caminos s~ separados por aristas es igual
al valor del flujo maximo.
Pf. 3
" Supongamos que el valor maximo de flujo es .
" Teorema de integralidad = existe 0-1 flujo f'de valor .
" Consideremos la arista (s, u) con f(s, u) = 1.
- por conservacion del flujo, existe una arista (u, v) con flu, v) =1
- continuar hasta alcanzar ¢, eligiendo siempre una nueva arista

Produce k£ caminos (no necesariamente simples) de aris"txqs disjuntas. -

Q Q puede eliminar los ciclos
para obtener rutas simples

] 1 en tiempo O(mn) si se desea
1 (descomposicion de flujos)

(s 1 O O 1 —®



Conectividad de red

Def. Un conjunto de aristas F S E desconecta rde s si cada camino s~
utiliza al menos una arista en F.

Conectividad de la red. Dado un digrafo G=(V, E)y dos nodos s ¢,
hallar el numero minimo de aristas cuya eliminacion desconecta a ¢ de s.

2 5
S =<3 6> t
\ A
~
~
~
~
~
~
~
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Teorema de Menger

Teorema. [Menger 1927] El nuUmero maximo de caminos s~ separados por
aristas

es igual al numero minimo de aristas cuya eliminacion desconecta ¢ de s.

Pf. <

" Supongamos que la eliminacion de F € E desconectatde s,y |F |=k.
" Cada s~ ruta utiliza al menos una arista en F.
" Por tanto, el numero de caminos disjuntos por arista es <k. =

Cf 5 @ (5)
G m—> GQ ©
l

\\
o— - -2
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Teorema de Menger

Teorema. [Menger 1927] El nuUmero maximo de caminos s~ separados por
aristas
es igual al numero minimo de aristas cuya eliminacion desconecta ¢ de s.

Pf. >

" Supongamos que el numero maximo de caminos de aristas disjuntas es
k.
Entonces valor del caudal maximo =k.

Teorema max-flow min-cut = existe un corte (4, B) de capacidad *.
Sea F el conjunto de aristas que van de 4 a B.
| F |=ky desconectatde s. =

l ® @ ®

& o——0 o G ©
\\\

\\A

@ - - - 0
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Trayectorias de aristas disjuntas en gratos no dirigidos

Def. Dos trayectorias son disjuntas si no tienen ninguna arista en comun.

Problema de caminos disjuntos en grafos no dirigidos. Dado un grafo G =

(V,E)y dos nodos sy ¢, hallar el nUmero maximo de caminos s-¢f con aristas
disjuntas.

() 3 (&) O

digrafo G

27



Trayectorias de aristas disjuntas en gratos no dirigidos

Def. Dos trayectorias son disjuntas si no tienen ninguna arista en comun.

Problema de caminos disjuntos en grafos no dirigidos. Dado un grafo G =

(V,E)y dos nodos sy ¢, hallar el numero maximo de caminos s-f con aristas
disjuntas.

digrafo G
(2 caminos de aristas disjuntas) @

28



Trayectorias de aristas disjuntas en gratos no dirigidos

Def. Dos trayectorias son disjuntas si no tienen ninguna arista en comun.

Problema de caminos disjuntos en grafos no dirigidos. Dado un grafo G =

(V,E)y dos nodos sy ¢, hallar el numero maximo de caminos s-f con aristas
disjuntas.

digrafo G
(3 caminos de aristas disjuntas)

29



Trayectorias de aristas disjuntas en gratos no dirigidos

Formulacion de flujo maximo. Sustituye cada arista por dos aristas
antiparalelas y asignha capacidad unitaria a cada arista.

Observacion. Dos caminos P1 y P> pueden ser arista-disociados en el digrafo
pero no arista-disociados en el grafo no dirigido.

N\

si P1 utiliza la arista (u, v)

y P2 utiliza su arista antiparalela (v, u)

30



Trayectorias de aristas disjuntas en gratos no dirigidos

Formulacion de flujo maximo. Sustituye cada arista por dos aristas
antiparalelas y asignha capacidad unitaria a cada arista.

Lemma. En cualquier grafo de flujo, existe un flujo maximo fen el que para

cada par de aristas antiparalelas ey e’, 0 bien f (¢)=0 o bien f (e") = 0 o0 bien
ambas.

Ademas, el teorema de integralidad sigue siendo valido.

Pf. [ por induccion en el numero de tales pares de aristas antiparalelas ]
" Supongamos f (e)>0V f (e") >0 para un par de aristas antiparalelas ey e'.
" Establezcaf(e)=f(e)-dy [f(e)=f (e') -6, donde d =min {f (e), [ (e’ }.
" 7 sigue siendo un flujo del mismo valor, pero tiene un par de este tipo

menos. - O O

O) 1 O O 1 —@®
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Trayectorias de aristas disjuntas en gratos no dirigidos

Formulacion de flujo maximo. Sustituye cada arista por dos aristas
antiparalelas y asignha capacidad unitaria a cada arista.

Lemma. En cualquier grafo de flujo, existe un flujo maximo fen el que para
cada par de aristas antiparalelas ey e’, 0 bien f (¢)=0 o bien f (e") = 0 o0 bien
ambas.

Ademas, el teorema de integralidad sigue siendo valido.

Teorema. El numero maximo de caminos s~ separados por aristas es igual

al valor del flujo maximo.
Pf. Similar a la prueba en digrafos; usar lema.

32



Teoremas de Menger

Teorema. Dado un grafo no dirigido con dos nodos s ¢,
el numero maximo de caminos de aristas disjuntas s-z es igual al numero
minimo de aristas cuya eliminaciéon desconecta sy .

Teorema. Dado un grafo no dirigido con dos nodos no adyacentes s ¢,
el numero maximo de caminos s-t internamente disjuntos es igual al numero
minimo de nodos internos cuya eliminacion desconecta sy .

Teorema. Dado un grafo dirigido con dos nodos no adyacentes s ¢,
el numero maximo de caminos st internamente disjuntos es igual al
numero minimo de nodos internos cuya eliminacion desconecta ¢ de s.

Zur allgemeinen Kurventheorie.

Von
Karl Menger (Amsterdam).

Einleitung,

I, Uber die Bedeutung der Ordnungszahl von Kurvenpunkten.
II. Uber umfassendste Kurven,

[Il. Uber die Punkte unendlicher Ordnung.

33
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Mulfiples fuentes y sumideros

Def. Dado un digrafo G = (V, E) con capacidades de arista no negativas c(e) y
multiples nodos origen y multiples nodos sumidero, hallar el flujo maximo
que

pueden enviarse desde los nodos fuente a los nodos sumidero.

red de flujo G @ 5 Q - @

10
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Multiples fuentes y sumideros: formulacion de flujo maximo

" Anade un nuevo nodo de origen sy un nodo de destino .
" Para cada nodo fuente original s; anade una arista (s, s; ) con capacidad

0.
" Para cada nodo sumidero original ¢ , anade una arista (7, ) con
capacidad oo.

Afirmacion. Correspondencia 1-1 entre flujos en Gy G".

red de flujo G’ @ 5 Q - @

10
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Circulacion con demandas

Def. Dado un digrafo G = (V, E) con capacidades de arista no negativas c(e) y
oferta y demanda de nodos d(v), una circulacion es una funciéon que
satisface:

" Para cada e € E: 0% f(e) <c(eNddpnclad(y)

" Para cada v e V: (€8nserva&lds)’

(nodo de suministro)

red de flujo G -8 6
O O flujo capacidad
6/7 1/7 l /
) <, <M /
7 3 3/3 Y, U 4/4 &) 11
10 0

(nodo de demanda) (nodo de transbordo)

37



Circulacion con demandas: formulacion de flujo maximo

" Anade una nueva fuente sy un nuevo sumidero t.
" Para cada v con d(v) <0, anade la arista (s, v) con capacidad -d(v).
" Para cada v con d(v) >0, anade la arista (v, r) con capacidad d(v).

Afirmacion. G tiene circulaciéon si G'tiene flujo maximo de)d(e)y 8= Y -d(v)

v:d(v)>0 ‘:d(v)< 0

satura todos los bordes

/ o dejando s
e SIS e introduciendo t
/

6

red de flujo G’

8
o
o D
7
6 4
o ab ,
U 4 /D I
10 0
10 11 \
\0/ demanda

38



Circulacion con demandas

Teorema de integralidad. Si todas las capacidades y demandas son enteras,
y existe una circulacion, entonces existe una que es de valor entero.

Pf. Se deduce de la formulacion de flujo maximo + teorema de integralidad
para flujo maximo.

Teorema. Dado (V, E, ¢, d), no existe circulacion si existe una particion de
nodos (4, B) tal que X,z d(v) > cap(4, B). \

la demanda de los nodos de B supera

Pf sketch. Mira el corte min en G'. suministro de nodos en B mas
capacidad maxima de las aristas que van de A a B

39



Circulacion con exigencias y limites inferiores

Circulacion factible.
" Grafo dirigido G=(V, E).
" Capacidades de las aristas c(e) y limites inferiores f(e) para cada arista e
€ E.
" Oferta y demanda de los nodos d(v) para cada nodo v € V.

Def. Una circulacion es una funcion que satisface:

" Para cada e € £: () F(efe)=< cE) (P 3<iGh@).
" Para cada ve V: (cbhtervadiBhy”

Problema de circulacion con limites inferiores. Dados (V, E, £, ¢, d), jexiste
una circulacion factible?

40



Circulacion con exigencias y limites inferiores

Formulacion de flujo maximo. Modelo de limites inferiores como
circulaciéon con demandas.

" Envia £(e) unidades de flujo a lo largo de la arista e.
" Actualiza las demandas de ambos extremos.

limite inferior limite superior capacidad

D, 9 ——™) (O (w)

d(v) d(w) d(v) + 2 d(w) - 2
red de flujo G red de flujo G’

Teorema. EXxiste una circulacion en G si existe una circulacion en G".

Ademas, si todas las demandas, capacidades y limites inferiores en G son
enteros, entonces hay una circulacion en G que es de valor entero.

Pf sketch. f (e) es una circulacion en G si f '(e)=f (e) - L(e) €s una circulacion
en G'.

41
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Diseno de la encuesta

Disenar una encuesta en la que se pregunte a n, consumideres goprée 45 a
encuesta

pI’OdUCtOS. por producto

Puede encuestar al consumidor i sobre el producto j s6lo si lo posee.

Haga preguntas al consumidor i entre ¢; y c; .

Pregunta entre p; y p; ' consumidores sobre el producto ;.

Objetivo. Disene una encuesta que cumpla estas especificaciones, si es
posible.

Emparejamiento perfecto bipartito. Caso especial cuando ¢;=c¢; "=p;j=p; '=1.

43



Diseno de la encuesta

Formulacion de flujo maximo. Modelo como problema de circulacion con

limites inferiores.

Anade la arista (i, j) si el consumidor j posee el producto ..

Anadir arista de s al consumidor ;.
Anadir arista del producto i a +.

Anadir arista de ¢ a s.

Circulacion entera & diseno factible de la encuesta.
[0, oo]

[0, 1]

[c1, c1 ] [p1, p1]

© ©®
®» © ©

@

consumidores productos
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Programacion de vuelos

Programacion de vuelos.

" Complejo problema computacional al que se enfrentan las companias
aéreas.

" Debe elaborar programas eficientes en términes de uso,de.equipos,
asignacién de personal a acontecimientos imprevisibles, como

tiempo y averias

y satisfaccion del cliente.

" Uno de los mayores consumidores de técnicas algoritmicas de alta
potencia

"Problema de juguetes”.
" Gestione las tripulaciones de vuelo reutilizandolas en varios vuelos.
" Entrada: conjunto de kvuelos para un dia determinado.
" El vuelo i sale del origen o; a |a hora s; y llega al de
" Minimizar el numero de tripulaciones de vuelo.

46



Programacion de vuelos

Formulacion de circulacion. [para ver si las tripulaciones ¢ son suficientes]
" Para cada vuelo i, incluye dos nodos ui y v .;
" Anadir fuente s con demanda -c, y aristas (s, u; ) con capacidad 1.

Anadir el sumidero ¢t con demanda ¢, y aristas (vi, ) con capacidad 1.

Para cada i, anade la arista (u, vi ) con limite inferior y capacidad 1.

si el vuelo j es alcanzable desde i, anadir arista (vi, u; ) con capacidad 1.

la tripulacidn puede
la tripulacion puede @ @ terminar el dia
empezar el d cor/cualquier vuelo

con cualquier v‘llizkA
[0, 1] 0, 1] c
<« (&) (uy) (v (0

utilizar @ [1, 1] @

tripulaciones c [0, 1]

\

la misma tripulacion puede hacer los vuelos 2y
4

se realiza el vuelo 2



Programacion de vuelos: tiempo de funcionamiento

Teorema. El problema de programacion de lineas aéreas puede resolverse
en tiempo O(k* log k).
Pf.

" k= numero de vuelos.

¢ = numero de tripulaciones (desconocido).
" O(k) nodos, O(k? ) aristas.

Como mucho se necesitan k cuadrillas. ——jsqueda binaria del valor 6ptimo c*
= resolver Ig k problemas de circulacion.

El valor del flujo esta comprendido entre 0y «.
= COmMO maximo k£ aumentos por problema de circulacion.
" Tiempo total = O%° log k).

Observacion. Puede resolverse en tiempo O(k* ) formulandolo como un
problema de flujo minimo.
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Programacion de vuelos: postmortem

Observacion. Hemos resuelto un problema de juguete.

Los modelos de problemas del mundo real presentan otros innumerables factores:

Normativa sindical: por ejemplo, las tripulaciones de vuelo sélo pueden volar un
determinado numero de horas en un intervalo dado.

Necesidad de una programacion optima a lo largo del horizonte de planificacion, no
solo un dia.

La decoloracion tiene un coste.

Los vuelos no siempre salen o llegan a la hora prevista.

Optimice simultaneamente el horario de los vuelos y la estructura de las tarifas.

Mensaje.

Nuestra solucion es una técnica generalmente util para la reutilizacion eficiente de

recursos limitados, pero trivializa el problema real de programacioén de lineas aéreas.

Técnicas de flujo utiles para resolver problemas de programacion de vuelos (y muy
utilizadas en la practica).

Dirigir una aerolinea de forma eficiente es un problema muy dificil.

49



7. FLUJO DE RED li

‘ A\gm! Jesign

JON KLEINBERG - EVA TARDOS » segmentacion de imagenes

ARTIiCULO 7.10



Segmentacion de imdagenes

Segmentacion de imagenes.
" Problema central en el tratamiento de imagenes.
" Divide la imagen en regiones coherentes.

Ej. Tres personas de pie delante de una escena de fondo compleja.
Identifique a cada persona como un objeto coherente.

segmentacion del higado y de la vascularizacion

hepatica
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Segmentacion de imdagenes

Segmentacion primer plano/fondo.

" Etiquete cada pixel de la imagen como perteneciente

al primer plano o al fondo de. o
" V= conjunto de pixeles, £ = pares de pixeles vecinos. oo
" a; > 0es el pixel de probabilidad i en primer plano. °

" b; > 0es el pixel i de probabilidad en el fondo.

" pij = 0es la penalizacion de separacion por etiquetar

uno de i y j como primer plano, y el otro como fondo.

da;+xb, - Y p;
Objetivos. i€4  jEB  (.J)EE
J . . _ _ / N\ AN} =1
" Precision: si a; >b; de forma aislada, prefiere |
primer plano fondo

etiquetar i en primer plano.

" Suavidad: si muchos vecinos de i estan etiquetados en primer plano,
deberiamos inclinarnos a etiquetar i como primer plano.

" Encuentra la particidn (4, B) que maximiza:
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Segmentacion de imdagenes

Formular como problema de minicorte.
" Maximizacion.
" Sin fuente ni sumidero.
" Grafo no dirigido.

Se convierte en un problema de minimizacion.

" Maximizar 2a;+ b, - X p;
i€d  JEB (i.J))EE
AN{GLjY =1
es equivalente a minimizar (Eievai +2jevbj) - Ya; - Yb,
> v y i€EA JEB
a constant

" 0 alternativamente Ya;+yb + 3 p;

jEB i€ A (i,j))EE

AN{i,j} =1

2 pij
(i,j))EE
AN{ij}| =1
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Segmentacion de imdagenes

Formular como problema de corte minimo G'=(V',E’).  aristaenG
" Incluir nodo para cada pixel. € o
" Utilizar dos aristas antiparalelas en lugar de
arista no di rig ida. dos aristas antiparalelas en G’
" Anade la fuente s correspondiente al primer plano. Pij
" Anadir fregadero ¢ para que corresponda al fondo. (5 0ij
—

O
N
)
VV\\:/

(D )
A Pij

()
o/
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Segmentacion de imdagenes

Consideremos el corte minimo (4, B) en G".
" A=primer plano.

cap(A,B) = Ya;+Xb, + X p;

JEB IEA (i,j))EE si iy jestan en lados diferentes,
IEA, JEB
pij contado exactamente una vez

" Precisamente la cantidad que queremos minimizar.
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Seleccion de proyectos (problema de cierre de peso maximo)

Proyectos con requisitos previos. puede ser positivo

= . : ] . : / 0 negativo
Conjunto de proyectos posibles P : el proyecto v tiene unos ingreso
asociados p .,

" Conjunto de prerrequisitos E : si (v, w) € E, no se puede hacer el
proyecto va menos que
también haga el proyecto w.

" Un subconjunto de proyectos 4 € P es factible si el prerrequisito de cada

proyecto en 4 también pertenece a A.

Problema de seleccion de proyectos. Dado un conjunto de proyectos Py

UNOS requisitos vamse i o - de proyectos para
maximizar los i MAXIMAL CLOSURE OF A GRAPH AND
APPLICATIONS TO COMBINATORIAL
PROBLEMS*#

JEAN-CLAUDE PICARD
Ecole Polytechnique, Montreal

This paper generalizes the selection problem discussed by J. M. Rhys [12], J. D. Murchland
[9], M. L. Balinski [1] and P. Hansen [4]. Given a directed graph G, a closure of G is defined
as a subset of nodes such that if a node belongs to the closure all its successors also belong to
the set. If a real number is associated to each node of G a maximal closure is defined as a
closure of maximal value.
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Seleccion de proyectos: grafico de requisitos previos

Prerrequisito grafico. Anadir arista (v, w) si no se puede hacer v sin hacer
también w.

{v,w, x} es factible {v, x} es inviable

58



Seleccidon de proyectos: formulacion de minicortes

Formulacion minicorte.
" Asigna una capacidad de « a cada arista prerrequisito.
" Anadir arista (s, v) con capacidad p, si p, > 0.
" Anade la arista (v, r) con capacidad -p, si p, <0.
" Para mayor comodidad, definamos p, =p, =0.

PN
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Seleccidon de proyectos: formulacion de minicortes

Afirmacion. (4, B) es minicorte si 4-{s } es un conjunto optimo de
proyectos.

" Los bordes de capacidaddptii®)garantizahpque-4 - $¢-psga factible.

" Ingresos maximos porque: veBip, >0 vEA:p, <0

= 2P, -~ 2P,
v:p, >0 VEA
;\,__J

constant
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Explotacion a cielo abierto

Mineria a cielo abierto. (estudiada desde principios de los anos 60)
" Se extraen bloques de tierra de la superficie para recuperar el mineral.
" Cada bloque v tiene un valor neto p, =valor del mineral - coste de
transformacion.
" No se puede eliminar el bloque v antes que w o x.
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Eliminacion del béisbol

By Gary Swan
Chronlicle Stqr Writer

The bye week has come at a perfect
time for the 49ers and quarterback Steve
Young. If they had a game next Sunday,
there's a good chance Young would not
play.

T Pt tha nallad groin musele on his up-

Giants O y Leave the NL West Race

By Nancy Gay

o ’ In Sap Diego, lireg Vaughp's e . : “Where w _ ;
hrontele Stag Waittor lhrﬁe{gun homer in the elghth Flnum:lng In Place be e“m;i;’;g Hg&ﬁg;‘ r(frgcl’;:gtff

3 r EI',
With thie smack of another Ng.  PUshed the Padres gyer the Pirates  For Glants’ New Stadium

and offlcially shoved the rest of St et i
3“1.32;] Ifﬁ?zglgt-WESt bat 500 miJeg the Giantg’ Season into the back. SEEPAGEBLMMNNE% lay ball. you 1l é
ants’ rup a¢ ground. On the heels of thelr te-  games left; they canpot win g0 . Bl You've st s S
s 2 dlous 6-2 loss before an announced games. Coming off 5 iserable 2.8
1k gl ;rmkvc{l of 10,307 at Candlestick mark On a three-city roaq trip that fact of loving to play, no matter
G 4 ar ,a(;e Glants fe]) 19% gameg off 5aw their road record drop to 27 t

the lead 47, the Glants h where you are {n the Standings.
they were handing the Visttng St. Ay 1 ’adres off on the righy g PW8 to get ,
Louis Cardinals gy even bigger (80-85) can ’flnllghwjgmt 32 Tperes’ ol on At foot i3 thelr lon. b B\ 10 play the role of

82. The GI- gest homestand of the year (15 spoller, to not make it easler op

lead in the N, Central ants have fallep ¢ 3983 with 29 games, 14 days), GIANTS; Page D5 Cop 4
. ’ = SO0,



Problema de eliminacion del béisbol

Q. ;Qué equipos tienen posibilidades de terminar la temporada con mas

victorias?
: pérdid para
equipo _ ATL PHI NYM LUN
as jugar
0 2 ¢ Atlanta 83 71 8 : ] 6 ]
i)
1 Filadelfia 80 79 3 1 - 0 2
2 Nueva York 78 78 6 6 0 - 0
3 G Montreal 77 82 3 1 2 0

Montreal esta matematicamente eliminada.
" Montreal termina con < 80 victorias.
" Atlanta ya tiene 83 victorias.

Observacion. Esta es la Unica razon de la que parecen ser conscientes los

escritores deportivos: jlas condiciones son suficientes, pero no necesarias!
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Problema de eliminacion del béisbol

Q. ;Qué equipos tienen posibilidades de terminar la temporada con mas

victorias?
: pérdid para
equipo _ ATL PHI NYM LUN
as jugar
0 2 ¢ Atlanta 83 71 8 : ] 6 ]
i)
1 Filadelfia 80 79 3 1 - 0 2
2 Nueva York 78 78 6 6 0 - 0
3 G Montreal 77 82 3 1 2 0

Filadelfia esta matematicamente eliminada.
" Filadelfia termina con < 83 victorias.
" Nueva York o Atlanta terminaran con > 84 victorias.

Observacion. La respuesta depende no solo del numero de partidos ya
ganados y que quedan por jugar, sino de contra quién se enfrentan.
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Problemad

de eliminacion del béisbol

Clasificacion actual.

" Conjunto de equipos S.

" Equipo

distinguido z € S.

" El equipo xya ha ganado w, partidos.

" Los equipos x e y juegan entre si r,, veces adicionales.

Problema ¢
resultado d

(0 empatac

e eliminacion en béisbol. Dada la clasificacion actual, jhay algun
e los partidos restantes en el que el equipo ztermine con mas
O a mas) victorias?

SIAM ReviEw
Vol. 8, No. 3, July, 1966

POSSIBLE WINNERS IN PARTIALLY COMPLETED TOURNAMENTS*

BENJAMIN L. SCHWARTZt

1. Introduction. In this paper, we shall investigate certain questions in tourna-
ment scheduling. For definiteness, we shall use the terminology of baseball. We
shall be concerned with the categorization of teams into three classes during
the closing days of the season. A team may be definitely eliminated from pen-
nant possibility; it may be in contention, or it may have clinched the champion-
ship. It will be our convention that a team that can possibly tie for the pennant
is considered still in contention. In this paper necessary and sufficient conditions
are developed to classify any team properly into the appropriate category.
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Proplema de eliminacion ael pbeisool. tormulacion de Tiujo
MAximo

;Puede el equipo 4 terminar con mas victorias?
" Supongamos que el equipo 4 gana todos los partidos restantes = w, +r,
victorias.
" Reparte los partidos restantes de forma que todos los equipos tengan <

juegos restantes el equipo 2 aun puede ganar
entre Ty 2 @ muchos mas juegos
00
@_912_’ 1-2 o0 ’@7W4+r4-wz _’@

nodos de equipo

@ (cada equipo que no sea el 4)

w, +r, Vvictorias.

nodos de juego
(cada par de equipos que no sean 4) 67



Proplema de eliminacion ael pbeisool. tormulacion de Tiujo
MAximo

Teorema. El equipo 4 no se elimina si el flujo maximo satura todas las aristas que salen de s.
Pf.
" Teorema de integralidad = cada partido restante entre x e y sumado al numero de victorias del
equipo x o del equipo y.

" La capacidad en los bordes (x, f) garantiza que ningun equipo gane demasiados partidos. =

juegos restantes el equipo 2 aun puede ganar
entre Ty 2 @ muchos mas juegos

/®
=" oI
O,

nodos de equipo

& @

(cada equipo que no sea el 4)

nodos de juego
(cada par de equipos que no sean 4) 68



Eliminacion ael pelisool: explicacion para |os redactores
deportivos

Q. ;Qué equipos tienen posibilidades de terminar la temporada con mas

victorias?
equipo
jugar
Nueva York
1 Baltimore 71 63 28 3 - 2 7 4
D310
2 ** Boston 69 66 27 8 2 - 0 0
3 0N Toronto 63 72 27 7 7 0 - 0
4 Detroit 49 86 27 3 4 0 0

AL Este (30 de agosto de 1996)

Detroit esta matematicamente eliminado.
* Detroit termina con <76 victorias.
" Ganancias para R = { NYY, BAL, BOS, TOR } =278.
" Partidos restantes entre { NYY, BAL, BOS, TOR } =3 +8+7+2+7=27.
" El equipo medio en R gana 305/4 = 76,25 partidos.
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Ellminacion ael pbelsobol: explicacion para [os redacrores
deportivos

Certificado de eliminacion.

# wins # remaining games
TCS, wT)= Sw , gT)= 28y
iET {xyyCT

Teorema. [Hoffman-Rivlin 1967] El equipo z se elimina si existe un

subconjunto T* tal que w(T*) + g(T*)
w,+g, <
| T*]
Pf. ) )
" Supongamos que existe 7*c Stal que w,+g, < i ;“L*‘?(T )

" Entonces, los equipos en T* ganan al menos wW(T*) + g(T*)) /| T* |

partidos de media.
" Esto supera el numero maximo que puede ganar el equipo z. =
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Ellminacion ael pbelsobol: explicacion para [os redacrores
deportivos

Pf. =
" Utilice la formulacion de flujo maximo y considere el corte minimo (4,

B).
" Sea T*=nodos del equipo en el lado fuente 4 del corte min.
" Observese que el nodo de juego x-y € 4 si tanto x € T* como y € T*.

- los bordes de capacidad infinita garantizan que si x-y € 4, entonces

tantoxe 4 como y € 4
- SixeAdeyedperox-y & A, entonces anadir x-y a 4 disminuye la

capacidad del corte en gy,

O &
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Ellminacion ael pbelsobol: explicacion para [os redacrores
deportivos

Pf. =
" Utilice la formulacion de flujo maximo y considere el corte minimo (4,
B).
" Sea T*=nodos del equipo en el lado fuente 4 del corte min.
" Observese que el nodo de juego x-y € 4 si tanto x € T* como y € T*.

" Dado que el equipo z es eliminado, por el teorema de max-flow min-cut,
g(S-{z}) > cap(A,B)

capacidad de las aristas ie juego caeasadia die dos bordesAdeI equipo que entran en t

- TeS-{)-gTH + S(w,+g -w)

xeT*

= 88-{z})-&(T*) - w(T*) + IT*l(w,+g,)

w(T™) + g(T*)
| T*] .

.. W.+9 <
" Reordenando términos: * &z

72



	7.  Flujo de red II
	Aplicaciones Max-flow y Min-cut
	7.  Flujo de red II
	A juego
	Emparejamiento bipartito
	Emparejamiento bipartito
	Emparejamiento bipartito: formulación de flujo máximo
	Formulación de flujo máximo: prueba de corrección
	Formulación de flujo máximo: prueba de corrección
	Emparejamiento perfecto en un grafo bipartito
	Emparejamiento perfecto en un grafo bipartito
	Teorema de Hall
	Demostración del teorema de Hall
	Tiempo de ejecución del emparejamiento bipartito
	Emparejamiento no bipartito
	Importancia histórica (Jack Edmonds 1965)
	grafos bipartitos k-regulares
	los grafos bipartitos k-regulares tienen emparejamientos perfectos
	7.  Flujo de red II
	Trayectorias con aristas disjuntas
	Trayectorias con aristas disjuntas
	Trayectorias con aristas disjuntas
	Trayectorias separadas por aristas
	Conectividad de red
	Teorema de Menger
	Teorema de Menger
	Trayectorias de aristas disjuntas en grafos no dirigidos
	Trayectorias de aristas disjuntas en grafos no dirigidos
	Trayectorias de aristas disjuntas en grafos no dirigidos
	Trayectorias de aristas disjuntas en grafos no dirigidos
	Trayectorias de aristas disjuntas en grafos no dirigidos
	Trayectorias de aristas disjuntas en grafos no dirigidos
	Teoremas de Menger
	7.  Flujo de red II
	Múltiples fuentes y sumideros
	Múltiples fuentes y sumideros: formulación de flujo máximo
	Circulación con demandas
	Circulación con demandas: formulación de flujo máximo
	Circulación con demandas
	Circulación con exigencias y límites inferiores
	Circulación con exigencias y límites inferiores
	7.  Flujo de red II
	Diseño de la encuesta
	Diseño de la encuesta
	7.  Flujo de red II
	Programación de vuelos
	Programación de vuelos
	Programación de vuelos: tiempo de funcionamiento
	Programación de vuelos: postmortem
	7.  Flujo de red II
	Segmentación de imágenes
	Segmentación de imágenes
	Segmentación de imágenes
	Segmentación de imágenes
	Segmentación de imágenes
	7.  Flujo de red II
	Selección de proyectos (problema de cierre de peso máximo)
	Selección de proyectos: gráfico de requisitos previos
	Selección de proyectos: formulación de minicortes
	Selección de proyectos: formulación de minicortes
	Explotación a cielo abierto
	7.  Flujo de red II
	Eliminación del béisbol
	Problema de eliminación del béisbol
	Problema de eliminación del béisbol
	Problema de eliminación del béisbol
	Problema de eliminación del béisbol: formulación de flujo máximo
	Problema de eliminación del béisbol: formulación de flujo máximo
	Eliminación del béisbol: explicación para los redactores deportivos
	Eliminación del béisbol: explicación para los redactores deportivos
	Eliminación del béisbol: explicación para los redactores deportivos
	Eliminación del béisbol: explicación para los redactores deportivos

