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Introduccidon a las ecuaciones diferenciales

En este capitulo comenzaremos dando una introduccién a las ecuaciones diferenciales, seguido de algunas
definiciones y conceptos importantes que se trabajaran més en profundidad en el resto del texto. Aprende-
remos a resolver algunas ecuaciones diferenciales y empezaremos a estudiar como bosquejar las soluciones o
trayectorias de las soluciones sin la necesidad de resolver las ecuaciones.

Si ya han cursado algin curso de fisica, es probable que se hayan enfrentado a alguna ecuacién
diferencial ya que las mismas aparecen en innumerables problemas fisicos. Una ecuacién diferencial
consiste en una ecuacién que relaciona una funcién con sus derivadas. Veamos un ejemplo.

Consideremos el sistema de una masa enganchada a un resorte de constante
k y longitud natural nula como muestra la figura. Si despreciamos el rozamiento
del aire, por la segunda ley de Newton sabemos que la ecuacién que rige el
movimiento de la masa m es:

a(t) mi(t) = —kx(t) + myg

donde #(t) se corresponde con la aceleracién de la masa en este caso. Esta es
una ecuacién diferencial donde vemos que la derivada segunda Z(t) depende de
la posicién de la masa. Una solucién a esta ecuacién diferencial es una funcién
x(t) que verifique dicha ecuacién.

Este sistema tiene una posiciéon de equilibrio cuando la fuerza del resorte
se iguala al peso, esto sucede en x = ZZ. Si colocamos la masa en esa posicion
con velocidad nula, la masa no se movera. De otra forma, uno esperaria que la masa oscile alrededor
de ese punto, es decir que la funcién posicién tenga la siguiente forma:

a(t) = % + Asin(wt + ).
Pero para que el movimiento de la masa efectivamente tenga esta forma esa funcién debe verificar la
ecuacion diferencial del sistema. Veamos si esto sucede. Derivando obtenemos que:
& = Aw cos(wt + ¢)
& = —Aw? sin(wt + ¢)
y sustituyendo en la ecuacion diferencial tenemos que:

—mAw? sin(wt + ¢) = k<% + Asin(wt + (b)) +mg = —kAsin(wt + ¢)

Para que la igualdad se cumpla se debe verificar que w? = % por lo tanto las soluciones a la ecuacién

serdn de la forma:
(0.1) z(t) = %Jr/lsin <\/k/mt+¢).

Notar que tenemos infinitas soluciones para la misma ecuacién, dependiendo de los valores de A
y ¢. Esto tiene sentido con el problema, ya que la masa no tiene un dnico movimiento posible. La
masa puede oscilar con mayor o menor amplitud o permanecer en reposo en x = £ dependiendo las
condiciones iniciales (posicién y velocidad).

A la solucién particular con A = 0 se le llama solucién estacionaria. Una solucién estacionaria
es una funcién que verifique la ecuacion diferencial y sea de la forma:

z(t) = zo(cte), ViteR.

De ahi el nombre estacionaria, no varia con el tiempo. Diremos indistintamente que zy es un punto
de equilibrio o un punto critico si existe una solucién estacionaria de la forma z(t) = .

Volviendo al ejemplo del resorte vemos que si consideramos la funcién z(t) = % la misma tiene
derivada nula. Si sustituimos esta funcién en la ecuacién diferencial tenemos que:

m.Oz—kz%—i—mg:O
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por lo tanto la funcién verifica la misma. Hallar los puntos de equilibrio de una ecuaciéon generalmente
es la parte mas sencilla del andlisis (para los ejercicios del curso) ya que basta con fijarse los valores
de z que anulan las derivadas.

Si bien habiamos visto que teniamos infinitas soluciones para la ecuacion diferencial, intuitivamente
se esperaria que dada una posicién inicial y una velocidad inicial tengamos una tnica solucién ya que
el movimiento de la masa quedaria determinado. Es decir que el problema

mx = —kx + mg
z(0) = o
LL‘(O) = Vo

tenga una unica solucién. Se estd suponiendo como tiempo inicial £ = 0. Imponiendo las condiciones
iniciales a las soluciones halladas en 0.1 tenemos lo siguiente:

% + Asin(¢) = zo

A\/gcos(d)) =1

donde podemos despejar A y ¢ obteniendo una tinica solucién de la forma (0.1) para el problema con
condiciones iniciales.

i Esto quiere decir que el problema tiene una tinica soluciéon? En realidad, esto no basta. Tiene una
Gnica solucién de la forma 0.1 pero no sabemos si existe otra funcién que verifique las tres condiciones
que no tenga la forma mencionada. Podria pasar que en caso de existir otra soluciéon la misma no
tenga sentido fisico y por lo tanto no sea de interés o que algo esté faltando para dejar el movimiento
determinado. Una parte importante del curso tratard acerca de la unicidad de las soluciones.

Veamos ahora otro ejemplo considerando el circuito de la figura.
Este circuito estd formado por una fuente sinusoidal V' (¢) = A sin(wt)
con A > 0, una resistencia R y una bobina L. I(t) es la intensidad

VvV
que pasa por el circuito. Realizando mallas (aplicando las leyes de
. 1(t)
Kirchhoff) tenemos que:
Asin(wt) = RI + LI. V(t) (f\D
Nuevamente este sistema se rige por una ecuacién diferencial. En I
este caso I no solo depende de la intensidad si no también del tiempo. o
Este problema no tiene ninguna solucién estacionaria ya que no existe

ninguna constante Iy que anule I para todo tiempo. La derivada de I se anula cuando Asin(wt) = RI,
de donde I = Asin(wt)/R lo que no es constante.

R

La forma genérica de las ecuaciones diferenciales con las que trabajaremos seré:

& = f(t,z(t)).
Muchas veces escribiremos = en vez de z(¢) por comodidad, pero recordar que nos estamos refiriendo

a una funcién que depende de t.

En el futuro, nos referiremos a la funciéon x de la ecuacién diferencial como una posicién la cual
dependerd del tiempo. Por esta razén, hablaremos de que pasa en el futuro o en el pasado, refiriéndonos
a tiempos mayores o menores a la condicién inicial. Obviamente en un problema fisico la variable no
tiene por que ser el tiempo, ni la funcién tiene que representar una posicién (como en el caso del
circuito, la funcién representa una intensidad), pero por comodidad utilizaremos estos términos.

Ejemplo 0.1.
Consideremos ahora la siguiente ecuacién diferencial:
T=x
Pensemos en que nos estd diciendo esta ecuacién. Tenemos que la derivada de la funcién z(t) es igual

a la funcién. ;Qué implica esto? Recordemos que la derivada representa la pendiente, es decir, que la
pendiente serd igual a la posicién.
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Dada una solucién z(t) de la ecuacién, cuando z(t) alcance el valor 3, en ese instante debe tener
una pendiente de 3. Esto sucede para cualquier solucién independientemente del tiempo en el cual
alcancen el valor 3. A este tipo de ecuaciones diferenciales de la forma & = f(z) las llamaremos
ecuaciones auténomas. Graficando estas pendientes nos quedamos con una clara idea de como son
las soluciones (ver figura (1)).

Observar que para x > 0, & es positiva y por lo tanto las soluciones deberan ser crecientes en esa
zona. Ademds a medida que va creciendo la funcién z(t) también lo hace su pendiente (a mayor z mayor
z). De forma inversa para los z < 0, donde tenemos que la pendiente es negativa, las soluciones son
decrecientes y decrecen cada vez mas rapido. Para el caso particular £ = 0 tenemos que la pendiente
es horizontal, por lo tanto las soluciones no crecen ni decrecen en esta recta.

Resolver esta ecuacion es sencillo. jQue funcién cuando la derivamos nos da la misma funcién?
Las soluciones a esta ecuacién serdn de la forma z(t) = wpe'. En particular tenemos una solucién
constante cuando xyp = 0 por lo que 0 es un punto de equilibrio.

VAN N N
VWA N N T

— — — — — — —_— —

—_— T T/ —. — — — —

Figura 1. Campo de pendientes de la ecuaciéon & = x

En la mayoria de los casos, no sera facil resolver la ecuacién diferencial obteniendo la forma
analitica de las soluciones. Por esta razon, trataremos siempre de sacar la maxima informacién posible
estudiando la ecuacién. A continuacién veremos un ejemplo de como hacer esto.

Hasta ahora hemos visto ecuaciones diferenciales donde las soluciones son funciones de R — R.
Pero también podemos tener casos de funciones que van de R — R™. Por ejemplo, si queremos saber
la ecuacién diferencial de como varia la demanda de la sandia, seguramente también depende de la
estacién, del precio, localidad, etc. Es decir que la derivada de la demanda de la sandia también
depende de otras variables. Si consideramos n variables (z1(t), z2(t), ..., 2, (t)) la ecuacién diferencial
que rige el sistema la podemos escribir de la siguiente forma:

il = f1($1,$2,...,In,t)
ig = fg($1,$2,...,$n,t)
in = fn(xtha' .. aITMt)

Ejemplo 0.2.

Ahora tomemos un problema donde la funcién se encuentra en R?, donde llamaremos z e y a las
funciones del primer y segundo elemento del vector. En otras palabras la solucién serd de la forma
(z(t),y(t)). El problema es el siguiente:

{ T=x
Y=y

Lo primero que se recomienda hacer al enfrentarse con una ecuacién diferencial, es hallar los
puntos de equilibrio de la ecuacién. En este caso los puntos de equilibrio seran los puntos de la
forma (zg,yo) donde ambas derivadas se anulen. Esto solo sucede en el origen, por lo tanto la tnica
solucién estacionaria es (z(t), y(t)) = (0, 0).
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Luego, estudiar el signo de las derivadas y comenzar a hacerse un dibujo indicando en que
zonas la solucién serd creciente o decreciente. Dado que nuestra solucién se encuentra en R? y por lo
tanto, el grafico de las soluciones estarfa en R? no dibujaremos las soluciones, si no que dibujaremos
las trayectorias. En un plano x — y iremos indicando como se mueven las soluciones.

En nuestro problema tenemos que para x > 0, £ > 0, por lo tanto las soluciones tendran que ir
moviéndose hacia la derecha (crece ). De modo contrario para < 0. Para y > 0, tenemos que y < 0
y por lo tanto las soluciones tienen que bajar. Para y > 0, las soluciones tendran que subir. Las flechas
azules en los extremos de la imagen (2.a) indican lo dicho en este pérrafo.

En la curva donde & = 0, tenemos que z(t) no estd creciendo ni decreciendo, en consecuencia,
las trayectorias tendran pendiente vertical en esta curva. Razonando de forma andloga donde y = 0
concluimos que en esa zona las trayectorias tendran pendiente horizontal. En nuestro caso las derivadas
se anulan en los ejes. En y = 0 tenemos que las soluciones tendran pendiente horizontal mientras que
en x = 0 tendran pendiente vertical. Esto nos permite pensar que existen posibles soluciones donde
las trayectorias sean semirectas del eje x o y. Observar que las funciones (zget,0) o (0,y0e™?) son
soluciones a nuestra ecuacion diferencial y sus trayectorias son justamente semirectas de los ejes. El
tercer paso conveniente, es encontrar soluciones faciles, como las recién mencionadas. Esto no
siempre es posible.

Por dltimo, se puede realizar un estudio més profundo de las velocidades. Supongamos que en
un punto del plano tenemos que ¢ = 2%, esto implicaria que cuando las soluciones pasen por ahi se
estaran moviendo el doble de rapido segun la direccién y que la de z. Por lo tanto, la tangente a la
trayectoria en ese punto serd 2. De la comparacion de 2 con ¢ podemos ver segiin que direccién crece
mas y por lo tanto ver como es la tangente a la trayectoria.

Teniendo en cuenta lo dicho en el parrafo anterior podemos generar la imagen (2.a) donde vemos
las tangentes a las trayectorias de las soluciones. Las flechas cambian de tamano ya que tenemos
en cuenta el médulo de la velocidad. Este diagrama nos permite hacernos una idea de como son las
trayectorias de estas soluciones, las cuales se muestran en la imagen (2.b). Las flechas indican el sentido
en que las soluciones recorren estas curvas a medida que pasa el tiempo.

= Y )
RN
FFEF IV V¥ OO y
K FEFF Y XN
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- L A A\\A\ \ ‘A A a e
. — !
- - w V‘441 v > > < > T
NN N AL AT T A
XXX NN A A A A AT
XXXMMAAALAAL
) XXX A A ;‘/7’\?’{‘”’3
(a) (b)
Ficura 2

Una solucién se encontrard en una trayectoria o en otra dependiendo de la condicién inicial. Si
la condicién inicial es (zg,0) la solucién se mantendra en la semirecta correspondiente. Si zg # 0 e
yo 7 0 la solucién se mantendrd en la curva con forma hiperbdlica a la que pertenezca la condicién
inicial. Al segundo diagrama de la figura (2.b) se le llama diagrama de fases, el cual nos permite
ver distintas trayectorias de las soluciones con distinta condicién inicial. [J

Es interesante notar que distintas ecuaciones diferenciales pueden tener el mismo diagrama de
fases. Tener el mismo diagrama de fases implica tener la misma trayectoria y recorrerla en igual

sentido, pero en el diagrama de fases no vemos el tiempo. No sabemos cuanto tiempo demoré la
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solucién en ir de un punto hasta otro. Dos ecuaciones pueden tener el mismo diagrama pero recorrer
las érbitas a distintas velocidades.

Veremos un ejemplo de lo mencionado en el parrafo anterior. Consideremos los problemas
& =ax3 -1 T=x—Yy
j=a -y’ j=z-y
Los puntos criticos de ambas soluciones son la recta £ = y. Si tomamos cualquier funcién de la
forma (z(t), y(t)) = (0, zo) se puede comprobar ficilmente que verifica la ecuacién. Las derivadas son
positivas cuando x > y (zona debajo de dicha recta) y negativas por arriba de la recta. Dado & = g
en cualquier punto, tenemos que tanto x como y crecen con la misma velocidad, lo que hace que las
trayectorias de las soluciones sean rectas a 45 grados. Si esa forma de verlo no los convence, también

tenemos que dado que & = g, integrando de ambos lados respecto al tiempo obtenemos que x = y+C,
llegando a la misma conclusién. El diagrama de fase para ambos problemas es el de la figura (3).

Dado que las trayectorias de las soluciones son de la forma y = z + C, tenemos que
x(t)—y(t) = —C. En consecuencia las soluciones al segundo problema recorreran a velocidad constante
la recta (& = y = —C') y en particular la recorrerdn mas rapido cuanto mayor sea |C|. Esto no sucede
en el primer problema, la velocidad con la cual recorren la curva va cambiando (2 —y? no es constante

en la trayectoria).
Yy
/ T

FiGura 3

0.1. Métodos para resolver ecuaciones diferenciales

Si bien como ya mencionamos trataremos de saber lo mas posible acerca de las soluciones sin
resolverlas, veremos como resolver algunos casos sencillos. Para eso mencionaremos dos métodos,
aunque existen muchos mas. Comenzamos dando, informalmente, la definicién de que entendemos por
una ecuacion diferencial y que es una solucion.

Sea 2 C R™ xR un conjunto abiertoy f : £ — R™ una funcién continua. Una ecuacién diferecial es una
ecuacién del tipo Z(t) = f(z(t), ). Una solucién es una funcién x : (a,b) — R™ tal que &(t) = f(z(t),1)
para todo t € (a,b).

0.1.1. Separacion de variables

Consideremos el siguiente problema:

T = 2tx
x(to) = X0
Esta ecuacion tiene un punto de equilibrio en x = 0, es creciente cuando x y t tienen el mismo signo
y decreciente en caso contrario. Vemos que la derivada también se anula en ¢t = 0, esto nos estd
diciendo que todas las soluciones a esta ecuacién tienen pendiente horizontal (& = 0) en tiempo cero.
Si despejamos el tiempo de la ecuacion diferencial tenemos que
T
— =2t
x
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Integrando de ambos lados segiin el tiempo:

t . t
/fdt:/ 2 di
tgx to

Entonces log |2(t)[i, = ¢*|;, de donde obtenemos que log | (t)| = log |z (to)| + ¢* — t3.
Despejando |z(t)| y usando que z(tg) = xo, se obtiene lo siguiente.
[#(t)] = lzole™ 5.
Por lo tanto, |z(t)| = %|zole!” %, donde tomamos + si 2o > 0y — si zg < 0.

Este método sirve cuando tenemos una ecuacién diferencial de la forma & = f(z)g(t). En este

caso: ( )
t l‘ x(t du t
7@ ‘”L m/ﬂ” at

donde en la segunda igualdad hicimos el cambio de variable u = x(t).

0.1.2. Ecuaciones lineales de primer orden

Las ecuaciones de la forma & + a(t)x = b(t), donde a,b : I — R son funciones continuas definidas
en algun intervalo I son llamadas lineales de primer orden. Vamos a resolver este tipo de ecuaciones
de dos formas. El primer método es una férmula que nos permite resolver la ecuacién y el segundo
método es conocido como variacién de constantes.

a) Formula para lineales.
Vamos a probar que si x verifica & + a(t)x = b(t) entonces

z(t) = e~ J o)t (/ el e Wdty()a + K) donde K es una constante .
Prueba: Primero observemos que
(0.2) (acefa(t))' = del 9O 4 gel ().

Por otro lado, partiendo de la igualdad & + a(t)x = b(t), si la multiplicamos a ambos miembros por
el ¢ tenemos que (& + a(t)z)el *® = el @) p(t). Usando (0.2), tenemos que

(& 4 a(t)z)el o) = (acef“(t))'. Por lo tanto

(acefa(t)) = eJ *®) b(t)

Integrando esta tltima igualdad ( y simplificando el integral con la derivada) obtenemos
zel o) = /efa(t).b(t)dt + K

despejando, se llega a
z(t) = e~ Jal®)dt ( / el Oty ) dt + K)

Veamos un ejemplo. Sea la ecuacién @ — 3z = e'. Por lo tanto a(t) = —3 y b(t) = e'. Claramente
[ a(t) = —3t. Aplicando la formula, tenemos que

z(t) = 3 </ e Stetdt + K) =% (—e7?/2dt + K) = —€'/2 + K¢,

b) Variacién de contantes.
Una solucién genérica a este tipo de ecuaciones es de la forma z(t) = x g (t)+2p(t) donde las funciones
de la derecha de la igualdad se les llama solucién homogénea y particular. La solucién particular es
una solucién a la ecuacién diferencial lineal mientras que la homogénea debe cumplir que:

g +a(t)rg =0.
Es facil de verificar que la suma de una solucién homogénea més una particular es solucion.
(m +ap) +a(t)(zy +ap) = (ég +alt)zy) + (ép + a(t)zp) = b(t)
Lo que propone este método es que la solucién particular sea de la forma

rp = K(t)xH.
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Esto facilita mucho las cosas ya que la solucién homogénea es facil de calcular mediante variables
separables. Veamos un ejemplo de como resolver una ecuacién diferencial por este método. Conside-
remos la siguiente ecuacién:

T—2tx =1
Por lo tanto la solucién homogénea debera cumplir:
i‘H - 2tl‘H =0.
Este es el mismo problema que se resolvi6 con variables separables, por lo que tenemos que zg(t) =

Aet27 de modo que la solucién particular serd de la forma zp(t) = AK (t)et2. Para que esta funcién
sea solucion tendréd que verificar la ecuacion diferencial, por lo tanto:

AK (H)e”” + 2AtK (t)e” — 2AK (t)e!” =1t

AK (t)e” =1t
En consecuencia K (t) debe cumplir que:
: te=t*
K(t) =
0 ="
Integrando tenemos que la funcién K (t) es
et et 1
Kt) =-S5 = apt)= -5 A’ = =
)= —5q = orlt) = —5pde 2

Observar que —% es un punto de equilibrio. Esto también lo podiamos deducir estudiando donde se

anula #. Por ltimo una solucién genérica la podremos escribir como:

1
a(t) =2 (t) + zp(t) = Ae’ — 5
Ejercicio: imponiendo que la funcién particular debe ser una solucién a la ecuacién diferencial
% + a(t)z = b(t) demostrar que:
K(t)zyg = b(t)

0.1.3. Ecuaciones lineales de segundo orden.

Comenzamos recordando algunos conceptos de algebra lineal que seran de mucha ayuda.
Sea W = {p:R — R: ¢ es continua }. No es dificil probar que W es un espacio vectorial. El vector

nulo de este espacio es la funcién T:R - R tal que ﬁ(t)_f 0 para todo t € R. Dos funciones
©1 Y P2 son 1ine_a>1mente independientes, si C1p; + Copa = 0 implica C; = Cy = 0. La igualdad
Cip1 + Cap2 = 0 implica que Cr1(t) + Capa(t) = 0 para todo t € R.

Ejemplo. Sean o, 3 € R con o # 3. Entonces las funciones ¢ (t) = e®* y ¢o(t) = ! son linealmente
independientes.

Como vimos antes la igualdad Cyp1 + Copo = 6> implica que C1e® 4+ Cyeft = 0 para todo ¢t € R.
Como a # B, podemos suponer, sin pérdidad de generalidad, que 8 > a. Luego Dividiendo ambos
miembros por e la igualdad C1e® 4+ CyePt = 0 se transforma en C; + CaeP~®t = (. Entonces

0= lim Oy 4+ CeeP~9t = .
t——o0

Como C; = 0 entonces Cye’? = 0, lo que implica que Co = 0.

Lineales de segundo orden homogenea.

Consideremos la ecuacién diferencial (x) a + b + cx = 0 donde a,b y ¢ son ntmeros reales.
Para esta ecuacién sea V = {p : R = R : ap (t) + by (t) + co(t) = 0}, o sea el conjunto de todas
las soluciones de (x). El siguiente resultado que sera probado més adelante nos ayuda a resolver la
ecuacion.

Proposicién 0.1. Sea V ={p:R = R:ap (t)+ by (t) + cp(t) = 0}. Entonces

1. V es un espacio vectorial.
2. La dimension de V' es dos.
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Elitem 1. es muy facil de probar. Para probar el item 2. necesitamos utlizar el Teorema de Picard,
el cudl serda enunciado mas adelante.
La proposicifon 0.1 nos dice que el conjunto solucién de (%) es un espacio vectorial de dimensién
dos, por lo que, para resolver dicha ecuacién basta con encontrar dos soluciones ¢ y 2 que sean
linealmente independientes. Luego toda solucién es de la forma ¢ = Cyp + Capo donde Cy,Cs € R.

Polinomio caracteristico.
El siguiente método nos permite encontrar dos soluciones linealmente independintes de la ecuacion
(x). Dada la ecuacién ai +bi +cx = 0 consideramos el polinomio, en la variable \, P(\) = a\?+bA+c.
Como es un polinomio de grado dos, tenemos tres posibilidades para las raices de P:

1. P tiene dos raices reales a 'y 8 con a # (3.
2. P tiene una raiz real doble a.
3. P tiene dos raices complejas a +i8 y a — i[5.

Para el item 1. consideramos las funciones ¢;(t) = e y pa(t) = e*. Como las funciones ¢; y
2 son linealmente independientes, entonces por la proposicion 0.1, toda solucién ¢ es de la forma
o(t) = Cre™ + CqePt con Cy,Cy € R.

Para el item 2. consideramos las funciones ¢i(t) = e* y ¢s(t) = te®'. Nuevamente, como son li
se tiene que toda solucién ¢ es de la forma () = Cret + Cyte® con Cq,Cy € R.

Para el item 3. consideramos las funciones 1 (t) = e*cos(8t) y p2(t) = e“*sen(Bt). Como son li,
toda solucién ¢ es de la forma ¢(t) = Cre® cos(B) + Coe® sen(f) con Cq,Cs € R.

Ejemplo. Resolver la ecuaciéon & — 5z + 6z = 0.
Su polinomio carécteristico es P(\) = A2 — 5\ + 6. Luego sus raices son a = 3 y 3 = 2. Por el item 1.
todas las soluciones son de la forma () = Cie% 4 Cye? con C1,Cy € R.

Lineales de segundo orden no homogenea.

Ahora consideramos la ecuacién (%) aZ + bi + cx = R(t) donde a,b y ¢ son nimeros reales y
R :R — R es una funcién continua.
Vamos a notar por ¢ todas las soluciones de la ecuacién homogenea a¥ + b 4 cx = 0 y por ¢, una
solucién particular de ().

Proposicién 0.2. ¢ es solucion de la ecuacion a& + b + cx = R(t) si y solo si o = o + @p.

Los que nos dice esta proposicién es si conocemos una solucion particular, como las soluciones de

la homogenea son féciles de hallar, conocemos todas las soluciones de (x).
Ejemplo. Resolver la ecuacién & — 5i + 6x = et.

Busquemos una solucién particular ¢, de la forma ¢, (t) = Ae’. Como ¢, (t) = ¢, (t) = ¢, (t) = Ae'.
Se tiene que cumplir

go;; (t) — 5(,0;,(75) + 6p,(t) = Ae’ — 5Ae’ + 6Ae’ = e,

Por lo tanto tomando A = 1/2 se tiene que ¢,(t) = 1/2¢’ es solucién de (x). Luego, por la
proposicién 0.2, se tiene que las soluciones son de la forma ¢(t) = C1e3 + Cye?! + 1/2¢.

0.2. Ecuaciones auténomas

Como ya se menciond anteriormente, las ecuaciones auténomas son aquellas con la forma:

&= f(z(t))

donde no aparece el tiempo directamente en la ecuacion. En estos casos decimos que la derivada
depende solo de la posiciéon y no del tiempo ya que si bien la posicién depende del tiempo, lo que
nos da la derivada es su posicién. Distintas soluciones pueden tener la misma posicién en distintos
tiempos pero tendran la misma pendiente en esa posicién.
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Consideremos el problema & = f(z) y una solucién z(t) con condicién inicial z(0) = z¢. Ahora
tomemos la funcién y(t) = x(t — to) lo que gréaficamente es la funcién = corrida en el tiempo (a la
derecha o a la izquierda dependiendo del signo de ty). Veremos que y(t) también es solucién. Para eso
debemos fijarnos que verifique la ecuacién diferencial.

g=a(t—to) = fz(t —to)) = fy(t))

De modo que la funcién y(t) es solucién a la ecuacién. La diferencia es que esta solucién tiene distinta
condicién inicial ya que y(tg) = 2(0) = x¢ {Que nos dice esto? Que las soluciones con condicién inicial
x(tp) = o tendran la misma forma independientemente de ty pero estardn corridas en el tiempo. Es
por esta razén que generalmente pondremos como tiempo inicial el cero y no por esto perderemos
generalidad en las ecuaciones auténomas.

Ejemplo 0.3.

Estudiemos la ecuacion:

& = sin(x).

Como dijimos anteriormente lo primero es ver los puntos de equilibrio. En este caso tenemos infinitos
puntos de equilibrio que son de la forma nm, es decir que tenemos infinitas soluciones estacionarias
(ir dibujdndose estas soluciones). Luego tenemos que las soluciones serdn crecientes mientras x estd
entre 0 y m, decrecientes entre m y 27 y asi sucesivamente. Supongamos que la solucién al problema
con condicién inicial es tnica, es decir que

{ & = sin(z)

x(to) = o

tiene una unica solucién. Esto implicaria que los graficos de las soluciones no se pueden cortar, ya que
si considerdaramos el problema con condicién inicial el punto donde se cortan tendriamos dos soluciones
posibles para ese problema. Haciendo esa suposicién tenemos entonces que el resto de las soluciones
estardn contenidas entre las soluciones estacionarias (franjas de espesor ).

A su vez las soluciones son estrictamente crecientes o decrecientes en estas franjas y estan acotadas,
por lo que las soluciones tendran que tener asintotas horizontales tanto en el futuro como en el pasado.
Si una funcién tiene una asintota horizontal la pendiente esta tendiendo a cero. Esto solo sucede cuando
nos acercamos a r = nw por lo tanto las asintotas tendrdan que estar en esos valores.

Por 1ltimo, por ser una ecuaciéon auténoma tenemos que las soluciones se repiten corridas en el
tiempo. En la figura (4) tenemos algunas soluciones a la ecuacién diferencial con distinta condicién
inicial. Este problema se puede resolver por variables separables, queda a cargo del lector resolverlo y
comparar los resultados.

Si la condicién inicial es de la forma nm sabemos que las soluciones permaneceran ahi, pero
veamos que sucede si la condicién inicial es cercana a nw. Vemos que si la condicién inicial es xg =~ 0
las soluciones se van alejando del cero a medida que pasa el tiempo sin importar que tan chico sea
. Por esta razén decimos que el punto de equilibrio 0 es inestable. Esto no sucede si consideramos
una condicién inicial muy cerca de w. En este caso, las soluciones se van acercando a 7 a medida
que pasa el tiempo. Diremos que 7 es un punto de equilibrio asintéticamente estable, ya que no solo
las soluciones se mantienen cerca de 7 si no que también se acercan al punto. Estos conceptos los
formalizaremos més adelante.

Si quisiéramos realizar el diagrama de fases en este caso el mismo seria una recta ya que las
soluciones estan en R.

En este caso las trayectorias son los puntos de equilibrio o un conjunto de la forma nm < z <
(n 4+ 1)7r. Tener en cuenta que en cada trayectoria tenemos infinitas soluciones con la misma forma
pero corridas en el tiempo. Esto mismo pasaba en el ejemplo 2 en la ecuacién en R2, esta también
era auténoma ya que no aparecia directamente el tiempo en la ecuacién. Cada trayectoria representa
infinitas soluciones corridas en el tiempo. O
Ejemplo 0.4.

Consideremos una nueva ecuacion diferencial que es la siguiente:

i=a%—1.
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A z(t) 27
™ !
0

. N a
_J —2m *

FIGURA 4. Soluciones de la ecuacién & = sin(z)

—27 -7 0 s 27 x(t)

Esta ecuacién se anula en || = 1 donde tiene los puntos de equilibrio, es creciente cuando |z| > 1
y decreciente cuando |z| < 1. Este problema lo podemos resolver mediante variables separables.
Consideraremos ty = 0 para facilitar las cuentas.

) - t

x(t) d t 1 1_
/ 2$ :/dt:—<L‘ ’
2 TP 1 0 2 1+z
o+ 1—(1—mp)e?
e?(1—xo) +xo+1

1—I0
1+ 29

= z(t) =

Podemos ver que esta funciéon podria tener un tiempo donde se anule el denominador y por lo
tanto no estar definida para todo tiempo. Esto sucede cuando:

To+1
Io—l

e(1—m) +20+1=0 e =

Se puede deducir que para |zg| < 1 el término de la derecha de la igualdad anterior es negativo y
por lo tanto no existe ningin tiempo que anule el denominador, mientras que para los g < —1 el
término de la derecha es positivo pero menor que 1, por lo que se anula para un tiempo menor que cero
(en el pasado) y al contrario cuando g > 1. Tenemos entonces que las soluciones del medio, estardn
definidas tanto para el futuro como para el pasado. Las soluciones de més arriba no estardan definidas
para todo tiempo en el futuro y las de més abajo no lo estaran para todo tiempo en el pasado.

Deducimos que el dominio de las soluciones depende de la condicién inicial. Realizando los
limites cuando el tiempo tiende a mas o menos infinito pudimos realizar un bosquejo de las soluciones
que se encuentra en la figura (5). Todas las funciones con g > 1 son iguales pero corridas en el tiempo
y lo mismo pasa con las otras condiciones iniciales. Vemos claramente que el 1 es un punto inestable
mientras que el -1 es asintéticamente estable.

Ejemplo 0.5.

Veamos un ultimo ejemplo en R? al que le realizaremos el diagrama de fase y esta conectado con
el ejemplo anterior. Nuevamente, ir marcando en el plano x — y la informacién que vamos obteniendo.

{ t=2%-1
y=my

La ecuacion de z es igual al ejemplo anterior por lo que ya sabemos como es la primera componente
de las soluciones a este problema. De la segunda componente tenemos que y = 0enz = 0 e y = 0 donde

las trayectorias tendran pendiente horizontal. Los puntos de equilibrio seran donde ambas derivadas
se anulen, por lo que los puntos (—1,0) y (1,0) son de equilibrio. Luego tenemos que:

>0=z|>1 7 > 0= x e y tienen el mismo signo
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FIGURA 5. Soluciones de la ecuacién & = z2 — 1

O

t<0=lz/<1 7y < 0 = x e y tienen distinto signo

Si nos paramos en & = 1 con y # 0 tendremos velocidad segin y pero no segin z. Esto, al igual
que en el segundo ejemplo, nos permite pensar que podriamos tener soluciones de la forma (1, y(t)). De
la misma forma podriamos pensar para las rectas x = —1 e y = 0. Veamos si esto es cierto. Tratemos
de buscar una solucién de la forma (1, y(¢)). Vamos a sustituir esta funcién en la ecuacién diferencial
e imponer que la misma verifique la ecuacién.

{ =0
Y=y
La primera condicién con & = 0 ya la verifica. La segunda ecuacién ya la hemos resuelto y basta con

tomar y(t) = yoe'. Entonces si consideramos la funcién (1, ypet) la misma verifica la ecuacién. Por si
quedan dudas, podemos corroborarlo.

(z(t),y(t)) = (Lyoe") = (&(t),5(t)) = (0, y0e")
Si sustituimos la funcién en la ecuacién:
t=1-1=0
y = Lyoe" = yoe'
Por lo tanto la funcién verifica la ecuacién diferencial. Analogamente tenemos soluciones de la forma
(—1,y0e") y (z(t),0) donde z(t) es de la forma hallada en el ejemplo anterior. Respetando los signos
de las derivadas, teniendo en cuenta que ya conocemos la forma de la primera componente de las

soluciones y teniendo en cuenta las soluciones sencillas encontradas, podemos realizar un bosquejo del
diagrama de fases que se encuentra en la imagen (6).

Por la primer componente de las soluciones, sabemos que las soluciones con |zg| < 1 deben tender
ax = —1en el futuro y a x = 1 en el pasado. En la zona de la derecha las soluciones tienen que tender
en el pasado a x = 1 y sabemos que las mismas no estan definidas para todo tiempo en el futuro, ya
que la primera componente no estd definida para todo tiempo (para que la solucién (z(¢),y(t)) este
definida ambas componentes deben estarlo). De forma contraria para la zona de la izquierda.
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F1GURA 6. Diagrama de fases del ejemplo 5
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Transformada de Laplace

Este capitulo es un adaptacion de las Notas hechas por J. Vieitez y N. Moller para el curso de
funciones de variable compleja.

Comenzamos recordando que por definicién, f0+oo ft)dt = limr_ o fOT f(t)dt. Silimps 4o fOT f(t)dt
es finito decimos que f0+oo f(t)dt converge y si el limite es infinito decimos que f0+oo ft)dt diverge.

Definicién 0.1. Decimos que una funcién f : [0,400) — R es continua a trozos, si es continua
excepto en un conjunto D = {t1,...,tn,...} (D puede ser vacio o tener infinitos elementos), tal que
para todo K € R, K > 0 se cumple que D N [0, K] es un conjunto finito. Ademds, existen los limites
laterales Hmt—nj (@), h’mt_n; f(t) v son finitos para todo t; € D.

Definicién 0.2. Decimos que una funcién f : [0, +00) — R continua a trozos es de orden exponencial
si existen o > 0y M > 0 tal que |f ()] < Me** para todo t > 0.

Proposicién 0.1. Sea f : [0,+00) — R de orden exponencial (|f(t)] < Me** para todo t > 0).
Entonces:

1. Para todo s, con s > «, se cumple que f0+oo F(t)e™stdt es convergente.
2. Para todo s > « se cumple que limy_, oo e 5 f(t) = 0.
3. F(t) = fg f(u)du es de orden exponencial.

Prueba del item 1. Sea s con s > «, entonces

+oo +o0 [f(t)] < Me~? +o0
/ f(t)e—stdt‘ g/ |f(t)e ™| dt < / Me“=9)tdt =
0 0 0

—+o0

Me(a—s)t
(a—s)

Prueba del item 2. Consideremos s > «, entonces

0 S —«

lim e 5t f(t)

t——+oo

< lm |e7f(t)| < lim e *tMe™ = lim Me®™9t =,

T t—+oo ~ t—4oo t—+oo

Prueba del item 3.

/Ot f(u)du

at |

[F ()| =

t t Meau |t M(eat — 1
< [V < [ ey = M| M)
0 0 a |, a

S3IS

Ejercicio

1. Probar que la funcién f : [0, +00) — R tal que f(t) = ¢’ no es de orden exponencial y ademas
para todo s € R se cumple que la integral fOJrOO F(t)e™stdt es divergente.

2. Dar un ejemplo de una funcién f : [0,+00) — R continua a trozos que no es de orden expo-
nencial y que la integral f0+oo f(t)e *'dt sea convergente.

Ejemplos de funciones de orden exponencial.

1. La funcién constante.
2. f(t) =€ con a € R.
3. La funcién Pulso. Esta funcién es definida por (mirar figura 1):

1 ; h h
o=} el bl
0 si t¢g [tO_Q;tO‘f’g]-
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Ficura 1

4. Los polinomios, log(t), cos(t) vy sen(t).

Definicién 0.3. Llamamos transformada de Laplace de la funcién continua a trozos f : [0,4+00) = R
a la funcién

—+o0
LA = [ foe
0
siempre que la integral impropia sea convergente.

Observacién 1. Si f es de orden exponencial, entonces , por la Proposicion 0.1 item 1, la integral

f0+oo f(t)e stdt es convergente para s > a. Luego la transformada de Laplace estd definida para todo
s> .

Ejemplos de Transformadas de Laplace.

1. La funcién constante f(t) =1 para t > 0. Entonces

+oo ; T . _e—st 1

L = t)e ®dt = If t)e ®dt = i = -

[£1(s) /O f(t)e Tirfw/() f(t)e B, |, T s

Es claro que este ultimo integral converge si y solo si s > 0.
2. f(t) = e para t > 0. Entonces
+00 T ela—s)t |7 1

L[f](s) = / ee tdt = 1fm el=9tdt = lim = :

0 T—+o0 Jo T—+oo a—5 |, S—a

Este tltimo integral converge si y solo si s > a.

3. f(t) =1t* con a > —1, para t > 0.
Antes de hacer los cédlculos, recordamos que la funcién I' de Euler definida por
I(z) = 0+°O t*~le~tdt es convergente para > 0 y si z = n € N se cumple que
I'(n) = (n — 1)!. Por otro lado

+o0 T
E[f](S)z/O te~tdt = lim /tae—sfdt.

T—+o00,e—01

Tomando s > 0 y haciendo el cambio de variable u = st, se tiene que

T sT — +0o0
@ w d 1 r 1
lim / t%e Sdt = lim / we @ / u®e” "du = M-

T—+00,e—0+ T—+00,e—0+ ¢ s satl satl

15

Para el caso en que @« = n € N, como I'(n + 1) = n! se tiene que si f(t) = t" entonces

LIf1(s) = 5t
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Propiedades.
Para las siguientes propiedades asumimos que las funciones f y g son de orden exponencial.

1. Linealidad. L[af + Bg](s) = aL[f](s) + BL[g](s) para todo « y B reales.
La demostracion se deduce facilmente de la definicion y del hecho que suma de funciones ex-
ponenciales es exponencial.

2. Transformada de la derivada. Si f/ es continua para todo t > 0 entonces

L[f () = sL[f1(s) = f(0). ,
Antes de comenzar la prueba, hacemos notar que la funcién f(t) = sen(e'”) es de orden
exponencial y f (t) = cos(e’g)et2 2t no es de orden exponencial.

Demostracion. Por la proposicién 0.1 item 2, para todo s > a se cumple que limy_, o e 5! f(t) =
0. Por definicién £[f'](s) = O+°O f (e stdt =limp_, 4 o0 fOT f (t)e=stdt. Usando partes, se tie-
ne que

T
Tl—l;r-lr—loo/o f (t)e_étdt Tgrfoof( ) - Tl—lg-loo/ f _étdt
F(0) + 5. Jim / F(B)e=stdt = —£(0) + sLII(s).

A partir de esto ultimo se deduce facilmente que

L[f®](s) = s*LLf](s) = £(0)s* = £1(0)s" 2 = f7(0)s*2 — - — fD(0).
(Para esta tltima igualdad asumimos que podemos aplicar la transformada a f (%) para todo k)
3. Transformada del integral. Si f es continua para todo ¢ > 0, entonces E[fg fl(s) = %E[f](s).

Demostracion. Tomando F(t fo f se tiene que F = = fy F(0) = 0. Ademds, como f es de
orden exponencial, por la Proposmlon 0.1 item 3, se tiene que F' es de orden exponencial y por
el item 2 se tiene que limy_, | o e_StF(t) =0.
Por la transformada de la derivada tenemos que L[F'](s) = sﬁ[ 1(s) — F(0). De donde se
deduce que L[f](s) = sL] fo ). Despejando se obtiene que L'[f f1(s) = LL[f](s).
O

4. Transformada de la convolucion. Dadas dos funciones f y g se define la convolucién de f

con g como
/ flw).g(t —u)d

Vamos a probar que si f y g son funciones primarias entonces L[f * g](s) = L[f](s).L]g](s).

Demostracion.

+00 Foo
LIf *g](s) = /0 (f *g)(t)e *dt = / (/ flu).g(t —u du) e *tdt =
TEIEOO (/ flw)g(t —w) Stdu) e stdt.

La regién de integracién esta dada por la figura 2. Primero integramos la variable u, desde
u = 0 hasta u = ¢ y luego la variable t desde ¢ = 0 hasta t = T'. Usando el Teorema de Fubbini,
si cambiamos el orden de integracion, primero integramos la variable ¢, desde t = u hastat =T
v luego la variable v desde u = 0 hasta u = T, se tiene que

lim (/ fuw)glt—u du) “dt = 1lfm </ fw)g(t —u)e 5tdt> du =
T—+o0 T—+o0
T T -
g —su _ —s(t—u —
TEIEOO/O flwe (/u g(t —u)e dt) du
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haciendo el cambio de variable x =t — u, tenemos

T T—u
= TEToo/O flw)e™ </0 g(:c)e‘”dt) du =

S [ " fuyedu. ( / T“g<x>e“dt> -/ ™ fwye . ( s g(x)e”dt) — L[f1(s)-Llg)(9).

O

Pruebe, como ejercicio, que fxg=gx* f.

Antitransformada de Laplace.

Dos preguntas surgen muy naturalmente: ;Podrian dos funciones diferentes f; y fo tener la misma
transformada de Laplace?

(Existe un procedimiento constructivo o explicito para determinar f(¢) a partir de L£[f](s)?

Existe un problema potencial al trabajar con la transformada inversa, y es que esta puede no ser
unica. En efecto, es posible que L[f](s) = L[g](s), siendo f # g. Para nuestro propsito esto no es tan
malo como parece, pues, si f y g son continuas y de orden exponencial en [0, +00] v L]f](s) = L[g](s),
entonces f = g; pero, si f y g no son continuas y de orden exponencial en [0, +o0] y L[f](s) = L[g](s),
entonces se puede demostrar que las funciones f y ¢ son casi iguales; esto quiere decir, que pueden
diferir sélo en puntos de discontinuidad.

Teorema 0.4. Sean [ y g dos funciones continuas y de orden exponencial. Si L[f](s) = L[g](s),
entonces f = g.

No daremos la demostracién de este resultado ya que requiere técnicas que estan fuera del alcance
de este curso.

Denotaremos por £L71[F(s)] a la antitransformada de la funcién F(s). Por ejemplo, como L[e%](s) =
—Lentonces L7 [-L-] = e,

s—a’ s—a

Ejemplos de antitransformada.

Vamos a hallar la antitransformada de F(s) = 53(52—+1) . Como

2 2 =2 2 -2

$(s+1) ;+s_2+s3+s+1.
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Entonces

2 2 -2
1 _ p—17% _
[;@;51,£[g+£ ) e )
Como L7'[2] =2, L7V[FF] =2t, L7 [E] = t* y L7}[ZE] = —2e " Se tiene que
2

— = J=92-92t+# -2t
53(s+1)] * ¢

Veamos algunos ejemplos de como aplicar la transformada para resolver ecuaciones diferenciales:

I+r=ce
1) Hallar la solucién de la siguiente ecuacién: z(0) =1
#(0) =1

Llamemos X (s) = L(z(t)). Por la propiedad de la transformada de la derivada se tiene que
L(x(t)) = sL(xz(t)) — x(0) = sX(s) — 1. Usando nuevamente esta propiedad, se cumple que

L(i(t) = s2L(x(t)) — sx(0) — #(0) = 82X (s) — 5 — 1.

%1. Por lo tanto, al aplicar la
obtenemos que L(i+@) = L(e').

Por tltimo, usando la tabla de transformadas, tenemos que L(e)
transformada de Laplace a ambos miembros de la igualdad £+ = e
Usando las igualdades anteriores se llega a que

~

1
[$X(5) —s5 —1] + [s.X(s) — 1] = T

5 —

Operando obtenemos (s? + 5).X (s) = —L=
s2+s5—1
X =
(8) = —=—
Por el método de fracciones simples obtenemos

s2+s5—1 1 -1 1

X(\=2—-—" ~_Z 2 2
() s3—s s+s+1 s—1
Recurriendo a la tabla de transformadas deducimos que la soluciéon es

1 1
z(t)y=1- 56_’5 + §et = 1+ sh(t).

)sea i) = (40 ) wesoer Vo = (5 )y ver= ()

Observemos en primer lugar que podemos escribir la ecuaciéon anterior como un sistema en coor-

denadas dado por { ;U i ier—i—Qz

LLamando X (s) = L(z(t)) e Y(s) = L(y(t)), entonces, tomando transformada a ambos lados
bt s.X(s)+1=2X(s)+Y(s)
OPIEHEMIOS 6 y(s) — 5 = X (s) + 2Y (s)
Equivalentemente, { )E,Q( sf fr) ( )2( SS?S)JFY}ES )::j5

Resolviendo llegamos a que X (s) = SQ:%JFB y que Y (s) = 21 =l descomponiéndolas en frac-

533 y que Y (s) = % + = 3 Luego, utilizando las tablas
podemos determinar que las soluciones vienen dadas por z(t) = —3.e’ + 2.3 e y(t) = 3.’ + 2.¢3! lo
que nos permite determinar el vector V(t) solucién de la ecuacién diferencial.l]

ciones simples tenemos que X (s) = % +

Algunos resultados sin demostracion.
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Para terminar vamos a enuciar unas propiedaes de las cuales daremos una idea de la demostracién.
Para las siguientes propiedades asumimos que la funciéon f es de orden exponencial.

1. lmss i oo SLIf](s
2. lims 100 L£[f](s) = 0.
3. im0 sL[f](s)

Prueba del item 1. Por lo probado anteriormente ( transformada de la derivada) tenemos que

L[f1(s) = sL[f](s) — f(0). Por lo tanto lims— 400 L[f ](s) = lims— 400 SL[f](s) — f(0). Para probar el
item 1. basta probar que lim, ;o £[f ](s) = 0.

, too too +oo
lim L[f](s) = lim f @®)e *tdt = / f @) lim e *'dt = / 0=0.
0

s——+oo s——+oo 0 0 s——+o0
=0
La parte informal de la demos tracion es que no hemos probado que se pueda intercambiar el limite
con el integral (segunda igualdad).
Prueba del item 2.
+oo +oo +oo
z _ z —st _ z —st _ _
Sginooﬁ[f](s) = Sginoo ; f)e ™ dt = /0 f(t) Sginoo e *tdt = /0 0=0.

=0

Prueba del item 3. Nuevamente, por la transformada de la derivada tenemos que L[f](s) =
sL[f](s) — f(0). Por lo tanto

limg 0 £[f'](s) = lims_0 sL[f](s) — £(0). Por otro lado

+0c0 +oo —+00
. 4 s ! —st _ ! 7 —st _ ! —
tim 2171 = [ f0e = [ F @ lmeta= [T f war -

m f(t)— f0).

t——+o0

Combinando las dos igualdades anteriores se tiene que limg_,0 sL[f](s) = Hms— 400 f(1).

Note que
lim —dt # / lim —dt-
s 0

s——+o0 0 s——+oo §
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Tabla de transformadas y transformadas inversas.

ft) [L(N)](s) = F(s) | G(s) RO
1 1 1 1
" _nl_ 1 {1
- t 1 F?:I;) i (?;11)!
, 0 > sita ] I'(a—1)
eat ﬁ ﬁ eat
cos(wt) T e cos(wt)
sen(wt) = iz Lsen(wt)
cosh(wt) == == cosh(wt)
senh(wt) =4 = Lsenh(wt)
f'(t) s-F(s) = f(0) - -
[ f(t)dt LF(s) - -
a.f(t) + b.g(t) a.F(s)+b0.G(s) |a.F(s)+b.G(s)|a.f(t)+b.g(t)
f(t).e® F(s—a) F(s—a) e~ L7HF(s)]
@ fjoo F(s)ds sl existe limtﬁo@
t". f(t) (=)™ L F(s) - _
E(t>:{ O?éi:a(;l L1 =) i i
Ui BT : :
f(t).At) e .L[f(t+a)l - -
f(t) de periodo T T fOT f(t)e stdt - -
(f x9)() F(s).G(s) - -
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Ecuaciones lineales autonomas

En este capitulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas auténomas en R?, que de
paso nos ayudard a ir familiarizindonos un poco més con las ecuaciones diferenciales. Ademads realizaremos
los posibles diagramas de fase para los distintos casos. Para este capitulo serd necesario utilizar conocimientos
previos de GAL2. Algunos de estos conocimientos se iran recordando en la medida que los vayamos necesitando,
en caso de necesitar més informacién para comprender se recomienda repasar los temas.

En su forma mds genérica, en R", las ecuaciones diferenciales lineales auténomas las podemos
escribir como:

1 ail ... Qip 1 b1
= +
Tn, anl ... Gnpn Ty, by
o de forma abreviada:
X = AX +b.

Nos enfocaremos en las ecuaciones en R? con el vector b nulo (ecuaciéon homogénea). Considerando
que X (t) = (z(t),y(t)), notacién que se usard en el resto del capitulo, el problema se reduce a:

£\ (a b x
y) \c d y
o lo que es equivalente:

T =azx+ by
(0.1) { y=cx+dy

Se puede observar que en estos problemas el origen siempre es un punto critico. A continuacién
analizaremos los distintos casos que se pueden presentar discutiendo segun los valores propios de la

. a b
matriz A = ( ¢ d >

0.1. Matriz A diagonalizable con valores propios reales

0.1.1. Matriz A diagonal

Comenzaremos con los casos mas sencillos cuando la matriz A es diagonal, b = ¢ = 0, donde los
valores propios coinciden con a y d. En este caso podemos reescribir la ecuacién (0.1) como:

{ T =ax
y=dy
esto simplifica considerablemente el problema ya que las ecuaciones del sistema estan desacopladas,
lo que nos permite resolver cada una por el método de variables separables, obteniendo las soluciones:

(0.2) X (t) = (zoe™, yoe)

donde X (0) = (xo,y0) es la condicién inicial. Recordamos que por ser una ecuacién auténoma las
soluciones con la misma posicién inicial tienen la misma forma pero corridas en el tiempo, por lo que
no estamos perdiendo generalidad al tomar como tiempo inicial el cero.

0.1.1.1. Un wvalor propio cero

Supongamos a = 0, d # 0. En este caso la ecuacién diferencial es:

{:‘co
y = dy.

Mirando (0.2) tenemos que las soluciones son (o, yoe?), de donde se deduce que la recta y = 0
estd formada por puntos de equilibrio y las soluciones estdn incluidas en rectas verticales. Realizando
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los limites cuando el tiempo tiende a mas o menos infinito, o alternativamente estudiando el signo de
1 se obtiene el siguiente diagrama de fase:

(a) a=0,d>0 () a=0,d<0
FiGura 1. Matriz diagonal con un valor propio cero.

De forma andloga para a # 0, d = 0 se obtienen diagramas de fase similares, donde las soluciones
estan contenidas en rectas horizontales.

— -
—

(a) 0<a,b=0 (b) a<0,b=0
Ficura 2. Matriz diagonal con un valor propio cero.

0.1.1.2. Valores propios distintos de cero

Si ningtin valor propio es nulo, el tnico punto de equilibrio serd el origen (dentro del caso A
diagonal). Si consideramos como condicién inicial g = 0, mirando (0.2), se puede observar que las
trayectorias de estas soluciones permaneceran en el eje Oy, mientras que para yp = 0 las mismas
pertenecen al eje Ox. Si xg # 0, de (0.2), despejando e’ de x(t) y sustituyéndolo en y(t), se obtiene
que:

(0.3) y = < yg/a> s
Zo

0.1.1.2.1. Valores propios del mismo signo

Si ambos valores propios son del mismo signo, el cociente g de la ecuacién (0.3) es positivo. Si
consideramos a y d positivos, de la ecuacién (0.2) vemos que las soluciones se alejan del origen a
medida que pasa el tiempo, por lo que los diagramas de fase serdn como muestra la figura (4).

En estos casos se dice que el origen es un punto repulsor, ya que todas las soluciones se alejan del
origen. Para el caso donde los valores propios son negativos, las soluciones tienden al origen cuando
el tiempo tiende a mas infinito, por lo que el origen es un punto atractor.

Kokokok kokokk

Es importante notar que en el caso de un valor propio cero, figuras (1) y (2), para cualquier
entorno alrededor de un punto critico, no todas las soluciones se alejan (o acercan) al punto, ya que
siempre se pueden encontrar otros puntos criticos en el entorno (1os puntos criticos no son aislados).
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(a) 0<a<d (b)yo<d<a (c)0<a=d

FicurA 3. Matriz diagonal con valores propios del mismo signo.

(a) 0<a<d (b)yo<d<a (c)0<a=d

FicurA 4. Matriz diagonal con valores propios del mismo signo.

0.1.1.2.2. Valores propios de distinto signo

Nuevamente podemos sacar las trayectorias de la ecuacién (0.3). En estas condiciones el cociente
g es negativo, por lo que las soluciones estaran contenidas en trayectorias con forma hiperbélicas. Con
los limites de las soluciones o estudiando los signos de las derivadas se pueden obtener la orientacién
de las curvas.

(a) 0<a,d<O0 (b) a<0,d>0
FicuraA 5. Matriz diagonal con valores propios de distinto signo.

En estos diagramas, se ven soluciones que se acercan al punto de equilibrio mientras que otras se
alejan, por lo que el origen no serd ni atractor ni repulsor. Este caso se conoce como punto silla.

Algo interesante de observar es que por la ecuacién (0.3) la forma del diagrama de fases depende
del cociente %. Dados dos problemas con distintos valores propios pero que el cociente % coincide
tendran el mismo diagrama de fase pero distintas soluciones. Como ya se mencion6 en el primer

capitulo distintas ecuaciones diferenciales pueden tener el mismo diagrama de fases. Considerando los
problemas:
{ T=x { =10z
y=2y y =20y
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las soluciones a los mismos serdn X (t) = (xpe!, yoe?) y Xa(t) = (xoe'®, yoe?*?) respectivamente. El

diagrama de ambos serdn pardbolas, similar al de la figura (4a). La diferencia es la velocidad con la
cual las soluciones recorren las curvas. En este caso particular, se observa de los exponentes de las
soluciones que X5 recorre las curvas a una mayor velocidad.

0.1.2. Matriz A diagonalizable

Hemos analizado todos los posibles casos cuando la matriz A es diagonal, jpero qué sucede si la
matriz es diagonalizable pero no diagonal? En este caso veremos en el siguiente ejemplo que mediante
un cambio de variable podremos volver a un problema diagonal que si sabemos resolver.

Se recuerda que:

Dada una transformacién lineal 7 : R*? — R? y una base B = {v1,v2} de R? tenemos que
T (v1) y T (v2) son combinaciones lineales de v1, v2 por lo que existen a, b, ¢, d € R que cumplen:

T(v1) = avy + cva

T(Ug) = bvy + dvs.
La matriz asociada a la transformacién T en la base B es:

A:(Z 2)

Sea C' una matriz diagonalizable con valores propios a y § con vectores propios va y vg
respectivamente y B = {va,vg} la base de R? formada por vectores propios. Entonces existe

una matriz P tal que:
1 _ o 0
per= (2 0)

donde la matriz P tiene los vectores propios va y vg “colgados” en columnas (en ese orden).
Geométricamente esto representa un cambio de base de la base candnica a la base B.

Ejemplo 0.1.
-2

1 . . .
0 1 . La ecuacion asociada a esta matriz es:

{ T=x—2y
y=-y

la cual ya no podemos resolver directamente mediante el método de variables separables.

Consideremos la matriz A = (

Es facil verificar que A tiene valores propios 1 y -1 con vectores propios v; = (1,0) y v—_1 = (1,1)
respectivamente !. Tomando B = {u,v} = {(1,0), (1,1)} la matriz cambio de base P es:

1 1
r=(o1)
Consideremos ahora el cambio de variable Y (t) = P71 X (¢), que representa el vector X expresado
en la base B (se utilizard esta notacién de aqui en maés), y teniendo en cuenta que X (t) = PY (t) se

tiene que: _ _
Y=P 'X=P'AX = P1APY = DY

- (%)

Hemos traducido nuestro problema a un problema diagonal, tomando Y (¢) = (u(t), v(t)):

U=1u
V= —v.
De donde se obtiene por lo visto anteriormente (ecuacién 0.2) que Y (t) = (upet,voe?). El diagrama

de fases en la base B es como el de la figura (6a). Deshaciendo el cambio de variable:

X (t) = PY = (uge' + voe ", vpe ")

donde

1Si no se recuerda como obtener los valores y vectores propios de una matriz, ir al ejemplo del Capitulo 3: Matriz
fundamental.
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donde las condiciones iniciales son (ug + vg, vg). Para realizar el diagrama simplemente llevamos los

vV
\
< > u
A
(a) Diagrama en la base formada por (b) Diagrama en la base candnica

vectores propios

F1GurA 6. Ejemplo con matriz diagonalizable.

ejes u y v a su lugar en el sistema cartesiano. En este caso el eje u no cambia, ya que tiene la direccién

(1,0) y el eje v se mueve hasta la recta y = x, lo que corresponde con la direccién (1, 1). El diagrama
de fase correspondiente a este ejemplo se encuentra en la figura (6).
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En resumen, si estamos frente a una matriz diagonalizable, procediendo como se hizo en este
ejemplo, se puede llevar el problema a uno de los casos donde la matriz es diagonal. De forma mas
genérica, las soluciones a ecuaciones lineales donde la matriz A tiene valores propios a y 3, con vectores
propios v, y vg respectivamente son de la forma:

X (t) = upe® vy + erﬂtvﬂ

con posicién inicial ugvy + vovgs.
0.2. Matriz de Jordan

Se recuerda que:

e La multiplicidad algebraica de un valor propio A (ma(\)) representa la multiplicidad
de A como raiz en el polinomio caracteristico de A.

e La multiplicidad geométrica es la dimensién del subespacio propio (mg(\)), es decir
dim(N(A — \I)).

Se le llama matriz de Jordan a las matrices con la siguiente forma:

(0.4) ( ) g)

Esta matriz tiene valor propio doble A y un tnico vector propio (0,1), es decir que ma(\) = 2

y mg(A) = 1.
Cuando mg(A) < ma(A) mediante un cambio de base la matriz se puede llevar a la forma de
la ecuacién (0.4). O lo que es lo mismo, existe P tal que:

s (A0
P Ap_(1 A)

En este caso, la matriz P esta formada por los vectores de la base de Jordan “colgados” en
columnas. Sea B = {v1,v2} la base de Jordan, la misma debe verificar que:

Avy = g 4+ ve Avy = A\

De manera que vz serd un vector propio y estard relacionado con vi mediante la siguiente
expresion:

(05) (A — )\[)Ul = V2

0.2.1. Matriz A de Jordan

Consideremos ahora el siguiente sistema de ecuaciones:

T =A\x
(0.6) { )
donde la matriz asociada es una matriz de Jordan. Trataremos de encontrar una solucién para este

tipo de problemas discutiendo segun .

0.2.1.1. Valor propio cero

Para el caso particular A = 0 la ecuacién queda de la siguiente forma:

=0

Y=
Se observa que la recta z = 0 estd formada por puntos de equilibrio. De la primera ecuacién se obtiene
réapidamente que x(t) = xo, por lo que § = xg, obteniendo la solucidn:

X (t) = (o, xot + yo).
En este caso las trayectorias son rectas con x = xg, de modo que el diagrama de fases es:
0.2.1.2. Valor propio distinto de cero
De forma répida, de la primera ecuacién del sistema (0.6), se puede obtener que x(t) = xge,

permitiéndonos escribir la segunda ecuacién como:

j =m0 +y
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(a) A=0
FIGURA 7. Matriz de Jordan con A = 0.

Separando la solucién y(t) en una solucién homogénea més una particular, la ecuacién anterior se
puede resolver por el método de variacién de constantes obteniéndose que:

y(t) = eM(yo + zot)
Por lo que la solucién es:

(0.7) (2(t), y (1)) = (z0e™, e (yo + wot))

Se puede ver que para xy = 0 las trayectorias estan incluidas en el eje Oy y que y = 0 en la recta
y = 5%, lo que significa que en el diagrama de fases las trayectorias tendrdn pendiente horizontal
cuando crucen la recta.

Despejando el tiempo de x(t) y sustituyéndolo en y(t) se obtiene que para xg # 0y A # 0:

In(£)
_ (Y To
yx<$o TN >

Graficando esta funcién se obtiene lo que estd representado en la imagen (8).

(a) A<0 (b) A>0

FigurA 8. Matriz de Jordan con A # 0.
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0.2.2. Matriz A semejante a una matriz de Jordan

Al igual que en el caso de las matrices diagonalizables, de tener una matriz con valor propio doble
A con dim(N(A — AI)) = 1, mediante un cambio de variable transformaremos el problema en otro
como este tltimo.

Ejemplo 0.2.

Trabajaremos con el siguiente problema:

T=1y
Yy =—x+ 2y.

La matriz asociada a este problema tiene valor propio 1 doble y su subespacio propio es S; = {(x, ) :
r € R} de modo que mg(1) < ma(1) 2 Escogiendo vy = (—1,—1) debemos obtener v; que verifique
la ecuacién (0.5) para hallar la base de Jordan. Sea vy = (a,b):

-1 1 a -1
a-m=(2) (3) ()
De donde —a + b = —1. Eligiendo v; = (1,0) tenemos que la base de Jordan es B = {u,

v}
{(1,0),(—1,—1)}. De forma analoga al caso diagonal, realizado el cambio de variable Y (t) = P~1 X (¢)
se tiene el problema:
U= 1u
{ v=u+v

que ya sabemos resolver. De la expresién (0.7) tenemos que las soluciones son
Y (t) = (uoet, et (upt + vg)), con el diagrama de fases de la figura (8b).

Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos que:
X (t) = (uge' — e'(uot + o), —e' (ugt 4 vo))
donde la condicién inicial es (ug — vo, —vp). Se puede observar que las soluciones tienden a infinito en

el futuro y que para ug = 0, z(t) = y(t). Al volver a la base cartesiana pueden aparecer algunas dudas
de como quedaria el diagrama. Hay dos posibles opciones representadas en la figura (9).

<
I
8

FI1GURA 9
Para saber cual de las dos es, se recomienda estudiar el signo de las derivadas & y/o y. En este
caso, vemos que & es positivo para los valores de y > 0, por lo que el diagrama serd similar a la

segunda opcion. Respetando los signos de las derivadas el diagrama de fase correcto es el de la figura
(10).

2En caso de no recordar como se obtiene el valor y vector propio ir al ejemplo del Capitulo 3: Matriz fundamental.
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Ficura 10. Ejemplo con una matriz con valor propio doble no diagonalizable.

Vale la pena aclarar que la eleccién de la base de Jordan NO cambia el resultado. De forma rapida
se puede verificar que la trayectoria recta queda en la direccién del valor propio, la cual no cambia al
elegir otra base. O

La solucién a cualquier ecuacion diferencial con una matriz asociada con valor propio doble A con
mg(A\)=1y base de Jordan asociada B = {u,v} es:

X(t) = upeMu + M (vo + ugt)v

con condicién inicial ugu + vouv.

0.3. Valores propios complejos

0.3.1. Caso sencillo con valores propios complejos

Ya hemos analizado todos los casos donde la matriz A tiene valores propios reales. Por ultimo
analizaremos que sucede cuando la misma tiene valores propios complejos. Empecemos considerando
el siguiente problema:

T =ax+ by
(0.8) { y=—bxr+ay
Donde

09) a=( 50

Esta matriz tiene valores propios a & bi. Para obtener la solucién y el diagrama de fases procedere-
mos realizando un cambio de variable a coordenadas polares donde x = rcosf e y = rsin6, tratando
de obtener un sistema de ecuaciones con 7(r,6) y 6(r, ). Sabemos que:

P2 = g2 4 o
Derivando:
T =2t + Yy
Sustituyendo & e y de la ecuacién (0.8):
ir = x(ax + by) + y(—bx + ay) = a(2? + y?) = ar?

En consecuencia:
r=ar
Derivando la expresién & = r cos 6 tenemos que:
i =7cosf —rsind 6
Sustituyendo nuevamente & y 7
az + by = arcosf — rsinf 6
Remplazando rcosf y rsinf por x e y:

az + by = ax — yb
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Por dltimo:
0=-b

De manera que, en coordenadas polares, el sistema de ecuaciones es:
r=ar
0.10 .
( ) { 0=-b

A partir de este sistema se tiene que para a = 0, r es constante (7 = 0), por lo que las trayectorias
serdn circunferencias. Si a # 0, dado que r es siempre positivo, el radio ird aumentando (a > 0) o
disminuyendo (a < 0). El signo de 6 determina el sentido de giro, para > 0 (b < 0) las trayectorias
giran en sentido antihorario mientras que para 6 < 0 (b > 0) en sentido horario®. Como el sentido de
giro es siempre el mismo y el radio siempre crece o decrece las trayectorias tienen forma de espiral.
Teniendo en cuenta esto, los diagramas de fases correspondientes son:

9o

| @>

(a) a=0,b<0 (b) a>0,b<0 (c)a<0,b<0
¥
| y
\ ?
(d)a=0,b>0 () a>0,>0 )a<0,b>0

FiGura 11. Matriz con valores propios complejos.

Se puede ver que el origen es repulsor para el caso a > 0y atractor para a < 0. Las soluciones explicitas
las podemos hallar utilizando el método de separacion de variables para el problema en coordenadas
polares, obteniendo:

(0.11) r(t) = roe 0(t) = —bt + b

Pasando las soluciones a coordenadas cartesianas:

(0.12) X (t) = (roe® cos(—bt + 6), roe™ sin(—bt + 6p))

donde la condicién inicial es (rg cos 6y, ro sin 6p)

0.3.2. Cambio de base

Sin embargo no todas las matrices con valores propios complejos son de la forma de la expresién
(0.9). Procederemos de forma andloga que en los casos anteriores, realizando un cambio de variable
que nos permita reescribir la matriz de forma maés sencilla, en este caso la reescribiremos como en la
ecuacién (0.9). A continuacién demostraremos que siempre podremos realizar un cambio de variable
que nos lleve una matriz con valores propios complejos a una con la forma vista recientemente.

3 Observar que si b = 0 estamos en el caso de valores propios reales, el cual ya fue estudiado.
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Notacion:

Sea vy € C? el vector propio del valor propio A = a + bi, vy = (z,w) donde z = c+ di y

w = e+ fi. Llamaremos Re(vy) = (c,e) e Im(vy) = (d, f) de modo que vy = Re(vy)+Im(vy)i.
Lema 0.1.

Sea A € Mpxn(R) con valores propios complejos X\ = a +bi y X = a — bi y vectores propios vy y
vy, respectivamente. Se cumple que:

1. B = {Re(vy), Im(vy)} -2 R?

2. Sea P la matriz con los vectores Re(vy) y Im(vy) “colgados” en columnas, se tiene que:
PlAP = ( a b )
b a

Demostracion:

Comenzaremos con la primera afirmacién. Sabemos que por la definicién de vector propio wy
cumple que:
AU)\ = )\U)\ = AU)\ = )\U)\.

Como la matriz A es real y por propiedades del conjugado la igualdad queda:
Avy = \ox = vy = Dy
Por ende podemos escribir los vectores propios como:
vy = Re(vy) + Im(vy)i
vy = Re(vx) — Im(vy)i.
Por otro lado, como vy y vy son vectores propios, tenemos que:
{va, o5} 2= B= {Re(vy), Im(vx)} LI
= B es un conjunto L.I. en C*> = B es un conjunto L.I. en R?
= B = {Re(vy), Im(vy)} —= R?
por lo que queda demostrada la primera afirmacién. Ahora vamos por la segunda.

Nuevamente por definicién de vector propio tenemos que:
Avy = Aoy = A(Re(vy) + Im(vy)i) = (a + bi)(Re(vy) + Im(vy)i).

Para que se cumpla la igualdad, se tiene que igualar la parte real y la parte compleja. Dado que A es
real, tenemos que:
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ARe(vy) = aRe(vy) — bIm(vy)
AIm(vy) = bRe(vy) + alm(vy).

utilizando lo que se recordé previamente en la parte de la matriz A diagonalizable acerca de los
coeficientes de la matriz asociada a una transformacién queda demostrado. O

Ejemplo 0.3.

Consideremos la matriz A = < g :1 > que tiene asociada la ecuacion:
T =3z —4y
y=2x-y

Esta matriz tiene valores propios 1 + 2¢. Trabajaremos con A =1+ 2i, porloquea =1y b =2
(la eleccién de b = 2 0 b = —2 es arbitraria) y el subespacio propio es Sy = {(z,z15!) : z € C}.
Escogiendo como vector propio:

o =(2,1—14) = (2,1) + (0, —1)i

se tiene que Re(vy) = (2,1) y Im(vy) = (0,—1). Por el lema anterior se sabe que, dado B = {u,v} =
{(2a 1)7 (Oa 71)}:
[ 102
PlAP = ( 51

Por lo tanto realizando el cambio de variable Y (t) = P~1X(t) el problema obtenido es:

u=u-+2v
v=—-2u+v

De la ecuacién (0.12) se llega a que:
Y (t) = (roe’ cos(—2t + 0y), roe’ sin(—2t + 0p))

con el diagrama de fases como la figura (11e). Finalmente, deshaciendo el cambio de variable:

Ficura 12. Ejemplo de matriz con valores propios complejos.

X (t) = roe’(2cos(—2t + 0y), cos(—2t + 0y) — sin(—2t + 6;))
con condicién inical (2rg cos(6y), ro(cos(fg) — sin(bp))).
Observaciones:

1. 79 y 6 son las condiciones iniciales pasando a polares desde la base B, las cuales no tienen por
qué coincidir con el radio y el dngulo inicial en la base cartesiana.

2. En caso de haber tomado b = —2, la base B seria B = {u,v} = {(2,1),(0,1)}. El diagrama
de Y (¢) quedaria girando en sentido antihorario, pero al deshacer el cambio de variable los
resultados son los mismos.
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3. Para saber en que sentido gira al deshacer el cambio de variable, se recomienda pararse en un
punto del eje Oz o Oy y estudiar el signo de las derivadas @ y y. Por ejemplo, si nos paramos en
el punto (1,0) tenemos que & = 3 e §y = 2, por lo que el sentido del giro al deshacer el cambio
de base es antihorario. O

De forma genérica, las soluciones a ecuaciones donde su matriz asociada A tiene valores propios
complejos A =a + bi y A =a — bi con vy el vector propio asociado a A son:

X (t) = roe™(cos(—bt + 0y) Re(vy) + sin(—bt + ) Im(vy))

con condicién inicial ro(cos(6y)Re(vy) + sin(6g)Im(vy)).
0.3.3. Estabilidad de soluciones.

La estabilidad es muy importante en fisica y ciencias aplicadas, ya que en general en los problemas

practicos las condiciones iniciales nunca se conocen con toda precisién, y la predictibilidad requiere
que pequenas desviaciones iniciales, no generen comportamientos cualitativamente muy diferentes a
corto plazo.
Supongamos que modelamos un problema y necesitamos saber como se comporta en el futuro la
solucién de una ecuacién diferencial con condicién inicial 2(0) = e. Como del nimero e solo conocemos
aproximaciones, supongamos que consideramos la solucién z; tal que z1(0) = 2,718 y supongamos,
ademds, que las soluciones x y x; en el futuro se separan como en la figura 13. Por lo tanto las
conclusiones que obtengamos para el futuro de la solucién x1, no son vélidas para la solucién .
Para poder predecir el comportamiente de x a partir de una solucién, suficientemente cercana x1,
necesitamos saber que ambas soluciones en el futuro no se separen.

FIGURrA 13
* x(t)
z1(1)
t
(a)
Sea la ecuacion diferencial )
X =AX
X(0) = Xo

e Decimos que una solucién X es estable, para el futuro, si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
si [|Yo — X(0)|| < 4, la solucién Y con Y (0) = Y; cumple que ||Y(¢t) — X (¢)|| < e para todo
t>0.

e Decimos que una solucién X es asintéticament estable, para el futuro, si es estable y ademas
existe 0 > 0 tal que si ||Yp — X (0)|| < 6, la solucién Y con Y (0) = Yy cumple que

i [[Y(6) - X ()| =0.

e Decimos que una solucién X es inestable, si no es estable.
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Andlogamente, se pueden definir los conceptos de estable y asintéticamente estable para el pasado.
Ejemplos.

1) Considere la ecuacién

()= ()

y la solucién X (t) = (0,0) para todo ¢ € R. Vamos a ver que la solucién X es asintéticamente estable.
Por lo visto anteriormente, tenemos que el diagrama de fase es el dado por la siguiente figura

(b)

De esto tultimo deducimos que dada cualquier condicién inicial Yp, la solucién Y con Y(0) = Y
cumple que lim;_, 1o Y (¢) = 0.

2) Sea la ecuacién

()-(2)6)

y la solucién X (¢) = (0,0) para todo ¢t € R. Vamos a ver que la solucién X es estable pero no
asintéticamente estable. Los valores propios son A\; = 2i y Ay = —2¢. Como la parte real es cero,
entonces tenemos que el diagrama de fase es el dado por la siguiente figura

S

(¢)a=0,b<0

Por lo tanto, las soluciones Y con condicién inicial Y'(0) = Yy # (0,0) estdn incluidas en una cfa. Por
lo tanto permanecen cercanas al origen pero se cumple que lim;_, 4 Y (¢) # 0.

3) Por dltimo, la ecuacién Sea la ecuacién

()-( D)

Tiene valores propios reales y de distinto signo.

Mirando el diagrama de fase, es claro que si tomamos Yy = (0,4/2). La solucién Y con Y (0) = Yy
se aleja del origen y por lo tanto la solucién X (t) = (0,0) para todo t € R es inestable.

Ejercicio
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Sea la ecuacién diferencial )
X =AX
{ X(0) = Xo
Probar que si la solucién X (¢) = (0,0) para todo ¢t € R es estable entonces cualquier otra solucién es
estable. Idem con asintéticamente estable.

Explique que esta mal en el siguiente razonamiento: Considere la ecuacién

()-(:2)G)

Tiene valores propios reales y de distinto signo, por lo tanto el diagrama de fase es el dado por la
figura 14

Ficura 14

(a)

Mirando el diagrama de fase, es claro que si tomamos Y; = (1,0). La solucién Y con Y (0) = Y;
es estable. Nuevamente, mirando el diagrama de fase es claro que la solucién X (¢) = (0,0) para todo
t € R no es estable. jdonde esta el error?

Para finalizar vamos a enunciar un resultado sobre estabilidad del sistema X = AX.

Teorema 0.2. Estabilidad_ de un sistema lineal. Sea A una matriz cuadrada de tamano n con
n €N, n>1ylaecuacion X = AX. Entonces:

1. Si todos los wvalores propios de A tiene parte real negativa, entonces todas las soluciones son
asintdticamente estables.

2. Si existe un valor propio de A con parte real positiva, entonces todas las soluciones son inesta-
bles.

3. Supongamos que todos los valores propios tienen parte real menor o igual a cero. Sean \; =
ia1, ..., A = iy todos los valores propios de A con parte real cero. Sea kj la multiplicidad
algebraica de Aj. O sea que sip es el polinomio caracteristo de A, entonces p se factoriza de la
forma

p(A) = (A= A)" - (A= )MQ()
donde todas las raices de @) tienen parte real negativa.
Si para todo j = 1,...,1 la matriz A tiene k; vectores propios linealmente independiente para el
valor propio \; entonces toda solucidn es estable pero no asintoticamente estable. En otro caso,
toda solucion es inestable.
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Matriz fundamental

Continuaremos estudiando las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas auténomas pero ahora en R".
Obtendremos la solucién analitica para algunos casos y mencionaremos como se podria obtener para los
restantes.

Definiremos la matriz fundamental de una ecuacién diferencial X = AX como la matriz ¢(t) €
My, «n definida para todo t € R tal que:

o(t) = A(t)p(t), para todo t € R
©(0) = I, xn(matriz identidad).

Dado que las columnas de la matriz resultante de multiplicar dos matrices es la primera matriz por
la columna correspondiente de la segunda matriz, se puede observar que si consideramos X1, Xo, .., X,
las columnas de ¢ las mismas verifican que X; = AX;. En otras palabras la matriz fundamental es
la que contiene como columnas las soluciones X, (t), ¢ = 1,2,...,n de la ecuacién homogénea con
condicién inicial X;(0) = (0,0,...,1,0,...,0), donde el 1 se encuentra en la posicién i.

Lo interesante de la matriz fundamental es que dado el problema:
{ X = AX
X(0) = Xo
la solucién al mismo es X (t) = ¢(t)Xy. La verificacién es sencilla ya que:
X(0) = ¢(0)Xo = IXo = X
X =Xy = ApXy = AX.

Por esta razén intentaremos hallar la matriz fundamental.

Si retomamos el problema que aparecié en el capitulo anterior X = AX con A € Mayo diagonal
con valores propios a y d, vimos que las soluciones a este problema eran:

X(t) = (woe™, yoe™)

o lo que es lo mismo:

0.1) xo=(5 o) (%)

Donde tenemos que la solucién es una matriz por la condicién inicial. Se puede observar que las
columnas de esa matriz son las soluciones al problema con condicién inicial (1,0) y (0,1) respectiva-
mente, como debia cumplir la matriz fundamental. Estas soluciones se parecen a las soluciones de una
ecuacién diferencial & = az, con x : R — R y a real, donde la solucién era x(t) = ezq. Andlogo a
las soluciones en un problema unidimensional, llamaremos a esta primer matriz de la ecuacién (0.1)
como e, Definiremos la exponencial de una matriz A € M,,«,, como:

+oo 4k 2

A
A _ —
e’ = EO _k!_I+A+ 2!—1—...

Lo que se puede asociar con el desarrollo de Taylor de e® con a real. En particular:

+oo k 2
At (At) B (At)
(0.2) e 750 i =TI+ At+ 5y e teR

Veremos mas adelante, que para el caso particular donde A es diagonal con valores propios a y d,
esta serie coincide con la matriz de la igualdad (0.1).
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Teorema 0.1.

La matriz fundamental de una ecuacion lineal homogénea de coeficientes constantes X = AX es

pAt _ ytoo (AD”
= 2.0 I
Demostracion:

Sea ®(t) = e, debemos demostrar que ® cumple las dos condiciones necesarias para ser una
matriz fundamental. La primera condicién es facil de verificar, ya que de la ecuacién (0.2) se tiene
que:

d0)=e" =1
donde solo sobrevive el primer término de la serie. Ahora resta comprobar que <I>( ) =
d 2 pkyk Jff d [ AF¢k 7+§kAktk71 7A+§Ak 1tk 1 =k1 Ji gt]
dt — B prd dt \ k! N k! N (k — N — !

k=1 ’ k=1

AD()

donde en la tercera igualdad se utilizé que (At)? = I por lo que la derivada del primer término se va,
mientras que en la cuarta se hizo el cambio j = k—1. Acerca de la segunda igualdad, uno podria pensar
que se cumple que la derivada de la serie es la serie de las derivadas por la linealidad de la derivada.
Sin embargo al tener infinitos términos esto no tiene por que suceder. Més adelante verificaremos que
se puede realizar este cambio entre la sumatoria y la derivada en este caso. O

Hemos encontrado la solucién a cualquier ecuacion del la forma X = AX! Pero escribir las solucio-
nes con una serie no es muy practico. A continuacién presentaremos proposiciones que nos permitiran
escribir la expresion de dicha solucién de forma mas sencilla.

0.1. A diagonalizable

Proposicion 0.1.

Sea A una matriz diagonal

A O 0
0 Ao 0
A=
: : 0
0 O 0 M,
con valores propios \; con i =1,...,n entonces:
eMt 0 0
0 Azt 0
pAt

0

Demostracién:

Esta primera proposicién la podemos demostrar directamente usando la definicién de la matriz
et. Dado que las potencias de A siguen siendo matrices diagonales de la forma:

Ak 0
AF =
0 An®
tenemos que:
A1 0 2 A2 0
=1+t + 5 +
0 An “\ o 22
Por ende:
14 A + B0 0
eAt .
0 T+ th, + 22
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usando que e = "7 2 (Taylor) para todo t € R queda demostrada la proposicién. O

Pero, si la matriz es diagonalizable pero no diagonal, ;podremos proceder de forma analoga al
capitulo anterior, realizando un cambio de base que nos simplifique la expresién? La proposicién
siguiente nos demostrara que si.

Proposicion 0.2.

Si existe P tal que A= PBP~! entonces et = PeBtP—1.

Demostracion:

Dado que A = PBP~! tenemos que:

+o00 k +oo —1\k.1k
At PBP t
eAt E ( ) 2 ( o )

k!
k=1 k=

—

Desarrollando el término (PBP~1)k:
(PBP Y = PBP-'PBP~!...PBP~L.
Utilizando que PP~! = I se deduce de la igualdad anterior que:
(PBP~Y* = PB*P~!, VEkeN.
Sustituyendo esta igualdad en la expresién de e??*:
N~ PBFPTIF P<+°° Bk

M= il el

k=1

)P—l = pePtpt,
k=1
O

Recordando que para las matrices diagonalizables existe una matriz P con los vectores propios
“colgados” en columnas que cumple que P~1AP es una matriz diagonal con los valores propios en
ella y utilizando estas dos proposiciones podremos hallar la matriz fundamental de la misma. Esta
proposicién no solo se verifica para matrices diagonalizables, puede aplicarse a dos matrices A y B
cualquiera que estén relacionadas por B = PAP~L.

0.2. Matriz de Jordan

Estudiaremos ahora que sucede si la matriz A es de Jordan con valor propio A. Para eso utilizaremos
la siguiente propiedad® que nos facilitara llegar a la forma de e’ cuando tenemos una matriz de este
estilo.

Propiedad 1. Dadas dos matrices A y B tales que A.B = B.A se cumple que e(A1B)t = AteBt,

I Esta propiedad se demostrard mas adelante.
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Proposicion 0.3.

Sea J una matriz de Jordan

A0 .. 0
1 A 0 0
J = 0 1
0
0 0 1 A
entonces:
1 0 0 0
t 1 0 0
Y 152_2| t 1
: 0
n—1 2
—(fH)! L5 e
Demostracién:

Trataremos de utilizar la propiedad 1 para facilitar el procedimiento. Podemos reescribir la matriz
J de la forma:

donde llamaremos D = Al y B a la segunda matriz. Dado que DB = BD podemos utilizar la
propiedad mencionada anteriormente. Como la matriz D es diagonal con la primera proposicién se
deduce que:

eDt _ e)\tI

y gracias a la propiedad 1:

(0.3) elt = eMePt,

Se puede verificar, realizando las potencias de B, que al ir aumentando el exponente la diagonal
de unos va bajando hasta volverse la matriz nula. Por lo que, para k > n, B¥ = 0. La serie de e”* no
serd una serie infinita, sino que tendrd n términos. Realizaremos las cuentas para una matriz 4 x 4
para que se pueda visualizar de forma mas sencilla la demostracién, pero sucede lo mismo para una
matriz n x n. Utilizando la definicién de la matriz exponencial para e?? tenemos que:

0 0 0O 0 0 0O 0 0 0O
1 000 #1000 0 100 0 0
Bt _ hl —
em=Itt g 100 |Tal 1000|300 0 o0
0 010 01 00 10 0 0
B B2 B3
1 0 00
t 1 0 0
eBt — .
5t 1.0
o2y
31 2
Por dltimo utilizando la igualdad (0.3) se obtiene la férmula que aparece en la proposicién. g

0.3. Matriz con valores propios complejos

Empezaremos viendo una matriz de 2 x 2 y mas adelante veremos que pasa para matrices mas
grandes.
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Proposicion 0.4.

a

Dada una matriz A de la forma A = ( b

b )
entonces:
a

QAL _ gat cos(bt) sin(bt)
N —sin(bt) cos(bt) |-
Demostracion:

Andlogamente al caso anterior, simplificaremos el problema separando la matriz A como suma de

dos matrices mas faciles. Sea B = < @ 2 > yC = ( 0 b ), podemos escribir la matriz A como:

0 b 0
A=B+C
como BC' = C'B nuevamente por la propiedad 1
(0.4) et = eateCt,

Ct

Para obtener e“*, escribiremos las potencias de C de la siguiente forma:

n i 0 1\"
Cb(_lo)

Llamaremos a la matriz del lado derecho de la igualdad anterior E. Procederemos calculando algunas
potencias de E para luego aplicar la definicién de e©?.

s (-1 0 s (0 —1 s (10 s o (0 1
me (0 0) we(2) e (3h) ()

Se puede ver que luego de la quinta potencia se vuelve a la primer matriz. Por ende las potencias
tendran un ciclo de 4 matrices antes de volver a repetirse. En la diagonal habra ceros en las potencias
impares y en los pares ambos elementos coinciden, alternandose entre 1 y -1. Los otros dos elementos
seran ceros en los pares y en los impares seran opuestos turnandose entre 1 y -1. Si ahora planteamos

eCt:
ct (10 0 1 b2 [ -1 0 bt) (0 -1
e (0 1>+bt<_1 O)Jr 51 0 1 + 3l 1 0 + ...

b2 b4 bS b5
T GO R
— (bt)3 (bt)5 (bt)2 (bt)4
B R e i R Sl i sl

Donde se encuentran los desarrollos de Taylor de sin(bt) y cos(bt), pudiendo deducir que:

- () =)

Volviendo a la ecuacién (0.4) tenemos que:
At at cos(bt) sin(bt)
¢ —sin(bt) cos(bt) /-
O

Tanto para las matrices 2 x 2 con valores propios complejos, o matrices n X n que mediante un
cambio de base se pueden llevar a la forma de Jordan, gracias a la proposiciéon 0.2 también sabremos
las soluciones.

Sin embargo no todas las matrices podemos llevarlas a una de las formas vistas recientemente,
por ejemplo una matriz que tenga valores propios complejos y reales. Para esos casos nos servird la
siguiente proposicién, donde con esta ya podremos abarcar todas las posibles opciones.
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Proposicion 0.5.

Sea A una matriz de la forma
entonces:

Esta propiedad se deduce de la siguiente igualdad:

Ak _ Brkzxn 0
B 0 mem .

En consecuencia, no solo sabemos las soluciones en caso de tener una matriz diagonal, de Jordan
o la matriz con valores propios complejos como en la proposiciéon 0.4. Gracias a la proposicion 0.5
sabemos que si la misma es una composicién de estas o, por la proposicién 0.2, si realizando un cambio
de base podemos llevarla a la forma de una composicién de estas, también encontraremos la solucién.
En conclusién, utilizando las proposiciones podemos hallar la solucién de cualquier ecuacién lineal
homogénea con A constante.

Veremos un ejemplo de como resolver una ecuacién diferencial mediante el calculo de et

Ejemplo 0.1.
Consideremos el sistema de ecuaciones:
Tr=—x+ 3z
y=-8+y+11z
2= -2x+4z
donde la matriz asociada es:
-1 0 3
A= -8 1 11
-2 0 4

de la cual no podemos determinar de forma directa como es e*. Por esa razén, realizaremos un
cambio de variable para poder llevar la matriz a una més facil. Procedemos con el cédlculo de los
valores propios:

—~1-X 0 3
[A=M|=| -8 1-X 11 [=-X4+4\2-5142=0
-2 0 4-X

Este polinomio tiene raiz evidente 1, por lo que bajando por Ruffini se puede obtener que los
valores propios son 1 doble y 2. Para hallar los vectores propios v1 y vs respectivamente, procedemos
de la siguiente manera:

A’Ul:vl%(AfI)vl:O

-2 0 3 |0 -2 0 3 |0
-8 0 1110 |~ =8 0 110
-2 0 3 |0 0 0 010

Considerando v; = (z,y, z), dado que las primeras dos filas no son L.I obtenemos que z = z = 0.
En consecuencia, el subespacio propio de 1 es S = {(0,4,0) : y € R} de donde obtenemos que
dim(N(A —1T)) = 1. De forma andloga para el subespacio propio de 2 se llega a que Se = {(x, 3z, ) :
x € R}. Escogeremos como vectores propios a vy = (0,1,0) y v2 = (1,3,1). Necesitamos un tercer
vector vy para poder realizar el cambio de base. El mismo debe verificar que:

A’UQ:’Uo—l—’Uli(A—I)’UO:’Ul

Similar a como se realizé en el capitulo anterior en el ejemplo dentro de la seccién de la base de
Jordan, se obtiene que vy debe ser de la forma (—3/2,y,—1), por lo que elegiremos vy = (—3/2,0, —1).
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Escogiendo una base B con los vectores mencionados, B = {(—3/2,0,—-1),(0,1,0),(1,3,1)}, la matriz
P resultante es:

-3/2 0 1
pP= 01 3
-1 0 1
Sabemos que:
1 00
P'AP=B=|1 1]0
0 0|2

o lo que es lo mismo, A = PBP~!. Se observa que la matriz B se puede separar en una matriz de
Jordan y una diagonal(1x1). Por la proposicién 5:

Bt
Luego por la proposicién 4:
eAt _ P@DtP71
De modo que:
-3/2 0 1 et 0 0 2/5 0 —=2/5
et = 1 3 tet e 0 —6/5 1 —9/5
-1 0 1 0 0 e2 2/5 0 3/5
—3et + 2% 0 3(e* +et)
eM =5 2tet +6(e? —et) BHet —2te! +9(e* —et)
2(e? —et) 0 2et + 3e?t
Por 1ltimo la solucién ala ecuacién diferencial con una condicién inicial genérica es:
—3et + 2% 0 3(e? + et)
X(t) = (z(t),y(t),z(t)) =5 2te’ +6(e*" —e!) be! —2tet +9(e* —et) | Xo
2(e?t — et) 0 2et + 3e?t

O

0.3.1. Ecuaciones lineales de grado n

Hasta ahora hemos estudiado ecuaciones de grado 1, es decir, donde aparece hasta la primera
derivada. Veremos a continuacion que una ecuacion lineal homogénea de coeficientes constantes de

grado n, podremos transformarlas en una ecuacién lineal auténoma homogénea de grado 1, pero en
R™.

Ejemplo 0.2.
Sea el problema:
r—z4+2x=0

La solucién a este problema es una funciéon de R a R. Si realizamos el cambio de variable y = &
tenemos que y = &. Despejando de la ecuacion de segundo grado obtenemos que:

T=—-c+2=—x+2y.

T=1y
y=—-x+2y

Esta tltima ecuacién la sabemos resolver. En particular esta ecuacién se resolvié en el capitulo
anterior, donde se obtuvo que:

(@(t),y(t) = (w0 — yo)e' — €' ((zo — yo)t — yo), —€"((z0 — o)t — yo))

Sin embargo, este vector no es una solucién a nuestro problema original de segundo grado. La solucién
es solo la primer componente x(t). O

Por ende:
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Andlogamente a como se resolvié este problema, se pueden resolver problemas de mayor orden.
Sea la ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes de grado n.
2 4,z Y a2 4+ azd 4 asd + arx =0
Realizando los cambios de variables:
r1 =

To = T1
l‘3:i'2:i‘1

_ _ .(n=2)
Tp—1 = Tp—2 = Ty
_ s _ (n—1)
Tp = Tp—1 =T
se obtiene el problema:

.fl = X2
.fQ = I3
Tp—1 = Tplp = —A1T1 — A2T2 — A3T3 — ... — Ap—1Tp—1 — Aply
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Enunciado del Teorema de Picard

En esta seccon vamos a enunciar el teorema més importante del curso, el Teorema de Picard. No
daremos la demostracién pero si probaremos varias resultados que son de mucha importancia y que
se deducen con relativa facilidad de su enunciado.

Vamos a definir los conceptos basicos que nos ayudaran a entender el enunciado.

Decimos que una funcién f: Q C R x R" — R™ es Lipschitziana respecto a la variable espacial
si existe k > 0 constante tal que:

||f(t,l‘) - f(tay)” S k Hx*ynv v (t,:C), (tvy) €0

Diremos que una funcién f: Q2 C R x R™ — R" es localmente Lipschitz segun la variable espacial
si para cada (to, o) € §2 existe una constate k > 0 y un entorno U C 2 alrededor de (o, zo) tal que:

||f(t,l‘) - f(tay)” < k ||:C - y”v v (t,l‘), (tay) evl.

Observacion:

e Cuando hablamos de la norma en este caso nos referimos a la norma en R".

e Que una funcién sea de Lipschitz segtin la variable espacial implica que la funcién es continua
y acotada segun la variable espacial, pero no segtn el tiempo. La funcién no tiene porque ser
continua ni acotada.

Propiedad 1. Sea 2 C R x R™ abierto y f : Q — R™ de clase C' en Q. Entonces f es localmente
Lipschitziana segun la variable espacial.

La demostracién s?de bastante directo del teorema del valor mediq. Por lo tanto:
TODA FUNCION DE CLASE C! VERIFICA LA HIPOTESIS DEL TEOREMA DE
PICARD.

Se recuerda que:

Si bien seguramente ya saben distinguir cuando un conjunto es abierto o no, puede ser
que estén olvidados de la definicién formal. Por esta razon la repasaremos.

A es un conjunto abierto < Va€ A,36 >0/ B,s C A.

En palabras, dado cualquier elemento del conjunto, se puede definir un entorno alre-
dedor del mismo tal que el entorno también este incluido en el conjunto.

Repetidas veces nos definirnos un entorno alrededor de un elemento del conjunto €2 a lo largo del
capitulo y podremos hacerlo sin problemas porque estaremos trabajando con {2 abierto.

Ahora si, estamos preparados para demostrar el teorema de Picard.

Teorema 0.1. Teorema de Picard.

Sea QQ C R x R™ abierto y f : Q@ — R"™ localmente Lipschitz segun la variable espacial, continua y
(to, o) € Q. Entonces:

1. Existe a > 0 donde la ecuacion diferencial
T = f(ta 1')
x(to) = o

tiene una Unica solucion definida en el intervalo (to — a,to + ).
2. Para el a hallado en el item anterior, existe r > 0 tal que si||(t1,x1)—(to, o)|| <7, (t1,21) € Q,
se cumple que la ecuacion diferencial

{ &= f(t,z)

x(tl) =T

tiene una dnica solucion definida en el intervalo (t1 — o, t1 + ).
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El item 1 de este teorema nos dice que, bajo las hipétesis de Picard, la ecuacién diferencial tiene
solucién tinica local. El item 2 nos dice que el tamano del intervalo donde esta definida localmente la
solucién no cambia si movemos poco la condicién inicial.

Continuaremos con un ejemplo.

Ejemplo 0.1.

Consideremos la ecuacién diferencial

(*) T = \/m:f(tax)'

Lo primero que podemos deducir de las soluciones es que hay una solucién estacionaria x(t) =0y
que las soluciones tendran que ser no decrecientes ya que & es siempre mayor o igual a cero. Veamos
que podemos decir de la unicidad de las soluciones. Dado que la derivada de la raiz tiende a infinito

en cero, tenemos que:
£ x) = fFEll _ IVIz = Iyl
|z =yl |z =yl

tenderd a infinito para = tendiendo a cero y tomando y = 0. De manera que f no cumple la condicién
de Lipschitz en x = 0.

Definimos la funcién x; tal que

si t>0,

si t<0

[=FSE

21 (t) = {

Vamos a probar que z; es solucién de (). Si ¢t < 0, se cunple que z1(¢) = 0, lo que es claro que es
solucién. Sit >0, z1(t) = %. Luego 2, = % = \/%. Lo que muestra que es solucién.
Por lo tanto, z1 y 2(¢t) = 0 son soluciones de (*). Este ejemplo muestra que si f no cumple la condicién
de Lipschitz, entonces no tiene porque existir solucién tnica.

Ejercicio.

Sea la ecuacién

! — t§t3£2 si (ta 1') 7é (07 0)
x(t){ 0" s (ta)=(0,0)

1. Probar que z(t) = ¢ — /t* + ¢* es solucién para todo ¢ € R con la condicién x(0) = 0.
2. ;Qué hipdtesis del Teorema de Picard no se cumplen?.

0.1. Comnsecuencias del teorema de Picard

0.1.1. Soluciones maximales

Lo que continuaremos estudiando en esta seccién, es donde estan definidas las soluciones. Picard
nos asegura la existencia en un entorno de ty pero veremos que tanto podemos extender estas soluciones
y si estas extensiones, bajo algunas hipdtesis, son tnicas.

Es bastante intuitivo que quiere decir extender una funcién (y ya se ha utilizado ese término en
el dltimo ejemplo), pero por las dudas lo definiremos formalmente. Denotaremos (I, ) a la solucién
de una ecuacién diferencial con condiciones iniciales definida en el intervalo I. Se dice que (I, ) es
una extensioén de otra solucién (J,9) si J C I'y ¢|; = ¢, donde la notacién |, indica la funcién ¢
evaluada en los puntos de J. Otra forma de escribir eso dltimo es que p(t) = ¢ (t) para todo t € J.

Definiremos el intervalo maximal de una solucién como el intervalo mas grande donde la solucién
esta definida. La solucion asociada a este intervalo se le llama solucion maximal. Mas formalmente,
decimos que (I, ) es la solucién maximal cuando ella misma es su tinica extensién, en ese caso I es
el intervalo maximal. De aqui en més denotaremos I(tg, o) al intervalo maximal de la solucién con
condicién inicial (o, o).
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En el ejemplo anterior vimos que podiamos extender las soluciones hasta estar definidas en todo
R, sin embargo la extensién no era tnica. El problema surge justamente en x = 0 donde no se cumplen
las hipotesis de Picard, pero parece logico que si la funcién no pasa por ningin punto donde no se
cumplan las condiciones de Picard la extension sea tnica.

En primer lugar, demostraremos que dadas dos soluciones a la misma ecuacién diferencial en las
hipétesis de Picard con condiciones iniciales (I1,¢1) y (I2,92) coinciden en la interseccién de sus
dominios. Que sean dos soluciones al mismo problema con condiciones iniciales implica que ¢y € Iy,
to € Iz v ademas ¢4 (to) = wa(to)-

Recordamos que un conjunto abierto es conexo si no lo podemos escribir como la unién de dos
abiertos disjuntos. Por ejemplo los reales son un conjunto conexo, también lo son el conjunto (1,2) o
(3,+00). Un conjunto no conexo es el (0,3) U (7,8).

Lema 0.2. Sea Q C R x R™ abierto y f : Q@ — R™ en las hipdtesis de Picard. Sean (I1,¢1) y (I2, 2)
soluciones a la ecuacion diferencial & = f(t,x) con condicién inicial (to,xo). Entonces p1(t) = ( )
para todo t € Iy N I.

Demostracion:

Sea J = I N I. Es claro que J es conexo (la interseccién de I; e Iy es un intervalo en R de la
forma (a,b)) y abierto (por ser interseccién de abiertos). Podemos escribir a J como la unién de:

A={teJ/ ei(t) = pa(t)}
B={teJ/ pi(t) # p2(t)}

se ve claramente que J = AU B y que AN B = (). Podemos deducir que B es abierto por la
continuidad de las soluciones (si ¢1(t1) # w2(t1) existe un entorno de t; donde las funciones siguen
siendo distintas). Por otro lado, si t2 € A implica que @;(t2) = @a(t2) = x2. Por Picard, existe una
unica solucién con condicién inicial (t2, z2) definida en (t3 — o, t2 + ), por lo tanto o1 (t) = @a(t) para
todo t € (t2 — a, t2 + «). En consecuencia, (t2 — a,ta + @) C A por lo que A también es abierto (por
definicién de abierto).

Dado que J es conexo, no se puede escribir como la unién de dos abiertos disjuntos, por lo que uno
de los conjuntos tendrs que ser vacio. Sabemos que ty € A, de modo que B = (). Dejando demostrado
el lema. g

Ahora si, vayamos a las soluciones maximales.

Teorema 0.3. Existencia de soluciéon maximal.

Sea Q@ C RxR"™ abierto y f : Q@ — R”™ localmente de Lipschitz segun la variable espacial y continua.
Entonces para cualquier condicién inicial (to, xg) € Q el problema

) { #(t) = f(t, (1))

x(to) = X0

tiene una unica solucion maximal.

Demostracion:

Definamos el conjunto S como la familia de soluciones a (x) definidas en distintos intervalos que
contienen a tg:
S ={px:Ix = R"/py es solucién a (*)}.

Por Picard sabemos que este conjunto no es vacio. Ahora definamos el intervalo I como:
I= U Iy
A
Por como definimos I, se cumple que:

tel=3 N/ tel,

Por esta razon definimos la funcién ¢ : I — R"™ como:
() = Pao ()
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En caso de existir mas de un Ay no hay problema, ya que por el lema anterior todas las funciones que
estén definidas en ese ¢ valen lo mismo.

Si esta funcién ¢ es solucién a la ecuacién diferencial, lo cual es bastante obvio, vemos que la
misma es la solucién maximal, ya que ninguna otra solucién puede ser una extensién de ¢ (todos los
I, estén incluidos en I'). Veamos si verifica (). Por un lado:

©(to) = a, (to) = wo.

Por otro lado 90|1A1 =y, - Entonces

Qﬁ(t) - Qb)\l = f(ta 90)\1) = f(ta (p(t))

por lo que ¢ verifica la ecuacién diferencial, dejando demostrado el teorema. O

Nuevamente, el ejemplo visto anteriormente de # = /= no contradice este tltimo teorema. Este
teorema vale donde valga Picard, mientras que las soluciones definidas en el ejemplo no permanecen
en el conjunto donde vale Picard.

Algo que parece tener bastante sentido, es que dada una ecuacién diferencial en las hipdtesis de
Picard, si consideramos dos condiciones iniciales lo suficientemente cerca las soluciones permaneceran
cerca por un tiempo. Y cuanto mas cerca las condiciones iniciales méas tiempo permaneceran cerca las
soluciones. Si bien esto parece bastante obvio no es tan ficil de demostrar, por lo que simplemente
enunciaremos este teorema.

Teorema 0.4. Continuidad respecto a las condiciones iniciales.

Sea ¢(t) la solucion mazimal a la ecuacion diferencial & = f(t, ) con condicion inicial p(to) = xg
con [ en las hipotesis de Picard. Entonces:

dado T € I(to,xo) ye>0, 35(T,¢) >0/ ||lxzo—Z|| <= |lokt) —@(t)| <econto<t<T

donde @(t) es una solucidn a & = f(t,x) con ¢(tg) = .

., Que nos esta diciendo este teorema? Que si nosotros queremos que dos soluciones distintas per-
manezcan cerca (a una distancia menor que €) hasta un tiempo T' € I (¢, zg), basta con considerar las
condiciones iniciales lo suficientemente cerca. ;Que tan cerca tienen que estar las condiciones iniciales?
Tener una distancia menor a §, la cual depende de e y T'.

Por ejemplo, consideremos el problema & = x. Sabemos que las soluciones a este problema son
z(t) = xoet™% y el cero es un punto de equilibrio inestable. Sin embargo, aunque sea inestable
veremos que podemos mantenernos cerca del cero por determinado tiempo si nuestra condicién inicial
es suficientemente chica. Consideremos la solucién z(t) con condicién inicial (0, 0) y otra mds genérica
(0,x9). Si queremos que ambas soluciones se mantengan a una distancia menor a e un tiempo T
tenemos que:

sup |xpe’ — 0] = zoel <e=mg<ee L
te(to,T)

Considerando una condicién inicial menor a ese niimero las soluciones cumpliran lo pedido.

T

FicurA 1. Continuidad respecto a las condiciones iniciales.

Pégina 4



0.1.2. Intervalo maximal

A continuacién veremos tres teoremas que nos permitirdn deducir como es el intervalo maximal
de una solucién.

El primer teorema nos dice que no podemos encerrar al par (¢, o(t)), lo que representa el grafico
de la solucién, en un compacto si estamos en las hipétesis de Picard. Siempre existird un tiempo que
pertenezca al intervalo maximal, tanto en el futuro como en el pasado, donde el grafico se escape del
compacto.

Esto implicara que, en las hipétesis de Picard, las soluciones tendran que estar definidas para todo
tiempo o no estar acotadas si el intervalo maximal esta acotado.

Se recuerda que:

e Toda sucesion en R™ que sea acotada tiene una subsucesién convergente.

e Un conjunto K C R" es compacto si es cerrado y acotado.

e Toda sucesién convergente dentro de un cerrado, converge a un punto del con-
junto. En consecuencia, toda sucesion convergente en un compacto converge a
un punto del conjunto.

Haremos un corto resumen del teorema, ya que puede no ser facil entenderlo. El teorema se divide
en dos casos, el primero en el cual el intervalo maximal es todo R y la demostracién es directa, el
segundo donde el intervalo maximal estd acotado en el futuro (es andlogo para el pasado). Para el caso
que el intervalo maximal esta acotado en el futuro por b € R trataremos de demostrarlo por el absurdo.
En este caso, el teorema consiste en suponer que (¢, ¢(t,)), donde ¢, = b — %, esta incluido en un
compacto K C €. En caso de que algo asi suceda podemos definirnos una subsucesién convergente
que tienda a un punto (b, 7) € K. Por el segundo item del Teorema de Picard existe un entorno U y
un « > 0 tal que las soluciones a cualquier condicién inicial dentro de U tiene una tnica solucién de
tamano 2. Sin embargo, si la subsucesién converge a (b, Z) podemos acercarnos tanto como queramos,
llegando a un punto como muestra la figura (2).

Aplicando Picard a la ecuacién con condicién inicial (¢1, z1) sabemos que existe una tnica solucién
entre (t1 — «, t1 + @) de modo que podemos extender la solucién un poco més de b. Esto es absurdo ya
que el intervalo maximal es hasta b. En conclusién (¢, ¢(¢)) no podra estar incluido en un compacto.

t1 — « ' 1+«
Ficura 2. Escape de compactos.

Teorema 0.5. FEscape de Compactos.

Sea f:Q C R xR"™— R" localmente de Lipschitz segun la variable espacial y continua, K C Q
un conjunto compacto y ¢ : I(tg,x0) = R™ la solucidn mazimal a la ecuacion diferencial & = f(t,x)
con condiciones iniciales x(tg) = xg. Entonces:

dty <to, t1 € I(to,x0)/ (t1,0(t1)) € K

ERTS to, t2 € I(to,l‘o)/ (tQ, go(tg)) g K
Demostracion:
L Por lo que se recordd previamente.
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Probaremos la existencia de t9, la existencia de 1 es andloga. Llamemos (a, b) al intervalo maximal
I(to, xo). Si b = +00 no hay nada que probar, ya que (¢, p(t)) no estd acotado y por lo tanto no esté
contenido en un compacto.

Ahora veremos que pasa para cuando b € R (b < 400). Trataremos de demostrar este caso por el
absurdo, es decir, supondremos que (¢, p(t)) € K para todo t > to, t € I(tp,zo) y llegaremos a una
contradiccién, por lo que (¢, p(t)) no podréd estar contenido en K. Llamando ¢, = b — %, podemos
considerarnos la sucesion

(tn,¢(tn)) € K para todo n € N.

Si suponemos que (t,(t)) € K para todo t € I(tg,x0), t > to, entonces esta sucesién también
tendrd que estar incluida en K. En este caso tenemos una sucesion acotada, por lo que la misma tiene
una subsucesién convergente. Ademds, como la subsucesién estd incluida en K (cerrado), la misma
converge a un punto del conjunto, es decir:

(tns ¢(tn,)) = (b,7) € K

Por la segunda versién del teorema de Picard, sabemos que existe un entorno U alrededor de (b, Z)
y « > 0 tal que para todo (t1,z1) € U existe una tnica solucién definida en (t; — a, 1 + «). Como la
subsucesién converge a (b, Z) podemos acercarnos tanto como queramos a ese punto, por lo que:

Jro/ tn,, >b—ay (tnro ) Sﬁ(tnm)) eU

Ahora bien, si consideramos la solucién con condicién inicial (¢, , (¢, )) sabemos que la misma
esta definida hasta tn,, +a> b. Por otro lado, este punto pertenece a la solucién ¢(t) y dado que
existe una tinica solucién maximal se cumple I(to, zo) = I(tn, , ¢(tn,,)) = (a,b). Pero esto es absurdo,
yaque t,, +a > b (figura (2)). En ese caso se refuta nuestra suposicion, que era que (¢, ¢(t)) estuviese
incluido en K para todo t € I(tg, o), t > to. O

Ahora veremos otro teorema, que consiste en comparar dos soluciones de distintas ecuaciones
diferenciales. Este teorema nos servird para hallar el intervalo maximal en ecuaciones en R. Este 1ltimo
es bastante intuitivo. Lo que dice, es que si tenemos dos ecuaciones diferenciales con f1 (¢, z) < f2(¢, )
con la misma condicién inicial, la solucién ¢, asociada a fi es menor a @9 asociada a fo para tiempos
mayores a tg. Esto es légico, ya que si fi(¢,z) < fa(t,x) la derivada del primer problema es menor a
la del segundo problema, por que lo sus soluciones crecen mas lento.

FiguraA 3. Comparacion.

Teorema 0.6 (Comparacién de ecuaciones diferenciales).

Sean los problemas:

(*1){ &= fi(t,x) (*2){ b= folt, 2)

x(to) = 29 x(to) = 20

con fi: QCRXxR =Ry fo:Q— R en las hipdtesis de Picard tal que f1(t,x) < fa(t,x) para todo
(t,z) € Q. Sea p1 : [1 = R la solucidn a (x1) y 2 : Iz — R la solucidn a (x2). Entonces:

(pl(t) > gog(t), Vi<ty,teliNIy

(pl(t) < QDQ(t), Vit>ty,teliNIy

Pégina 6



Demostracion:

Consideremos la funcién D(t) = ¢1(t) — @2(t). Si realizamos la derivada:

D(t) = ¢1(t) — Ga(t) = f1(t,01(t)) — fa(t, 2(t))
Dado que f1(to,z0) < fa(to,xo) y las funciones son continuas existe un entorno U de (tg,xo) tal que
fi(t,x) < fa(t,z) para todo (t,z) € U. Como las soluciones a las ecuaciones diferenciables también
son continuas podemos definir un intervalo de tiempo donde (¢, ¢;(t)) este en U. M4s formalmente,
existe t1,to € [y NI con t1 < tg < ta tal que:

(t,pi(t) €U, Yt e (t1,t2) coni=1,2.

Por consiguiente:

D(t) <0 cont) <t < to.

Dado que la funcién D esta decreciendo y D(tg) = p1(to) — w2(to) = 0 se cumple que:
Q1(t) > @a(t), tr <t <to
01(t) < p2(t), to <t <ty

Supongamos que @1 y @2 se vuelven a cruzar en algun tiempo t3 > tg,t3 € I; N Iz, es decir que
01(t) < a(t), to < t < t3y ¢v1(ts) = p2(t3). Entonces aplicando lo que concluimos recién en t3
tendria que pasar que @1 (t) > p2(t) para to < t < t3. Pero esto es absurdo. Podemos hacer el mismo
razonamiento si suponemos que se cruzan en el pasado, dejando demostrado el teorema. O

El dltimo teorema que nos puede servir en algunos casos para hallar el intervalo maximal es el
siguiente.

Teorema 0.7.
Sea f: R xR™ — R" en las hipdtesis de Picard tal que f(t,z(t)) estd acotada. Entonces las

soluciones al problema & = f(t,x) estdn definidas para todo tiempo.

La demostraciéon queda a cargo del lector. Se sugiere acotar la solucién mediante la férmula:

x(t) = xo +/t f(s,z(s)) ds.

0.1.3. Ejemplos practicos

En lo que queda del capitulo veremos ejemplos utilizado el teorema de Picard y sus consecuencias.
Ejemplo 0.2.

Consideremos la ecuacién diferencial

i=a*—1.

Tratemos de graficar las soluciones a este problema sin resolver la ecuacién, utilizando los teoremas
que hemos visto y estudiando el signo de la de la derivada. Viendo donde se anula 2 tenemos que 1
y -1 son puntos de equilibrio. Por otro lado las soluciones crecen para x mayores a 1 o menor que -1,
mientras que decrece entre -1 y 1.

Ademads, esta ecuacion se encuentra en las hipétesis de Picard en todo R? por lo que para cualquier
condicion inicial tenemos una tnica solucién. En consecuencia, las soluciones no podran cortarse, ya
que no se respetaria la unicidad en el punto de corte. Gracias a esto dltimo las soluciones estacionarias
nos dividiran el plano en tres. Las soluciones que estan por arriba del 1, entre el -1 y 1 y por debajo
de -1 no podrén pasar de una zona a otra.

Caso —1 <z < 1:

En este caso las soluciones seran decrecientes. Dado que estamos en las hipdtesis de Picard podemos
usar el teorema de escape de compactos. Consideremos el compacto K; = [a,b] X [—1,1] donde
a < to < b dibujado en la figura (4). Por el teorema ya mencionado, si consideramos ¢(t) la solucién
maximal de esta ecuacién sabemos que (t, ¢(t)) debe escaparse de ese compacto tanto en el futuro
como en el pasado. Sin embargo (t,¢(t)) no puede escaparse por arriba ni por abajo, ya que no
respetaria la unicidad de las soluciones. En consecuencia la grafica de la solucién debe escaparse por
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los costados lo que implica que debe existir un t1,ts € I(to,zp) donde t; < a y ta > b. Esto sucede
para cualquier a,b € R, de donde podemos concluir que el intervalo maximal de la solucién sera todo
R.

K>

ya

Ficura 4. Ejemplo con escape de compactos.

Dado que las soluciones tendréan que ser siempre decrecientes y estan acotadas, las mismas tendran
que tener una asintota horizontal. Recordar que la derivada tiende a cero en una asintota horizontal.
Mirando la forma de & vemos que esto solo sucede cuando nos acercamos a 1 o -1. Con esta informaciéon
podemos concluir que las soluciones de esta zona seran de la forma de la figura (6).

Caso xg > 1:

Si ahora consideramos un compacto K5 como el de la figura (4), sabemos que el grifico de solucién
no podra escaparse por debajo ya que no puede cortar la recta x = 1. En este caso no tenemos una
cota superior (al menos no que sepamos). De todas formas escape de compactos nos permitird sacar
conclusiones de como es el intervalo maximal en el pasado. Dado que la soluciones son crecientes en
esa zona, sabemos que en el pasado tampoco podré escaparse por la parte de arriba del compacto, de
modo que tendra que escaparse del lado temporal. Razonando igual que en caso anterior, podemos
deducir que el intervalo maximal serd de la forma I(tg,zg) = (—o0,b), donde b podria ser infinito, y
que las soluciones tienden a 1 cuando el tiempo tiende a menos infinito.

Nos faltaria ver que sucede en el futuro. Para esto utilizaremos el teorema 3. Consideremos el

problema:
i = 22
l‘(to) = X0

Este problema es ficil de resolver por variables separables, obteniéndose que las soluciones son de
la forma:

B 1

S 1zt to—t

Vemos que estas soluciones no estan definidas para todo tiempo, ya que se anula el denominador en
el tiempo t* = tg + 1/29. Cuando la condicién inicial es 2o > 0 nos encontramos con que el intervalo

maximal estd acotado superiormente (t* > tg), mientras que para zp < 0 el intervalo maximal estd
acotado inferiormente (t* < o).

(t)

Si llamamos fi(z) = 22 y fa(x) = 2*—1 sabemos que existe un k > 0 tal que para x > k se cumple
que f1(z) < f2(z) (por el grado de los polinomios). Si zg > k, podemos considerar (1, 1) la solucién
maximal a & = f1(z) y (I2, ¢2) la solucién maximal a nuestro problema original & = f2(x) ambas con
condicién inicial (tg,zg). Como xg > k > 0, I; = (—o0,t*). Dado que ¢1 y @2 son crecientes, si xg > k
también lo serdn las soluciones en el futuro (en el futuro nos mantendremos en la zona donde vale
la desigualdad), lo que nos permitird usar el teorema de comparacién. Por el teorema ya mencionado
tenemos que @1 (t) < pa(t) para todo t > tgy t € Iy N .

Sabemos que ¢; se va a mas infinitoen t*, de modo que si @9 estd definida hasta ¢* también
tendrd que irse a més infinito (figura (5.a)). En conclusién Iy = (—o0,b), donde b < t* (observar que
la solucién ¢o podria haberse escapado a més infinito antes que ¢1). Claramente el valor de b depende
de las condiciones iniciales (t* depende de (tg, zo)).
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(to, o)

b t w3 (t)ilpa(t)

FicuraA 5. Ejemplo usando el teorema 3.

Podemos observar que las soluciones a & = z* — 1 con condicién inicial £o > 1 no pueden estar
acotadas. Esto lo podemos deducir ya que en caso de estar acotadas, podemos razonar de forma analoga
a cuando la condicién inicial se encontraba entre -1 y 1, concluyendo que las soluciones tendrian que
tener una asintota horizontal mayor a 1. Sin embargo, la derivada de 2 es continua y vale cero solo
en 1y -1, por lo que no es posible que tenga una asintota horizontal en otro valor. Por lo tanto las
soluciones van a alcanzar en algiin momento el valor k£ mencionado en el parrafo anterior y una vez
alcanzado podemos aplicar el teorema 3, deduciendo que I(tg,x0) = (—o0,b) con b € R para z¢ > 1.

Caso xg < —1:

Podemos proceder de forma andloga al caso anterior. Por escape de compactos podemos deducir
que el intervalo maximal no esta acotado superiormente. Luego para el pasado podemos utilizar el
teorema 3. Llamaremos (I3, ¢s3) la solucién maximal de @ = x? y (I4,p4) la solucién maximal de
# = 2* — 1 con la misma condicién inicial (tp, 7). En este caso, estamos en condiciones iniciales
negativas por lo que I3 = (t*,4+00). Dado que ahora nos hace falta saber como es el intervalo maximal
en el pasado, consideramos la desigualdad para tiempos menores a tg, donde tenemos que 4 (t) <
w3(t), YVt <to,t €3NIy Razonando igual que el caso anterior, deducimos que el intervalo maximal
para una condicién inicial g < —1 tiene la forma (a,4+00), con a € R que depende de (to, zo) (figura

(5.b)).

Por dltimo recordemos que al ser una ecuacién diferencial auténoma, las soluciones tienen la misma
forma independientemente de tg, pero corridas en el tiempo. Teniendo en cuenta estas cosas, un buen
bosquejo de las soluciones es el siguiente.

__——Z_/ 1

—

FIGURA 6. Soluciones a & = z* — 1.

O
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;,Como saber que teorema usar? Escape de compactos sirve cuando sabemos que la solucién esta
acotada. Si esta acotada superior e inferiormente, seguro tendréa que escaparse por la variable temporal.
Si esta acotada solo superiormente o inferiormente, ahi habra que fijarse el signo de la derivada, como
nos pasoé en este ejemplo.

Veran que es bastante intuitivo darse cuenta si el intervalo maximal estd acotado superior o
inferiormente en ecuaciones diferenciales sencillas. Si consideramos el problema:

T=z% a>0
por variables separables obtenemos que la solucién a este problema es:
2T = (L —a)(t —tg), sia#1

to

z(t) = zoe’ ", sia=1.

Sil—a < 0, z(t) serd un cociente y por lo tanto, no estara definida cuando se anule el denominador.
En consecuencia se cumple que:

si @« > 1 = la solucién no estd definida para todo tiempo

si 0 < a < 1= la solucion estd definida para todo tiempo.

Para ecuaciones diferenciales con f(t,x) > z®, con @ > 1, la derivada ya es demasiado grande
y la solucién se va a infinito en un tiempo finito. Generalmente las soluciones que se utilizan para
comparar son de la forma & = ax®, dado que estas son faciles de resolver y ya vimos cuales estan
definidas para todo R y cuales no.

Recordar que al usar escape de compactos el compacto siempre debe estar incluido en R**1. Un
clasico error es decir que las soluciones deben escaparse de un compacto y no es la solucién, si no el
grafico de la solucién el que debe escaparse. Por ejemplo consideremos una ecuacién diferencial en las
hipétesis de Picard con el diagrama de fases de la siguiente figura:

BN

Y

La solucién de esta ecuaciéon con condicién inicial (t,zo) que llamaremos ¢ : R — R? estd
contenida en un compacto A. En este caso si queremos usar escape de compactos, el compacto K
sale de la hoja. Considerando el compacto K = [a,b] x A, con a < ty < b, vemos del diagrama que
©(t) C A, de modo que el gréfico de la solucién deberd escaparse del lado temporal, de donde podemos
concluir que las soluciones estan definidas para todo tiempo.

Ejemplo 0.3.

Consideremos ahora el siguiente problema:
& =t—a>
Tratemos de bosquejar las funciones con las herramientas que tenemos. Se verifica rapidamente que
f(t,x) es continua y que la derivada respecto a x también lo es, de modo que estamos en las hipétesis
de Picard. Comenzaremos estudiando el signo de f para hacernos una primera idea de como seran las
soluciones.

Para empezar vemos que esta ecuacion no tiene puntos de equilibrio. La derivada es nula en la
parabola t = 22, por lo que las soluciones tendrdn que cruzar esta curva con pendiente nula. Dentro
de la parédbola la derivada es positiva, y por fuera es negativa, de donde podemos concluir que las
soluciones que cortan la curva venian decreciendo, la atraviesan con pendiente horizontal y luego
crecen, por lo que las soluciones tendran un mfnimo en la curva ¢t = 22. También podemos deducir
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que las soluciones que atraviesan la curva tienen un minimo observando que la derivada segunda es
positiva en esos puntos.
F=1-2zx=3d(x=0)=1

T

—-

FIiGUurA 7

Dado que los puntos de la parabola son minimos, una vez que las soluciones entran a la parabola
no podran salir. Esto es debido a que cuando entran a la pardbola su derivada es positiva por lo que
las soluciones estaran creciendo. Pero si cortaran la curva tendrian que tener un minimo, lo cual no es
posible ya que estan creciendo. Observar que esto implica que las curvas que entran en algiin momento
deben cambiar su concavidad. Calculando donde las curvas cambian su concavidad (% = 0) tenemos
que:

. . 2 1 2
F=1—-2z=1-22(t—2")=0=>t=— 4.
2z

Para poder dibujar esta curva se recomienda realizar la curva de t(x) y luego dibujar la inversa
(simétrica respecto a la recta © = t). De modo que las soluciones luego de entrar a la pardbola
tendrdn que cortar la curva roja de la figura (7). Estudiando el signo de la concavidad tenemos que la
concavidad es negativa en la parte inferior y superior derecha y positiva en el resto del plano, lo que
concuerda con lo dicho anteriormente.

Si las soluciones que entran a la pardbola no pueden salir, tendremos una cota superior para
las mismas, lo que nos permitird sacar conclusiones utilizando el teorema de escape de compactos.
Considerando el compacto de la figura (8). Sabemos que la solucién dentro de la pardbola es creciente
y no puede cortar la curva t = z2 en el futuro, de donde podemos concluir que el intervalo maximal
no estd acotado superiormente.

_—
/
S

FIGURA 8. Escape de compactos ejemplo & =t — 2.

Esto no quiere decir que todas las soluciones estén definidas para todo tiempo en el futuro, ya que
podrian haber soluciones que nunca entren a la parabola. Llamaremos ¢, a las soluciones que cumplen
que p(0) = ¢. Para ¢ > 0, las soluciones entrardn a la pardbola y en consecuencia su intervalo maximal
no esta acotado superiormente. Uno podria intuir que para valores cercanos a ¢ = 0 negativos, las
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soluciones también entraran a la parabola ya que su pendiente en ¢ = 0 serad casi horizontal por la
continuidad de las derivadas (si f(t,2) =t —x2, £(0,0) = 0). Pero veamos que pasa para ¢ mas chicos.

Lo

Por variables separables obtenemos que las soluciones a este problema son:

Consideremos el problema:

1
() = +—3
2t
Estas soluciones para zg < Oestan definidas para t < —%. Se cumple que t — 22 < —%x2 en la zona
t < 222, Consideremos 1 una solucién de & = —1z? como en la figura (9) con #(0) = k. Esta solucién

se mantiene en la zona donde t — 2% < f%x? Por lo tanto, si consideramos ¢y, la solucién a i = t — 22

con ¢k (0) = k, por comparacién obtenemos que @i (t) < 1(t) para t > 0 donde ambas soluciones estén
definidas. Dado que 1) se va a menos infinito en un tiempo finito, también lo hara .

X

2

F1GURA 9. Comparacién con la ecuacién & = —ia22.

2
Para ¢ < k, dado que las soluciones no se pueden cortar, ¢, tendra que mantenerse por debajo de
vk, de modo que tampoco estaran definidas para todo tiempo en el futuro.

En consecuencia, tendremos un conjunto de soluciones que entran a la pardbola t = x2 en deter-
minado tiempo y estan definidas para todo tiempo en el futuro y otro conjunto de soluciones que se
escapan a menos infinito en un tiempo finito en el futuro. ;jHabra alguna solucién que este definida
para todo tiempo pero que nunca entre a la parabola?

Definamos el conjunto A = {c¢ € R/ ¢. cortalacurvat = 22} y B = {c € R/ I(0,¢) =
(a,b), con b € R}, donde I(0,c¢) es el intervalo maximal de la solucién ¢.(t). Por lo que ya comenta-
mos, el conjunto de los ¢ > 0 pertenecen a A, mientras que para ¢ < k (siendo k el valor utilizado en
la comparacién) pertenecen a B. Estos valores de ¢ mencionados no son los tinicos que perteneces a
A ni a B, simplemente son los que estamos seguros en que conjunto se encuentran.

Tanto el conjunto A como el B tendran que ser conjuntos abiertos por el teorema de la continuidad
respecto a las condiciones iniciales (teorema 0.4). Por ejemplo, supongamos que B = (—o0,d]. Esto
implica que para ¢ > d, las soluciones ¢, si estan definidas para todo tiempo en el futuro, ya que si
no pertenecerian al conjunto B. Dado que d € B sabemos que existe un tiempo t* donde ¢4 se va a
menos infinito. Por la continuidad de las soluciones tendriamos que poder encontrar un ¢ tal que las
soluciones con d < ¢ < d + § estén tan cerca como queramos por un tiempo T’ < t*. Sin embargo esto
no es posible, ya que cuando T se acerca a t*, 4 tiende a menos infinito, alejandose del resto de las
soluciones con d < ¢ < d + 6. Podemos pensar de forma andloga con el conjunto A.

Como el conjunto de los reales es conexo y A,B son dos abiertos disjuntos, claramente no pueden
cubrir todo R. Es decir, que existe al menos un cg que esta definido para todo tiempo pero que no
corta la curva. Observar que ¢., tendrd que estar contenida entre la curva # = 0 y 2 = —+/t para
tiempos lo suficientemente grandes. Ver que ¢, es menor a x = —+/t es sencillo, ya que ¢y < 0 (los
¢ > 0 cortan la curva t = 22) y nunca entra a la parabola. Por otro lado, si la solucién se mantuviera
por debajo e la curva & = 0, la solucién tendria una concavidad negativa, por lo que en algiin momento
saldria de la parabola t = 7%332 (curva que aparecia en la comparacién de ecuaciones diferenciales). Y
si la solucion saldria de la pardbola t = —%xQ por comparacién obtendriamos que ., se va a menos

infinito en un tiempo finito, lo cual es absurdo.
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También podemos deducir que existe un tinico ¢y € R tal que ¢g € Ay ¢o ¢ B. Supongamos
que existe ., ¥ @, soluciones tal que ambas estan definidas para todo tiempo pero no entran a la
pardbola t = 22. Supongamos que ¢1 > cg, lo que implica que @, (t) > @, (t). En ese caso tenemos
que:

(Per — Peo) = (t— 92 (1)) — (t — 2, (1)) = 2 (1) — @2 (t) > 0.

Es decir, que la distancia entre ¢, y ¢ va aumentando. Pero esto es absurdo, ya que ambas
soluciones tienen que estar entre las curvas &£ = 0 y & = 0, las cuales se acercan cada vez més. En
consecuencia, existe un unico cg tal que ¢., estd definida para todo tiempo en el futuro y no entra a
la parabola.

Queda a cargo del lector, demostrar que las soluciones no estan definidas para todo tiempo en el
pasado. Observar que para tiempos negativos, se cumple que ¢t — 22 < —z2. Ahora si, un bosquejo de
las soluciones es el la imagen (10).

W

FIGURA 10. Soluciones a © =t — x°.

O

Es facil darse cuenta que por Picard, los graficos de las soluciones a ecuaciones diferenciales
en R no pueden cortarse. Ya que, en caso de que se corten, si nuestra condicién inicial es en ese
punto tendrfamos dos soluciones posibles. Consideremos la funcién o(t) = (tsin(t),#?sin(t)), donde
su derivada es ¢ = (tcos(t) + sin(t), t? cos(t) + 2t sin(t)). Por lo tanto ¢ es solucién a:

{ & = tcos(t) + sin(t)
y = t% cos(t) + 2t sin(t)

Este problema se encuentra en las hipdtesis de Picard. Observar que ¢(7) = ¢(27) = (0,0) y que
o(m) = (—m, —72), p(2m) = (2m,47?). Si graficamos la trayectoria de o en un intervalo de tiempo que
contenga a [, 27| veriamos algo parecido a la siguiente imagen.

Ficura 11. Ejemplo de ecuacién no auténoma.

La solucién da una vuelta y vuelve al punto (0,0). Uno podria pensar, que si considero como
condicién inicial (0,0) hay dos posibles soluciones. Por un lado, podria dar la vuelta y volver a pasar
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por el origen y por otro lado irse sin agarrar la vuelta. En consecuencia, no se cumpliria Picard. Esto
no es cierto. Recordar que cuando nos referimos a una condicién inicial no es solo la posicién, la
condicién inicial contiene posicién y tiempo inicial, es decir (¢g,zp). Que agarre un camino o el otro
depende del tiempo inicial (que tg = 7 o tg = 27). El gréfico de esta funcién (¢, p(t)) se encuentra en
R3, en realidad ese punto que en la trayectoria se corta, no se corta en el grafico de la funcién ya que
esta evaluado en distintos tiempo. En resumen, Picard no impide que las trayectorias de las soluciones
se corten.

Claramente esta ecuacién no es autéonoma. Ademas de observarse en la ecuacién diferencial, en
una ecuacién auténoma para una misma posicién no podemos tener dos derivadas distintas. Veremos
que en las ecuaciones auténomas no pueden cortarse las trayectorias. Como ya vimos en el
primer capitulo, si tenemos una ecuacién diferencial & = f(z) y () una solucién con ¢(0) = zo, las
funciones ¢y, (t) = p(t — tp) también serdn soluciones a la ecuacién con condicién inicial ¢(tg) = zo,
para todo tg € R.

Sea (t) una solucién a una ecuacién diferencial auténoma y C; la curva de su trayectoria. Sabemos
que otras infinitas soluciones de la forma ¢;, = ¢(t — o) tendran la misma trayectoria pero recorrida
a distinto tiempo. Si existiera otra solucién ¢(t) con su correspondiente curva de la trayectoria Co que
cortara la curva C; en un tiempo ¢ en Z seguro podemos encontrar otra solucién ¢y, que pase por el
mismo punto en el mismo tiempo. Por lo tanto la solucién con condicién inicial (£, Z) no serfa tnica.

Esto ultimo podria generar ciertas confusiones en lo siguiente. Si consideramos el problema lineal:
{ T=2x
y=y

Las soluciones son de la forma (zge!, yoe!) y el diagrama de fases como ya se vio anteriormente es un
haz de rectas que pasan por el origen. Esto no contradice lo que deducimos recién. En cada recta se
encuentran tres tipos de soluciones distintas, la solucién estacionaria (0,0) y dos semirectas que salen
desde el origen sin incluirlo. Esto lo podemos ver ya que si xg # 0 o yo # 0 la solucién nunca alcanza
el origen, solo tiende a el en el menos infinito. Por lo tanto, las trayectorias no se cortan.

0.1.4. Ecuaciones lineales

Ahora que conocemos el teorema de Picard, podremos ver algunas cosas mas de las ecuaciones
lineales. Empezaremos con el intervalo maximal de las soluciones a ecuaciones diferenciales lineales.
Capitulos anteriores obtuvimos las soluciones para cualquier ecuacién lineal auténoma y homogénea,
las cuales vimos que estaban definidas para todo R. A continuacién estudiaremos el intervalo maximal
de cualquier ecuacién lineal. Veamos primero un lema que nos ayudara a estudiar el intervalo maximal.

Lema 0.8 (Gronwall).

Sea u,v : [a,b] = R dos funciones continuas, no negativas. Si existe a > 0 tal que:

u(t) < a +/ u(s)v(s) ds, Vt e [a,b].

Entonces: .
u(t) < aela?G)45 i e [a,b].

Demostracion:
Definiremos: .
w(t) =« —|—/ u(s)v(s) ds
Por las hipétesis podemos afirmar que la funcién zZ cumple que:
u(t) <w(t) 0<w(t), Vtea,b]

Si derivamos funcién w se obtiene lo siguiente.

w(t) = u(t)v(t) < w(t)v(t) = %(t) < o(t)
:/ %(s) ds < / v(s) ds. = Log(w(t)) < Log(w(a)) —|—/ v(s) ds = « —|—/ v(s) ds
Entonces w(t) < el v(9)ds 15 que implica que u(t) < eda v(s)ds,
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Teorema 0.9.

Sean A: R — Muxn y ¢: R — R"™ funciones continuas. Las soluciones mazimales a la ecuacion
lineal

= A(t)z + c(t)

estan definidas en todo R.

Demostracién:

Trataremos de demostrarlo por el absurdo. Este problema se encuentra en las hipétesis de Picard,
lo que nos asegura la existencia y unicidad de las soluciones para cualquier condicién inicial. Sea
¢ : I = R™ la solucién maximal al problema con condicién inicial (¢g, zg). Supongamos que el intevalo
maximal estd acotado superiormente. Sea I = (a,b), con ty € I ( a puede ser —oo) dicho intervalo.
Andlogamente se prueba que no puede estar acotado inferiormente. Sabemos que la misma debe
verificar que:

o(t) = xo +/t A(s)e(s) +c(s) ds paraty <t <b.

0
t t
= lle@Il < [lol +/ [1AG) [l ()] d5+/ lle(s)l| ds parato <t <b.
to to

Dado que A y ¢ son funciones continuas en R, sabemos que las mismas en el intervalo cerrado
[to, b] estdn acotadas, por lo que:

1A@I < M [le(®)]| < C, ¥Vt € [to,b].

Utilizando esta acotacién a la desigualdad anterior:

t
= [[p(Ol| < llzll + €O~ a) + [ Mllg(s)] ds parato <t <
to

Llamaremos « = ||zg|| + C (b — a). Esto solo puede ser nulo si ¢y x¢ fueran el vector nulo. En este
caso, sabemos que la tinica solucién al problema es la solucién trivial, la cual esta definida para todo R.
Fuera de esa caso, estd acotacién nos permitird utilizar el lema anterior 0.8, utilizando |[|¢(t)|| = u(t)
y M =v(t):

t
D < a+ M|p(s)|| ds = B|| < aeMlt—tol < qeM(b—a)
@I < =S @) < <
to

Suponiendo que el intervalo maximal de las soluciones estaba acotado superiormente, concluimos
que la solucién estd acotada superiormente. Considerando el compacto:

K ={(t.2):t€fa,0], ||o]l < acC=},

tenemos que (t,p(t)) € K para todo t € (tg,b). Por el Teorema de escape de compactos esto es
absurdo. Por lo tanto b = +00. Analogamente se prueba que a = —oo. O

Por ultimo, vamos a probar que el conjunto de soluciones de la ecuacién X = AX es un espacio
vectorial.

Proposicién 0.1. Sea A € Myxn(R) yV ={p: R = R": ¢(t) = Ap(t) para todo t € R}. Entonces
V' es un espacio vectorial de dimension n.

Demostracion. Claramente V' es un espacio vectorial. Vamos a probar que V' tiene dimensién n.
Sean ey = (1,...,0),...,en, = (0,...,1) la base candnica de R™ y ¢1, ..., ¢, las soluciones de la ecuacién
X = AX con ©i(0) = e;. Las funciones 1, ..., ¢, existen por el Teorema de Picard. Vamos a probar
que {1, ...,on} es una base de V.
Sea ¢ € V. Entonces ¢(0) = v € R™. Por lo tanto existen aj, ..., o, € R tales que v = aj.e1+- - anen.
Sea (t) = a1.p1(t) + - - - anpn(t). Entonces ¢ y 1 son soluciones de la ecuacién

X = AX

X(0)=w
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Por lo tanto, por el Teorema de Picard se tiene que ¢(t) = ¥(t) = a1.01(t) + - - anen(t). Lo que
muestra que {@1, ..., ¢n } €s un generador de V.
Falta probar que {¢1, ..., ¢, } es un conjunto linealmente independiente.

Sea a1.¢1(t) + - - - anpn(t) = 0. Tomando ¢ = 0 se tiene que
0=a1.p1(0) + - anpn(0) = ay.e1 + - - ape, = 0. Como {ey, ...,e,} es un conjunto linealmente
independiente, se tiene que vy = -+ = a,, = 0.

O

Como coralario de este ultimo resultado tenemos la siguiente proposicién:

Corolario 0.1. Sea la ecuacidn lineal de sequndo orden ai + bt + cx =0 con a,b,c e R y V ={¢:
R = R: ap(t)+bp(t)+ co(t) =0 para todo t € R}. Entonces V' es un espacio vectorial de dimension
dos.

Demostracion. Lamando y = &, se tiene que y = &. Como aZ + bt + cx = 0 entonces
N b. ¢ b c
y:x:——x——x:——y——x.

a a a a
Por lo tanto la ecuacién af + bx + cx = 0 se transforma en la ecuacién

T =1y . T 0 1 T
. b c o equivalentemete en . = c b .
Yy=—aY— % Yy ) Y

No es dificil probar que ¢ es solucién de ai + bz + cx = 0 si y solo si (p, %) es solucién de
z 0 1 x
g ) \-¢ -t )\y )

L . . . . i 0 1
Por la Proposicién anterior, se tiene que el conjunto de soluciones de ( ; ) = ( e b ) ( ; )
a a
es un espacio vectorial de dimensién dos, por lo tanto el conjunto de soluciones de aZ + bz + cx = 0

es un espacio vectorial de dimensién dos.

O
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Estabilidad

Ya hemos comentado que quiere decir estabilidad, estabilidad asintética o inestabilidad, tenemos los
conceptos de estos términos. En este capitulo formalizaremos estos conceptos en ecuaciones auténomas (y en
particular en las hipétesis de Picard) y veremos algunos métodos para estudiar la estabilidad de un punto de
equilibrio.

Empecemos con las definiciones formales. Sea 2 C R™ un conjunto abierto, f : Q& — R", la
ecuacién diferencial auténoma & = f(z). Se llama auténoma a toda ecuacién donde f(t,x) = f(x).
Sea ¢(t) una solucién a la ecuacién diferencial con condicién inicial ¢(tg) = x¢ y definida para todo
t > to. Un punto T € Q es un punto critico si f(Z) = 0. Observar que z(t) = T para todo t € R es
solucién de la ecuacion diferencial.

Decimos que el punto critico es:

e estable si

dado € >0, 3 () >0/ si ||lxzo — || <= |lokt) —F|| <€, Vt> 1.
e asintéticamente estable si:

e es estable y ademas

e 38 >0/ ||lxo —T| < = limis 100 p(t) =7

e inestable si no es estable.

Razonemos juntos que es lo que implican estas definiciones. En primer lugar, tenemos que es estable
si para cualquier € podemos encontrar un ¢ tal que si la condicién inicial de la solucién empieza a
una distancia menor que § del punto critico, la misma se mantendran a una distancia menor a e del
punto critico de ahi en adelante. Esto debe pasar con todas las soluciones con condicién inicial a una
distancia menor que §. En particular todas las soluciones que estdn a menos de d, su intervalo maximal
no estd acotado superiormente. Con que exista una solucién que no se mantenga en la bola de radio
€ para ningun J, alcanza para decir que es inestable.

Luego, asintéticamente estable implica que ademads de ser estable las solu-
ciones que empiezan en un entorno cercano al punto de equilibrio tiendan al
mismo. Podria parecer innecesaria la condicién de estabilidad, pero veamos co-
mo no lo es. Si consideramos una solucién que tiene una trayectoria como la de
la figura siguiente, tenemos que se cumple la segunda condicién de la estabilidad
asintética. Sin embargo el punto de equilibrio no es estable, ya que dado el € > 0
de la figura no existe ningin § > 0 tal que si la condicién inicial se encuentra a
menos de § del punto critico la solucién no salga de la bola Bz .

Estudiar la estabilidad de un sistema es algo muy importante en muchas

aplicaciones dado que nunca sabemos con exactitud las condiciones iniciales. Si

tenemos un punto de equilibrio estable, no saber con exactitud la posicién inicial o iniciar en posiciones

parecidas podria no cambiar significativamente el comportamiento de las soluciones. Sin embargo en
un punto de equilibrio inestable esto si podria suceder.

Con estas definiciones, podemos repasar los diagramas de fases vistos en las ecuaciones lineales
auténomas en R? y confirmar la estabilidad de los puntos de equilibrio en esos casos. Observar que
cuando la parte real de todos los valores propios era negativa, el origen era un punto de equilibrio
asintoticamente estable. Si un valor propio tenia parte real positiva, teniamos al menos una solucién
que se alejaba del punto de equilibrio, esto implica que el origen no es estable y por lo tanto es
inestable.

Cuando unos de los valores propios tiene parte real nula y los demés parte real negativa pueden
ocurrir distintas cosas. En el caso de los valores propios imaginarios puros, donde las trayectorias
son elipses alrededor del origen es claro que el origen es un punto de equilibrio estable. También lo
son estables los puntos de equilibrio de una matriz diagonalizable con un valor propio nulo y el otro
negativo. En este caso se obtenia una recta de puntos de equilibrio y las demas soluciones eran otras
rectas que tendian a la recta de puntos de equilibrio. En consecuencia, si tomo una bola alrededor
de T un punto de equilibrio de la recta, la bola siempre contendrd otros puntos de equilibrio. Esas
soluciones de equilibrio no tienden a Z y por lo tanto los puntos no pueden ser asintéticamente estables.
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En resumen, si los puntos de equilibrio no estan aislados no pueden ser asintéticamente
estables. Cuando teniamos una matriz no diagonalizable con valor propio cero, también obteniamos
una recta de puntos de equilibrio pero en este caso los mismos eran inestables.

Proposicién 0.1.

Sea la ecuacion © = f(z), f:R* > R* y R = {z € R": f(x) = 0} el conjunto de los puntos
criticos de la ecuacion. Si T € R es un punto de acumulacion de R (no es aislado) entonces no es
asintoticamente estable.

La demostracién queda a cargo del lector. O

En el curso nos concentraremos en estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio en ecuaciones
auténomas y en las hipdtesis de Picard. Veremos distintos teoremas que nos permitiran deducir la
estabilidad de un punto de equilibro. El primer teorema que veremos es el teorema de Liapunov.

0.1. Teorema del Liapunov

Daremos la idea de Liapunov con un ejemplo. Consideremos una ecuacién diferencial en R? que
tiende al origen como punto de equilibrio asintéticamente estable, ¢ : R — R? una solucién a la
ecuacién distinta a la de equilibrio que tiende al (0,0) con condicién inicial (¢, zo) y la funcién
V(z,y) = 22 +y>. En la siguiente imagen vemos la trayectoria de la solucién ¢ y también la proyeccién
de la misma en el paraboloide (V (¢(t))).

A V(z,y)

z (to, o)

Ficura 1. Teorema de Liapunov

Dado que V(z,y) tiene un minimo en el origen y ¢(¢) tiende al mismo, vemos que V(p(t)) va

decreciendo, lo que implica que V((p(t)) < 0. Esto no solo sucede en este caso. Si tenemos una
ecuacién diferencial con T un punto de equilibrio asintéticamente estable y una funcién V(z,y) con
un minimo estricto en Z. Si tomamos una solucién ¢(¢) con condicién inicial lo suficientemente cerca,
se cumplird que V(¢(t)) deberd decrecer y por lo tanto V(¢(t)) < 0.

En este ultimo parrafo partimos de la base que sabiamos la estabilidad del punto de equilibrio, pero
podemos pensarlo al revés. Dado un punto de equilibrio Z, una funcién V' y € > 0, si V<0 podremos
afirmar que empezando en una condicién inicial lo suficientemente cerca las soluciones permaneceran
en Bz . ya que en caso contrario, V(¢(t)) deberia aumentar.

0.1.1. Derivada de una funcién a lo largo de las trayectorias

Como hemos comentado en el primer capitulo, dado un problema & = f(z) la funcién f : Q C
R™ — R" es un campo de velocidades. Dada una posicién nos devuelve la velocidad y direccién hacia
donde se mueven las soluciones.

Sea V : Q — R de clase C! y ¢(t) una solucién a la ecuacién diferencial mencionada arriba,
podemos definir la composicién de ambas funciones:

v(t) = V(p(t) = 0(t) = VV(p(t)) - p(t) = VV(p(1)) - f((t))
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En este ultimo producto nos estamos refiriendo al producto escalar. Vemos que v depende de la
posicién de la solucién (¢(t)) y no explicitamente del tiempo. Nos referiremos a V' como la derivada
a lo largo de las trayectorias la cual sera definida como:

V:Q=R V(z)=VV(z)- f(z).

Como mencionamos arriba, si V' tiene un minimo estricto en el punto de equilibrio y el mismo
es asintGticamente estable, V' debers ser negativo en un entorno del punto de equilibrio, ya que la
composicién V(p(t)) deberd tomar valores cada vez méds chicos. Esto también lo podemos pensar de la
siguiente forma. Una posible V' con un minimo en T podria tener unas curvas de nivel como muestra
la figura 2. Se recuerda que el vector gradiente era perpendicular a las curvas de nivel y apuntaba en
el sentido creciente de las mismas.

Que V sea negativo, implica que el dngulo formado entre el gradiente y el vector f(x) es mayor
o igual a 90°. De esta forma, la solucién tiene una velocidad que la dirige hacia las curvas de nivel
mas chicas, acercdndose al punto de equilibrio. En el caso particular donde V sea nulo, implicaria que
f es perpendicular a la curva de nivel. Si esto sucediera para todo , es decir que V sea la funcién
nula, implicarfa que las soluciones se mantengan en las curvas de nivel de V. Esto es coherente con lo
mencionado anteriormente, ya que si V(¢(t)) = 0, V(¢(t)) es una funcién constante y por lo tanto la
solucién debers permanecer en las curvas de nivel de V. En este caso particular donde V es la funcién
nula se dice que V(x) es una preintegral de la ecuacién diferencial. Conceptualmente, la preintegral
es una magnitud que se conserva a lo largo del tiempo para cualquier solucion.

VV (z)

FIGURA 2. Idea de Liapunov con el gradiente de V(z).

Observacion 0.1. Como las funciones f que vamos a considerar no dependen de la variable t, la
hipdtesis ¢ontinua y localmente de Lipschitz segun la variable espacial”se cambia por “localmente de
Lipschitz segun la variable espacial”. Localmente de Lipschitz segun la variable espacial implica la
continuidad de f.

Teorema 0.1 (Liapunov 1).

Sea T un punto de equilibrio de & = f(x) con f:Q C R™ = R"™ localmente de Lipschitz segin la
variable espacial y U C Q un entorno de T. Si existe V : U — R una funcidn de clase C' tal que:

. V tiene un minimo estricto en T.
o V(z)<0,VzeU-—{T}.

FEntonces T es estable.

Demostracion:

Para facilitar la demostracién empecemos considerando el caso donde V' (T) = 0. Queremos probar
que:
dado e >0, 35(e) >0 /sillag—T|| <d=|lpl) —T|| <e V>t
siendo ¢(t) la solucién a la ecuacién con condicién inicial ¢(tg) = xo.

Dado € > 0 tal que Bz, C U, llamaremos S = {x € R" : ||z —Z|| = €}. Dado que S es un conjunto
compacto y V una funcién continua existe:

m=min{V(z) :x € S} > 0.
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m es mayor que cero ya que V tiene un minimo estricto en x = 7.
Por otro lado, como V' es continua y V(Z) = 0 por la definicién de continuidad obtenemos que:

35>qwuu—fn<5:vu)<%.

Consideraremos ¢(t) una solucién con condicién inicial ¢(tg) = x¢ tal que ||zg — F|| < ¢ con
intervalo maximal I(tg,zo) y la funcién v(t) = V(p(t)). Observar que 0(t) = V(¢(t)) < 0 por lo que
la funcién v(t) serd decreciente.

(0.1) () < v(te) = V(xo) <

m
5, VtEI(to,l‘o), t > to.

Por lo tanto, si suponemos que la solucién en algiin momento se escapa de la bola de radio € tendra
que atravesar el conjunto S. Si definimos el tiempo t; € I(tg,zg), t1 > to tal que:

llp(ts) =7l = e
como el minimo V obtenido en S es m, tendriamos que:
oltr) = V(e(t)) = m.

Esto es absurdo por lo obtenido en (0.1). Por lo tanto, dado un € > 0 encontramos un ¢ (por la
continuidad) tal que si ||zg — || < 0:

||<,0(t) —TH <e Vte I(to,xo), t > to.
Haria falta demostrar que esta solucién estd definida para todo t > tp, es decir que el intervalo
maximal I(tg, xo) no estd acotado superiormente. Esto tltimo lo deducimos rédpidamente con escape

de compactos. Dado que las soluciones estan acotadas espacialmente en el futuro por la bola Bz, se
concluye que la solucién deberé estar definida para todo t > .

Por lo tanto ha quedado demostrado el teorema para el caso donde V(z) = 0. Si V(Z) = o # 0,
si consideramos la funcién V(z) = V(x) — a caemos en el caso anterior, permitiéndonos demostrar el
teorema también para este caso. ]

Teorema 0.2 (Liapunov 2).

Sea T un punto de equilibrio de & = f(x) con f:Q C R™ — R"™ localmente de Lipschitz segin la
variable espacial y U C Q un entorno de T. Si existe V : U — R una funcién de clase C' tal que:

° V tiene un minimo estricto en T.
o V(z) <0, VzeU—{T}.

FEntonces T es asintoticamente estable.

Demostracion:

Por el teorema de Liapunov 1 ya podemos afirmar que T es estable. Por lo tanto, dado € > 0 tal
que Bz . C U sabemos que:

36(e) >0 /sillzo—T| <d=||et) —Z|| <€ Yt>to
siendo ¢(t) la solucién a al ecuacién con p(tg) = xo. Falta fijarnos que:

! = U 7. — 7
36 >0/ ||lxo —T|| <6 ﬁtllgrnooga(t) Z.

Nuevamente para simplificar supondremos que V(Z) = 0.

Haremos la demostracién en dos partes. Primero vamos a demostrar que v(t) = V(p(t)) tiende a
V(Z) = 0. Una vez deducido esto tltimo, veremos que eso implica que ¢(t) tienda a T.

Dado que ¢(t) € Bz, C U y que por hipétesis se tiene que
io(t) = V(p(t) <0,

entonces v(t) serd estrictamente decreciente. Como la funcién V' (x) tiene un minimo estricto en T
sabemos que:

V(f) =0< ’U(t) < ’U(to) = V(IQ), Vit>t.
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Por ser una funcién decreciente y acotada inferiormente v(¢) deberd tener una asintota horizontal
(figura (3.a)). O sea existe a € R tal que

lim v(t)=a>0
t——+o00
Esto implica que:
(0.2) a<ov(t) < V(xg), V1> to.

Supondremos que « > 0. Por la continuidad de V.
Iy>0/|lz—7| <v=V(z) < .
Como V (p(t)) > « para todo ¢ > ty se cumple que
v <|lpt) —F| <e Vit>to.

Sea K = {z € R" : v < ||z — T|| < €}, el anillo pintado en la figura (3.b). Consideraremos:
—r = ma;(({V(:c)} <0 = 0(t) =V(p(t) < —r, Vt>tg.
x€
t t ,
v(t) = V(xzp) +/ 0(s) ds < V(zg) —|—/ —r ds = V() — r(t — to) % —00
to to
esto dltimo es absurdo ya que en la inecuacién (0.2) habfamos concluido que v(t) > a > 0. Al suponer
a > 0 llegamos a un absurdo, por lo que a = 0.

Hemos demostrado que si ||zg — Z|| < 6 la funcién v(t) = V(¢(t)) tiende a V(T) = 0. Falta probar
que esto implica que lim;_, 1 o, ¢(t) = T. Recordamos que

lim p(t)=T< Dadoe >0, 3T >0/sit>T = ||ot) —T|| <€

t—+o0
Sea 0 < € < ¢, consideremos el conjunto:
K'={zeR": ¢ <|lz—7|| <€}
m = JE?I{V(I)} > 0.
Como v(t) tiende a cero, podemos afirmar que existe T' > ¢ tal que:
u(t) < % VisST = [jpt)—T|| < Vi>T.

Tomando ¢’ = §, vemos que si ||zg — T|| < ¢’ por la definicién del limite, esto ltimo implica que:

lim o(t) =7.

t—+o0

0

FicurA 3. Demostracién de Liapunov 2

Estos dos teoremas nos serviran para afirmar que un punto de equilibrio es estable o asintéti-
camente estable. Sin embargo, no hemos visto ningiin teorema que nos asegure la inestabilidad. A
continuacién veremos el teorema de Cetaev que nos afirma de la inestabilidad de un punto de equili-
brio, la idea es similar a la de Liapunov.
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Si ahora tuviéramos una funcién V que tenga un méximo en el punto de equilibrio y V < 0,
razonando de forma andloga a los teorema anteriores podriamos deducir que la solucién se aleja del
punto de equilibrio y por lo tanto es inestable. Sin embargo, dado que para la inestabilidad alcanza
con que alguna solucién se aleje, no es necesario pedir que la V' tenga un méximo.

Teorema 0.3 (Cetaev).

Sea T un punto de equilibrio de & = f(x) con f:Q C R™ — R"™ localmente de Lipschitz segin la
variable espacial y U C Q un entorno de T. Si existe V : U — R una funcidn de clase C' tal que:

e Eriste una sucesion x, C U —{T} tal que z,, D2EO Ty Viwn) < V(T).
o V(z)<0,VzeU—{T}.

Entonces T es inestable.

Demostracion:

Al igual que en los teoremas de Liapunov, supondremos que V(Z) = 0. Trataremos de demostrarlo
por el absurdo. Supongamos que T es estable. En este caso, dado € > 0 tal que Bz C U:

36>0/ sillwo—7F|| < 6= |lot) —F|| <e.

Como x,, converge a T, sabemos que:
Ino €N/ sin>ng= ||z, —T|| <.

Si fijamos un m > ng, podemos deducir por la definicién de estabilidad que la solucién a la ecuacién
diferencial con condicién inicial ¢(tg) = x,, verifica que:

llp(t) —Z|| <€ Vt>to.

Por otro lado, si consideramos la funcién v(t) = V(¢(t)), dado que V < 0y V(z,,) < 0, se cumple
que v(t) es una funcién estrictamente decreciente. Esto nos permite afirmar lo siguiente:

IM>0,T>ty/ Vielt) <—-M, Vt>T.
y por la continuidad de V:
J0< ¥ <¢/ si|la—7| < = |V(x) < M.
=8 <|lpt)—T|| <€, VE>T.

Donde la cota de € se debe a que supusimos que el punto de equilibrio era estable. Ahora razo-
naremos de forma andloga al segundo teorema del Liapunov. Consideremos el anillo A = {x € R™ :
§ <|lx —7|| < €}, como es un compacto y las funciones V' y V son continua podemos definir:

m= H?élgl{V(I)} =v(t) >m, V>t
—r = rfgj({V(m)} < 0.

Entonces:

olt) = V(D) + [ is) ds < VIelT) = r(t = T) 252 —oc,

Esto es absurdo ya que habfamos concluido que v(¢) > m. Por lo tanto, nuestra suposicién no se
cumple, es decir T no puede ser estable. O

Proposicion 0.2.

Sea T un punto de equilibrio de & = f(x) con f:Q C R™ — R"™ localmente de Lipschitz segin la
variable espacial. Sea U C Q un entorno de® y V : U — R una funcion de clase C* tal que:

. V tiene un minimo estricto en T.
o V(z)>0,VoeQ— {7}

Entonces T es inestable.
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Demostracion:

Si consideramos U(z) = =V (x), U(x) se encuentra en las hip6tesis del teorema de Cetaev y por
lo tanto T es inestable. g

Luego de estos teoremas, deben quedar dudas de que funcién V' considerarse. Sea (g, yo) el punto
de equilibrio, necesitariamos una funcién que tenga un minimo estricto en ese punto para poder usar
los teoremas del Liapunov. Una posible funcién es V(x,y) = (z —20)% + (y — 90)? 0 més genéricamente
V(z,y) = a(z — x0)? + b(y — yo)? con a,b > 0. Para el teorema de Cetaev, necesitarfamos una funcién
que no tenga un minimo estricto. Las funciones méas comunes a considerarse para ambos teoremas son
las formas cuadratica V (z,y) = ax? + 2bzy + cy?.

Para utilizar estos teoremas también necesitamos una condicién para V = VV (z) - f(z), esto ya
depende de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 0.1.

Consideremos la ecuacién diferencial:

= —a5.

Esta ecuacién tiene un tnico punto de equilibrio x = 0 y estudiando el signo de las derivadas o re-
solviendo al ecuacién se puede ver rapidamente que el mismo es asintéticamente estable. Si quisiéramos
utilizar el teorema de Liapunov para demostrarlo, podriamos considerarnos la funcién:

V(z) = 2%

Esta funcién es de clase C, tiene un minimo en el punto de equilibrio y si nos fijamos en la derivada
a lo largo de las trayectorias tenemos que:

V(z) = 2zi = —22* < 0, Vo #0.

Dado que la funcién f(t,z) = —x3 se encuentra en las hipétesis de Picard y la funcién V' definida
se encuentra en las hipétesis del teorema de Liapunov 2, podemos afirmar que el 0 es un punto de
equilibrio asintéticamente estable. O

Ejemplo 0.2 (Preintegral).

Como mencionamos previamente, una preintegral es una funcién que cumple V' = 0, lo que implica
que V(p(t)) es constante. Esto nos permite saber que las soluciones a la ecuacién estan incluidas en
as curvas de nivel de V' con lo que podemos realizar el diagrama de fases.

Consideremos el problema:

z

QZ—Q(I—?})

{ & =y(z—y)

Obtenemos rapidamente que este problema tiene infinitos puntos de equilibrio de la forma x = y.
Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio trataremos de obtener el diagrama de fases a
través de una preintegral. Supongamos que este problema tiene una preintegral de la forma:

T

H(w,y) = F(x) + G(y) = F'(2)i + G'(y)j = 0= F'(a)y(z —y) = ' (y) 5 (@ —y)

Fz)  G'y)
xr 2
dado que tenemos una igualdad donde de un lado tenemos una funcién que depende de = y del otro
lado una funcién que depende de y ambas deberdn ser constantes (si derivamos respecto a x a ambos
lados la derivada seria nula ya que la funcién de la derecha no depende de z).
F'(z)  G'(y) Ax?
= =T A= F(z)= —— G(y) = Ay?
. % (@) = = (y) = Ay
Si consideramos A = 1, obtenemos la preintegral:

2

X
H(z,y) = 7+y2

Las curvas de nivel de esta funcién son elipses centradas en cero.

2 2 2
H(m,y):Cé%—i—yQ:Céx——i—y—:l
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Sabiendo que las soluciones se mantendran en las elipses y con el signos de las derivadas, podemos
realizar el diagrama de fases de la figura (4). Observar que en cada elipse encontramos 4 tipos de
soluciones distintas, dos soluciones de equilibrio y 2 dos a cada lado de las soluciones de equilibrio.

Con el diagrama de fases, podemos obtener que los puntos de equilibrio en el semiplano superior
son inestables, mientras que los del plano inferior incluyendo el origen son estables. Recordar que como
los puntos de equilibrio no son aislados, no pueden ser asintéticamente estables.

En particular, la funcién H(z,y) tiene un minimo estricto en (0,0) y H < 0, por lo que ests en
las hipdtesis de Liapunov 1 y podemos deducir que es un punto de equilibrio estable también por este
camino. La funcién H no tiene un minimo estricto en los demds puntos de equilibrio, por lo que no
sirve esta funcién para usar Liapunov en los demés puntos. O

FicurA 4. Diagrama de fases del ejemplo 0.2.

0.2. Linealizacién

Un método comun y conocido al enfrentarse con una funcién no lineal es aproximarlo por una
funcidn lineal. Hasta ahora, no hemos hablado de que sucede con las soluciones de una ecuacion dife-
rencial en comparacién con la ecuacion diferencial linealizada. Ahora, comparemos ambos problemas
para poder deducir la estabilidad de los puntos de los equilibrio.

Como ya sabemos, dada una funcién f : R™ — R™:
flzr,xe, .. xn) = (fi(zr, 22, .o ), fa(X1, @,y ooy &)y oo vy fin(T1, 22, ..y 20)
donde las funciones f; : R® — R son de clase C', se cumple que:
f@) = f@) + J4(@)(x — T) + r(2?)

donde 7 € R™, r(z?) : R® — R" representa el resto de orden 2 y J¢(T) es el Jacobiano de la funcién
evaluado en el punto T. Sea ¢ = (x1,Z2,...,Tn):

%(m) %(m) %(x) Vfi(z)

dfz dfz i v

N I EYER e
Yo () dm(z) ... dn(q) V fm(2)

La aproximacién:
f(x) = f(T) + J;(T)(x — T)
olviddndonos del resto, es muy buena en un entorno de .

El siguiente teorema que nos ayudara a determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio no
serd demostrado. Sea T un punto de equilibrio (f(Z) = 0), la idea serd comparar el problema & = f(z)
con el problema linealizado, es decir:

i= @)+ I @@ -7) = J;@) @ - 7)
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Este teorema no sera demostrado. El mismo determina que en un entorno al punto de equilibrio,
las soluciones a la ecuacién diferencial original seran muy similares a la de la ecuacién diferencial,
siempre y cuando las partes reales de los valores propios de J; (%) sean diferentes de cero.

Esta restriccion con respecto a la parte real del valor propio se debe a lo siguiente. Si bien nuestro
problema original tiene una pequena perturbacién, la misma puede ser tan chica como quieramos
achicando el entorno alrededor del punto de equilibrio. Por lo tanto, si estamos lo suficientemente
cerca y las soluciones en el sistema lineal se acercan a T (VAP’s negativos), también lo hardn en
el sistema original. Es andlogo si las soluciones se estdn alejando (VAP’s positivos). Sin embargo,
si consideramos un problema que al linealizarlo obtenemos una ecuacién lineal con valores propios
imaginarios puros, el diagrama de fase que se obtiene serdn circunferencias. Ahora si, por mas minima
que sea la perturbacion, las circunferencias podrian abrirse, haciendo el punto asintéticamente estable
o inestable. Es por esta razén, el sistema linealizado no nos dard informacién en este caso acerca de
la estabilidad del punto de equilibrio del problema original.

En otras palabras, cuando el sistema lineal tiene un valor propio positivo (negativo) indica que
las soluciones tienen una direccién en las cuales se alejan (acercan) del punto de equilibrio y esto se
mantendra con un error lo suficientemente chico. Sin embargo, cuando el valor propio es cero que
indica una direccion en las cuales las soluciones no se acercan ni se alejan, un pequeno error puede
alterar esto.

Teorema de Grossman-Hartman.

Sea f: 0 C R™ — R™ una funcién de clase C* y T un punto de equilibrio de la ecuacién & = f(x).
Entonces:

1. Si todos los valores propios de la matriz J¢(T) tienen parte real negativa T es asintéticamente
estable.
2. Si hay un valor propio de J;(Z) con parte real positiva T es inestable.

Ejemplo 0.3 (Linealizacién con valores propios imaginarios puros).

La idea de este ejemplo es convencerlos de que el teorema de Hartman no sirve cuando la linealiza-
cion tiene valores propios con parte real cero. Veremos 3 ecuaciones diferenciales con una linealizaciéon
con valores propios imaginarios puros y para cada caso estudiaremos la estabilidad del punto de
equilibrio.

Sean los problemas:

(U{iyﬁ3 (m{iy+ﬁ (${$Mﬁ+n

j=-x—-y gy=—-z+y° y=—a(a®+1)

Estos tres problemas tiene como tinico punto de equilibrio el origen. Si linealizamos estos problemas
obtenemos:

-322 1 322 1 2z 22 +1
Jl(l',y) = ( -1 _3y2 ) JQ(l’,y) - ( -1 3y2 > J3(Zay) = ( _3x2y_ 1 0 )

— J,(0,0) = ( f)l (1) ) i=1,23.

Dado que el Jacobiano para cualquiera de estas ecuaciones tienen todos los valores propios con
parte real nula no nos sirve el Teorema de Grossman-Hartman. Trataremos de estudiar la estabilidad
por otros métodos.

Problema 1:

De la ecuacion podemos obtener que las derivadas se anulan en las curvas:

it=0ey=2a

j=0z=—y>

Estudiando el signo de las derivadas en el plano, podemos ver donde crece o decrecen ambas compo-
nentes. Esto estd indicado con las flechas de la figura (5.a). Estos signos no nos permiten deducir si
las soluciones deben acercarse o no al origen.
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Trataremos de deducir la estabilidad por los teoremas del Liapunov. Una tipica funcién a consi-

derar es la siguiente:
V(z,y) = ax? + by?
Esta funciéon sabemos que tiene un minimo escrito en el punto de equilibrio si consideramos a,b > 0.
Observar que no sirve considerar a o b nulos, ya que en ese caso no habria un minimo estricto. Si
estudiamos V:
V(z,y) = 2(az + byy) = 2(azy — az* — by — by*) a=b=l o —2(z* +9y*) <0, V (2,9) # (0,0)

Donde a y b se escogieron convenientemente para estar en las hipétesis de Liapunov. Utilizando
la funcién V(z,y) = 2% + y? podemos deducir que el origen es asintéticamente estable por el teorema
de Liapunov 2 (teorema 0.2). Un posible diagrama de fases para este problema es como muestra la
figura (5.a).

Problema 2:

Estudiando el signo de la derivada:

t=0sy=—a°

y=01x=1>
y las zonas donde las derivadas sean positivas o negativas se representan por las flechas de la imagen
(5.b). Nuevamente, estos signos no nos permiten definir la estabilidad del origen. Si quisiéramos usar
Liapunov y utilizamos una funcién V(x,y) = ax? 4+ by? como en el caso anterior:
V = 2(azi + byy) = 2(azxy + az* — bry + by*) ezl y o 2(z* +y*) > 0, Y(x,y) # (0,0).
Por la proposicién 0.2 deducida del teorema de Cetaev podemos deducir que el origen es inestable.
En este caso, un posible diagrama de fases es el representado en la figura (5.b).

Problema 3:

En este ultimo problema:
t=0y=0
y=0&2x=0

Nuevamente como los signos de las derivadas no nos alcanzan para determinar la estabilidad,
trataremos de estudiar la ecuacién por Liapunov. Utilizando la misma funciéon V que en los casos
anteriores obtenemos:

V = 2(azd + byy) = 2(azy(z? + 1) — baey(z® 4 1)) ==y
Esta funcién V' no solo se encuentra en las hipdtesis de Liapunov 1 (teorema 0.1) y por ende podemos
deducir que el origen es estable si no que a su vez es una preintegral a nuestro problema. Como las
soluciones deben estar contenidas en las curvas de nivel de la preintegral (V(z,y) = 22 + y?), las
soluciones deberan estar contenidas en circunferencias. El diagrama de fases queda como indica la
figura (5.c).

Tener en cuenta que si encontramos una funcion que se encuentra en las hipétesis de Liapunov 1 y
no en las de Liapunov 2 (nos permite afirmar estabilidad pero no estabilidad asintética), no significa
que el punto no sea asintéticamente estable. Asi como que no encontremos una funcién V que nos
permita utilizar cualquiera de los dos teoremas del Liapunov no significa que el punto sea inestable.
En este problema, si bien caimos en las hipétesis de Liapunov 1 lo que en principio no descarta la
opcion de que el origen sea un punto asintéticamente estable podemos afirmar que no lo es por el
diagrama de fases del problema.

Con este ejemplo se ve claramente que el teorema de Hartman no es vélido para estos casos, ya
que dados 3 ecuaciones diferenciales con el mismo problema linealizado, obtuvimos que el punto de
equilibrio podia ser estable, asintéticamente estable o inestable. O

Ejemplo 0.4 (Péndulo sin rozamiento).

Estudiaremos el problema del péndulo simple sin rozamiento. Este problema consiste en un cuerpo
de masa m enganchado a una varilla sin masa e inextensible, donde las tinicas fuerzas que actian son
el peso y la tension. Al despreciar el rozamiento, podemos decir que la energia se conserva, que implica
lo siguiente:

1\2
m( RO
—mgRcost + % = Fy

E

potencial + B¢

inética =
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y=0

(a) Problema 1 (b) Problema 2 (¢) Problema 3

FicUurA 5. Diagrama de fases del ejemplo 0.3

donde se utilizé que la velocidad de la masa serd v = R y se definié Ey como la energia inicial. Si
derivamos esta ecuacién respecto al tiempo para deshacernos de la dependencia de la condicién inicial
se obtiene que:

6= —%sen(@).

A esta igualdad se le llama ecuacién de movimiento del péndulo. Podriamos haber llegado a la
misma ecuacién utilizando las leyes de Newton. Si suponemos R = g (para simplificar) y realizamos
el cambio de variable x = 6 e y = 6, obtenemos:

{52 e

En este caso, x representa el angulo e y representa la velocidad angular. Este tltimo problema
tiene infinitos puntos de equilibrio de la forma (nm,0) con n € N, lo que representa los puntos con
velocidad cero (f = 0) y en posicién vertical. Estudiaremos la estabilidad de estos puntos.

Liapunov con la funcién V(z,y) = (z — k)2 + y>

Empecemos tratando de estudiar la estabilidad con el teorema de Liapunov utilizando la funcién
V(z,y) = (x—k7)%2+y? 1. Dado un punto de equilibrio (k7,0) esta funcién V tiene un minimo estricto
en el punto de equilibrio. Sin embargo, esta funcién no estd dentro de las hipdtesis de los teoremas.

V =2((z — kr)xt + yy) = 2y(x — km — sen(x)).

Para estar en las hipétesis de Liapunov nos haria falta que V sea siempre negativo en un entorno
del punto o siempre positivo para que nos permita utilizar la proposicién de Cetaev (proposicién 0.2).
Sin embargo, no existe ningin entorno donde esto ocurra. Para estudiar el signo de z — km — sen(z)
se pueden graficar la recta f(z) = x — kr y la funcién g(z) = sen(z) y comparar donde una es mayor
que la otra.

Por ejemplo si tomamos k = 0, se tiene que  — sen(x) > 0sixz >0y x — sen(z) < 0si z < 0.
Dado un entorno alrededor del punto de equilibrio (0,0) (kK = 0), siempre podremos encontrar un
punto (z1,%1) con x1,y; > 0y por lo tanto V(z1,y1) > 0 y otro punto (x1,42) con g2 < 0 donde
V(ml, y2) < 0. Se puede razonar de forma andloga para los otro valores de k. Esta funcién V' no nos
permite deducir nada acerca de la estabilidad de los puntos.

Preintegral

Buscaremos otra funcién para utilizar Liapunov, que nos dard mucha més informacién que la esta-
bilidad. Se recuerda que la preintegral, era una magnitud que se conserva a lo largo de las trayectorias.
Para este problema particular, sabemos que la energia se conserva para cualquiera sea la condicién
inicial, justamente partimos de acd para obtener la ecuacién diferencial. Si consideramos la funcién

Ise puede realizar el mismo razonamiento con la funcién V(z,y) = a(x — 2lc7r)2 +by? pero para simplificar la explicacién
se utilizé a = b = 1.
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H(z,y) como la energia por unidad de masa, esta funcién es una preintegral al problema.

2 .
H(z,y) = % —cos(x) = H(x,y) = yy+ sen(z)z =0

Observar que esta funcién es la misma que consideramos en un principio, por tomando g = R, x = 0,
Y= 9 y dividiendo entre la masa. Esta funcién tiene minimos estrictos donde y = 0 y cos(z) = 1, es
decir, en los puntos de equilibrios de la forma (2km,0). Dado que esta funcién tiene minimos escritos
en esos puntos de equilibrio y H = 0, gracias al teorema de Liapunov 1 (teorema 0.1) podemos deducir
que todos los puntos de equilibrio (2k7,0) son estables.

Utilizando los teoremas vistos en este capitulo no podemos demostrar nada acerca de los otros
punto de equilibrio con esta funcién, ya que V' no tiene un minimo en esos puntos, ni V' es estrictamente
menor a cero para tratar de utilizar Cetaev.

Al ser H una preintegral, también sabemos que nuestras soluciones permaneceran en las curvas

de nivel de la H, es decir que z(t),y(t) deberdn verificar que:
2

% —cos(z) = C = y = £+/2cos(x) + 2C.
Estudiaremos el gréfico de la funcién f(x) = /2cos(z) + 2C para ver como son esas curvas. En primer
lugar, el dominio de esta funciéon nos depende de C. Para C' > 1, el dominio es todo R y para C' < —1,
esa funcién nunca estd definida. Si C' es poco menor que 1, la funcién dejara de estar definida en
intervalos alrededor de los puntos = = (2k + 1)7, donde cos(z) = —1. El dominio de f serdn intervalos
simétricos centrados en los puntos z = 2km que a medida que C' se achique, los intervalos se irdan
achicando hasta alcanzar C = —1 donde el dominio seran los puntos aislados z = 2km.

Por otro lado, sabemos que f serd siempre positiva, tendrd maximos o minimos donde 2cos(x)+2C
los tenga y serd decreciente o creciente donde 2cos(x) + 2C lo sea. Por lo tanto, para C > 1, la
funcién estard definida en todo R e ird oscilando. Tendra sus maximos en z = 2k7 y los minimos en
x = (2k + 1)7. Esto también lo podemos ver con su derivada.

fla) =~

sen(x)
2cos(z) + 2C

Esté funcién estd definida para todo z y es continua mientras que C' > 1. Para el caso particular
donde C' = 1 tenemos un problema en los puntos = (2k + 1)7 ya que se anula el denominador,
aunque también el numerador. Si realizamos el limite de f’? (para sacarnos la rafz) cuando tendemos
a esos valor se obtiene lo siguiente.

2
2, sen(x)
/@) 2(cos(z) +1)
lim  f?(z)= lim _sen’(w) . 2sen(z)eos(z)
z—(2k+1)7 z—2k+1)r 2(cos(z) +1)  a—@k+1)r  —2sen(x)
= I ! =1
ool | (2)]

En la segunda igualdad se utiliz6 el L’Hospital. Dado que la raiz es siempre mayor o igual a cero
con C =1, el signo de f/(z) lo determina el seno.

i "(z) = -1 1i () =1
z%(Q}cr}rll)ﬂ'* f (I) :v~>(2}c1}lr11)71'+ f :L')

Estos signos también los podiamos deducir ya que sabemos que en esos puntos la funcién tiene
un minimo. Vemos que los limites laterales no coinciden y por lo tanto la funcién no sera derivable en
esos puntos. Para x = (2k 4+ 1) el grifico de f tendrd unos puntos angulosos.

Por dltimo, para los C' € (—1,1) la funcién serd derivable en los intervalos abiertos donde la
misma esta definida. En los extremos, donde la raiz se anula, se puede observar que la derivada tiende
a infinito ya que el denominador tiende a cero y no lo hace el numerador (los valores de x = (2k+ 1)x
no pertenecen al dominio y los z = 2kx son el centro de los intervalos, no los extremos).

En la siguiente figura, vemos como quedaria el grafico de la funcién f.
Volviendo a la ecuacién diferencial, habiamos obtenida que las soluciones deberian permanecer en

las curvas y = £+/2cos(x) + 2C. Las de + la raiz, coinciden con los grificos de la funcién f y las

Pégina 12



FIGURA 6. Gréfico de la funcién f(z) = y/2cos(z) + 2C.

otras seran las simétricas respecto al eje x. Por lo tanto, el diagrama de fases del péndulo serd como
muestra la imagen (7).

FicurA 7. Diagrama de fases del péndulo.

En este diagrama, tenemos varios tipos de soluciones distintas. Ademas de los puntos de equilibrio,
tenemos unas soluciones que dan vueltas alrededor de algunos puntos de equilibrio, otras que van de
un punto de equilibrio a otro y las soluciones que van por arriba o por debajo de las soluciones
anteriores. Si consideramos una condicién inicial en el punto 1 de la figura, representaria empezar con
determinado angulo corrido de la vertical pero sin velocidad. En este caso, las soluciones empezaran
a bajar hasta hasta la vertical donde alcanzan el maximo mdédulo de la velocidad y siguen subiendo
hacia el otro lado. Asi repetidamente.

Una condicién inicial en el punto 3, representaria empezar arriba con cierta velocidad angular.
Con esta condicion inicial las soluciones darian infinitas vueltas completas. El punto 4 es anilogo,
pero empezando con una velocidad en el sentido contrario (gira hacia el otro lado). Por 1dltimo una
condicidn inicial en el punto 2, representaria empezar abajo con la velocidad justa para llegar arriba.
En este caso, la masa demoraria infinito tiempo en subir, por lo tanto las soluciones tenderdn a (,0)
pero nunca llegaria.

Ahora que tenemos el diagrama de fases, podemos afirmar que los puntos de equilibrio de la forma
((2k + 1)7,0) son inestables. Este es coherente con el problema fisico.

Linealizacion

Veamos ahora que podriamos haber deducido utilizando el problema linealizado. El Jacobiano de
la funcién f(z,y) es el siguiente:

Ji(z,y) = ( fco(()s(x) (1) )

ouen=(8 ) meomo=(2 )

Para los puntos de equilibrio de la forma (2km,0), los que representaria la posicién vertical de
abajo para el péndulo, el problema linealizado nos queda con VAP’s imaginarios lo que no nos permite
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deducir nada acerca de la estabilidad de los mismos. En este caso particular, vemos que en un entorno
de estos puntos el diagrama de fases de la figura (7) alrededor de estos puntos es similar al problema
linealizado, pero como se vio en el ejemplo anterior (ejemplo 0.3) esto no siempre tiene que pasar.

Para los puntos de equilibrio ((2k+1)7, 0), obtenemos un problema linealizado que se corresponde
a uno diagonal con valores propios 1 y -1 y vectores propios (1,1) y (1, —1) respectivamente. Dado que
este problema tiene un VAP positivo, podemos deducir que estos puntos son inestables por el lema de
Hartman ?7.

Observar que el diagrama de fases alrededor de los puntos de equilibrio de la forma « = (2k + 1)7
es efectivamente muy similar al problema linealizado. En la siguiente imagen se realiza un zoom del
diagrama de fases alrededor del punto (m,0), en donde se puede verificar como el diagrama de fases
alrededor del punto (,0) es muy parecido al diagrama de fases del problema lineal. Incluso coinciden
las direcciones de las soluciones que tienden al punto de equilibrio en el pasado o en el futuro con las
direcciones de los vectores propios correspondientes. O

FicURrA 8. Similitud del diagrama de fases del péndulo con el problema linealizado.

Ejemplo 0.5 (Péndulo con rozamiento).

Cambiaremos un poco el ejemplo anterior, sumandole la fuerza del rozamiento con el aire. Esta
fuerza actia en sentido contrario a la velocidad y suele modelarse como F.oz = —by, donde b es una
constante e y es la velocidad. Ajustando el ejemplo anterior y considerando todas las constantes como
la unidad la ecuacién diferencial obtenida es:

T=1y
y=—sen(z) —y
Los puntos de equilibrio siguen siendo los mismo que en el caso anterior, (k7,0). Veamos que pasa
con la estabilidad de estos puntos en este caso.
Liapunov

Si ahora consideraramos la funcién de energia para utilizar el teorema de Liapunov, sabemos que
la misma tiene un minimo estricto en los puntos de equilibrio (2kw,0) y deberia ser decreciente.

2 .
Viz,y) = % —cos(x) =V = yy — sen(x)t = —ysen(x) — y? + ysen(x) = -2 <0

Observar que esta funcién no es estrictamente negativa en ningtin entorno de los puntos de equilibrio
ya que V(z,0) = 0. Esto tiene sentido fisico. La pérdida de energfa en este sistema se da por el
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rozamiento, el cual existe cuando el péndulo estd en movimiento. Sin embargo, cuando el péndulo
tiene velocidad cero no hay rozamiento y por lo tanto no hay pérdida de energia. Por Liapunov 1 esta

funcién nos permite deducir que los puntos de equilibrio (2km,0) son estables pero no asintéticamente
estables.

Linealizacion

Ahora estudiaremos el problema linealizado.

wen=( 0w L)

J¢(2km,0) = ( 91 ,11 ) Jy((2k +1)m,0) = ( (1) ,11 )

+ V3
La matriz J¢(2km,0) tiene valores propios T\/_Z por lo que los puntos de equilibrio (2k,0)

1++/5
son asintéticamente estables. La matriz J¢((2k + 1), 0) tiene valores propios 7\/_, lo que deja un
valor propio positivo y otro negativo. Como consecuencia del Teorema de Grossman-Hartman 7?7 estos
puntos deberan ser inestables.

En este ejemplo, vemos que por més de que la funcién que utilizamos para el teorema del Liapunov

en los puntos (2k7, 0) no nos permitié afirmar que los mismos sean asintéticamente estables, no implica
que no lo sea.
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Convergencia entre funciones

0.1. Convergencia de funciones

Para hablar de convergencia entre funciones serda fundamental definir una distancia para las mis-
mas. Comenzamos recordando la definicién de norma y luego definiremos distancia entre dos elementos
de un conjunto. Una gran diferencia que hay entre estos dos conceptos, es que las normas solo se pue-
den definir en un espacio vectorial y la distancia se pueden definir en cualquier conjunto. También, si
tenemos definida una norma, a partir de ésta se puede definir una distancia, pero no toda distancia
proviene de una norma.

Definition 0.1. Sea V un espacio vectorial. Una norma en V' es una funcién ||.|| : V' — R que cumple
las siguientes propiedades:

1. [|Mv|] = |A|]|v]| para todo A escalar y para todo v € V.
2. ||lv|| > 0 para todo v € V' y ||v|| = 0 implica v = 0.
3. |Jv +w|| < ||v|| + ||w]|] para todo v,w € V (desigualdad triangular).

Definition 0.2. Una distancia en un conjunto M es una funcién d : M x M — R, que cumple con
las siguientes propiedades:

1. d(z,x) = 0, para todo z € M.

2. Si x # y entonces d(z,y) > 0.

3. d(z,y) = d(y, z), para todo z,y € M.

4. d(z,z) < d(x,y) + d(y, ), para todo x,y,z € M.

No es dificil probar que si M es un espacio vectorial en el que estd definida un norma
[|.]|, 1a funcién d definida como:

d(z,y) = |l —y|| es una distancia en M.

En los reales ||z = |z|, en R? ||(z,v)|| = V22 + y2.

Una posible funcién distancia entre funciones, que serd la que utilizaremos de aqui en adelante, es
la distancia del supremo. Dada f : [a,b)] CR — Ry g : [a,b] — R continuas la distancia del supremo
entre ambas funciones esta definida como:

d(f,9) = supyepplf(x) — g(@)l}-

FicurA 1. Distancia del supremo.

Como se recordd antes, la distancia entre dos elementos debe ser un real positivo y por lo tanto
no puede ser infinito. Es por eso que se considera el conjunto cerrado [a, b] y funciones continuas para
asegurarnos de que exista el supremo, pero no es necesario que las funciones sean asi para utilizar la
distancia del supremo, basta con que el supremo exista.

Estudiaremos dos tipos de convergencia entre funciones que las introduciremos con un ejemplo.
Consideremos la sucesién de funciones:
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AN

xo

FIGURA 2. Sucesién f,(x) = x/n.

Si graficamos algunas de estas funciones el resultado es el que se indica en la figura (2). Se puede
ver que si nos paramos en un g € R particular se tiene que:
Ii =0
oJ Jn(o)

A esta clase de convergencia se le llama convergencia puntual.

Convergencia puntual

Decimos que f, : M — R™ converge puntualmente (c.p.) a f: M — R"™ si:
Erfwfn(x) =f(z), VeeM

n

es decir:

dadox € My € >0, I ng(z,¢€) tal que sin > ng = || fu(z) — f(2)] <€

. . ., c.p
Cuando una funcién converge puntualmente a otra utilizaremos la notacién f,, — f.

Para f,(x) = z/n tenemos que f, c.p. a la funcién nula (f(z) = 0). Dado € > 0, tomando
ng > |zo|/e se cumple que |f,(zo) — f(z0)| < € para todo n > ng, donde se ve claramente como ng
depende de zg y €.

Sin embargo dado un € > 0, si quisiéramos encontrar
un ng de forma que |f,(x) — f(x)| < € para todo x, vemos
que esto no es posible. Para cualquier ng se puede escoger €
un z lo suficientemente grande tal que z/ng > € y por lo
tanto |fn(x) — f(z)| > €. Por esta razén diremos que f,, no
converge uniformemente a f. g 7 —e

Convergencia uniforme
Decimos que f,, : M — R™ converge uniformemente (c.u.)
af:M—R"”si:
dado € > 0, I no(e) tal que sin >ng = ||fu(z) — f(2)|| <¢, Ve €M
o lo que es lo mismo:

dado € > 0, I ng(e) tal que si n > ng = sup || fn(z) — f(2)]| <€
reM
La notacién usada cuando f, c.u. a f serd fn, — f.

Si fn: M — R c.u. a f tenemos que para n > ng:
|fo(z)— f(z)] <€, VzeM

0 equivalentemente:
—e< fulz) = f(x) <e, VazeM
lo que es lo mismo que:
flx)—e< fulz) < f(z)+e, VYazeM

Graficamente esto implica que si f,, c.u. a f, a partir de cierto ng, f, deberd encontrarse en una
banda de espesor 2¢ alrededor de f, como indica la figura siguiente.
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Ficura 3. Convergencia uniforme.

En el ejemplo que estdbamos trabajando de las rectas, que converja uniformemente a la funcién
nula implicarfa que f, este en una banda (—e, €) lo cual es imposible ya que las rectas de la sucesién
no estan acotadas.

Proposicién 0.1.

Una sucesion de funciones fr, : M — R" cu. a f: M — R”™ si y solo si:
m_sup [[fu(z) = f(2)]| =0
eM

n—-+o0o T
La demostracion sale directo de la definicién de limite. En la préctica, se suele utilizar esta pro-
posicién para estudiar la convergencia uniforme de una funcién.

Si ahora considerdramos la misma sucesién de funciones pero en el dominio cerrado [a, b] con a y

b reales, es decir:
foila, b)) = R fo(z) =x/n
La sucesién sigue convergiendo puntualmente a cero, pero veamos la convergencia uniforme. En este
caso, sabemos que al f,, ser continua en un dominio cerrado | f,, ()| tiene un méximo en [a, b] alcanzado
en uno de sus extremos ya que la funcién es creciente. Suponiendo que |a| < |b], el méximo se daria
en b por lo que:
10|
sup |z/n—0]= sup |z/n|=|f(b)]=— ——0
z€a,b] z€la,b n n—+4oo

en conclusién, por la proposicién 0.1, f,, converge puntual y uniformemente en este dominio. Podemos
concluir que la convergencia depende del dominio de las funciones. Esta dependencia vale
tanto para la convergencia puntual como la convergencia uniforme.

Observacion:

. o . . . ., C. .
Es evidente por las definiciones que si f, <% f(x) también f, N (x), pero como ya vimos no
’ . . C. . .z
vale el reciproco. En particular, si f, £, f(x), fn no puede converger uniformemente a una funcién
que no sea f.

Vemos ahora otro ejemplo. Sea:
fn:[0,1] =R fn(x) =2
Si estudiamos la convergencia puntual de f,, tenemos que:
. . 0, siz €0,1)
— n __ Y I
M fule) = i o" = { Losiz=1

Por lo que:
0, siz€0,1)
1, siz=1

fn =5 f(2) {

Para ver si la misma converge uniformemente podemos ver que dado un € < 1 la funcién siempre
tendra que salir de la banda para llegar hasta el 1, por lo que no converge uniformemente. Méds
formalmente podemos calcular el supremo. Dado que f,,(1) = f(1) el supremo de la diferencia se dard
en z € [0,1).

sup |fn(x) — f(z)| = sup [fn(z) — f(z)| = sup |z"|= lim 2" =1
z€[0,1] ze0,1) ze0,1) z—=1
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FiGURA 4. Sucesién f, = z”.

Donde dijimos que el supremo se da cuando z tiende a 1 ya que la funcién es creciente. Por la
proposicién 0.1 f, no converge uniformemente. Tener en cuenta que el supremo vale 1 y no tiende a
1, lo cual podria generar problemas en el limite cuando n tiende a infinito para utilizar la proposiciéon
0.1, donde quedaria un limite indeterminado.

Uno podria pensar que el problema es el 1, por lo que si uno quiere que converja uniformemente
debe considerar el dominio [0, 1), donde tendriamos que la sucesién f,, c.p. a la funcién nula. Sin
embargo, esto no funcionaria ya que lo hecho en la parte anterior para calcular el supremo sigue
siendo vélido. De modo que si uno quisiera que converja uniformemente deberia tomar el dominio
[0,1 — 6] donde 0 € (0,1) . En este caso:

sup | fu(2) = f(z)] = sup [a"[ = fu(l=0) = (1-8)"
z€[0,1—-0] z€[0,1—4]

Por dltimo:

lim  sup |fp(x) — f(2)]= lm (1-6)"=0

n—+4oo z€[0,1—4] n—+4oo
ya que (1 —J) es menor que 1. En este dominio, la sucesién de funciones si converge uniformemente.

El nombre de la convergencia puntual puede enganar un poco y generar algunas confusiones. Si
bien el limite para hallar la funcién a la que podria converger f,, se hace fijando un z, este limite
debe existir y no ser infinito para todos los z del dominio. Esta mal decir que una funcién converge
puntualmente en unos puntos del dominio y no en otros. Con que exista un nimero del dominio donde
el limite no exista o de infinito ya alcanza para que la sucesién de funciones no converja puntualmente.

En este tiltimo ejemplo si el dominio hubiera sido [-1,1] la sucesién no hubiera convergido puntual-
mente ya que el limite de f,,(—1) no existe. Andlogamente si el dominio hubiera considerado nimeros
mayores a 1 o menores a -1 donde f,,(x) = 2™ tenderfa a infinito, por ende tampoco puede converger
puntualmente.

Algo que se logra ver en este ejemplo es que dada una sucesiéon de funciones continua la misma
no tiene por que converger puntualmente a una funcién continua.

En el siguiente teorema veremos que esto no sucede en la convergencia uniforme, si una sucesién
de funciones continuas converge uniformemente, debera converger a una funcién continua.
Teorema 0.3.
., . . . c.u
Sea fn : M C R™ — RF una sucesion de funciones continua en a € M. Si f, — f entonces f
es continua en a.
Demostracion:

Debemos probar que dado a € M se cumple que:

lim f(z) = f(@)

o lo que es equivalente:

dado € >0, 36 tal quesi ||z —al <d=|f(z) — fla)] <e.
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Por convergencia uniforme sabemos que:
€
3

Fijando un m > ny y manteniendo el € de la convergencia uniforme, tenemos por continuidad de f,
que:

dado € > 0, 3 ng tal que si n > ng = sup || fu(z) — f(2)| <
xeM

3 5(e) tal que si |z —al| <6 = ||fm(x) — fm(a)] < §

Dado z tal que ||z — a|| < ¢ se cumple que:
1 (@) = f(@)ll = 1f (2) = fm(@) + frm(2) = fim(a) + frm(a) = f(a)]

1£(@) = @I < 15 @) = fau @) + 1fin@) = fan@] + [ fral@) = F@)]] < 5+ 5 + .

Lo que muestra que ||f(z) — f(a)|| < e.

Por lo que queda demostrado. O

Este teorema se puede visualizar en la imagen siguiente. Si una sucesion de funciones continuas f,
c.u. a una funcién f discontinua la misma deberia estar, a partir de cierto ng, en la banda f —e¢, f+e.
Sin embargo, escogiendo un e suficientemente chico donde la banda queda como en la figura, f, no
puede pasar de un lado de la discontinuidad al otro sin salir de la banda.

En consecuencia, si una sucesiéon de funciones continuas converge puntualmente a una discontinua,
la misma no converge uniformemente. Esta es otra forma de demostrar que la sucesién f,,(z) = "
con z € [0,1] no converge uniformemente. ;Una sucesiéon de funciones discontinua podra converger
uniformemente a una funcién continua? Esto si puede suceder, un ejemplo sencillo es la sucesién:

£ = 0, siz<0
" 1/n,sixz >0

que converge puntual y uniformemente a la funciéon nula.

0.1.1. Convergencia, integracién y derivacién

Empecemos hablando de la integracién. Uno podria imaginarse que si una sucesién f, de funciones
converge a f, cuando n es suficientemente grande la integral de f, se pareceria a la de f, es decir:

lim /abfn(:c) dx = /abf(:n) dx

n—-+oo

Pero, jen que clase de convergencia? Un ejemplo donde se puede ver que la convergencia puntual no
alcanza para que la igualdad anterior se cumpla es:

n, siz € (0,1/n]

fnl@) = { 0, siz € (1/n,1]

donde f, <%0y fol folz) de =1# fol f(x) dz = 0. Si no estd claro porque la sucesién de funciones
converge puntualmente a cero, observar que dado zg € (0, 1]:

1
Ing/ n>mng=x0>—.
n

A partir de ese ng tenemos que f(xg) = 0, por lo que el limite cunado n tiende a infinito da cero y
por lo tanto converge puntualmente a la funcién nula. Veamos que pasa con la convergencia uniforme.
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Teorema 0.4.

Sea un sucesion de funciones continuas fy : [a,b] — R que converge uniformemente a f : [a,b] —
R. Sean F, : [a,b] — R tal que Fo(z) = [T fu(s) ds y F : [a,b] = R tal que F(z) = [ f(s) ds.
Entonces:

1. F, converge uniformemente a F.
2. Misioo [1 ful@) dz = [0 f(z) da.

Demostracién del item 1.:

[ hwas [ s as
b

/ Sup |fa(s) — F(5) ds < (b—a) sup |fa(s) — £(5)].

s€la,b] s€la,b]

x b
Fuo) ~ Fla)| = < [ 1) = 1) ds < [ 17,09 = S ds <

Por hipétesis f,, converge uniformemente a f. Por lo tanto, dado £ > 0 existe ng € N tal que para
todo n > ng se tiene que (b — a)sup,eap) [fn(s) — f(s)| < e. Por lo tanto, para n > ng se cumple que
|F(z) — F(x)| < e y para todo x € [a, b]. Lo que muestra que F,, converge uniformemente a F.
Demostracién del item 2.:

Como F,, converge uniformemente a F', entonces hay convergencia puntual. Por lo tanto F;, (b) converge
a F'(b). Luego

b b
)= [ fulo) do s [ f@) do= PO
O

Es importante notar que el teorema no es un si solo si, es decir, se puede cumplir la igualdad sin
que la sucesion f;, converja uniformemente. Un ejemplo donde esto sucede es el caso que ya estudiamos
fn(x) = 2™ con x € [0, 1], esta sucesién no converge uniformemente, pero verifica la igualdad. Otro
detalle, es que el intervalo debe ser acotado. Si estamos trabajando con funciones donde su dominio
no esta acotado este teorema no vale.

Ejercicio: considerar la sucesién

n

Demostrar que f, c.u. a la funcién nula pero que lim,, fjoc: frn(x)dx # 0.

Veremos ahora que podemos decir de la derivada. El resultado méas agradable, seria que si una
sucesion de funciones converge uniformemente a otra, las derivadas hagan lo mismo. Consideremos la

sucesiéon de funciones:
T

fa R= R/ folz) = 1
Realizando las derivadas para hacernos una idea de como son las gréaficas de la sucesién obtenemos:
1 —n%a2?

Se puede observar que la funcién es impar y por el signo de la derivada alcanza su méximo en 1/n
que vale:

fafmy = M= L

Con esta informacién, podemos ver que estas sucesiones tendran la forma de la imagen siguiente.

donde se tuvo en cuenta que f)(0) = 1 para cualquier n. Si estudiamos la convergencia puntual de
esta funcién tenemos que:

c.p . .
por lo que f,, — 0. Para la convergencia uniforme:

sup | fn(z) — f(2)] = sup | fu(@)| = fu (l) _ 1

-
zER z€R n 2n n—+oo
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Y,

7

Nuevamente por la proposicién 0.1, f, <% f(x) = 0. Podemos ver que f’(0) # f'(0). Por lo que ni
pidiendo la convergencia mas fuerte entre f,, y f (la convergencia uniforme) podemos concluir algo de
las derivadas. Para poder concluir algo acerca de las derivadas de una sucesién de funciones, tendremos
que exigirle condiciones a f.

Teorema 0.5.

Sea fn, : (a,b) C R — R una sucesion de funciones de clase C* y una funcion g : (a,b) — R. Si se
cumple que:

c.u

L fi=—y9
2. 3z € (a,b)/ {fn(xo)} converge.

Entonces existe f : (a,b) — R de clase C tal que f,, <% fy f' =g

Demostracion:

Podemos escribir f,(z) como:

fn(x) = fr(z0) + /I fl(s) ds.

Del teorema 0.4 de las integrales tenemos que:

/ fi(s) ds i“»/l:g@) s

utilizando esto ultimo sumado a que f,(x¢) converge a un nimero que llamaremos ¢:*

fnﬂ>0+/mg(s) ds.

xo
Llamando f a la funcién a la que converge f,, se obtiene que:

x

fn(x)i“%f(x):wf g(s) ds.

xo

Derivando f obtenemos efectivamente que f’' = g, por lo que queda demostrado. O

* Ejercicio: demostrar que si fn — f v gn — g entonces fn + gn —= f +g (esto fue utilizado en
la demostracién de este tltimo teorema).

Uno podria pensar que si f,, c.u. ya alcanzaria para demostrar que f,, también lo hace. Sin embargo
sin la segunda condicién el teorema no es cierto, se puede ver en el siguiente ejemplo. Sea

sen(x
fn(x)zn—l—A, VeeR
tenemos que lim, 4 fn(z) se va a infinito para cualquier valor de z, por lo que f, no converge

cos(x)

puntualmente y por lo tanto tampoco uniformemente. Sin embargo f; (z) = converge unifor-

memente a cero. Sin la segunda condicién, tendriamos que f, deberia converger uniformemente, lo
cual no es cierto.
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0.2. Sucesiones de Cauchy

Se recuerda que:
e Una sucesion (a,)nen es de Cauchy si y solo si:
dado € > 0, I np € N tal que si n,m > ng = d(an, am) <€
o lo que es lo mismo:

dadoe>0, 3ng e Ntalquesin >ngy k € N=d(anik,an) <€

A partir de cierto momento todos los elementos de la sucesién estan arbitraria-
mente cerca.
e Una sucesion (an)nen C R es convergente < (a,)nen es de Cauchy.

En el conjunto de las funciones la distancia que utilizaremos sera la distancia del supremo, de
donde tenemos la siguiente definicién.

Decimos que f, : M — R es de Cauchy si:

dado € > 0, Ing(e) talquesin >ngy k € N= || frotr — fulloo <€

es decir:
dado € > 0, Ing(e) tal quesin >ngy k € N= sup |fnti(z) — fu(z)] <€
xeM

A continuacién veremos un teorema que nos ayudard a demostrar el teorema de Picard, el cual es
parecido al segundo punto de lo que se recordd recientemente pero en sucesiones de funciones.
Teorema 0.6.

Sea una sucesion de funciones fn : M — R:

fn es de Cauchy < existe una funcion f: M — R tal que f, == f.

Demostracion:

Comencemos con la demostracién directa, es decir, sabiendo que es una sucesiéon es de Cauchy
demostrar que converge uniformemente. Dado que es de Cauchy tenemos que a partir de cierto ng:

sup |fo+k(x) — fu(x)] <€, conn>mng, keN.
zeM

En consecuencia:

(0.1) [frik(@) = ful@)] <6, VeeM

lo que implica que la sucesién real f,,(z) es de Cauchy y por lo tanto convergente, para todo 2 € M. Por
ende, f, converge puntualmente a una funcién que llamaremos f. Si ahora fijamos n y x y realizamos
el limite cuando k tiende a infinito de la ecuacién (0.1) obtenemos que:

|f(x) = fo(@)| <€, VzeM
Dado que este resultado es para todo x € M, tenemos que para todo n > ng se cumple que:
sup | f(z) — fa(z)] <€
xeM
es decir, f, =% f.

Ahora iremos con el reciproco. Debemos demostrar que si f, — f entonces es una sucesién de
Cauchy. Por ser una sucesion que converge uniformemente tenemos que dado € > 0, existe un ng tal
que si n > ng entonces:
€
2
Si quisiéramos estudiar la diferencia entre f,, v fn+x, donde k € N, dado un = € M tenemos que:

[frir(@) = (@) = [frin(@) = f(2) + [(2) = fol@)] < |farr(@) = f(@)] + [fn(2) = f(2)], V2eM.

Por lo tanto:

sup | fn(z) — f(2)| <
xeM
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sup | fran(x) = fu(z)| < sup |fopr(x) — f(2)| + sup |fu(z) — f(2)] < % 4 %
rzeM zeM zeM
Por dltimo:

sup |fn+k(x) - fn(x” <€
zeM

llegando a la definicién de una sucesién uniformemente de Cauchy. O

0.3. Series de funciones

Por ultimo hablaremos brevemente de las series de funciones. Dada una sucesién de funciones
fn : M — R tenemos asociada una serie

Sn(x):ZZEItﬁ(w)

la cual no es méas que una sucesion de funciones definida como la suma de otra sucesion. Por lo tanto,
todo lo visto hasta ahora sigue valiendo para las series de funciones. Veremos un teorema que sirve
para probar que una serie converge uniformemente apoyandonos en el teorema visto recientemente
(teorema 0.6).

Teorema 0.7 (Criterio del mayorante de Weierstrass). Sea f, : M — R una sucesion de
funciones. Si existe una sucesion A, de numeros reales tal que:
(@) < An, Vo €M, Yn>1

y S A, converge entonces la serie sn(x) = Sor_, fi(x) converge uniformemente.

Demostracion:

Trataremos de probar que la serie es una sucesién de Cauchy y por lo tanto gracias al teorema
anterior la misma convergerd uniformemente. En primer lugar dado que Z:{g A,, converge, la sucesién
real b, = 2?21 A; es convergente y por lo tanto de Cauchy. Es decir, dado € > 0 existe un ng tal que
sin >ngy k € N tenemos que:

n+k n+k
|bn+k — bn| = Z Al = Z A; <e
1=n+1 i=n+1

donde en la tltima igualdad se usé que A, es siempre positivo, ya que |f,(x)| < A,,. Veamos ahora
que pasa con la serie s,,.

n+k n+k n+k
|Sn4k(2) — sn(2)] = Z filz)| < Z |fi(z)| < Z Ai<e, VzeM
1=n+1 1=n+1 1=n+1
por lo que queda demostrado. O

Tanto este tltimo teorema como el teorema 0.5 de las derivadas se utilizardan mucho en los tltimos
capitulos, cuando estudiemos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Ejemplo:
Probar que las siguientes series convegen uniformemente.

1 400 sen(nz)
i=1 "
2 +oo g~ "®

i=1 n2+z2’

1. Como % < # para todo x € R y paratodon € Ny Z;Of ni converge. Entonces por el
Criterio del mayorante de Weierstrass se tiene que j:f % convege uniformemente.
2. Como
e’ 1 1
0< < <— VxeRyVneN,

_n2+:c2_n2+:£2 7?,2

na? .
entonces Z:F:Of 25,7 converge uniformemente.
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Series de Fourier

En este capitulo estudiaremos las series de Fourier con el fin de poder utilizarlas en la resolucién de
ecuaciones en derivadas parciales.

0.1. Introduccién

Asi como ya han visto que podemos aproximar una funcién derivable con un polinomio (Taylor),
la idea de las series de Fourier es aproximar una funcién con la suma de senos y cosenos. Las series de
Fourier se utilizan mucho en varios campos de la tecnologia, principalmente en la ingenieria eléctrica.

La motivacién a encontrar una serie de senos y cosenos con la cual podamos describir una funcién,
surgid gracias a la ecuacién diferencial de calor en derivadas parciales. En este problema, que veremos
en el siguiente capitulo, podremos encontrar una solucién analitica a la misma si la condicién inicial
es suma de senos y cosenos.

Una aplicacién sencilla de las series de Fourier es un cronémetro. Para medir el tiempo, la mayoria
de los cronémetros utiliza un voltaje con forma de onda cuadrada. Esto es una onda que toma el
valor A y —A alternadamente. Cuando el valor del voltaje cambia, el cronémetro interpreta que ha
transcurrido una unidad de tiempo. Lo que se hace normalmente para formar esta onda cuadrada, es
sumar varios voltajes sinusoidales de distinta frecuencia y distinta amplitud.

En las imédgenes de la figura (1) podemos ver como aproximar mediante senos una onda cuadrada
con A =1 y periodo 27. De forma gruesa uno podria aproximar la onda por un uUnico seno como se
ve en la figura (1.a). En esta aproximacién se observa que tenemos excedentes en los valores cercanos
a £7/2 y déficit donde el seno se anula. Para compensar esto, podriamos sumar un seno de menor
amplitud pero con el triple de frecuencia (sen(3t)), obteniendo un resultado como muestra la imagen
(1.b). Nuevamente se tienen zonas de excedente y otras de deficit, que se pueden tratar de compensar
sumando un sen(5t) (1.c), luego de sen(7t) (1.d), sen(9t) (1.e) y asi sucesivamente. A medida que va-
yamos sumando mds términos (con la frecuencia y amplitud conveniente) nos iremos aproximando con
mayor precisién a la onda cuadrada. La figura (1.f) se puede obtener haciendo la correcta combinacién
lineal de 20 senos de distintas frecuencias y amplitudes. A medida que aumentamos la frecuencia del
seno, podemos compensar de forma mas precisa los errores que van quedando al aproximar.

En este ejemplo, vemos graficamente que esta suma de senos va convergiendo a la onda cuadrada.
Esto serd lo que trataremos de hacer. Encontrar la correcta combinacién lineal de senos y cosenos con
la que podamos escribir, en principio, cualquier funcién periédica.

0.2. Repaso de espacio vectorial real con producto interno

Como menciona el titulo, haremos un repaso de lo visto en algebra lineal para espacios vectorial
con producto interno y luego aplicaremos esto para las series de Fourier.
Consideremos V un espacio vectorial real con producto interno <, >y {¢o, ¥1,..., s} un conjunto
ortonormal de V. Recordemos que un conjunto es ortonormal si:

< i, >=0sii#k

l|pil|* =< @i, pi >=1 para todo i = 1, ...,n.

En nuestro caso (para las series de Fourier), ¢y serdn los senos y cosenos con distinta frecuencia
y lo que queremos es encontrar la combinacién lineal de los mismos que mejor aproxime una funcién
f periddica. En el caso de un espacio con producto interno, esta combinacion lineal era justamente
la proyeccién de f en el subespacio generado por {®o, ¢1,...,¢n}. Esta combinacién lineal expresada
analiticamente es:

(0.1) Sn = E < frox > oK = E CkPk
k=0 k=0
donde definimos ¢, =< f, o >.
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F1GURA 1. Aproximacién con senos de la onda cuadrada
Proposicién 0.1. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,©1,...,¢n} un

congunto ortonormal, f €V y Sy, =Y 1_o < [, > ¢r. Entonces
f=8n Lok (estoes < f— Sy, pr>=0) para todo k=1,...,n.

Demostracién:
Por propiedad del producto interno:

<f_Sn7(pk‘ >:<fa90k>_<5m90k>

Si sustituimos S, y desarrollamos el segundo término a la derecha de la igualdad tenemos que:

< Snpk >=< Y < fr0i > 0isor >= Y << fr00 > iy or >= Y < fr 01 >< pi,pr >
=0 =0 =0
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< Sy ok >=<[, 06 >< @k, o >=< [, 06 > .
Donde se utilizé propiedades del producto interno y que el conjunto S es ortonormal. Sustituyendo
esto 1ltimo en la primer ecuacién obtenemos el resultado deseado. O

Corolario 0.1. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,¥1,...,¢n} un
congunto ortonormal, S el subespacio generado por {¢o, 01, on}, FEV ySn = 1_o < fror >
k- Entonces para todo s € S se cumple que

f—9Sn Ls.

La demostracién es directa ya que todo s € S es combinacién lineal de ¢ los cuales son perpen-
diculares a f — .5,,. O

En esta seccién siempre que hablemos de la norma, sera la norma asociada al producto interno,
es decir ||f||?2 =< f, f >.

Corolario 0.2. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,©1,...,¢n} un
conjunto ortonormal, f €V y S, =>"7_o < f.¢r > ¢r. Entonces

1112 = [1f = Sall? + 115l

Demostracién:

Como f — S, es perpendicular a S,,, se cumple Pitdgoras, de donde tenemos que:
1F112 = 11(Sn = ) = Sull® = 1S = FIP + ISall® = (111> = 1 = Sull* + 115l
a

Corolario 0.3. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,©1,...,¢n} un
conjunto ortonormal, f €V y S, =>"7_o < f.¢r > ¢r. Entonces

[1Sull < [1F1]

La demostracion es directa del corolario anterior. O

Ademds como {¢o, ¢1,..., s} un conjunto ortonormal, se cumple que

2
Pitagoras

D < Lok >0 = D lI<fion> el =

k=0

1Snll* =

k=0
- el =1
Prl|l =
SoI<fioe > Pllesl? =" D 1< foon > 7
k=0 k=0
De donde se deduce, aplicando el corolario anterior, que

n

(0.2) SOI< fron > 12 < IFII%

k=0
En el siguiente teorema demostraremos que la mejor aproximacién de f en el subespacio generado

por {0, ¢1,.-.,Pn} €s Sp.

Teorema 0.1. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,¥1,...,¢0n} un con-
junto ortonormal, f € V. y Sy = > 1o < fror > @r. Si T, = > ¢ drpr con dy cualesquiera, se
cumple que:

1f = Snll <1 = Tl

Demostracién: Sea S el subespacio generado por {¢o, ¥1,-..,¢n}. Como S,,T;,, € S entonces, por el
Corolario 0.1, se tiene que f — S, L S, —T,,. Luego

2 Pitégoras

If = Tall? = [If = Sn + Sn — Tl = I = Sall? + IS0 = Tl

Entonces
O
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0.3. Series de Fourier

Ahora si, llevaremos lo visto en la seccién pasada a las series de Fourier. Consideremos el espacio
de funciones:
V={f:R—=R: f es continua a trozos y 2w periédica}

Se recuerda que una funcién continua a trozos es una funcién que en cualquier intervalo cerrado
es continua excepto en una cantidad finita de puntos, donde los limites laterales existen y son finitos.
Una funcién 27 periddica significa que f(xz) = f(x + 27). Observar que como el sen(nz) y cos(nx)
son funciones 27 periddicas, la suma de cualquier combinacién lineal de los mismos también sera
una funcién 27 periédica. En la figura (2) se pueden ver algunas posibles funciones que perteneces al
conjunto V.
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FicURA 2. Funciones en el espacio V'

Quizas recuerden de GAL, que un posible producto interno en un espacio de funciones continuas
es:

<lfg>=| f(z)g(z)dz.

Si trataramos de verificar que el mismo sea un producto interno para el espacio de funciones V/,
deberiamos verificar si cumple las propiedades del producto interno. Sea u,w, z € V:

<u+w,z>=<u,z>+<w,z >.
<au,z>=a<u,z>,cona€R.

<Uu,z >=<z,u>.

<u,u>>0y <wu,u>=0siysolosiu=0.

Se puede demostrar rapidamente que verifica las primeras 3 propiedades. Sin embargo, no se verifica
la ultima propiedad para el conjunto de las funciones continuas a trozos. Si consideramos una funciéon
nula entre [—7, 7] en todos lados salvo en un punto, el producto interno de esa funcién con sigo misma
serfa nulo aunque la funcién no sea nula. En consecuencia, esa operacién no es un producto interno
para el espacio vectorial V' y no podriamos usar lo obtenido en la seccién anterior. Hacemos notar que
dentro de los teoremas que fueron demostrados no se utilizé esta propiedad por lo que los teoremas
anteriores son validos aunque <, > no cumpla con todas las propiedades de un producto interno. Este
problema se arregla definiendo una clase de equivalencia en V. Decimos que dos funciones f,g € V
son equivalentes si f y g difieren en una cantidad finita de puntos. Aunque no haremos hincapié en
este ultimo concepto.
1

IE] que tenga interés en comprobar esta valides puede dirigirse a https: //www.fing.edu.uy/ omargil/ecdif/texto00
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El primer conjunto S que uno pensaria en tomarse para desarrollar una funcién segiin senos y
cosenos seria el siguiente:

S ={1,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x),...}.

Veamos si este conjunto es ortonormal. Es decir, que si consideramos dos funciones cualesquiera

distintas del conjunto, el producto interno es nulo y si consideramos el producto interno de una funcién
de S consigo misma da la unidad. Empecemos con la ortogonalidad:

s
° / 1.sen(nz) dx = 0 por integrar una funcién impar.
s

o/ 1.cos(nx) dx:sen(nac)[ﬂ 0.

T

s
o / cos(nz).sen(mzx) dr = 0 por integrar una funcién impar.
s
Para las siguientes integrales, recordar la igualdad trigonométrica:
1
cos(a)cos(b) = 5 (cos(b — a) + cos(b+ a))

sen(a)sen(b) = % (cos(b — a) — cos(b+ a))
e Conn #m:

/_: cos(nz).cos(ma) dz % (/_: cos(a(n —m)) dz + /W

e Conn #m:

cos(x(n +m)) dx) — 0.

-7

/7; sen(nz).sen(mzx) dx ; </7r cos(x(n —m)) dx — /7r

- -7 -7

cos(z(n +m)) dac) =0

Con estas cuentas hemos probado que el conjunto es ortogonal. Veamos ahora si es ortonormal.
s
° / 1dx =27
s

™ 1 ™
o / cos?(nx) dx = 5/ 1+ cos(2nz) de =

—T

™ 1 ™
o / sen®(nz) dr = —5/ 1—cos(2nz) de =7

-7

Claramente el conjunto S no es ortonormal con el producto interno definido. Redefiniremos en-
tonces el producto interno y el conjunto S.

<ho>== [ f@o)

1
S ={——=,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), . ..
{\/5 (z), sen(x), cos(2x), sen(2x), ...}
Proposicién 0.2.

El conjunto S = {%, cos(z), sen(x), cos(2x), sen(2z), ...} es un conjunto ortonormal respecto al
1 ™
producto interno < f,g >= — f(x)g(z) du.
T™J 7

Para la demostracién basta volver a realizar las cuentas anteriores teniendo en cuenta estas mo-
dificaciones.

Llamaremos serie parcial de Fourier de f a:

Sn(f) = % + ; arcos(kx) + i brsen(kx)

k=1
donde ag, ax y bx son los coeficientes de Fourier que se definen como:

1 T
ap =< f,1 >= = f(z) dz
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1 ™
ar =< f,cos(kx) >= — f(z)cos(kz) dx
™ —T
1 U
by =< f, sen(kz) >= — f(z)sen(kx) dx
T J—x
Para la siguiente definicién vamos asumir que dada f las series ZZ:; agcos(kx) y ZZ;'OI bisen(kx)

son convergentes.

Llamaremos serie de Fourier de f a:

+oo
Soc(f) = 20 Zakcos (kx) + Zbksen kx).
k=1 k=1

Tanto S,, como en S, dependen de la funcién f. Esta dependencia la encontramos en los coefi-
cientes ag, ar y bi.

Para lo que resta de este capitulo, asumimos que S (f) es una serie convergente.

Proposicion 0.3.

n

2
1S (A7 = 32 +Zak + bi.-

Demostracion:
n

1S (F)I? =< Sn, Sp >=< % + Z(akcos(kac) + bisen(kx)), % + Z(akcos(kac) + bpsen(kxz)) >
k=1 k=1

Dado que el conjunto S es ortogonal, utilizando las propiedades del producto interno se llega a que:

n n
2__ G0 a0
[|Sn(H)IIf =< 503 > +; < agcos(kx), arcos(kx) > —l—; < bgsen(kx), bysen(kx) >
_ H H + ZakHcos (kz)||? + Zkasen (k)| |2
Dado que S es ortonormal se cumple que ||cos(kx)|| = ||sen(k:c)|| = 1. A su vez, la norma de una

constante con el producto interno definido es ||A||?> = 24% obteniendo finalmente que:

n

2
Q,
|1Sal]? = 30 +> a4 b}

k=1

Corolario 0.4 (Desigualdad de Bessel).
Sea f €V se cumple que:

2 n T
ag 1
5 +;ai THSAP =2 P de

La demostracién es inmediata de la proposicién anterior (0.3) y el Corolario 0.3.

Corolario 0.5.

+oo +oo
Las series reales E ai Yy E bi sSon convergentes.
k=1 k=1

Demostracion:

Dado que la funcién f es continua a trozos, la integral del médulo de f es un ndmero finito (no
diverge). Utilizando el teorema anterior y esto tltimo deducimos que ZZ=1 ai + b} estd acotado para
cualquier n. Dado que ai + bi es siempre positivo, que esa sumatoria estd acotada implica que sea
convergente. O

Si bien ya hemos visto que .S, es la mejor aproximacion de f en el subespacio generado por S, no
sabemos si esta aproximacién es buena. ;A que nos referimos con que una aproximacioén sea buena?
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Cuando hablemos de una buena aproximacién nos estamos refiriendo a que S,, puede ser tan cercano

a f como quisiéramos. En otras palabras, esto implica que ||f — S,|| Mima Ny}

Teorema 0.2.

S es completo en V. Es decir que dado f € V se cumple que:
1 = Sa(H] 0.

Este teorema no sera demostrado en el curso.

Observacion:

e El hecho que ||f — S, (f)|| 2=+ 0, NO implica que S, tienda a f puntualmente.
Proposicién 0.4 (Igualdad de Parseval).
Sea f €V se cumple que:

P R——
o+ D ak ok =IIfI”
k=1
Aceptando el teorema anterior, esta igualdad se obtiene del Corolario 0.2 y de la igualdad (0.2).0

Sea f: R — R una funcién continua a trozos y 2w periédica. Para cada xy € R definimos:

f(acar) = h’m+ flx)y flzg) = lim f(z).

‘T*)‘TO CE*)CEO
Teorema 0.3 (Dini).

Sea f: R — R una funcion continua a trozos, 2w periodica y tal que para todo x € R se cumple
que existen y son finitos los siguientes limites:

o LEHD S ) - fa)

t—0+ t t—0— t

=L".

Entonces, dado xg € R se cumple que:

xd =
So(F)(a0) = Tm Su(f)(wy) = L) ES@0),

n——+o0 2
Cuando f es continua los puntos f (xg' ) ¥ f(zg) coinciden. Por lo tanto tenemos el siguiente
corolario:
Corolario 0.6.

Sea f : R — R una funcidn continua en las hipdtesis del Teorema de Dini. Entonces Sp(f)
converge puntualmente a f en R. O lo que es equivalente:

a +00 400
fz) = ?O + Z aycos(kx) + Z bpsen(kz).
k=1 k=1
Se recuerda que:
e Sea f una funcién impar y a € R = f(z) dz =0.

e Sea f una funcién par y a € R = f(z) de = 2/ f(z) dz.
0

—a
e Sea [y g dos funciones pares (o impares) = f.g(z) es una funcién par.

e Sea f una funcién par y g una funcién impar = f.g(x) es una funcién impar.

En el siguiente ejemplo, hallaremos la serie de Fourier de una funcién continua a trozos. Y utili-
zaremos algunos de estos resultados.
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Ejemplo 0.1.
Sea f: R — R, 27 periddica tal que:

1 si —m<z<0
f(x){ 1 si0<az<n

Para hallar la serie de Fourier debemos hallar los coeficientes de Fourier.

1 ™
e ag=— f(z) =0 ya que f es impar.
™ —Tr
1 ™
o ap=— f(z)cos(kx) = 0 ya que f(x)cos(kx) es impar.
™ —T
1 T 2 ™
o by =— f(z)sen(kzx) = —/ 1.sen(kx) por ser par la funcién f(z)sen(kz). Luego:
™ J)_r m™Jo
be — ~ 2cos(kx)|™ _ 1—cos(km) _ [ 0 si k es par
FETT TR o k | 4/7k  sik es impar
Tenemos entonces que:
+00 pegii1 4 +oo 1
=2i+ .
Soo = ; bpsen(kx) = - ; msen((% + 1)z).

Por el Teorema de Dini (0.3) podemos deducir que S,, converge puntualmente a:

-1 size (2km, (2k+ 1))
S, L2t g = 1 size ((2k— 1), 2kn)
0 six=kr

S coincide con f en los puntos donde f es continua pero no en los puntos de la forma k7. Vemos
que como se mencioné antes, si bien ||f — S,|| tiende a cero cuando n tiende a infinito (resultado
del teorema 0.2), f — S, no tiende a la funcién nula. ;Puede S, converger uniformemente? Si se
recuerda el teorema del capitulo de convergencia este decia que si una sucesién de funciones continuas
fn convergia uniformemente a una funcién f, esta ultima debia ser continua. S, es una sucesion
de funciones continuas (el seno es una funcién continua) y converge puntualmente a una funcién
discontinua So. En consecuencia, S,, no puede converger uniformemente.

Saber la convergencia puntual de .S, puede ser 1til para averiguar cuanto valen algunas series
reales. Por ejemplo en x = 7/2 tenemos que:

+oo . +oo . T
Soc = %Z(%iil)sen (%) = %Zﬁ(—l)’ =f (§> = 1.

i=0 i=0
= 1 71'
= — (-1)==
iz:; (28 + 1)( ) 4

Otra forma de obtener el resultado de series reales es con la igualdad de Parseval (0.4). Esta proposicién
nos decia que:

“_3++§a2+b2:||f||2;s§m#:l WfQ(z)dx:l/wld:E:2
2 kTR T (2041 ) o
+o00 2
1 s
=) = —
;(2i+1)2 8

O

El teorema de Dini (0.3) nos permite hablar de la convergencia puntual de S,, pero no de la con-
vergencia uniforme. Para ver la convergencia uniforme, utilizaremos un resultado visto en el capitulo
de convergencia llamado el Criterio del Mayorante de Weierstrass.

Teorema 0.4.
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Sea f € V, continua, derivable a trozos y de periodo 2w, tal que sus coeficientes de Fourier cumplen
que:

+oo
Z lax| + |bx| converge = S, <% f
k=1

Demostracion:

El criterio del Mayorante (ver capitulo convergencia uniforme) nos dice que si tenemos una sucesién
: n .z .
de funciones de la forma s, = Zk:onfk (x) y una sucesién real Ay que verifique que |fi(z)| < Ay para
todo x € R y para todo k > 1, si ), A converge entonces la sucesion s, converge uniformemente.
En particular para las series de Fourier si se encuentra una sucesién real Ay que cumpla:

|akcos(kx) + bpsen(kx)| < Ag
con ZZ:O Ay convergente S,, convergeria uniformemente a S,,. Como se cumple que:
lakcos(kx) 4+ bpsen(kx)| < |arcos(kx)| + |brsen(kx)| < |ak| + |bk|

si consideramos Ay = |ag| + |bk| se sabe por hipdtesis que la serie de Ay converge, y por lo tanto S,
converge uniformemente. Por el Teorema de Dini S,, converge a f. U

Ejemplo 0.2.

Sea f : R — R 27 periddica tal que f(z) = |z| con z € [—m, w]. Hallemos la serie de Fourier de
esta funcién.

1 [" 2 (7
e qp=— f(x)dx:—/acdac:ﬂ'
iy - iy 0
1 (7 2 (7 2 k k m
° ap=— » f(@)cos(kx) dox = ;/0 zcos(kx) dx = - <x567;( 2) + 608152 Z)) .
_ 2cos(km) =1 _ z(—l)k—l 0 si k es par
= 2 o k2 4/mk?® ik es impar
1 ™
o by =— f(z)sen(kz) dx = 0.
L
Como f es continua y derivable a trozos se cumple que:
T 2 n (—1)k—1 n—-+oo
Sn(f)=5+= ; cos(kx) ST Seo(f) = f(x)

Tenemos que S, converge puntualmente a f. Veamos si converge uniformemente.
n n n
(-1)F -1 2
S o+l = 3| = <522
k=1 k=1 k=1
Como la serie Y _, 2/k? converge también lo hard Y";'_, |ax| + |bx|. De modo que f se encuentra
en las hipdtesis del teorema 0.4 y por lo tanto converge uniformemente a f. En este caso la serie de

Fourier es una excelente aproximacién de f. En la figura 3 se puede ver como la sucesién Sy, (f) tiende
a f muy rapidamente.

Proposicion 0.5. Sea f : R — R derivable, de periodo 2m y su derivada continua a trozos. Sean
an(f) y bu(f) los coeficientes de Fourier de f y an(f) y bu(f) los coeficientes de Fourier de f .
Entonces:

[ ao( ):0
o ap(f ) =kbp(f).

s
f/
o bilf) = —hax(f).

Demostracion:
ao(f) = % f(x)dz = f(r) — f(=7) =0 (por ser f de periodo 2r).
ak(fl) = % f/(:c)cos(k:c)d:c = %f(m)cos(kz) |:r7r +§ f(x)sen(kx)dx = kbi(f).

=0
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(c) S3(f)

-15 -10 -5 0 5 10 15

(d) S10(f)

FIGURA 3. Serie de Fourier de la funcién f(x) = |z| con = € [—m, 7].

bi(f)=— :f f/(:v)sen(k:x)dx = %f(x)sen(kac) T —% :f f(x)cos(kx)dx = —kay(f).

=0

lanl converge
n ge.

Criterio: Sea {a,} una sucesién de niimeros reales. Si Y a2 converge, entonces >
Demostracién:

an| — %)2 > 0 se tiene que a2 + # > 2%. Luego por criterios de comparacion se

Usando que (

lan]

cumple que ) = converge.
Proposicion 0.6. Sea f : R — R derivable con derivada continua, de periodo 2w. Entonces

S, < f

Demostracién: Por la proposicién 0.4 basta con probar que 2,5 |ax(f)| + [bx(f)| converge.
Por la desigualdad de Parseval sabemos que Z;:i ai(f ) +b3(f ") converge. Luego por el criterio de

arriba se tiene que Ziol Mkfﬂ + w converge. Por la proposicién 0.5 se tiene que ZZ;'OI lar(f)]+
|b.(f)] converge.

0.4. Series de Fourier para funciones 2L periddicas

Hasta ahora hemos trabajamos con funciones de periodo 27. Sin embargo se puede razonar de
forma andloga para funciones de periodo 2L, con L cualquier real. Mas genéricamente, nos considera-
remos el espacio vectorial real:

V={f:R—=R/f es continua a trozos y 2L periddica}

con el producto interno

L
< f,g>= %/_Lf(:v)g(x) dzx.
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Para formar funciones 2L periédicas, ahora debemos considerar el conjunto ortonormal:
g 1 ( s ) ( s ) 27 27
=< —,cos|=x),sen|—x),cos | —x|,sen| —x|,...p.
\/5 Y L Y L Y L K L Y
: [ . km km s
Se puede verificar rapidamente que las funciones sen TJL’ y cos TJL’ son 2L periddicas.
La serie de Fourier para una funciéon 2L seré:
a = km = km
Seo(f) = ?0 + Zakcos <T:c) + Zbksen <T£L'>
k=1 k=1

donde los coeficientes de Fourier son:

L
ag =< f,1 >= %/ f(x) dx
-L
L
ar, =< f,cos(kx) >= %/ f(z)cos <k%:£> dx
-L

1 k
by =< f, sen(kx) >= —/ f(x)sen (—ﬂx) dx.
LJ_; L
Todos los teoremas y corolarios vistos siguen siendo validos para funciones 2L periddicas.

0.5. Extensiones pares e impares.

Se desea escribir la funcién f(z) = z(z — 7) con x € [0, 7] como una suma infinita de senos y
cosenos. Si consideramos cualquier funcién periédica continua y derivable a trozos definida en todo R
que valga x(xz — 7) en [0, 7] sabemos que en ese intervalo convergerd puntualmente a f (teorema de
Dini 0.3). Consideremos las siguientes funciones de la imagen 4.

: : A i : :
| | | | | |
A
|
A

N

FIGURA 4. Posibles extensiones de la funcién z(x — ) con z € [0, 7].

Todas las funciones valen x(x — m) cuando = € [0,n]. La primera funcién, es la repeticién de
x(z — m) con x € [0,7] en todos los reales. La segunda es una extensién impar de f en [—7, 7| y la
repeticién de este intervalo. La tercera es la funcién nula entre [—m,0) y la repeticién del intervalo
[—7, 7).

Todas estas funciones se encuentran en las hipdtesis del corolario del teorema de Dini y por lo
tanto se cumple que su serie de Fourier converge puntualmente a las funciones representadas. Las
series de Fourier de estas funciones seran distintas ya que las funciones son distintas. Sin embargo,
todas las series de Fourier deberdn converger puntualmente a f(z) = z(z — 7) cuando z € [0, 7]. Asi
como consideramos esas tres extensiones periédicas, continuas y derivables a trozos de f, podriamos
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haber considerado infinitas extensiones peridédicas mas. No es necesario que tenga periodo 27, basta
con que la funcién sea periddica. En otras palabras, tenemos infinitas formas distintas de escribir
f(z) = z(x — 7) con z € [0, 7] como una suma infinita de senos y cosenos.

Si queremos escribir f como una funcién infinita de cosenos (con by = 0) basta con tomar una
extension par, como la primera funcién de la figura. Si consideramos esta funcién:

™
2 [" 1 — cos(k 1—(=1)*
° ap = ;/0 x(x — m)cos(kx) = 2 CZS( ) =2 122 ) .
® b =
Finalmente: N
2 oo k
™ 1-(-1)
x(r—m) = -5 + 2; Tcos(kzx), x € [0, 7).

Si ahora quisiéramos escribir a f como una suma de senos, ahora deberiamos tomar una extensién
impar, como la segunda funcién de la figura. En este caso:

® g = 0.
o ar = 0.

2 [T kx)—1 1)k -1
® b = ;/o z(x — m)sen(kx) = 40082}2 = 4( 7T)k33 .

La serie que obtenemos ahora es:
400 k
1) -1
x(r —m) = ;4(#5671(]%), x € [0,7].

Observacion:

Notar que tanto la extensién par como la impar, la férmula analitica de la funcién es x(z — )
SOLO en el intervalo x € [0,7]. Si fuera del intervalo se tuviera la misma férmula, el gréfico seria
la parabola. Fuera de este intervalo, la funcién tiene otra férmula que no fue necesario calcular para
realizar la serie de Fourier. Considerando la extension par o impar, estd MAL decir que:

ap = %/: z(x — m)cos(kx) do by = 1 /7; z(x — 7)sen(kx)

ya que la extensién no tiene ese férmula en el intervalo [—m,0). Si esto fuera cierto, la serie de Fourier
seria la misma independientemente de la extensién que hagamos. Esto no puede suceder ya que las
series de Fourier de las distintas extensiones deben converger a cosas distintas. O
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Ecuaciones en derivadas parciales

En este capitulo daremos una introducciéon a las ecuaciones en derivadas parciales. Estudiaremos princi-
palmente dos ecuaciones conocidas como la ecuacién de calor y la ecuaciéon de ondas.

0.1. Introduccién

Hasta ahora hemos estado estudiando ecuaciones diferenciales de una tinica variable. Las soluciones
a los problemas vistos hasta ahora solo dependian del tiempo. Pero no hemos visto funciones que
dependan de dos o més variables, donde en la ecuacién diferencial puede relacionar la funcién con sus
derivadas parciales.

En este capitulo veremos algunos ejemplos sencillos de funciones de dos variables que dependen
del tiempo y de la posicién. Dada una funcién U (t, z), tendremos ecuaciones que relaciones U con sus
derivadas temporales (Ug, Uy, .. .) y sus derivadas dimensionales (U, Uy, . - ).

A diferencia del resto del curso, trataremos de resolver algunas ecuaciones en derivadas parciales
y no realizaremos un estudio cualitativo.

0.2. Ecuacion de calor

Comenzaremos estudiando esta ecuacién en derivadas parciales. Consideremos una barra de largo
L adiabética salvo en los bordes de la barra. Esto quiere decir que intercambia calor con el ambiente
solo por los bordes (con un aislante alrededor de la barra). Ademds, consideraremos que la barra es
delgada, o tiene variaciones de temperatura transversales despreciables con respecto a la variacion de
temperatura longitudinal. Por esta razon consideraremos que la temperatura de la barra en determi-
nado instante depende solo de la posicién longitudinal y tiene temperatura constante en cada seccién
transversal. Con estas hipdtesis, se puede obtener que la ecuacién que rige en este sistema es:

donde U(t,x) representa la temperatura de la barra en el tiempo ¢ en la posicién z. Esta ecuacién
tiene infinitas soluciones distintas. No solo depende de la temperatura inicial, si no que también
depende de la transferencia de calor en los bodes de la barra. Dada una distribucién inicial de tem-
peratura, la temperatura de la barra no evolucionard igual si ponemos un hielo en los bordes o si
colocamos algo caliente. Consideraremos el siguiente problema con condiciones iniciales, conocido
como problema de Cauchy-Dirichlet:

U de clase C? en (0, +00) x (0, L)

U =Ugs (t,x) € (0,400) x (0, L
(0.2) U(0,z) =up(z) x€][0,L]

U(t,0) = fi(t) te€[0,400)

Ut,L) = fo(t) te[0,+00)

donde a la primer condicién se la referird como condicién inicial ya que es la distribucién de tempe-
raturas en el tiempo ¢ = 0. Las ultimas dos son las conocidas como condiciones de borde.

y continua en|0, +00) x [0, L]
)

0.2.1. Ecuacién de calor con condiciones de bordes nulas

Empezaremos tratando de resolver el problema de Cauchy-Dirichlet simplificando las condiciones
de bordes. Con esta simplificaciéon, el problema a resolver seria el siguiente:

U de clase C? en (0,+0c0) x (0, L) y continua en [0, +00) x [0, L]
Ui = Uy, para todo (¢, z) € (0,+00) x (0, L)

(0.3) U(0,z) = uo(z) para todo x € [0, L] con uy continua en [0, L]
uo(0) = uog(L) =0
U(t,0) =U(t,L) = 0 para todo ¢ € [0, +00)

Fisicamente, se podria obtener este problema si la barra estd en contacto con algo a cero grados
en sus bordes. Observar que si consideramos el caso particular donde ug es la funcién nula, tenemos

una barra con temperatura inicial cero y sus bordes a temperatura contante cero. En este caso, no
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hay diferencia de temperaturas y por lo tanto no hay transferencia de calor, manteniéndose la barra
en equilibrio térmico a cero grados. La solucién a ese problema serfa la solucién trivial U (¢, z) = 0.

Si ug es distinto de la funcién nula, la funcién U(¢,z) = 0 no serd una solucién al problema ya
que no verifica la condicién inicial U (0, z) = uo(x).

Para resolverla utilizaremos un método conocido como variables separables. El mismo consiste
en suponer que las soluciones son de la forma:

(0.4) U(t,z) = T(H)X ().

Suponiendo que existe una solucién de este estilo, veamos que implica para 7"y X verificar la
ecuacién diferencial y las condiciones de borde del problema (0.3).

L Uy = Use = T'(0X(x) = TOX" (@) = =0 = 210

En esta ultima igualdad tenemos una

)  X(x)
funcién que depende del tiempo igualado a una funciéon que depende de la posicién. De modo
que:
d T/ d X// T/ T/ X//
ET(U = EY(Z) =0= ?(t) = p (cte) = ?(t) = 7(93) = pu (cte)

Por lo tanto, podemos obtener el siguiente problema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias
en vez de una ecuacién en derivadas parciales.

T —uT =0
X'—uX=0
2. Como 0 = U(t,0) = T(t)X(0) = 0 = T(t) = 00 X(0) = 0. Si T(t) fuese la funcién nula
tendrfamos que U(t, ) = 0 la cual no verifica la condicién inicial si ug no es la funcién nula.
Por lo tanto la opcién que nos sirve es X (0) = 0.
3.0=U(,L)=T({t)X(L)=0= X (L) =0. Descartamos la opcién T'(t) = 0 por la misma razén
que en el caso anterior.

En resumen:
T(t)—pT(t)=0

X"(z) —pX(z)=0
X(0) =0
X(L)=0

De la primera condicién obtenemos que:
T — uT = 0= T(t) = Coe'* con Cj € R.
De la ecuaciéon X" — X = 0 procederemos calculando P el polinomio caracteristico.
PN =X —pu=0= )N =y
En consecuencia, la forma de X (z) depende del valor de u. Discutiremos segtn los posibles valores de
-
e Caso (a): pu > 0.
Si g > 0 existe un a € RT tal que p = a?.
p=a?= X(x) = Ae™® + Be ",
Imponiendo las condiciones X (0) = 0 y X (L) = 0 se obtiene:

{X(O)A+BO

X(L):AeaL+Be*aL ==a=00A=B=0

La primera condicién no es valida ya que supusimos p = o > 0. La segunda tampoco es vilida
ya que obtendriamos X (z) = 0 lo que resultaria nuevamente en la funcién U(¢,z) = 0. Por
ende, u no podra ser mayor a cero.

e Caso (b): u=0.
= 0 implica que X" = 0, integrando dos veces, obtenemos que

X(xz)=Ax+ B
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Nuevamente, imponiendo las condiciones X (0) =0 y X (L) = 0 se obtiene:
X(0)=B=0
X(L)=AL+B
Nuevamente se obtendria la solucién trivial la cual no es valida. Por lo tanto, u tampoco podra
ser cero.

= A=B=0

e Caso(c): u < 0.

Si 41 es negativo, existe algtin o € RT tal que p = —a?2.

p=—a*®= X(x) = Acos(azx) + Bsen(ar)
Imponiendo las condiciones X (0) = 0 y X (L) = 0 se obtiene:

{ X0)=A=0
X (L) = Bsen(aL) =0 = B =00 sen(al) =0

Si consideramos la primera opcién, obtenemos la solucién trivial. Si se verificara la segunda opcién:

sen(aL):OﬁaL:mrssa:%

= X(z) = Bsen (%x) .

, n €.

Nuestra solucién al problema de Cauchy-Dirichlet con condiciones iniciales nulas seria de la forma:
U(t,z) = X(x)T'(t) = Bsen (n%:c) C’oe*(%yt, n €Nt
Llamando b = CyB:
(0.5) U(t,z) = bsen <nL—7rac) ()t

Esta funcion verifica la ecuacion diferencial y las condiciones de borde. Si evaluamos esta funcién
en tiempo cero:

U(0,x) = bsen (%x) .

Esta funcién podria o no coincidir con ug. Si ug no tiene esta forma, la funcién encontrada no sera
solucién al problema (0.3). Sin embargo, es f4cil verificar que si consideramos una funcién que sea una
suma de funciones con la forma de (0.5) la misma también es solucién con condicién inicial que es la
suma de las condiciones iniciales.

Concretamente, enunciamos el resultado cuya demostracion es muy facil.

nymw nom\2

2
Proposicién 0.1. Sean U; = bysen (X ef(T) by Uy = bysen (22T ef(T) ty consideremos
p L Y 3 Y
la funcion U = Uy + Us. Entonces U es solucion de la siguiente ecuacion:

U de clase C? en (0,+00) x (0, L) y continua en [0, +o0) x [0, L]
Ui = Uy para todo (t,z) € (0,+00) x (0,L)

U(0,z) = bysen (”i—”x) + bosen (WTFI)

U(t,0) =U(t,L) = 0 para todo t € [0, +00)

(0.6)

Lo mismo sucede si sumamos 3, 4, 5 o una cantidad finita de funciones con la forma (0.5). En con-
clusién, sabemos resolver el problema de Cauchy-Dirichlet si la condicién inicial, es una combinacién
lineal finita de senos con periodo 2L /n.

ISea n € N, si consideramos el entero m = —n tenemos que sen(mz) = —sen(nz) y (m)2 = n2. En consecuencia las
soluciones son las mismas si consideramos n € Ny n € Z.
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Se puede probar, de forma analoga, el siguiente resultado més general:
Proposicion 0.2.

Sea {br} una sucesion de numeros reales y n € N. La funcion

n
T) = Z brsen (]%Tx) o~ (fE)°t
k=1
es solucion al problema :
U de clase C? en (0,400) x (0, L) y continua en [0, +0o0) x [0, L]
U =Ug (t,x) € (0,400) x (0,L)

U0,z) =>p_, bisen (2Z2) 2z €0, L]
U(t,0)=U(t,L) =0 t€[0,+00)

Ambos proposiciones se verifican rapidamente verificando las condiciones del problema de Cauchy-
Dirichlet .

Ejemplo 0.1.
Resolveremos el siguiente problema de la ecuacién de calor con una barra de largo L = .
U de clase C? en (0,+00) x (0,7) y continua en [0, +o0) x [0, 7]
Uy =Uz: (t,x) € (0,400) x (0,7)
U(0,z) = 3sen(dx) x € [0, ]
U(t,0)=U(t,7m) =0 te0,+0)

nm 2
De la deduccién anterior, sabemos que la funcién U (t, x) = bsen (’}J—“x) e_(T) ¢ verifica las condi-

ciones de borde y la ecuacién diferencial. Podemos ver que si consideramos n = 4 y b = 3, esta funcién
también verifica la condicién inicial. Determinadas estas constantes, la solucién a este problema es:
Ul(t,z) = 3sen(4x)e 10,
Verifiquemos que esta funcién sea solucién al problema planteado.
U; = —3.16sen(4x)e 16t
U, = 3.4cos(4x)e 16 = Uy = Uy
Upr = —3.16sen(4x)e 16

Si evaluamos la funcion en los bordes:
U(t,00=0 U(t,L)=0
Falta verificar la condicion inicial.
U(0,z) = 3sen(4x)

Hemos encontrado una solucién a este problema. O
Ejemplo 0.2.

Ahora resolveremos un nuevo problema con distinta condicién inicial. Consideraremos nuevamente
una barra de largo L = 7.

U de clase C? en (0 +00) x (0,7)

U =Ug (t,z) € (0,400) x (0,7)

U(0,z) = 23@71(33@) + sen(5x) x € [0, 7]
U(t,0)=U(t,m) =0 te0,+00)

0,7) y continua en [0, +00) x [0, 7]
(

nw

2
Si ahora considerdaramos una solucién de la forma U (¢, x) = bsen (”—L’T:E) (=) t vemos que esta
no verifica la condicién inicial. Sin embargo, si consideramos la suma de dos funciones de este tipo
con by =2, ny =3y by =1, ng =5 podemos probar que la misma es solucién a este problema.

Ul(t,z) = 2sen(3x)e %" + sen(5x)e 25"

Por lo resuelto anteriormente, sabemos que esta funcion verifica la ecuacién diferencial y condiciones
de borde. Si evaluamos en tiempo cero:

U(0,x) = 2sen(3x) + sen(5x).

Por lo tanto, la funcién definida es solucién al problema. O
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Pues bien, pudimos encontrar una solucién al problema de Cauchy-Dirichlet si la condicién inicial
es una combinacién lineal de senos. ;Pero que sucede si la condicién inicial es distinta? ;Cual es la
solucién al problema de Cauchy-Dirichlet con condiciones de borde nulas si tenemos una condicién
inicial, por ejemplo, ug(z) = xz(x — L)?;Vale considerar una suma infinita de seno?

Para obtener que la suma de soluciones a la ecuacién diferencial de calor también era solucién,
utilizamos la linealidad de la derivada. Sin embargo, la linealidad de la derivada no se tiene porque
cumplir cuando tenemos una suma infinita.

Esta tltima afirmacién se basa en que cuando hablamos de una suma infinita, estamos hablando
de una convergencia. La expresién Zj;z fn(x) no es més que el limite de una sucesién de funciones.
Si consideramos como candidato a solucién la funcién U(t, x) = (';OO Ui (t,z), donde Uy son de la
forma de la ecuacién (0.5), U(t, z) no es mds que la funcién a la cual converge la sucesién de funciones
Sn(t,x) =Y 1_, Uk(t, z). Por la linealidad de la derivada sabemos que S, verifica la ecuacién de calor.

- dUkindQUkidQ" 7

Pero por méds que S, verifica la ecuacién diferencial la funcién a la cual converge (puntual o
uniformemente) no tiene porque verificar la ecuacién de calor. Si teniamos una sucesién de funciones
fn que convergiera puntual o incluso uniformemente a una funcién f, esto no implicaba que f], converja
a f’. Esto no se cumple ni pidiendo la convergencia mds fuerte (la convergencia uniforme). En otras
palabras, no se tiene porque cumplir que:

—+o0 —+o0 2 —+oo —+oo 2
dU, d*U,
Z Un = 2 Un =
dt dt da? dz?
=0 k=0
Sin embargo si esto tltimo se cumpliera podemos ver que U(t,xz) = ;rif) Ui(t,x) verificaria la

ecuacién de calor. Dado que Uy, = Uy, tendriamos que:

2+°O

dU, X 22U,
dtz k*Z k:k—o dIQk: $QZU’“

El teorema que vimos en la seccién de convergencia para la derivada, afirmaba que si una sucesién
de funciones f,, convergia en un punto xg y sus derivadas f], convergian uniformemente a una funcién
g, entonces se cumplia que f,, también convergia uniformemente a una funcién f y esta verificaba que
/' = g. En los siguientes teoremas, tenemos la aplicacién directa de el teorema visto anteriormente
pero para las series.

Proposicién 0.3 (Derivada respecto de t).

Sea Sp(t,x) => p_y U(t,x). Sic

+oo
o S, (t,z) converge uniformemente a ZUk(t,ac).
k=0
n d +oo
o Sy, (t,x) = Z d_ i (t,z) converge uniformemente a Z dtUk(t,ac).
k=1 k=0
Entonces:
d +oo +oo
— Ui(t,z) = —Uy(t
dt’; k(t,) ;d (t2)

La demostracion es directa del teorema visto en el capitulo de convergencia. Andlogamente, se
cumple con la derivada respecto a la posicién (o sea respecto de ).
Observacién: Basta con pedir que S,,(to, zo) converja en algin punto (to,zo). No es necesario pedir
que Sy (t,x) converja uniformemente. Se pone la hipéStesis de que S, (¢, z) converge uniformemente,
porque es de esta forma como lo vamos a usar mas adelante.

Proposicién 0.4 (Derivada respecto de x).

Sea Sp(t,x) => 1y U(t,x). Sic
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+oo
o S, (t,z) converge uniformemente a ZUk(t,ac).

k=0
n d “+oo
S, (t,x) = Z d_ x(t, ) converge uniformemente a Z e Uk(t, x)
k=1 k=0
Entonces:
d 2
% Z Uk t CL’ Z d Uk t CL’
k=0
Proposicién 0.5 (Derivada segunda respecto de x).
Sea Sp(t,x) => p_y U(t,x). Sic
—+o0
e S, (t,x) converge uniformemente a Z Uk(t,x).
0
n d +oo d
o S, (t,x) = Z d_U x(t, ) converge uniformemente a Z Uk(t x).
k=1 k=1
n d +oo 9
o S,,. (t,x) = kz d—Uk(t,x) converge uniformemente a ; @Uk(t, x).
Entonces:
& X =
T3 > Uklt;) =) —Uk(t, ).
k=1 k=1
Demostracioén:

Con los primeros dos items, por la proposicién (0.4) sabemos que:

d =% =X d
(0.7) %;Uk(t,x) = ;EUk(t,x).

Ahora trataremos de aplicarle el mismo teorema a S,,,. Dado que S,,, y Sy, convergen uniformemente,
tenemos que:

+oo +oo ;o
2y Lt =y, P00,

dx dx?
k=1 k=1

Luego, por lo obtenido en la ecuacién 0.7 sabemos que:

400 400 +oo too
d*Uy(t, ) d dU(t, x) d d d?
— = — — = — | — Uit = — Uk(t
Z dx? dx Z dx dzr \ dx Z k(t;) dx? Z k()
k=1 k=1 k=1 k=1
O
Teorema 0.1.
km
Sea ug(x Zbksen (Tx) condicion inicial del problema de Cauchy-Dirichlet . Si Zk 1 10k

k=1
es convergente entonces:

(0.8) U(t,z) = gbksen (]%Tx) e ()

es solucidon al problema de Cauchy-Dirichlet con condicion de bordes nulas y condicion inicial ug(x) =

\2
_ibksen(kx). emas L brsen (Fx) e kT) t converge uniformemente.
i bisen(ka). Ad 023 bisen (S2a) e g

Demostracion:

Se verifican rapidamente las condiciones de borde e iniciales.
=3 km 0 =3 km
x) = ;bksen f:c e = ;bksen T:c = ug(x)
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+oo
0) = Zbksen(O)e_(kTﬂ)zt =0

Zbksen (km)e _(kTw) =0

x\2
Probemos que U es continua en [0, +00) x [0, L]. Sea Uy (t, z) = bysen (22 z) e~ )"t veamos que

Sn = ZZ=1 U} converge uniformemente.
k )2
|Uk| = ‘bksen (%m) e ()

en la ultima desigualdad se utiliz6 que la exponencial (con ¢ > 0) y el seno son menores o iguales a 1.
Por hipétesis sabemos que ZZ=1 |b| es convergente y utilizando el criterio del mayorante concluimos
que S,, converge uniformemente a U. Como S,, es continua en [0, +00) x [0, L], entonces U es continua
en [0, +00) x [0, L].

|, te€l0,+00)

2\2
Falta verificar la ecuacién diferencial. Sea Uy (¢, x) = brsen (%’T:c) e ()t para que se cumpla la

ecuacion diferencial debemos ver si:
X AU, X 2 d? I d2U
LSS S L S
dt T dt dx2 dx? P dx?

Debemos verificar que Sy,, Sn, ¥ Sn,. convergen uniformemente, para poder utilizar las propo-
siciones anteriores y deducir que U verifica la ecuacién diferencial. Dado que S,, = S,,,, basta con
verificar que S, y S, convergen uniformemente.

—iU —i—b 1) o (R0 e ()
ne = by = k|l ) sen|{pw)e
k=1 k=1

Er\ 2 km —(55) km _(km)2
|Ukt|:‘_bk<f) 8671(?30)6 L ‘<‘b( )e(L)t

Excluimos a los bordes ya que las derivadas no estan definidas en los bordes. Empezaremos pro-
bandolo para tiempos tal que 0 < § < . Para estos tiempos se cumple que:

U |<‘b LR
ke k T &

Como la serie de by, converge, sabemos que |bi| estd acotado por un ntimero M.

, t>d>0.

km

k
|Uk,|<M(L7T) e (E) 5650,

la sucesion asociada a la sucesién de la derecha es convergente de modo que nuevamente por el criterio
del mayorante concluimos que S, converge uniformemente en (J, +o00) x (0, L).

Luego por la proposicién 0.3 se cumple que:

U, = = Z()Uk(t,gg) = kZ:O%Uk(t,m) parat > ¢ > 0.

Anélogamente se puede proceder con S, y deducir que converge uniformemente (para t > 6 > 0).
Como Sy, = Sp,, ¥ Sn, converge uniformemente también lo hace S,,,,. Luego por la proposicién 0.5
se cumple:
d2 = X &2
= Uk(t, x) —— Ug(t, ) para t >4 > 0.
Z k( 221 5 Uk(t,2) p

Finalmente utilizando que Uy, = Uk

2+<>O

d+<>o +<>od
Ut:E;Uk(t,x):gﬁUk(t,m ZdQ tl’ d2ZUktx mmpa’rat>6>0

Finalmente, dado (¢,z) € (0,400) x (0, L) consideramos ¢ > 0 tal que ¢ > § > 0 y haciendo el
razonamiento anterior, tenemos probado el resultado.
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Observacion:

e Si bien ug(x) puede ser una funcién no derivable, al pasar un instante (¢t > 0) la funcién tempe-
ratura de la barra U (¢, x) va a ser C*°. Esto se debe a que si seguimos derivando U (temporal
o espacialmente), gracias a la exponencial las series seguirdn convergiendo uniformemente.

Ejemplo 0.3.
Veamos como resolver el siguiente problema:

U de clase C? en (0, +00) x (0,7) y continua en [0, +o0) x [0, 7]
U =Uze (t,x) € (0,400) x (0,7)

U(,2) =x(x —7) =x€l0,n]

Ut,0)=U(t,m)=0 te][0,+00)

Como ya vimos en el capitulo Series de Fourier, la funcién z(x — 7) la podemos escribir como una
suma infinita de senos. Para esto lo que hicimos fue considerar la extension impar de la funcién en
[—7, 7] y luego la repeticién de este intervalo. Considerando esta extension, se obtuvo que:

uo(x) = x(x —m) Z 4— sen(kac), x € [0, 7].

En este caso los coeficientes de Fourier by son:

Dado que la serie de by converge, podemos utilizar el teorema 0.1 que nos afirma que la funcién
400 k
(-DF -1 —k%t
= 4————sen(kx)e
; ’/Tk3 ( )

es una solucién al problema. Si desedramos verificar que esta funcién es solucién, podemos verificar
rapidamente las condiciones de bordes y la inicial. Para verificar la ecuacién diferencial, debemos
actuar de forma analoga a la demostracion del teorema 0.1.

_ )k -1 g _1)k 1 8 n
|Uk|:‘4( 13 sen(kx)e """ §‘4( e ‘S—S Z Uy <% U.
k=1
(—1)F -1 2 (“DF—11 8 <
|Uk, | = ‘4k7003(k’x)e Il < ‘4 e ‘ < = Z
k=1
L k1
U = | - 452 L senae ] < [1CL = Leonts] s
™ ™

n
=Y Ur, <5 U,
k=1
donde con la tltima acotacién de |Uy,| deducimos que la serie de Uy, converge para tiempos mayores
a 0. Tomando en cuenta que § puede ser tan chico como queramos lo podemos concluir para cualquier
tiempo positivo. Gracias a los proposiciones vistas anteriormente, con esto podemos concluir que U
verifica la ecuaciéon de calor. O

Es de esperarse que a medida que vaya pasando el tiempo la temperatura de la barra se estabilice.
En especial, si los bordes de la barra se encuentra algo a cero grados y fuera de eso la barra no recibe
calor, uno esperaria que la temperatura de toda la barra tienda a cero grados. Veamos que esto si
sucede.

Teorema 0.2.

Sea U(t,x) de la forma (0.8) con la serie de by convergente la solucién al problema de Cauchy-
Dirichlet con condiciones de borde nulas. Entonces U(t,x) tiende a la funcion nula cuando t tiende a
mas infinito.
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Demostracion:

Usando que k > 1:

Ut z)| =

= |U(t,z)| < e (E) At

0

Zbksen (—ac)

Para afirmar que el médulo tiende a cero utlhzamos que la serie que aparece es la condicién inicial la
cual estd acotada. O

0.2.2. Ecuacion de calor con condiciones de bordes constantes

Ahora estudiaremos el problema:

U de clase C? en (0,+00) x (0,L) y
U =Ug: (t,x)€ ( ,+00) x (0, L)
09) U(r,0) = uo(x) € 0,1
Ut,0)=A€eR t€[0,+oo)
Ui, L)y=BeR tel0,+00)

continua en [0, +00) x [0, L]

0.2.2.1. Solucion estacionaria

Antes de estudiar el problema anterior, trataremos de encontrar una solucién estacionaria (no
depende del tiempo) al problema:

U de clase C? en (0,+0c0) x (0,L) y
U =Uz (t,x)€ (0,400) x (0,L)
Uit,0)=A€cR t€][0,+00)
Uit,L)y=BeR tel0,+00)

continua en [0, +00) x [0, L]

Si la solucién es estacionaria, la solucién se mantendra como en su condicién inicial. Si suponemos
que este problema tiene una solucién estacionaria U(t, x) = u.(z) tendriamos que:

U, =0=10,

erx

= ue(xr) =ax+b

Para que verifique las condiciones de borde:

A:chA.

ue(0) =b=A, u.(L)=al+b=B éue(x):Bg

Este resultado es intuitivo ya que si la barra es de un material homogéneo, se esperaria que la distri-
bucién de temperaturas fuera lineal.

0.2.2.2. Solucion no estacionaria

Si buscamos una solucién distinta a la estacionaria (condicién inicial distinta a u.(x)), podemos
empezar tratando de resolver el problema por el método de variables separables como se hizo en el
problema con condiciones de borde nulas. Supongamos que la solucién tiene la forma:

Ut,z) =T()X (z)
En este caso, si imponemos las condiciones de borde tenemos que:
Ut,0)=T#)X0)=A=T(t)=cte=U(t,x) = U(x) = uc(x)
Si buscamos soluciones de la forma U (¢, z) = T'(t)X (z) la tnica que encontramos es la solucién

estacionaria, la cual no nos sirve si nuestra condicién inicial no es la recta u.. Este método no nos
sirve directamente cuando las condiciones de borde son distintas a las nulas.

Intuitivamente podriamos pensar que la solucion a este problema podria ser la suma de una funcién
estacionaria m&s una transitoria. A medida que pasa el tiempo uno esperaria que la temperatura
tienda a estabilizarse, tendiendo a u. (la funcién transitoria tienda a la funcién nula). Consideremos
una posible solucién al problema de la forma:

Ult,z) = ue(x) + U(t, z)

Pégina 9



Imponiendo que esta funcién sea solucién, podemos ver que debe verificar la funcién U. De la ecuacién
diferencial:

Uy = U, -
- - U, =U
Uz = U, + Uz = Ups U o

Cxx

Condiciones de borde:

U(t,0) = ue(0) + U(t,0) = A+ U(t,0)=A=U(t,0) =0

Ult,L) =u(L) + U, L) =B+U(t,L)=B=U(t,L) =0

Condicién inicial:

U(Oa Z) = Ue(x) + U(Oa Z) = Uo(l’) = U(Oa :L') = UO(x) - ue(m)

En resumen, la funcion U debera ser solucion a:

U de clase C? en (0, +0o0) x (0
U =Ugs (t,z) € (0,400) x (
U(x,0) = up(z) —ue(r) ze€]
Ut0)=Ut,L)=0eR te

L)y
0,L)
0,L]

[0, +00)

continua en [0, +00) x [0, L]

Hemos transformado el problema original de condiciones de borde constante en uno con condiciones
de borde nulo. Si sabemos resolver este ultimo, sumandole la solucién estacionaria ya tendremos una
solucién al problema original.

Ejemplo 0.4.
Trataremos de encontrar una solucién al siguiente problema:

U de clase C? en (0, +00) x (0,1) y continua en[0, +oc0) x [0, 1]
U =Ug (t,z) €(0,400) x (0,1)

U(z,0) = sen(mz) +z =z €[0,1]

Ut,0)=0€cR ¢ e[0,+00)

Uit,L)y=1€R te]0,+0)

Para esto utilizaremos lo que vimos recién. La solucién estacionaria este problema es:
ue(x) = .
Si suponemos que una posible solucién a este problema es de la forma:
Ul(t, ) = ue(x) + U(t, x)
obtenemos que la funcién U debe ser solucién a:
U de clase C? en (0,40o0) x (0,1) y continua en [0, +00) x [0, 1]
Uy =Ug (t,z) € (0,400) x (0,1)

U(z,0) = sen(nz) x €[0,1]
Ut,00=U@l,L)=0eR te]0,+0)

Este problema ya lo sabemos resolver. En este caso no es necesario encontrar la serie de Fourier
de ugp(z) ya que la misma funcién ya tiene la forma sen (”—L’Tm) La solucion a este problema serd de la
forma de la ecuacién (0.5).

Ult,z) = sen(mc)e*"%?t
Por ende, la solucién al problema original es:

Ut,z) =z + sen(wm)e*”%21t
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0.3. Ecuacion de la cuerda

Ahora analizaremos el movimiento en el plano de una cuerda flexible. Definiremos U (¢, z) como la
altura de la cuerda en la posicion x y tiempo ¢, donde la altura la medimos desde la posiciéon media de
la cuerda (o la posicién de equilibrio). Esto se encuentra representado en la figura (1). Considerando
que cada punto de la cuerda se mueve sélo perpendicularmente al eje ox y no hay rozamiento, la
ecuacion que rige el movimiento de la cuerda es:

2
Uit = c"Uyzs

donde ¢ es una constante real. Al fijar un tiempo ¢y la funcién U(t, x) serfa como sacarle una foto a
la cuerda en ese instante. La derivada respecto al tiempo U, representa las velocidades de cada punto
y la derivada segunda Uy representa las aceleraciones.

FIGURA 1. Ecuacion de la cuerda

Intuitivamente uno pensaria que para que el problema quede definido esta vez necesitariamos mas
condiciones. No solo necesitariamos la posicién inicial (U(0,x)) si no también las velocidades iniciales
en cada punto para saber como se van a mover (U (0, z)). A su vez el movimiento también serd distinto
si tenemos una cuerda con extremos fijos, una cuerda con extremos moviles, una cuerda infinita, etc.

0.3.1. Cuerda con extremos fijos

Empezaremos analizando el caso de una cuerda de largo L con extremos fijos. El problema a
considerar es el siguiente:

U de clase C? en (0,+0oc) x (0, L) y continua en [0, +00) x [0, L]
U = 2Uypy  (t,2) € (0,+00) x (0, L)
(0.10) U(0,z) =uo(z) =€]l0,L]
Ui(0,z) =wvo(x) =z €0, L]
Ut,00=U(,L)=0 tel0,+00)

En este caso, obtendriamos una solucién estacionaria si ug y vg son las funciones nulas. Si alguna
de estas no es nula, la cuerda se movera. Estudiaremos el caso no trivial donde al menos una de estas
dos funciones no es nula.

Trataremos de resolverlo de la misma forma que la ecuacién de calor, a través del método de
variables separables. Si la solucién al problema es de la forma U (t,2) = T'(¢t) X (z) tenemos que:

1.
T// X//
Upp = PUpe = T' )X (z) = AT X" () = ?(t) = 027(:@
De forma andloga a lo que realizamos en la ecuacion de calor, dado que en la ultima igualdad
tenemos una funcién que depende del tiempo igualada a otra funcién que depende de la posicion,
ambas deben ser constantes.
17" X" T" — MCQT =0
:‘C—Q?(t)y(fﬂ)#:‘{ X" — X =0

Pasamos de una ecuacién en derivadas parciales a 2 ecuaciones ordinarias de segundo orden.
2. U(t,0)=T({#)X(0)=0=T(t) =0 o X(0) = 0. De la primera opcién obtendriamos la solucién
trivial que solo es valida si ug y vg es la funcién nula, de modo que nos quedaremos con la
segunda opcién X (0) = 0.
3. U, L)=THX(L)=0= X(L
anterior descartamos que T'(t) =

) = 0. Razonando de forma anéloga a la condicién de borde
0.
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Si analizamos las condiciones de borde obtenidas para X (z) y la ecuacién diferencial que debe
cumplir, son las mismas que las obtenidas de la ecuacion de calor. Por lo tanto, si discutiéramos segtin
las raices del polinomio caracteristico la forma de la funcién X (z) alcanzariamos el mismo resultado.

En consecuencia:
= k)’ kel
N - L )

) e (2).

Nos falta saber la forma de T'. De la ecuaciéon diferencial tenemos que:
o\ 2
T — pT=0=T" + (%) AT =0

El polinomio caracteristico de este problema es:

km\? ke \ 2
2 AT\ 2 _ 2_ _(ETY\ 2
AT+ ( L) c“=0= X\ <L> c
k k
T(t) = Beos (%t) + Csen (%t)

Ahora si, la solucién a (0.10) serfa:

i) = s (422) (o (1250) + coom (125))
oy e = s (22) (s (5250) « e (1550

Para que esta funcién sea solucién debera verificar las condiciones iniciales.

U(0,z) = Esen (k%x)

kme km kme kme
U(t,x) = —sen (Tx) (—Esen (Tt) + Fcos (Tt))

kme km
= U (0,2) = FTsen (TI)

Si las condiciones iniciales no tienes esta forma, procederemos a considerarnos la serie de Fourier,
al igual que en el caso de la ecuacién de calor.

Teorema 0.3.
400 kr
Sea up = Z brsen (—:c) Yy vy = Z bi.sen ( ) las condiciones iniciales del problema (0.10).

Si
M N
|bk|<F |b|< N, M eR

=3 kw kme kme
x) = ];1 sen <T£L'> <Akcos <Tt> + Bysen (Tt>>

L
con Ay, =bg y By, = b;m es solucion al problema (0.10).
™

entonces:

Demostracion:

Empecemos verificando las condiciones de borde y la posicién inicial.

kme , L kme
E S@’n (bkCOS (Tt) + bk%sen (Tt)) = O
Z*"" ke L ke
U(t, L) = Sen (kﬂ') (bkCOS <Tt> —+ %%SGTL <Tt)> = 0

k=1
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) = :zjlsen ('%”x) (bkcos( )4 b, k—sen ) Zbksen (—x) — o)

Para verificar la velocidad inicial vg, debemos derivar la funcién U. Para esto necesitaremos las
proposicién (0.3). Llamaremos S,, = ZZ=1 Uy, con Uy, los términos de la serie de U. Dado que Uy, tiene
la forma de la ecuacién (0.10) verifican que Ug,, = c?Uy,,. Debemos verificar que S,, y S, convergen
uniformemente para utilizar la proposiciéon mencionada. Con las acotaciones de las hipdtesis de by y
b}, obtenemos que: .

W DS e

k k k
|Ug| = ‘sen (TWI) (Akcos (%t) + Bj.sen (%t)) ‘ < |Ag| + |Bx|

|Uk|<M+£kﬁéSni”+U.

A <

Veamos ahora con la derivada S,,.

ZUkt Z @sen (%x) <Aksen (%t) + Bycos (%t))

k=1

R con (B0 ) (= agsen (B4 + Breos [ F7C
T sen L:L' LSen T |k COS T

kme (M L N mcM N . +o00
Uil < 0 Al 186D < 5 (5 + i) = T+ 3 = S =5 U

Podemos afirmar gracias a la proposicién 0.3 que'

dUy,
T ﬁz 23
= U (0, x) ZUkt (0,2) %sen ( ) By, = Zbksen ( > = vo(x).

Ahora si, hemos verificado todas las condiciones iniciales. La condicién faltante es la ecuacién en
derivadas parciales. Para esto debemos proceder de igual manera que en la ecuacién de calor. Ya hemos
verificado que S, y Sy, convergen uniformemente. Harfa falta verificar que también lo hacen S,,,,, Sy,
¥ Sp,.- Dado que S,,, = c2S,,,, si una de ellas converge también lo hard la otra. En resumen, resta
verificar que Sy,, ySn, convergen uniformemente.

ke 2 km kme kmc
S Z Uk,, = fz < > sen (—x) <Akcos (—t) + Bysen <—t>)
— L L L L
ke 2 kw kme kme
(T) sen (TI) (Akcos (Tt) + Bisen (Tt)) ‘

ke me (meN M =
Ol < (P52) daud 418 < (s + )é&“e§y%
=1

|Uktt| =

L k?
Esto nos permite afirmar que:
PU  d Xdu, R P,

A dt &~ dt t?
k=1

Falta ver la convergencia de S,

ZUk Z T cos <"’L” ) <Akcos (’”ch ) + Bysen <%t>)

|Ug, | = kzrcos (k%x) (Akcos (%t) + Bysen (%t)) }
km M 1N =
|Ukw|§f(|Ak|+|Bk|) LEJF = = Sn, HZU;%
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Con esto y sabiendo que S,,,, también converge uniformemente (dado que S,,, lo hace) afirmamos
gracias a la proposicién 0.5 que:

Luego usando que Uy,, = Uy, . :

PU X e, QiocFUk ,d2U

2 2

Teorema 0.4.

La inica solucion C? al problema:
U de clase C? en (0,+00) x (0, L) y continua en [0, +o0) x [0, L]
Uy = Uz (t,x) € (0,+00) x (0, L)
U0,z)=0 z€]0,L]
Ui(0,2) =0 =z €(0,L]
U(t,0)=0 tel0,+00)
Ut,L)=0 te[0,+oo)

es la funcion nula.

Demostracion:

Se verifica rapidamente que la funcién nula es solucién a este problema. Debemos ver que no hay
ninguna otra solucién. Para la demostracién, supondremos que hay otra solucién U (¢, x) y utilizaremos
la funcién de energia de la cuerda. Se puede probar, que la energia de la cuerda esta representada por:

L 2
U
E(t) =/ UZ + —Lda
O C

Veremos que la derivada respecto al tiempo de la energia es nula, es decir que la misma se conserva.
Esto tiene sentido fisico, ya que la ecuacién de la cuerda considerada es valida si despreciamos el
rozamiento.
L
E(t) z/ 20, U, +
0

c2

L aw,uy)

. dx

L
0 0

E(t) = 2[Ux(ta L)Ut(t7 L) - Ux(tv O)Ut(ta O)]
En la segunda igualdad se utilizé6 que U,; = Uy, donde estamos utilizando la hipdtesis de que la
funcién sea de clase C2. Dado que U(t,0) y U(t, L) son constantes, al derivada respecto al tiempo de
estas funciones es cero, obteniendo que:

E(t) = 0= E(t) = E(0)

Podemos obtener la energia inicial evaluando en la férmula U, (0,z) y Ui (0,z). Por hipétesis
sabemos que U(0,2) = 0 y como U(0,t) es constante también lo es U,(0,z) = 0 (no hay variaciones
espaciales). De modo que la energia inicial es nula.

L 2
U,
E(t)z/ Ux2+c—;:0:>U1.:0yUt=O:U(t,ac)zcte:>U(t,x):0.
0

Al ser el integrando positivo, la Unica opcién de que esa integral sea nula es que el integrando sea
nulo. En consecuencia la funcién debera ser constante y la tinica constante que verifica las condiciones
de borde del problema es el cero. O

Teorema 0.5 (Unicidad).

El problema:
U de clase C? en (0,400) x (0, L) y continua en [0, +0o0) x [0, L]
Uy = CQUa:x (ta 1') € (Oa +OO) X (Oa L)
U(0,z) =up(x) z€]0,L]
Ui(0,2) = vo(z) = €]0,L]
U(t,0) = fi(t) te]0,+00)
U(t,L) = fa(t) te€]0,+00)
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tiene a lo sumo una solucion U € C2.

Demostracion:

Supongamos que hay dos soluciones U y U ambas C?2. Si considerdramos la funcién:

Ut,z) =U(t,x) —U(t, x)
la misma seria solucién al problema con condiciones iniciales y de borde nulas. Al ser resta de dos

funciones C? U también serd C2. Luego por el teorema 0.4 se obtiene que:
Ult,z) =0=Ul(t,x) = U(t,z).

0.3.2. Método de propagacién de ondas para una cuerda infinita

Trataremos de encontrar la soluciones a la ecuacién de la cuerda para una cuerda infinita.
U:RxR—R Utt:C2Ua:a:-

Buscamos funciones U (¢, x) que verifiquen lo anterior. Esta vez trataremos de resolver esta ecuacién
realizando el cambio de variable:
a=xz+ct [L=x—ct
Con este cambio tenemos que:
U, =Uyo, + Ugﬁx =U, + UB
Uzz = UnaOtz + UBaam + Uaﬁﬁx + Uﬁﬂﬁx =Uqa + UB,(E + Uaﬂ + UBa-
Si buscamos soluciones de clase C? podemos utilizar que Uap = Ugn obteniendo:

Upz = Upa + UBﬂ + 2Ua,(3-
Ut = UaOét + Ugﬂt = C(Ua — Uﬁ)
Utt = C(Uaaat + Uﬁaat + Uaﬁﬂt + Uﬂﬁﬂt) = 62(Uaa - 2Ua5 + Uﬁﬁ)

Dado que queremos buscar soluciones estas deben satisfacer la ecuacién de la cuerda.

Uit = Uz = (Une — 2Unp + Upp) = 2 (Uaa + Usp + 2Uag) = Uap = 0.

Realizando este cambio de variable, la ecuacién en derivadas parciales obtenida (U,s = 0) es
significativamente mas sencilla.

Uap = 0= Ua = fla) = Ula, B) = F(a) + G(B)

La primera deduccién se realiza ya que si la derivada de U, respecto a [ es cero, la funcién U,
no depende de . Luego si integramos U, respecto a « no quedard una primitiva de f(«) mas una
constante respecto a a (que no dependa de «), pero si podria depender de 8. Hasta ahora hemos
obtenido que nuestra solucién tendria la forma:

(0.12) U(t,z) = F(z +ct) + G(x — ct)

donde F y G son funciones de R a R, a las cuales les pediremos que sean de clase C? para que U sea
de clase C?. Recordar que esta hipdtesis la usamos al establecer que Uyp = Ugq.

Tratemos de darle un sentido fisico a esto ultimo. Tanto F' como G son funciones que van de R a
R, con sus respectivos graficos en el plano. Si en particular estudiamos F, en el tiempo cero se tiene
que o = x por lo tanto en el instante cero la funcién F'(z) tiene el mismo grafico que F'(«). Si ahora lo
estudiamos en el tiempo ¢ = 1 tendrfamos que F'(x + ¢), lo que representa la funcién anterior corrida
segin el eje . En otras palabras, el grafico de F' tiene siempre la misma forma pero se va corriendo
a medida que pasa el tiempo. La velocidad a la que se mueve la onda, es justamente la constante c.

Ocurre exactamente lo mismo con G, la diferencia es que a medida que aumenta el tiempo el
grafico de G se moverd en sentido contrario. La interpretacién a esto, es que cualquier solucién se
puede considerar como la combinacién de dos ondas moviéndose en sentido contrario. Por esta razén
es que a este método se lo conoce como método de propagacion de ondas.

Que la velocidad a la que se mueva la onda sea ¢ no es casualidad. Cuando se trabaja con una
onda como lo es el sonido, la constante ¢ es justamente la velocidad a la que se propaga la onda en
ese medio donde se esté trabajando (depende si es el aire, agua, etc). Cuando se trabaja con la luz,
esa constante c representa la velocidad de la luz.
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t=3 t=2 t=1
X
C
G - =
A X

C

F1GURA 2. Interpretacién de la solucién a la ecuacién de ondas

0.3.3. Cuerda infinita con condiciones iniciales

Hemos encontrado una solucién genérica para las ecuacion en derivadas parciales de la onda.
Veamos que paso si le agregamos condiciones iniciales.
Teorema 0.6.

Sea el problema:

Uy = CQUg;g; (t, I) eR xR
0,z2) =uo(z) z€R

(0.13) U
Ui(0,z) =wvo(z) z€R

con ug € C? y vy € C*, entonces:

Ult,z) = + =

up(x +ct) +ug(z —ct) 1 /“Ct
2 2c J,

es una solucidn al problema (0.13).

Demostracion:
Considerando que la forma de la solucién serd como la ecuacién (0.12), las condiciones iniciales
implican que:
(0.14) U(0,z) = F(z) + G(z) = uo(x)
U(t,x) = cF'(x + ct) — cG'(z — ct) = U(0,2) = c(F'(x) — G'(x)) = vo(x).
Integrando la ultima ecuacion obtenemos que:
(0.15) % /O vo(s) ds + K = F(z) — G(x)

Si sumamos las ecuaciones (0.14) y (0.15) obtenemos que:

Fz) = uoéﬂf) +2ic/OIU°(S) ds +C
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Restando las mismas ecuaciones se obtiene que:

up(z) 1 [%

—_ = — vo(s) ds — C
2 2 /O o(s)

Las condiciones de ug y vo son necesarias ya que para que la funcién (0.12) sea solucién F' y G debian
ser de clase C2.

G(z) =

=U(t,z) =F(z+ct)+ Gz — ct) =

+ — ¢t 1 x+ct
Uo(® + ct) +uo(w — cf) / vo(s) ds.

+ J—
2 2¢ Jyo_et
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0.3.4. Ecuacién de Laplace.

Daremos un ejemplo (examen de diciembre de 2015) para mostrar como se resuelven este tipo de
ecucaciones.
Se considera la ecuacion:
Ugg + Uyy = 0 para todo (z,y) € (0,7) x (0,7),
u(0,y) =0y u(m,y) =0 para todo y € [0, 7],
(*) 1 wu(z,m) =0 para todo z € [0,n]
u(z,0) = x(r —x) para todo x € [0, 7],
u de clase C? en (0,7) x (0,7) y continua en [0, 7] x [0, 7].

Buscando soluciones de la forma X (2)Y (y) hallar un candidato a solucién u de (x) de la forma

Y) = un(z,y).
n=0

Luego, probar que el candidato a solucién u hallado, verifica todas las condiciones enunciadas en ().

Buscando soluciones de la forma u(z,y) = X(z)Y(y), la condicién uys + uy, = 0 implica
X" ()Y (y) + X (2)Y" (y) = 0. Por lo tanto

=— = A (cte).

Entonces hay que resolver las ecuaciones X (z) —AX (z) =0y Y (y) + AY (y) = 0. La condicién
u(0,y) = 0 implica X (0) =0 y u(m,y) = 0 implica X () = 0. Por lo tanto hay que resolver
X" — AX =0 con las condiciones X () = X (0) = 0.

Resolviendo esta tltima ecuacién tenemos que X (z) = A,sen(nz) y que A = —n?

conn € N.

La ecuacién Y (y) — n?Y (y) = 0 tiene como solucién Y (y) = B,e™ + Cpe ™. La condicién
u(x, ) = 0 implica Y () = 0, por lo tanto Y (7) = Bpe"™ + Cpe™"" = 0 implica que B,, = —C,,e 2",
Entonces

Y (y) = —Cpe 2"™e™ 4 Cpe™™ = Cp (—e"W 727 4 e7™),

Por lo tanto, tenemos que

Un(,y) = sen(nz) Dy, (—e™¥=2™) £ =) donde D, = A,C,.

Si consideramos u(z,y) = >_,° ; un(z,y) entonces la condicién u(z,0) = z(r — z) implica que

u(z,0) = Z Dy(1 — e ?")sen(nz) = z(m — x).

n=1

Por lo que D, (1 — e2"™) debe ser el coeficiente de Fourier de la extensién impar de la funcién
f(z) = (7 — x) en el intervalo [—m, 7r]. Por lo tanto

D,(1 —e™2"™) = %/OW x(m — xz)sen(nz)dr = %((71)"4r1 +1)

Entonces el candidato a solucién es

> 4 1
z:: T - n+1 + 1)msen(nx)(—en(y_2ﬂ) + e_"y)

Vamos a probar que u verifica la condicién u;, + uyy = 0 ya que las demés condiciones son muy
faciles de verificar. Lo dificil es probar que

o0 2 oo o0

2 0 2
%Zu"(z Y) Z yque y2Zun(Z,y)Za%n7gw
n=1 n=1

Si asumimos esto ltimo, vale entonces
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62u(x,y) 8 u(z,y) 0? &
922 Y2 0302 Zu” ,y) 8_y2;un(fﬂ;y) =

oo

> an 62n,)
z:: acy_‘_nz:1 uacy Z acy ua;;cyzol

Probemos que 2 3> u,(z,y) = Y00 w ya que las igualdades

n=1

0’ & o OPun (T, y)
W;un(fﬂ,y) = Z T o2

n=1

82” )
o e =3 )

n=1
se demuestran en forma andloga.

Para esto necesitamos de los siguientes resultados:

Proposicién 0.6. Sea {u,} una sucesidn de funciones u, : X — R que verifica:

o |uy(x)| < M, para todo n € N y para todo z € X,
o la serie Y, M, es convergente

Entonces existe u : X — R tal que Y u,(x) converge uniformemente a u.

Proposicién 0.7. Sea {u,} una sucesion de funciones u, : X — R de clase C* que verifica:

o FEziste xg € X tal que Y un(xg) es convergente.
e la serie Y %un (z) converge uniformemente a una funcion v.

Entorlwes a% Sup(z) =5 %un(x) y Y un(x) converge uniformemente a una funcién u que cumple
que u =v.

En nuestro caso, tenemos

ouy,

S wy) = == ()" 4 ) neos(n) (—e" V=27 4 o),

1
(1 _ 6727171')
Sea ¢ > 0 y consideremos los puntos (x,y) dentro del rectangulo [0, 7] x [4, 7]. Como y > §, tenemos
que

™3

e < e,
A su vez, como y < 7, tenemos que y — 27 < —, por lo que
en(y727r) < e nT.

Luego, podemos acotar de la siguiente manera

oun, 4

16
oz oz &) < 3

n(efnw +efn6) < _(efnw +efn6) _ Mn

()M <

(1 _ e—2n7r)
Como M, es convergente, podemos aplicar las Proposiciones 0.6 y 0.7. Finalmente, dado (z,y) €

(0,7) x (0,7) consideramos § > 0 tal que y > § > 0. Haciendo el razonamiento anterior, tenemos
probado que ugq(x,y) + uyy(z,y) = 0. Por lo tanto, esta ultima igualdad estd probada para todo

(x,y) € (0,7) x (0, ).
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