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Pregunta 1
Sea (M, d) un espacio métrico y Xi,...,X,, € M una coleccién finita de subconjuntos com-

pactos. Demuestre que tanto | J;_; X; como ()., X; son subconjuntos compactos de M. ;Qué
ocurre con las operaciones anteriores si se considera una coleccién arbitraria de subconjuntos
compactos de M? (10 puntos)

Solucién: Sea {U)}rep un cubrimiento abierto de | J;—_; X, es decir, |J;_; X; C [y Ux. Como
X; CUj., X paracada j € {1,...,n}, se tiene que {Uy} ca €s un cubrimiento abierto de X;.
Como X es compacto, existe {\],..., A\, ;} € A finito tal que X; C UZZ U X Luego, se tiene
que {U X /1 <k <mjyl<j<n}esunsubcubrimiento abierto finito de [ J;_, X; obtenido a
partir del cubrimiento original {Uy}xea. Por lo tanto, | J;; X; es un subconjunto compacto de
M.

Consideremos ahora una coleccién arbitraria de subconjuntos compactos de M, digamos { X }ic;.
Como cada X; es compacto, se tiene en particular que X; es cerrado. Por un lado, la intersec-
cién arbitraria de subconjuntos cerrados de M es cerrado, por lo cual (),c; X; es cerrado en
M. Por otro lado, si fijamos iy € I cualquiera, tenemos que (),c; X; es un subconjunto cerrado
del subespacio compacto X;,, y como todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es
compacto, se tiene entonces que [),.; X; es un subconjunto compacto de X;, (y por lo tanto de
M). Usando un argumento similar, se tiene que (), X; es compacto para una coleccién finita
X1,..., Xy de subconjuntos compactos de M.

Finalmente, respecto a la unién arbitraria de compactos, considere por ejemplo X; = [—i, ] con
i € N. Si tomamos a R con la topologia métrica usual, se tiene que cada X; es un subconjunto
compacto de R (por ser cerrado y acotado). Por otro lado, | J;.y Xi = R no es compacto.



Pregunta 2

Sea Br la o-algebra de Borel en R (esto es, la o-dlgebra generada por los abiertos de R segtin la
topologia usual).

(a) Demuestre que Bg coincide con la o-algebra en R generada por todos los intervalos de la
forma [a, b] (con a < b). (4 puntos)

Solucién: Sea K = {[a,b] / a,b € Rcon a < b}. Si A(K) denota la o-dlgebra generada por
IC, veamos que A(K) = Bg.

Sea [a,b] € K. Vemos que [a,b] =R — ((—00,a) U (b, +00)). Como (—o0,a) y (b, +00) son
abiertos y Br es una o-algebra, se tiene que

[a,b] =R — ((—00,a) U (b, +0)) € Bg.

Luego, £ C Bg. Por otro lado, como A(K) es la o-dlgebra mas pequefia que contiene a K,
se tiene que
A(K) C Brg.

Ahora, considere U C R un abierto. Es conocido que U se puede escribir de la forma
U = U, (an,by). Entonces, para probar que U € A(K), al ser A(K) una o-algebra, es
suficiente con probar que cada (ay,, b, ) pertenece a A(K). En efecto,

(anybp) = [an, bn] — ([an, an] U [by, by]) € A(K),

ya que [an, by), [an, an), [bn, bn] € Ky A(K) es una o-algebra. Por lo tanto, si 7 denota la
coleccion de todos los abiertos de R, se tiene que 7 C A(K), y como Bg es la o-dlgebra
mads pequefia que contiene a 7, obtenemos finalmente que

A(K) 2 Bg.

(b) Sea C' el conjunto de Cantor. Describa la construccién de C'y concluya que C' es un con-
junto boreliano de R (es decir, C' € Bg). (4 puntos)

Solucién: Considere el intervalo compacto I = [0, 1].

¢ Paso 1: Se divide I en tres intervalos de longitud 1/3 y se extrae el intervalo abierto
del medio (dado por (1/3,2/3)). Denotamos entonces

1 2
Pr=10,-lU]|5,1].
=Pl la]
Note que P; es la unién disjunta de 2 = 2! intervalos compactos de longitud 1/3 =
1/31. En particular, P, € B por la parte (a).



* Paso 2: Se dividen los intervalos [0,1/3] y [2/3, 1] en tres partes iguales de longi-
tud 1/9 = 1/3%, y se extraen de P los intervalos abiertos (1/9,2/9) y (7/9,8/9),
formando asi el conjunto

1 21 27 8
P = |0, - — = - = -1
=g s o [3al o [51)
que resulta ser la unién disjunta de 4 = 22 intervalos compactos de longitud 1/9 =
1/32, de donde P» € Bg.

¢ Se sigue con el procedimiento anterior indefinidamente. Al llegar al n-ésimo paso,

se obtiene el conjunto P, = Uil K, ; € Bgr, unién disjunta de 2" intervalos com-
pactos de longitud 1/3", construido a partir de P,,_; = Uf:l K, _1, al extraer de

cada intervalo compacto K,_1; el segundo intervalo abierto resultante de dividir
K1, en tres partes con la misma longitud.

¢ Finalmente, el conjunto de Cantor, denotado por C, se define como

oo (n
n=1

el cual pertenece a Br por ser una interseccion numerable de conjuntos en Bg.

Alternativamente, C' se obtiene a partir de [0, 1] al extraer:

1 intervalo abierto de longitud 1/3 en el primer paso, al cual denotaremos por
I .

2 intervalos abiertos de longitud 1/32 en el segundo paso, a los cuales denotare-
mos por Iz e Ioo.

- 4 = 2% intervalos abiertos de longitud 1/32 en el tercer paso, a los cuales deno-
taremos por I3 1, 132, I3 3 € I3 4.

En el n-ésimo paso se la construccion, se extraen 271 intervalos abiertos de lon-
gitud 1/3", los cuales denotaremos por Iy, 1, In2, - -, Ini, - -, Iy on-1.

Notamos que

0o gn—1

v=U (U

=1 =1

es una unioén disjunta y numerable de intervalos abiertos, por lo cual U € Bg. Por
otro lado, note que C' = [0,1] — U € Bg.



(©)

Calcule la medida de Lebesgue de C. (2 puntos)

Solucién: Por las propiedades de la medida de Lebesgue, como [0, 1] tiene medida finita,

se tiene que
me(C) =me([0,1]) — me(U).

Por otro lado, por la propiedad de o-aditividad, se tiene que

21’1,71 00 2n71 1 0o 2n_1

- e /2\" 1
-5 (Em) - (£ 8)-E5 150 -1

i=1 n=1 =1 n=1 n=1

Por lo tanto,
me(C) =me([0,1]) —me(U)=1-1=0.

Pregunta 3

(a)

(b)

Sea £ C R un conjunto medible Lebesgue, f: £ — R una funcién medible Lebesgue y
g: R — R una funcién continua. Demuestre que g o f es también una funcién medible
Lebesgue. (5 puntos)

Solucién: Hay que demostrar que para todo B € Bg, se tiene que (g o f)~*(B) € M.
Como Bg es la o-dlgebra generada por todos los abiertos de R, y la operacion de imagen
inversa es cerrada por uniones, intersecciones y complementos, bastaria con demostrar
lo anterior para el caso donde B es abierto.

Sea entonces B abierto en R. Por un lado, (g o f)"'(B) = f~!(¢~'(B)). Por otro lado,
g~1(B) es abierto en R ya que g es continua. Esto a su vez implica que f (g~ (B)) € Mg,
ya que f es medible y g~!(B) € Bg. Por lo tanto, (g o f)"1(B) € Mg.

Dé un ejemplo de una funcién h: R — R continua en casi todas partes para la cual no
existe una funcién continua g: R — R tal que h = g. (5 puntos)

Solucién: Sea h: R — R dada por

h(z) = tan(z) si x # § + km paratodo k € Z,
= 0 si x=7%+knr paraalgink € Z.

El conjunto donde h es discontinua viene dado por
™
{5 + km / ke Z} s

el cual es numerable y, por ende, tiene medida cero. Entonces h es continua en casi todas
partes.



Por otro lado, supongamos que existe una funcién continua g: R — R tal que h = g.
Entonces,
lim h(z)= lim g(z)=g(7/2) € R,

x—/2 x—7/2

pero esto es una contradiccion ya que lim,_,/, h(z) = lim,_,/; tan(z) no existe. Por lo
tanto, para la funcién h mostrada, no es cierto que exista una funcién continua g: R = R
tal que h = g.

Pregunta 4

(a) Sea {E;}°, una colecciéon de subconjuntos de R medibles Lebesgue y disjuntos dos-a-dos
(estoes, E;NEj =0 sii# j). Demuestre que

HU?:l Ei = Z HE%"
i=1

(2 puntos)

1 size A,

Notacién: [[4(x) := { 0 sizcR— A

Solucién: Usemos induccidon sobre n.

e Paran = 2, se tiene que £y N Ey = (). Entonces paraz € Ey U Ey, obienx € E y
x ¢ Ey,0ox € By yx ¢ Ey. Para el primer caso, se obtiene

]IE1UE2(x) =1, ]IEl(x) =1 y ]IEz(x) =0.

Asi, I uR, () = 1g, (x) + Ig, (). Para el segundo caso, se obtiene de forma andloga
la igualdad anterior.

Por otro lado, si z € £y U E, entonces x ¢ E1y x € E», por lo cual
Ig,ur,(x) =0, Ig (z) =0y Ig,(z) =0.
Asi, Ig,up, () =1g, () + Ig,(x). Por lo tanto,
Ig,uE, =g, +1g,.

¢ Supongamos que la igualdad se cumple para n — 1, es decir,

n—1
=1



(b)

(©)

Sea A = |J!~]' Ei. Se tiene que A y E, son conjuntos medibles y disjuntos. Por el
caso n = 2, se tiene que

Iy, B, =lave, =14 +1g,.

Por otro lado, por la hipétesis inductiva se tiene que

n—1 n
b= Y15, +1, = 3 1,
i=1 i=1

Para {E;}°, como en la parte (a), considere la sucesion de funciones {u,: R — R},
dada por
Up = HU?:I E;-

Demuestre que {u, }5° ; es monotona creciente y que converge puntualmente a I, donde
E =, E;. (3 puntos)

Solucién: Primero probemos que u,(z) < upii(z) para todo z € R. Siz ¢ U, E;,
se tiene que u,(z) = 0, de donde claramente u, (z) < wu,;(z) para este caso. Si por el
contrario = € |JI", E;, entonces = € |J"' E; ya que U, E; € U/ E;. En este caso,

up(z) =1 = up41(x), por lo que también se cumple la desigualdad.

Probemos ahora que u,, — [ puntualmente, es decir,

lim wu,(x) =Ig(z) paracadaz € R.
n—+oo

Six ¢ E (es decir, [g(x) = 0), entonces z ¢ | J;_, E; para ningun n, por lo cual u,(z) = 0.
En este caso, claramente se cumple que u,(z) — Ig(x). Supongamos ahora que = € FE,
es decir, [g(z) = 1. Sea N el menor entero positivo para el cual # € Ey. Entonces,
z € U, E; para todon > N, es decit, u,(z) = 1 para todo n > N. Como u,(z) es
la sucesién constantemente igual a 1 a partir de IV, se tiene claramente en este caso que
un(x) = Ig(z). En cualquier caso, ocurre que u,(z) — Ig(x) para cada z € R, es decir,
{u,} converge puntualmente a I.

Sea f: R — R una funcién no negativa, medible Lebesgue, e integrable (estoes, [ f < c0).
Considere la o-dlgebra M, formada por los subconjuntos de R medibles Lebesgue, y
defina la funcién p: M — R mediante

w(E) :/ f, paratodo E € M.
E

Demuestre que 1 es una medida sobre M. (5 puntos)

Sugerencia: Para demostrar la o-aditividad, puede ser ttil aplicar el Teorema de la Con-
vergencia Monétona a partir de la parte (b).



Solucién:

* L esno negativa:

Sea £ C R medible Lebesgue. Por la propiedad de monotonia de la integral de
Lebesgue de funciones no negativas (o directamente a partir de la definicién de dicha
integral), como f > 0, se tiene que

ue) = [ 120

o u(0)=0:

Como 0 tiene medida cero, por las propiedades de la integral de Lebesgue de fun-
ciones no negativas, se tiene que

N<@>=/®f=o.

* 1 es o-aditiva:

Sea {E;}°, una coleccién de subconjuntos de R medibles y disjuntos dos-a-dos.

Veamos que
[e.¢] oo
I (U E1> = ulE),
i=1 i=1

es decir,

/f-HE:/Umif:g/&f:g/f-ﬂ&.

Para probar esta igualdad, considere la sucesién de funciones

fo=> flg=fTp 5
i=1

Como {[| j» g, }nZ es una sucesion de funciones monétona creciente que converge
puntualmentealz y f > 0, se tiene que { f,,} 72 ; es una sucesién de funciones mono-
tona creciente que converge puntualmente a f - Ig. Luego, por el teorema de la
convergencia monotona, se tiene que



Por lo tanto,
wE)= [ 115 = tim_[ 1,
- ngr—&r—loo (2 f- HEi)

= lim (Z / [ H&) (por la aditividad de la integral de Lebesgue)
i=1

n—-+o0o

(3L

= f= (Ei).



