Facultad de Ingenieria, Udelar
Fisica Experimental 1

Determinacion de la constante gravitatoria

Objetivos

Medir experimentalmente el valor de la constante de gravitacion universal, empleando
como dispositivo experimental un aparato construido a partir de un modelo de péndulo
simple, asi como también adquirir habilidades de trabajo con datos estadisticos y programas
para procesarlos.

Fundamento teérico
Se llevo a cabo la practica con un dispositivo modelado a partir de un péndulo simple.
Esto es, un péndulo en el cual la masa empleada es puntual, el hilo del que cuelga es flexible,

inextensible, sin masa y se mueve en un plano. Se desprecian ademds las fuerzas de
rozamiento entre el péndulo y el aire, y el péndulo y su punto de soporte.
La ecuacion que describe el movimiento de un péndulo simple es:
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0" + —-sin(®@) = 0
Donde g es la constante gravitatoria, [ el largo del hilo, y 0 el &ngulo respecto al plano
vertical. La misma es valida para cualquier 0, pero si tomamos angulos que no sean muy

grandes, podemos usar la aproximacion de angulo pequefios, sin(8) =~ 6, y asi linealizar la
ecuacion:

6" + 26 =0 (1)

Resolviendo esta ecuacion diferencial, se llega a una solucion general de la siguiente
forma:
eosen(oot + )

donde © o €8 el angulo inicial del péndulo, a su fase inicial y ® la velocidad angular del
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El periodo se define como el tiempo que tarda el péndulo en completar un ciclo, es
decir, 2 rad. Considerando esto, dividiendo el angulo barrido entre la velocidad angular se

obtiene la expresion del periodo:
— |-
T =2m 5 (2)

Notamos que la expresion del periodo solamente depende del valor de la constante
gravitatoria local y la longitud del péndulo, por lo que bajo las hipdtesis previas, no varia con
el angulo inicial.
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En cuanto a la gravedad, la ecuacion que la describe es:
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Donde G = 6, 67 x10 — 11 Nm2/kg2 es la constante de Newton, R es la

A

distancia entre ambos objetos, de masas m y M, y r es un versor que conecta los centros de
masas de ambos cuerpos.

Como las medidas se realizan con respecto a la Tierra, se toman R = 6371 km, y
M = 5, 97 X 1024 kg como su radio y masa respectivamente. Considerando estos valores
constantes en toda la superficie de la Tierra, se obtiene la siguiente expresion para g:

g = G% ~ 9, 8163 m/s2

Procedimiento experimental
El dispositivo que construimos para llevar a cabo el experimento consta de una bola

de metal, unida a una tanza que a su vez esta atada a un soporte, el cual tiene un tornillo
atravesado para poder atar la bola al centro del soporte, sin que se mueva demasiado luego de
cada medida. A su vez, un semicirculo de apreciacion 1° fue pegado con cinta a la parte del
soporte de donde cuelga la tanza, y por detras del tornillo, para poder soltar el péndulo desde
el angulo deseado cada vez. Adicionalmente, se colocod un fotosensor en la parte inferior por
donde pasa la bola de metal, para poder medir el tiempo que pasa en cada oscilacion.
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Figura 1: Dispositivo experimental

Elegimos el largo de la tanza para que sea proporcionalmente mucho mayor al de la
masa, por lo que podemos hacer la aproximacion de que es puntual, ademas la tanza es



relativamente inextensible, y podemos despreciar su peso en relacion al de la masa. Si
suponemos ademas que el rozamiento entre el aire y la pesa es nulo, que el rozamiento entre
el punto de soporte del péndulo y la tanza es cero, y ajustamos el angulo al que soltamos el
péndulo para que se mueva aproximadamente en un plano, y con una amplitud de angulo
pequenia, estamos entonces en las hipotesis del péndulo ideal, y podemos usar la ecuacion
simplificada (1), lo que nos permite usar la ecuacion para el periodo (2). Donde tomamos
[ = (74,0 10, 1) cm, medidos con un metro de apreciacion 1 mm, desde el soporte, donde
atamos la tanza, al centro de la bola de metal, aproximadamente en su centro gravitatorio,
asumiendo una distribucion de masa uniforme.

El experimento se basara entonces en medir el periodo del péndulo, y usar ese valor,
conociendo [, para despejar la gravedad de la ecuacion (2).

Comenzamos entonces soltando el péndulo con distintas amplitudes de angulo, desde
5° hasta 40°, en incrementos de 5°. Con el objetivo de observar hasta qué angulo es posible
considerar ““angulos pequefios” (recordar que mientras nos mantengamos dentro de las
hipotesis de angulos pequenos, el periodo deberia ser relativamente constante).

Esta parte del experimento fue repetida tres veces, primero con el fotosensor (de
apreciacion 0,0001 s), luego con el cronometro (de apreciacion 0,01 s), y luego con el
crondmetro nuevamente, pero dejando pasar el péndulo por tres periodos, y luego tomando el
valor promedio. Decidimos hacerlo de esta manera dado que la primera vez, dado a la muy
alta precision del sensor, obtuvimos una grafica lineal para el periodo en vez de valores
constantes que luego se alejan. La segunda vez no obtuvimos valores confiables debido al
alto error humano introducido en las medidas con el crondometro. Mientras que la tercera vez
al tomar los promedios, obtuvimos valores que se asemejaban mas a lo esperado.

Los valores de los periodos contra el angulo inicial del péndulo se ven en la Figura 2.
A partir de estos datos decidimos elegir 10° como el angulo a usar para medir el periodo del
péndulo, ya que es lo suficientemente pequefio para que valga la aproximacion sin(6) = 0.

Realizamos entonces las medidas del periodo, dejando caer el péndulo, midiendo el
valor del primer periodo de oscilacion, y repitiendo el procedimiento 50 veces.

Al concluir, realizamos otro procedimiento, en el cual soltamos el péndulo a la misma
amplitud inicial, pero esta vez dejandolo hacer 50 oscilaciones consecutivas y registrando su
valor. Para ver como afectan variables como el rozamiento del aire a la medida del periodo
(al hacer nuestra medicion del periodo con solo el primer valor antes de repetir el
procedimiento, estamos minimizando el rozamiento, y por lo tanto podemos despreciarlo.
Pero al dejar el péndulo oscilar 50 veces, esto podria no cumplirse).

El ultimo procedimiento consistié en acortar la tanza por unos centimetros cada vez,
antes de dejar caer el péndulo desde la misma amplitud inicial, y medir el periodo de su
primer oscilacion. Observando asi como varia el valor del periodo con la longitud del
dispositivo.



Analisis de datos

Determinacion del angulo inicial
A continuacién presentamos los resultados obtenidos para el periodo al dejar caer el

péndulo desde distintas amplitudes iniciales. Como podemos ver, en la Figura 2.a, donde
tomamos las medidas con el fotosensor, no llegamos al resultado constante esperado, esto lo
atribuimos a que el fotosensor es tan preciso que es incluso capaz de registrar cambios tan
pequetios en los periodos al variar el dangulo. Aun asi, destacamos que luego de la marca de
los 25° la velocidad de crecimiento del periodo aumenta.

En la Figura 2.b tenemos los resultados con el crondmetro. Podemos observar que los
resultados estdn demasiado dispersos dado a la dificultad para registrar correctamente el
momento en que el péndulo completa un periodo, por lo que no podemos usarla para discernir
en qué punto la aproximacion deja de ser confiable.

Por ultimo, en la Figura 2.c, donde tomamos el periodo como el promedio de 3
oscilaciones con el crondémetro, los resultados tampoco son los esperados. Hay un valor
inicial mucho mayor que los demas, y si ignoramos los valores atipicos de 5° y 15°, podemos
ver que los datos que se asemejan a una constante hasta los 30°, a partir de donde comienzan
a separarse.
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Figura 2: Periodo en funcién de la amplitud inicial utilizando la desviacién estandar:
a. medido con el fotosensor, b. medido con el cronémetro durante un periodo, ¢. medido
con el crondmetro durante tres periodos.

Por lo tanto, con los resultados obtenidos, ignorando los presentados en la Figura 2.b
dado que son demasiado inconsistentes, observamos que hay una marcada diferencia en las
medidas de los periodos luego de las marcas de 25° y 30°, por lo que consideramos que la
aproximacion es consistente hasta por lo menos 25°. No obstante, dado que no logramos
conseguir que los datos siguieran el comportamiento esperado en ninguna de las repeticiones,
decidimos emplear para el resto de los experimentos una medida conservativa de 10° de
amplitud inicial. Usando este valor como nuestro angulo para la aproximacion de angulos
pequefios, operando matematicamente vemos que con este angulo, la diferencia relativa entre
la aproximacion y el valor real es del orden de 1%.



Medidas del periodo
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Figura 3: Histograma de medicion del periodo:
a. medido con el sensor, b. medido con el cronémetro



Al graficar los histogramas, vemos que se acomodan bastante bien a una distribucion
normal, por lo que podemos aplicar un criterio de descarte de los datos que se encuentren

fuera del intervalo ( x+2S5n ), donde X es el promedio de las mediciones y Sn es la
variacion estandar. Podemos hacer esto porque, al tener una distribucion normal, tenemos un
nivel de confianza de 95,4 % de que el valor verdadero se encuentra dentro de este rango,
por lo que podemos considerar los valores que se encuentran fuera del rango como no
estadisticamente relevantes.

Asi, en la Figura 3 se puede observar que ambos histogramas se asemejan a la
distribucion gaussiana, la Figura 3a. mas que la 3.b. Esto se puede deber a que las medidas
con el crondémetro son mas inconsistentes ya que el error humano incide mas en ellas. La
frecuencia de valores se asemeja a una curva gaussiana pues aunque el valor de T verdadero
sea uno fijo, debido a la existencia de errores aleatorios y las limitaciones de precision de los
mismos instrumentos de medida, no podemos conocer nunca el valor real, es por eso que
realizamos la misma medida muchas veces, ya que asi, apoyandonos en la ley de los grandes
nimeros, nos acercaremos lo mas posible al valor verdadero.

El valor promedio obtenido para el periodo es entonces (1,65 + 0,01) s para las
medidas con cronémetro, y (1,724238 + 0,000005) s para las medidas con fotosensor. Donde
la medida estd expresada como el promedio de todos los datos luego del descarte de los no
concordantes, acompafiada de la incertidumbre, calculada como el desvio del promedio.

Medidas consecutivas del periodo
En la Figura 4, vemos como el histograma de las mediciones continuas del periodo

también se ajusta relativamente bien a la curva gaussiana. Notar, sin embargo, como en
comparacion a la grafica obtenida anteriormente, donde se midieron los periodos de forma
pausada, la grafica de la Figura 4 tiene una dispersion mucho menor.
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Figura 4: Histograma de medicién del periodo con 50 medidas consecutivas.

Con esta secuencia de datos, el promedio obtenido es de (1,723890 + 0,000004) s



Medidas del periodo en funcion de la longitud del péndulo

En la tercera parte del experimento, tomamos las medidas del primer periodo del
péndulo a distintas longitudes del hilo, con el objetivo de ver si la relacion para ambas
variables que plantea la ecuacion (2) efectivamente se cumple.

Como podemos observar en la Figura 5, vemos que al aumentar el largo del hilo, el
periodo aumenta proporcionalmente, dando una grafica con una pendiente relativamente
constante, que tiene un muy buen ajuste a como se deberian comportar los datos segun la
aproximacion tedrica. Por lo que podemos afirmar que en las condiciones del experimento, la
relacion de la ecuacion (2) se cumple.
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Figura 5: Medidas del periodo en funcién de la longitud, con superposicién de la misma
grafica pero empleando los valores teodricos.



Valores obtenidos para la gravedad
Utilizando la ecuacion (2) podemos despejar la gravedad a partir de los valores de los

periodos y la longitud medida. Luego podemos usar la formula de propagacion de
incertidumbres para calcular la incertidumbre de cada medida, lo que nos da los siguientes

resultados:
Método Valor de la gravedad (m/s?) Error respecto al valor
tedrico
Valor tedrico 9,8* -
Crondmetro 10,7+ 0,2 9 %
Sensor 9,8+0,1 0 %
Medidas continuas 9,8 £0,1 0 %

*: Usamos 9,8 como valor tedrico en lugar de 9,8163, puesto que debido a las
incertidumbres, nuestras medidas no tienen la precision necesaria como para
poder compararlas con un numero con mayor cantidad de cifras significativas.

Conclusiones
En los tres valores de la gravedad obtenidos, el error relativo es menor a 10%, por lo
que las medidas son confiables. El error relativo de la medida con el crondmetro es mucho

mayor que el de las otras dos ya que en esas tomas influyen mas el error humano,
predominantemente en parar el cronometro en el momento exacto. El cronometro utilizado
tiene una apreciacion bastante grande en relacion al fotosensor y a otros crondmetros
digitales, por lo que utilizando uno con menor apreciacion, y prestando especial cuidado al
momento en el que se detiene el mismo, se podrian mejorar los resultados obtenidos.

El valor obtenido mediante el primer método, soltando el péndulo 50 veces por
separado, y el obtenido soltandolo una tUnica vez y dejadndolo realizar 50 oscilaciones,
resultaron ser iguales. Por lo tanto, podemos afirmar que nuestro sistema cumplia la
suposicion de que el rozamiento en el eje del péndulo, y entre el aire y el péndulo
efectivamente es despreciable. A su vez, se puede decir que estos ultimos dos valores
obtenidos son exactos ya que coinciden con el valor real de g.

Segun las figuras 2, 3 y 4, el procedimiento de medidas consecutivas logré resultados
menos dispersos, es decir, los valores medidos se alejan menos del valor promedio obtenido
segiin ese método. La diferencia esencial entre este procedimiento y los otros dos es que
solamente se suelta la bola una vez. Luego se infiere que un factor que afecta de forma
importante a la exactitud es el soltar el péndulo.



Apéndice

Formula para la propagacion de incertidumbres de la gravedad:

ug) = 4 [Hdm) + W)

Donde u(g) es la incertidumbre de la gravedad.
u(T) la incertidumbre respecto a la medida del periodo.

u(L) la incertidumbre respecto a la medida de la longitud del péndulo.
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