Introduccion a la Teoria de la Informacion
Primer parcial

1 de abril de 2024

Escribir con lapicera o lapiz con buen contraste, que se lea bien. Las soluciones no son
s6lo cuentas; desarrollar en forma prolija y explicar lo que van haciendo.

Problema 1 (5 puntos)
Sea X € X, X ~ p, una variable aleatoria, donde X es un conjunto finito. Complete la
siguiente demostracion de una cota superior para H(X) y condiciones de igualdad.

1. Sea q ...
2. D(pllq) = log |X| — H(X)

3. Entonces H(X) < ..., con igualdad si y solo si ....

Solucion:

Ver teorema 2.6.4 en Cover.

Problema 2 (5 puntos)

Sean X, Y variables aleatorias discretas.

1. Mostrar que H(X) — H(X|Y) = H(Y) — H(Y|X).

(Estas diferencias entre entropia y entropia condicionada, que son iguales entre s,
dan como resultado la informaciéon mutua entre X e Y, I(X;Y)).

Sea ahora X una variable aleatoria en un conjunto X finito, con valores posibles z; a
cuyas probabilidades llamaremos p;. Sea § un subconjunto de X

Se define una variable aleatoria Y como sigue:

Y=1siX= T; € S

Y=0siX=ux,¢8

2. a = P(Y =1). Expresar « en funcién de las probabilidades p;.



3. Expresar H(Y) en funcién de a.
4. Hallar I(X;Y) en funcién de « a partir de H(Y) y H(Y|X).
5. Hallar nuevamente I(X;Y’), a partir de H(X) y H(X|Y).

6. Relacionar la diferencia H(X) — H(X|Y) con el juego de adivinar un elemento de
X mediante preguntas de respuesta binaria (si o no). ;Qué valor de « resulta mas
conveniente?

Solucion:

1. Descomponiendo H(X,Y') de dos formas distintas usando la regla de
la cadena obtenemos

HX)+HY|X)=H(Y)+ H(X|Y),
y reordenando los términos llegamos a
HX)-HX|Y)=H(Y)-H(Y|X).

2. Tenemos a = 32, cs(pi). Ademds se cumple 1 —a = 32, 45(pi)-

3. H(Y) = H(«a), donde H(«) denota la funcién de entropia binaria, H(a)) =
—aloga — (1 —a)log(l — a).

4. I(X;Y) = HY) - HY|X) = H(a), pues H(Y|X) = 0 porque Y es
funcion de X.

5. Enlaexpresion I(X;Y) = H(X)—H(X|Y) calculamos primero H (X|Y).
Tenemos

H(X|Y) = P(Y =0)H(X|Y =0)+PY = )HX|Y =1) (1)
= (1—a)H(X|Y =0)+aH(X|Y =1). 2)

Para todo x; € S tenemos

oy P& =Y =1 PX=zi) pi
PIX =zl =1)= PY=1  P¥=1 a’

y para todo x; € X \ S tenemos P(X = x;|]Y =1) = 0.
Por lo tanto, para el término aH(X|Y = 1) de (2) podemos escribir

eH(XY =1) = —a ¥ Plogh (3)
;€S o o
= - Z pilogp; + Z piloga (4)
z, €S ;€S
= |- Z pilogp; | +aloga. (5)
;€S
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Analogamente, para el término (1 — a)H(X|Y = 0) de (2) obtenemos

(1 - ) H(X|Y = 0) = (— > pilogpi)ﬂl—a)log(l—a). (6)

CE¢€X\S

Reemplazando (5) y (6) en (2) llegamos a

H(X|Y) = (— > o logpz-) +aloga+(1—a)log(l—a) = H(X)—H(a).

T, EX
Recordando que I(X;Y) = H(X) — H(X]Y), concluimos que
I(X;Y)=H(a).

La diferencia H(X)— H(X|Y') representa la disminucién media de incer-
tidumbre con respecto al elemento que se quiere adivinar, X, al obtener
la respuesta a la presunta binaria ;pertenece X a S7 Esta reduccion
serd maxima (se obtiene mas informacién) cuando se maximiza H (), es
decir, cuando se elige S tal que a = % o lo més cercano posible.

Problema 3 (5 puntos)
Sea {X,},>1 un proceso de Markov con conjunto de estados X = {0,1,2}, donde X,
tiene distribucion uniforme en X y la matriz de probabilidades de transicion es

1/2 1/4 1/4
P=1|1/4 1/2 1/4
1/4 1/4 1/2

Considerar el proceso {Z, },>1 definido por

Zl == Xl
Z; = Xi—Xi_l(HlOd 3),l>1

1. El proceso {X,, }n>1, ies estacionario? Justificar.

2. Calcular una tasa de entropia de {Z,},>1.

Solucioén:

1.

2. Como Z; ... Z, es una funcién biyectivade X ... X, tenemos H(Z; ... Z,)

El proceso es estacionario porque (1/3,1/3,1/3)P = (1/3,1/3,1/3).
H(X;...X,)y por lo tanto
H(X;.

H(Zy...Z X
i AZ ) g, HOG - X) — H(Xo|X;) = 3/2 bits .
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