Universidad de la Republica Matematica Discreta 1
Facultad de Ingenieria
Instituto de Matematica y Estadistica Primer semestre 2024

PRACTICO 4: COMBINATORIA III

Ejercicio 1. En una playa se juntan 13 chicos y deciden hacer 4 equipos para jugar al voleibol, para ello
hacer tres equipos de 3 jugadores y uno de 4. Entre los chicos se encuentra uno sumamente habilidoso y
otro que es de madera, los restantes 11 jugadores son intermedios. Para equiparar, al habilidoso lo colocan
en uno de los equipos de 3 jugadores y al de madera en el equipo de 4 jugadores.

iDe cuantas formas se pueden armar los equipos?

Ejercicio 2. Para una seleccidn de fitbol, fueron convocados 2 goleros, 6 zagueros, 7 mediocampistas y 4
atacantes. j De cuantos modos es posible formar una seleccién con un golero, 4 zagueros, 4 mediocampistas
y 2 atacantes?

Ejercicio 3.

(a) Hallar la cantidad de soluciones naturales de la ecuacién =1 + z2 + 3 + x4 + x5 + 6 + 27 = 4.

(b) iCudntas soluciones hay si se reemplaza el signo = por el signo <?
O sea: hallar la cantidad de soluciones naturales de la inecuacién z1 +xo+x3+ x4+ x5+ 26 +27 < 4.

(c) Hallar la cantidad de soluciones naturales de la ecuacién z1 + z2 + x3 + x4 = 15 tal que se cumplen
simultaneamente las siguientes condiciones x1 > 3y x4 > 3.

Ejercicio 4.

a. Hallar la cantidad de subconjuntos de un conjunto con n elementos razonando con la férmula del
binomio.

b. Probar que: Z (—1) Ci =0.

j=0
203
c. (Ej. 4 del 1°" parcial del 2000) Hallar el valor de la siguiente suma: ZC’,%OB (—4)k.
k=0

Ejercicio 5.

5

(a) Hallar el coeficiente en z° en el desarrollo de (2% 4+ x — 1)1°.

(b) Hallar el coeficiente en xy32° del polinomio (2z + 4y + 2z + 5)14.

Ejercicio 6. (Ej. 4 del 29° examen del curso 2001)
Hallar la cantidad n de palabras de 1 a 5 letras que se pueden formar usando las letras de la palabra CASAS. (Por
ejemplo C y AA son dos palabras posibles, pero CAC no lo es).

Ejercicio 7. (Ej. 2 del 1" parcial del curso 2009)
i Cudntas palabras de longitud 6 existen que no tengan dos consonantes o dos vocales juntas?



Ejercicio 8. Dados A ={1,2,...,n}y B={1,2,...,m}, hallar la cantidad de funciones f : A — B tales que:
(a) No hay restricciones.
(b) f es inyectiva.
c) f es biyectiva

e

)
(c)
(d) f es monédtona creciente estrictamente.
) f es mondtona creciente.

)

(
(f

Cada elemento 7 € B es alcanzado r; veces, donde r1 + ...+ r,,, = n.

Ejercicio 9.

a. Para n y t positivos, repasar la demostracién (hay al menos dos posibles demostraciones) que el coeficiente de

n n n n
it wa? oot en (ot -+ ay) es

n!
conny +mng + -+ ng =n.
b. (Ej. 3 del 1°" parcial del 2001) Determinar el coeficiente de z* en el desarrollo de (2% — 2% + x — 1)6.

c. (Ej. 1b del 1" parcial 2018 sem. impar) Hallar el coeficiente de 2° en (2 + 2z + 222 + 222 + 22* + 2°)5.



Ejercicio 3.
(a) Hallar la cantidad de soluciones naturales de la ecuacién z1 + x2 + 23 + 24 + 25 + 26 + 27 = 4.

(b) iCudntas soluciones hay si se reemplaza el signo = por el signo <?
O sea: hallar la cantidad de soluciones naturales de la inecuacién xy +xo +x3+ x4+ x5+ x5+ 27 < 4.

(c) Hallar la cantidad de soluciones naturales de la ecuacién x; + x5 + 23 + 24 = 15 tal que se cumplen
simultdaneamente las siguientes condiciones 1 > 3y x4 > 3.
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Ejercicio 5.

(a) Hallar el coeficiente en z° en el desarrollo de (z° + 2 — 1)!°

(b) Hallar el coeficiente en 232> del polinomio (2x + 4y + 2z + 5)14
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(b) Hallar el coeficiente en x>z

del polinomio (2z + 4y + 2z + 5)14.
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§3 = x1°14 4 (1402 + (1453 + 14%d))*X1°13 + (91%42°2 + (182%x3 + 182%x4)*x2 + (91%x3"2 + 182%xd%i3 + 91%xd"2))¥x1*12 + (364*x2"3 + (1092%3 + 1092*xd)*x2"2 + (1692+x3°2 + 2184*xd*3 + 1092%xd"2)*x2 + (364*x33 + 1092xd%3"2
+ 10928x4"24x3 + 364*x4"3))*x1%11 + (1001%x2"4 + (4004*x3 + 4004*xd)*x2"3 + (6006*x3"2 + 12012%xd*x3 + 6006%x4"2)*x2"2 + (4004*x3"3 + 12012*xd*x3"2 + 12012*x4"2%x3 + 4004*x4"3)*x2 + (1001%x3"4 + 4004*x4*x3"3 + 6O06*x4"2*x3"2 + 4
004*xd"3*x3 + 1001%x4"4) ) *x1°10 + (2002*x2"5 + (10016*x3 + 10010%xd)*x2"4 + (20020*x3"2 + 40040*xd*x3 + 20020*x4"2)*x2"3 + (20020%x3"3 + 60060*xd*x3"2 + 6O060*x4"2*x3 + 20020%x4"3)*x2"2 + (10016*x3"4 + 40040*xd*x3"3 + 60060+x4"2
#13"2 + 40646*x4°3%x3 + 10010%x4™)*x2 + (2002443"5 + 10010*xd*x3"4 + 20026%x4°2*x3"3 + 20026%x4"3*x3°2 + 10010%x4"4*x3 + 2002x4"5))*x1"9 + (3003*x2"6 + (16018*x3 + 18016*x4)*x2"5 + (45045*x3"2 + 90000 x4*x3 + d5045*x4"2)*x2
+ (60060*x3"3 + 180180*x4*x3"2 + 166180*x4"2*x3 + 60060*xd4"3)*x2"3 + (45045%x3™ + 180180%x4*x3"3 + 270270*x4"2*x3"2 + 180180*xd"3%3 + 45045*xd"d)*x2"2 + (18616*x3"5 + 90090*xd4*x3"4 + 180180%x4"2*x3"3 + 180180*x4"3*x3"2 + 90090
M3 + 18018%x4"5)*x2 + (3003*x36 + 18018%x4*x3"5 + d5045*xd"2*x3" + 60060%x4"3*x3"3 + 45045*xd4"4*x3"2 + 16018%x4"5*x3 + 3003*xd"6))*x1"8 + (3432*x2"7 + (24024%x3 + 24004*x4)*x2"6 + (72072%x3°2 + 144144%xd"x3 + 720724x4"2)
#2"5 + (120126433 + 360360%x4*x3"2 + 360360%x4"2*x3 + 120120%x4"3)*x2" + (1260120*13"4 + 480480*xd*x3"3 + T20726%x42*x3"2 + 4B0AB0*Xd4"3*X3 + 120120%x4"4)*x2"3 + (72072*43"5 + 360360*xd*x3"4 + 726720*x4"2%x3"3 + 720726*x4"3*x
32 + 360360*x4™4*x3 + 72072%x4"5)*x2"2 + (24024*03%6 + 14414444 *x3"5 + 360360*x4"24x3"4 + 460480+x434x3"3 + 60360%x4"4*x3"2 + 144144*x4"54x3 + 24024%x4"6)*x2 + (3432443°7 + 24024*x4*x3"6 + T2072*x4"2%x3"5 + 120120%x4"3*x3™
+ 100120%x4™*x3°3 + T2OT24"5*x3° + 24024*x4"6%3 + 3432%xd"7))*x1%T + (3003*x2"8 + (24024*3 + 24024%xd)*x2"7 + (84084*x3"2 + 16B168*x4*x3 + B4084*x4"2)*x2"6 + (168168*x3"3 + 504504*xd*x3"2 + 504504*xd"2%x3 + 168168*xd"3)*x2

"5+ (210210%x3"4 + 840840 x4*x3"3 + 1261266*x4"2(3"2 + 840840 X433 + 210210%x4"4)*x2" + (16B168*x3"5 + B40B46%xd*x3"4 + 1681680%x4"24x3"3 + 1681680*x4" 31132 + BADBAG*K4"4*13 + 168168*44"5)*2"3 + (B40B4*X3"6 + S04504*xd*x

35 + 1261266*x4"2*x3"4 + 1681680*x4"3*x3"3 + 1261266 xd"d4*3"2 + 504504*x4"5%x3 + BAOBATNA"6)*x2"D + (24024*x3"7 + 168168*x4*x3"0 + 504504*xd4"2%x3"5 + BA0BAO*XA"IN3™ + B4OB40*A"4*x3"3 + 504504%xd4"51x3"2 + 16B168*xd"6*3 + 24
024%x47)*x2 + (3003*x3"8 + 24624*x4*x3"7 + B40B4*x4"2%x3"0 + 16B168%xd4"343"5 + 210210*xd"4*x3"d + 168168*x4"5*x3"3 + B40BA*X4"6*x3"2 + 24024*xd"7*3 + 3003*x4"8))*x16 + (2002%x2"9 + (18018*x3 + 18618*xd)*x2"8 + (72072432 +

144144%d*x3 + T2672%x4"2)*x2"7 + (16B168%x3"3 + 504504*x4*x3"2 + 504504*x4"2*x3 + 168168*x4"3)*x2"6 + (252252*x3"4 + 1009068 *xd*i3"3 + 1513512%x4"2*x3"2 + 1009008*x4"3*x3 + 252052*xd"4)*x2"5 + (2522524435 + 1261260*xd*x3™ + 2

520520%x4"24x3"3 + 2520520*x4"3*x3"2 + 1261260%x4"4*x3 + 252252%4"5)*x2"4 + (168168*x3"6 + 1009008*xd*x3"5 + 2522520*xd"2*x3"4 + 3363360x4"3*x3"3 + 2522520*x4"4*x3"2 + 1009006*x4"5*x3 + 168168*x4"6)*x2"3 + (72072*x3"7 + 504504
rd*x3°6 + 1513512404" 243" + 2520520 xd"3*x3" + 2522520*x4"4*x3"3 + 15135124 x4"53"2 + SO4504*xA"6%x3 + T2072%xd"T)*x2"2 + (18018%x3°8 + 144144*x4*x3"7 + 504504*x4"2%x3" + 1009008 *x4"33"5 + 1261266*x4"4*x3"4 + 1009006*x4"

9))*x15 + (1661%x2"16 + (10016*x3 + 10010*x4)*x2"9 + (45045%x3"2 + 90690*xd*x3 + 45045*xd"2)*x2"8 + (120126%x3"3 + 360360*xd*x3"2 + 360360*x4"2*x3 + 120120%¢4"3)*x2"7 + (210216*x3"4 + 840846*x4*x3"3 + 1261266*xd"2*x3"2 + 846840
Hd"343 + 210210%4™) *x2" + (2520524x3"5 + 1261266%x4*x3"4 + 2520520*xd"2%x3"3 + 2522520*x4"3*x3"2 + 1261066 xd"d*x3 + 252052%x4"5)*x2"5 + (21210%x3°6 + 1261260*x4*x3"5 + 3153150%x4" 24434 + 4204200*x4"3*x3"3 + 3153150%x4"4*
¥3"2 + 1261260°x45%x3 + 210216%x4°6)*x2"4 + (120126*x3"T + B40840*xd*x3"6 + 2522520*x4"2*43"5 + 4204200*x4"3*x3"4 + 4204200*x4"d*3"3 + 2522520*x4"5*43"2 + 840840*xd"6*x3 + 120120*x4"7)*x2"3 + (45045%x3"6 + 360360*x4*x3"7 + 126
1260*x4"2%x3"6 + 2522520%x4"34x3"5 + 3153156+ xd"4*x3"4 + 2522520*x4"5*x3"3 + 1261266°xd"6*x3"2 + 360360+x4"T*x3 + 45045*x4"8)*x2"2 + (10016%x3"9 + 90690*x4*x3"8 + 360360*x4"2*x3"7 + B4084B*xd"31x3"6 + 1261266*x4"4*x3"5 + 1261260
A543 + B4BA0*X4"6*3"3 + 360360*xd"T*x3"2 + 90090*xA"8*x3 + 10016%4"9)*x2 + (1001*43°10 + 10016%xd*x3" + 45045*xd"2*x3"8 + 1260120%x4"3%x3"7 + 210210%xd"4i3%6 + 252252%x4"5*x3"5 + 210210%x4"6%x3"4 + 120126*xd"73"3 + 4

5045%x4"8*43°2 + 10016*x4"9*x3 + 1001%x4"10) )*x1"d + (364*x2"11 + (4004*x3 + 4064*xd)*x2"10 + (20020*x3"2 + 40640 xd*x3 + 20020*x4"2)*x2"9 + (60066+(3"3 + 180180*xd*i3"2 + 160186*xd"2*x3 + 60060*x4"3)*x2"8 + (120126%x3*4 + 48048
0*xd*x3"3 + 720720%x4"24x3"2 + 4BOABO*x4"3*x3 + 120126%xd"4)*x2"7 + (168168%x3"5 + B40840*xd*x3"d + 1681680%x4"2%x3"3 + 1681680*x4"3*x3"2 + B40840*x4"4*x3 + 168168*x4"5)*x2"6 + (168168*x3"6 + 1009008 xd*u3"5 + 2522526*x4"2*x3"4
+ 3363360*x4"3*x3"3 + 2520520 xd"4*3"2 + 1669008*44"5*x3 + 168168*x4"6) *x2"5 + (120120*x3"7 + B40BA0*xd*x3"6 + 2520520*xd"2*x3"5 + 4204200%xd"31x3"4 + 4204200%xd"4*x3"3 + 2522520*xd4"5*x3"2 + BADBAG*X4"6*3 + 120120*xd"7)*x2d +
(60060%x3"8 + 480480*x4*x3"7 + 1681680*x4"2*x3"6 + 3363366*xd"3*x3"5 + 4204200*x4"4*x3"4 + 333360*xd"5%x3"3 + 1681680*x4"6*x3"2 + 480480*x4"7*x3 + 60060*x4"8)*x2"3 + (20026*x3"9 + 180180*xd*x3"8 + T20726*x4"2*x3"7 + 1681680*x4"
393%6 + 2500520%4"4*x3"5 + 2520520* k453" + 1681680*x4"6*x3"3 + T20720%x4"T*x3"2 + 180180%xd"8*3 + 20020%x4"9)*x2"2 + (4064*x3"10 + 4004G*xd*x3"9 + 180180%xd"2*x3"8 + 4B0480*x4"3*x3"7 + 840B40*x4"4*x3"6 + 1009608*xd"5*x3"5
+ B46B40*xd"6*x3"4 + 480480*x4"7*x3"3 + 180180*xd"8*x3"2 + 40640*xd"9*x3 + 4OO4*X4"10)*x2 + (364*x3"11 + d0B4*xd4*x3"10 + 20020%x4"2*43"9 + 6O060*xd"3*x3"8 + 120120*x4"4*x3"7 + 16B168%x4"5*x3"6 + 168168*xd"6*x3"5 + 126120*44"7*x3
"4 + 60060%x4"8*x3"3 + 20020%x493"2 + 4004*xd"10%3 + 3p4*xd"11))*x1"3 + (91*x2"12 + (1092*x3 + 1692*xd)*x2"11 + (6606*x3"2 + 12012%xd*x3 + 6006%x4"2)*x2"10 + (20026*x3"3 + 60060*x4*x3"2 + 60060*x4"2*x3 + 20020%x4"3)*x2" +

(45045%x3"4 + 180180*x4*x3"3 + 270270%x4"2%x3"2 + 180180%xd"30x3 + 45045%xd"4)\x2"8 + (720721435 + 360360 xd*x3"4 + T20720*xd"2*3"3 + 720720*44"3*x3"2 + 360360%xd4"4x3 + 72072*x4"5)*x2"7 + (84084*x3"6 + 504304*xdx3"5 + 126126
0%x4"24x3"4 + 1681680*x4"303"3 + 1261260*x4"4*x3"2 + 504504*xd"5*x3 + B4084*x4"6)"x2"6 + (T2072443"7 + 504504*xd*x3%6 + 15135124x4"2*3"5 + 2522528%x4" 343" + 2520520*xd"4*x3"3 + 15135124x4"5*x3"2 + 504504*x4"6%3 + 72072*x4"

593%3 + 504504%xd"6*x3"2 + 144144%x4"THx3 + 18018%x4"8)*x2 + (2002*43"9 + 16018*xd*x3"8 + T2BT2*xA"2*x3"7 + 168168*x4"3*x3"0 + 252252%xd4"43"5 + 250252%x4"5*x3"d + 168168*x4"6*x3"3 + T2072*xd4"7113"2 + 16018%xd"8%3 + 2002°xd4"
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Ejercicio 6. (Ej. 4 del 2%° examen del curso 2001)

Hallar la cantidad n de palabras de 1 a 5 letras que se pueden formar usando las letras de la palabra CASAS. (Por

ejemplo C y AA son dos palabras posibles, pero CAC no lo es).
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Ejercicio 8. Dados A = {1,2,..., n}y B={1,2,...,m}, hallar la cantidad de funciones f : A — B tales que:
(a) No hay restricciones.
(b) f es inyectiva.
(c) f es biyectiva
(d) f es mondtona creciente estrictamente.
(e) f es monétona creciente.

(f) Cada elemento i € B es alcanzado r; veces, donde ry + ...+ r,, = n.
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En el parlamento se precisa conformar una comision de 13 personas y hay 9 mujeres y 9 hombres disponibles para conformarla.

¢De cuantas maneras podemos conformar la comision si queremos que tenga mas mujeres que hombres?

Oa Por la regla del producto podemos elegir 7 mujeres y 6 hombres de C(9, 7) - C(Q, 6) maneras.
Por la regla del producto podemos elegir 8 mujeres y 5 hombres de C(9, 8) . C(9, 5) maneras. —
Por la regla del producto podemos elegir 9 mujeres y 4 hombres de C(9, 9) - C(9, 4) maneras.
Por la regla de la suma la solucion es C(9,7) - C(9,6) + C(9,8) - C(9,5) + C(9,9) - C(9,4).
/
/ O b. Tiene que haber al menos 7 mujeres, entonces primero elegimos 7 entre las 9 posibles. Tenemos C/(9, 7) maneras de hacer esto.
/ \ Luego elegimos 6 entre las 11 personas restantes, hay C (11, 6) maneras de hacer esto.
N\
/ N Por la regla del producto, tenemos C(9, 7) - C(11, 6) maneras de conformar la comision.
>\/ O c. Alcanza con elegir 7 mujeres, asegurandonos cumplir la restriccion del problema, y esto lo podemos hacer de C(9, 7) maneras. |

N=+1-> =184

> CUO/L’LO veilia s Qe $ ﬂo wAl § 2

. po~ece aleje  (oy o

—’),:
J \ J
i !u g0 Ol\ | O Z,CL 8

l(!
d 0 v d

/qu(o Los P~y 4

. ’YID(\WLUO dlulo Q.aé \;H/MJ + Y

N [uG&O (o S A2, Y1 A~ 105 (PY 1 U5

¢Cuantos numeros pares de 4 digitos con todos sus digitos distintos hay?

Aclaracion: Para que un numero tenga 4 digitos tiene que ser de la forma d; dadsdy con d; # 0, por ejemplo 1234 es un numero de 4 digitos, pero 0234 = 234 no lo es.

O a.

Sids = 0tenemos 9 opciones para dy, porque no puedo usar 0 para d; . Una vez elegido d; tenemos 8 opciones para ds. Una vez elegido dy tenemos 7 opciones para d3. Por
la regla del producto tenemos 9 - 8 - 7 = 504 numeros pares de 4 digitos con todos sus digitos distintos que terminan en 0.

Sidy # 0tenemos 4 opciones para dy. Una vez elegido d4 tenemos 8 opciones para d; . Una vez elegido d; tenemos 8 opciones para dy. Una vez elegido da tenemos 7
opciones para d3.Por la regla del producto tenemos 4 - 8 - 8 - 7 = 1792 numeros pares de 4 digitos con todos sus digitos distintos que no terminan en 0.

Por la regla de la suma tenemos 504 + 1792 numeros pares de 4 digitos tal que todos sus digitos son todos distintos.

Tenemos 9 opciones para d;, porque no puedo considerar el 0. Una vez elegido d; tengo 9 opciones para ds. Una vez elegido dy tengo 8 opciones para ds. Una vez elegido d3
tengo 5 opciones para dy, porque solo puedo elegir pares. Por la regla del producto tenemos 9 - 9 - 8 - 5 = 3240 nameros pares de 4 digitos con todos sus digitos distintos.

Primero contamos todos los numeros de 4 digitos con todos sus digitos distintos y luego dividiremos entre dos esa cantidad.

Tenemos 9 opciones para d;, porque no puedo considerar el 0. Una vez elegido d; tenemos 9 opciones para ds. Una vez elegido dy tenemos 8 opciones para d3. Una vez
elegido d3 tenemos 7 opciones para d. Por la regla del producto tenemos 9 - 9 - 8 - 7 = 4536, numeros de 4 digitos tal que sus digitos son distintos.

Finalmente, como solo queremos los nimeros pares dividimos entre 2 la cantidad calculada antes. Entonces tenemos 4536 /2 = 2268 numeros pares de 4 digitos tal que
todos sus digitos son distintos.




