Ejercicio 2.

a. i) Definir grupo y homomorfismo de grupos.

ii) Enunciar el Primer Teorema de Isomorfismos.
b. Sea f: G — G’ un morfismo de grupos. Probar que Ker(f) < G.

c. Se considera GL,, := {4 € M, xn(R) | A es invertible} (el grupo multiplicativo de
las matrices reales de n x n). Se pide:

i) Probar que det : GL,, — R* es un morfismo de grupos.

n o~ R*

GL
ii) Sea N := {A € Muxn(R) | det(A) = 1}. Probar que N <GLy, que N
y que A ~n B siy sélo si det A = det B.
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a) Definir raiz primitiva médulo n.
b) Sea n € Z*. Probar que si existe una raiz primitiva médulo n, entonces hay exactamente ¢(¢(n))
raices primitivas médulo n.
¢) i) Hallar una raiz primitiva médulo 23.
ii) Hallar todas las raices primitivas modulo 23.
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Ejercicio 6. Sea n = pg, con p y g primos.

a. Describir un método para factorizar n si se conocen los valores de n y @(n).
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(iii) Determinar si la siqguiente congruencia liene solucion k € 7, y en caso afirmativo hallar
una solucién: 5™ = 39 (mod 43).
Por la Parte (c,ii), sabemos que 5* = 39 (mod 43). Por lo tanto, buscamos k € Z, tal
que: 5% = 5% (mod 43). Por la Parte (b), esto equivale a que se cumpla: 27k = 3
(mod 42). Esta es una ecuacién diofdntica: 27k — 42y = 3. Como med(27,42) = 3, que
divide a 3, sabemos que la ecuacion tiene solucién entera. Dividiendo entre 3 de ambos
lados de la ecuacion, esta equivale a: 9k — 14y = 1. Es facil ver que una solucién de
esta diofantica es: (k,y) = (—3,—2). Por lo tanto: k = —3 (mod 14) = 11 (mod 14).

(b) Hallar todos los morfismos no triviales entre D3 y Zs.
Recordar: la composicion de 2 rotaciones, o de 2 simetrias, es una rotacion; mientras

que la composicion de una simetria y una rotacion, es una simetria.
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