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PRESENTACION

Independientemente del ritmo evolutivo que la humanidad ha
tenido a lo largo de su existencia, el conocimiento del entorno
ha sido y seguira siendo fundamental para lograr extraer de él los
satisfactores que se requieren no sélo para tener una vida bésica,
sino también para alcanzar cada vez mejores niveles de satisfaccion
de necesidades que dignifiquen nuestro ser y estar aqui.

Las exigencias de bienestar generalmente van asociadas con el
potencial que brinda el desarrollo de las sociedades mismas y su
propio crecimiento. Asi, en tanto que a principios del siglo XX el
planeta estaba poblado por apenas mil quinientos millones de
personas, ahora somos maés de seis mil millones distribuidos en el
mismo espacio geografico, lo cual, expresado de otra manera,
significa que la densidad de poblaciéon ha aumentado, los
recursos no renovables han disminuido y los requerimientos han
sido y seguiran siendo cada vez mayores para satisfacer las
demandas de una poblacion creciente.

Lo anterior plantea un gran reto a quienes nos dedicamos al
estudio del espacio geogréfico en cualquiera de sus disciplinas,
en virtud de que nuestra obligacién es promover formas de
aprovechar de manera cada vez mas eficiente los recursos
territoriales, a través de la expresion fidedigna de hechos y
fendbmenos que en dicho espacio se presentan.

Existen evidencias que desde tiempos muy remotos el ser
humano ha estudiado y expresado su entorno geogréfico de
difercntes maneras y con las herramientas disponibles en su
momento. Quiz4 al principio fue suficiente la observacion directa
y sin instrumentos dado que no se requeria de mayores
precisiones en virtud de la escasa competencia por los espacios y



entre personas, y si esta observacién llevaba asociados errores
mas o menos grandes, esto no tenia mucha importancia dado que
no se afectaba de manera importante ni a unos ni a otros.

Ahora, en momentos de alta competencia por la territorialidad,
un concepto perfectamente definido del sentido de propiedad vy,
por sobre todo ello, el compromiso de preservar la ecologia para
futuras generaciones, los profesionales y técnicos involucrados en
las ciencias de la tierra debemos estar conscientes de que nuestra
aportacién es fundamental para el desarrollo equilibrado y
sostenido de una sociedad demandante de bienes y servicios, que
no salen sino del hogar comun de todos: nuestro planeta.

Los autores de la publicaciéon que el lector ahora tiene en sus
manos, ambos Ingenieros Topégrafos Geodestas, desean hacer
una aportacion en el campo de estas disciplinas en el sentido de
que bajo las exigencias actuales no basta conocer un fen6meno,
sino también es necesario contar con elementos que nos permitan
saber el nivel de confianza con el cual lo conocemos y es lo que
en geodesia y topografia conocemos como tratamiento de errores
en las mediciones, tema central de este libro, cuyo fin es colaborar
en el mejoramiento de la calidad de los trabajos de este tipo
independientemente del campo al cual sirvan y la forma de
expresion que tomen.

Este documento es resultado de méas de 20 afios de experiencia en
la practica profesional y académica de los autores; la primera
fundamentalmente en el Instituto Nacional de Estadistica y
Geografia (INEGI) y la segunda en la Universidad Nacional
Auténoma de México (UNAM), y surge precisamente como un
curso que se imparte en la Divisién de Educacién Continua de la
Facultad de Ingenieria de la UNAM, con la demanda suficiente
para ser impartido en seis ocasiones y tener que suspenderlo por
otros compromisos de los autores.
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Pero es precisamente debido a quienes en el ejercicio cotidiano de
nuestro quehacer y a quienes como alumnos nos han orientado
por el camino del aprendizaje, que nos creemos capaces de
exponer ante la comunidad interesada esta aportacion
documental. Gracias a todos ellos.

Un agradecimiento especial le expresamos a nuestro compariero
de trabajo, Rail A. G6mez Moreno, por su paciente y minuciosa
lectura y sugerencias para mejorar el contenido.

Asi, amable lector, dejamos este documento en sus manos con la
expectativa de que sirva a los fines que tuvo en mente al abrirlo.

Ing. Mario Alberto Reyes Ibarra Ing. Antonio Hernindez Navarro

mario.reyes@ inegi.org.mx antonio.hernand@inegi.org.mx

Aguascalientes, Ags., diciembre de 2008
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1. INTRODUCCION

1.1 DEFINICION DE TOPOGRAFIA

Desde un punto de vista generalizado, la Topografia puede
definirse como la disciplina que tiene bajo su responsabilidad la
captacion de informacién fisica y su procesamiento numérico,
para lograr la representacion geométrica, ya sea en forma grafica
o analitica, del espacio fisico que nos rodea.

1.2 IMPORTANCIA DE LA TOPOGRAFIA EN LA SOCIEDAD

Es facil imaginar que el hombre, desde su inicio, ha requerido
conocer tanto cualitativa como cuantitativamente el entorno en
que se desarrolla, ya que por necesidad de caracter vital esta en
estrecha interrelacién con los elementos que éste contiene, puesto
que de €l obtiene sus satisfactores, los cuales son cada vez mas
dificiles de conseguir dado el crecimiento poblacional y la
consecuente disminucioén de recursos explotables.

Asi, mientras que en épocas remotas sus necesidades de
conocimiento territorial se limitaban a espacios reducidos para
efectos de lograr sus satisfactores, en virtud de la abundancia de
recursos y la escasa poblacion, en la actualidad la situacién se
invierte ya que cada vez la poblacién crece y su entorno, la Tierra,
no es expandible.

Aspectos como son la comunicacién, se establecian en forma
directa y no se hacian necesarias grandes obras como las que
actualmente se requieren; las necesidades de explotacion de
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recursos naturales han crecido alarmantemente con serios riesgos
de agotarlos si no se establecen los controles y las sustituciones
necesarias, los cuales no se pueden dar si se desconoce la
magnitud en que dicha explotacién se presenta, la dotacion de
servicios, sobre todo en medianas y grandes concentraciones
humanas, entrana un complejo conocimiento de la distribucién
espacial de los suministros, los conductos para hacerlos llegar a
los usuarios a los cuales se dirigen dichos servicios.

En areas urbanas, problemas que toman una gran magnitud
desde el punto de vista espacial son:

e Hacer llegar de manera suficiente y oportuna los alimentos
desde donde se producen o procesan hasta los centros de
distribuciéon o consumo, para lo que se requieren redes
eficientes de sistemas de comunicacibn como son
carreteras, vias férreas, puentes, etcétera.

e Construir habitaciones, calles, avenidas, centros de recreo,
etcétera.

e Dotar a los habitantes de servicios tales como: agua, luz,
drenaje, redes de telefonia, entre tantos otros, que a su vez
requieren de la construccion de presas, canales, ductos,
tuneles, lineas de transmision, etcétera.

e Otro gran problema es el relacionado con aspectos de la
propiedad inmueble, para fines de asegurar la tenencia de
la tierra y las correspondientes contribuciones fiscales, que
toma una gran relevancia en las grandes ciudades donde el
valor del terreno es sumamente alto.

En el medio rural no es menos importante el conocimiento del
espacio fisico, ya que si bien la dotacién de servicios puede ser

2



menos compleja, es necesario conocer Optimamente la
distribucién y cantidad de territorios aprovechables en funcién de
que es de ellas de donde se obtienen la mayoria de los alimentos y
materias primas necesarias para los procesos industriales que,
finalmente son para el bienestar humano.

Las dreas maritimas son importantisimas fuentes de
abastecimiento de multiples productos, a las que se estan
dirigiendo grandes esfuerzos, que no serian bien aprovechados de
no tener confiables descripciones topogrédficas de los espacios
factibles de aprovechamiento.

Témense éstos solo como algunos ejemplos no suficientemente
explicados, pero seguramente bien comprendidos de porque la
sociedad actual, y principalmente quienes planean, construyen o
mantienen la infraestructura para el aprovechamiento de los
recursos o controlan su explotacién, estan interrelacionados con la
descripcién topografica de nuestro entorno, la tierra, el pais, el
estado, municipio o aquél de interés particular para cierto grupo
humano.

Esta situacion obliga a todos los involucrados en la disciplina de
la Topografia a mantenerse actualizados, a fin de colaborar eficaz
y eficientemente en el cumplimiento de su responsabilidad al
desarrollo de nuestro pais.

1.3 TIPOS DE LEVANTAMIENTOS TOPOGRAFICOS

Por cuanto toca a sus objetivos, los levantamientos topograficos
pueden clasificarse en:
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e Levantamientos de propiedades, que involucran trabajos
como:; determinacion de linderos, derechos de via o
adquisicion de datos para elaborar planos oficiales o en la
subdivision de tierras.

e Levantamientos catastrales, con objeto de registro y control
de la tenencia de la tierra.

e Levantamientos de construccion, en los que se involucran
obras como fraccionamientos, carreteras, vias férreas,
canales, ductos y lineas de transmision.

e Levantamientos subterrdneos, indispensables en la
explotacion minera y en la construcciéon de tuneles y
lumbreras.

e Levantamientos de apoyo terrestre para Fotogrametria,
que dan la expresion escalar a las fotografias aéreas
tomadas con fines métricos.

e Levantamientos hidrograficos, los cuales comprenden las
operaciones requeridas para obtener la informacion
topografica de cuerpos de agua y valorar factores que
afectan la navegacion y otros aprovechamientos
hidraulicos.

El levantamiento topografico més “tipico” es aquel que se efectia
para usos multiples y que tiene como objetivo la representacion
en un plano de los detalles planimétricos y altimétricos, y que
pudiera ser resultado o usarse conjuntamente con algunos o todos
los tipos de levantamientos.



1.4 HISTORIA DE LA TOPOGRAFIA EN MEXICO

Resultaria ciertamente dificil realizar una resefia, aunque estéd
fuese breve de las actividades estrictamente topograficas en
nuestro pais, ya que en épocas pasadas no existia una diferencia
absoluta entre trabajos geodésicos, cartograficos, topograficos y
geograficos, por lo cual en esta seccién, de manera ilustrativa se
trataran conjuntamente los hechos relevantes de estas disciplinas.

Sin lugar a dudas, la actividad topografica en México se remonta
a la era prehispdnica y prueba de ello lo constituyen Ia
disposicién geométrica de ciudades como Teotihuacdn, Chichén
Itza, Palenque y muchas otras que demuestran los conocimientos
de nuestros antepasados en la materia.

Durante la conquista, fue levantado el primer plano de la ciudad
de México por Alonso Garcia Bravo y Bernardino Vasquez Tapia
auxilidndose por 2 aztecas. El segundo plano fue elaborado por
Juan Gémez de la T en 1628.

En 1611 Alonso Arias realiz6 medidas de la longitud desde la
laguna de Texcoco hasta el llamado Salto del Rio Tula para
efectuar el desaglie del Valle de México.

Trabajos posteriores de alta relevancia son los realizados por
Carlos de Siglienza y Gongora y José Antonio Alzate y Ramirez,
los cuales dieron origen al Nuevo Mapa Geogréafico de
Norteamérica.

No pueden dejar de mencionarse los trabajos realizados por
Joaquin Veldzquez de Leén, de los cuales sobresalen la Carta
Geografica de Nueva Galicia, Nueva Vizcaya, Sonora, Sinaloa y
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California y evidentemente los trabajos de triangulaciones y
nivelaciones del Valle de México, los cuales fueron después
utilizados por Luis Martin para el Mapa del Valle de México'y de
la Montanas que lo rodean, asi como mencionados por Alejandro
Von Humbolt en el Atlas Geografico y los Ensayos Politicos en el
Reino de la Nueva Espana publicado en Paris en 1811.

Después del periodo Independiente hubo bastante actividad
topogréfica y geodésica, de entre los que sobresale la compilacion
realizada por Antonio Garcia Cubas, la cual dio por resultado el
Atlas Estadistico e Historico de la Republica Mexicana, publicado
en 1856 por el Ministro de Economia y Obras Publicas. En 1869 se
levant6 el primer plano de la Ciudad de México de la Epoca
Independiente y en 1880, el segundo.

El Ingeniero y Gedgrafo Francisco Diaz Covarrubias proporcioné
el apoyo geodésico para la elaboracion de la Carta Hidrogréafica
del Valle de México.

En 1872 la Comision Geogréafica Exploradora establecié
posicionamiento por métodos astrondémicos en lugares
importantes de la Republica Mexicana.

A partir de 1899 se inici6 un periodo dindmico en esta actividad,
pues mientras se formaba la Comision Geodésica Mexicana, bajo
la cual quedaba la responsabilidad de los trabajos gravimétricos y
de posicionamiento horizontal y vertical del Pais, en el Distrito
Federal se implantaba un Sistema Catastral formado por redes
trigonométricas de cuatro ordenes, lineas de poligonacion, de
nivelacion y elaboracion de planos para usos multiples. Durante
ese mismo ano se realizaron poligonales en Correo Mayor,
delegacion Guadalupe Hidalgo en 1900, Azcapotzalco en 1901,
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Av. Central y Av. Dios en 1902, en la Calzada de Nifo Perdido en
1906 y Delegacion Tlalpan en 1907. En 1905 la Direccion General
de Catastro del DF dict6 las instrucciones para las operaciones
topograficas.

Desde principios del siglo XX, diversas dependencias
gubernamentales desarrollaron una fuerte actividad topografica,
geodésica y cartografica, generalmente dirigida a la solucién
de problemas especificos que caian dentro de sus dreas de
responsabilidad.

Un intento de uniformar los trabajos topograficos se dio al
crear en 1925 el Consejo Gubernamental de la Republica de
Estudios Topogréficos, cuyo propodsito era establecer normas y
especificaciones para los estudios y coordinar los diversos proyectos.

Otros organismos que en diferentes épocas han desarrollado
importantes trabajos han sido el Comité Coordinador de Estudios
Geograficos de la Republica, la Comision Coordinadora
Intersecretarial de Estudios, el Departamento Cartografico Militar,
el Departamento de Estudios Geogréficos y Climatolégicos que
derivé en la que anteriormente se llam¢é Direccion de Geografia y
Meteorologia.

En 1968 se fund6 la Comisién de Estudios del Territorio Nacional
y Planeacion, siendo uno de sus objetivos principales producir la
Carta Topografica de la Republica Mexicana escala 1:50 000 con
informacion altimétrica por medio de curvas de nivel cada 20
metros.

Con la creacion en 1992 de la Direccion General de Cartografia
Catastral, el ambito de la Topografia, Geodesia y Cartografia

7
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experimentaron un crecimiento acelerado, ya que dicha Direccion
General es la encargada de los trabajos de mediciéon y
representacion de poco més de 1 000 000 de kilometros cuadrados
para el Programa de Certificacion de Derechos Ejidales vy
Titulacién de Solares (PROCEDE), que es la superficie que abarca
la propiedad social en nuestro pais.

Actualmente, el INEGI es la instituciéon oficial responsable de
normar el funcionamiento del Sistema Nacional de Informacion
Geografica, promover su integracion y desarrollo, establecer las
politicas, normas y técnicas para uniformizar la informacién
geografica del pais, efectuar trabajos cartogréficos y geodésicos
diversos, entre otras actividades que la Ley le confiere.

Muchas son las instituciones ptublicas y privadas que actualmente
desarrollan trabajos de caracter topografico, geodésico,
cartografico y geografico y por lo tanto, seria dificil enumerarlas,
pero valga esta breve resena para demostrar la vasta tradicion que en
la materia se ha desarrollado en nuestro pais, resultante del esfuerzo
permanente de actualizar la informacion que describe graficamente
nuestro entorno, para el mejor aprovechamiento de los recursos
que han de dar satisfactores a nuestras necesidades crecientes.

Es obligacion nuestra y de generaciones de profesionistas
involucrados por venir, mantenernos permancntemente
actualizados en todo lo que apoye estas actividades, a fin de
disponer siempre de la informacién confiable, veraz y oportuna
que sirva a los planificadores del desarrollo nacional en la toma
de decisiones adecuadas, y que la informacién que nosotros
aportamos profesionalmente, impulse verdaderamente este
desarrollo.
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2. TEORIA DE LA MEDICION Y LOS ERRORES

2.1 LAS MEDICIONES EN GENERAL

La palabra medir es un verbo transitivo que proviene del latin
metiri. Esta accion consiste en comparar una cantidad con sus
respectivas unidades, con el fin de averiguar cuantas veces la
primera contiene a la segunda. Asi pues se necesita una escala de
comparacion. Casi todo los paises del mundo emplean el Sistema
Internacional de Unidades (SI'), el cual se basa en el Sistema
Métrico Decimal.

Las unidades mds usadas en el &mbito de la Topografia son las de
longitud, areas, volimenes y angulares. La unidad de longitud
empleada en el SI es el metro (m). Originalmente se definié como
la diezmillonésima parte de un cuadrante terrestre, representado
por dos marcas en una barra metdlica hecha de una aleacién de
90% de platino y 10% de iridio bajo ciertas condiciones fisicas.
Dado que existe cierto riesgo de inestabilidad en la barra patrén
de metal, en octubre de 1960, en la conferencia General de Pesas y
Medidas, se adoptd una nueva definicion del metro, en la
actualidad se tiene que el metro es igual a la longitud de
1 650 763.73 ondas de la luz rojo naranja producida por la
combustion del elemento criptén 86. La nueva definicion permite
a la industria manufacturar instrumentos de medicién confiables

1 En algunas otras publicaciones, sobre todo cuando se trata de traducciones
del inglés, el lector podrd encontrar que las siglas SI corresponden al Sistema
Inglés de unidades; sin embargo, en este texto no se hace ninguna referencia a
dicho sistema de unidades.
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sin tener que recurrir a la barra patréon para comparar los
dispositivos (por ejemplo cintas). En las unidades de area el SI
define al metro cuadrado (m?) como el area de la superficie
contenida en un cuadrado de 1 metro por lado, generalmente en
Topografia se emplea la hectdrea (ha) equivalente a 10 000 m2. En
cuanto a la unidad de volumen el SI define el metro cubico (m?3)
como el volumen contenido en un cubo de 1m por lado. La
unidad angular definida por el SI para angulos planos es el radian
(rad) igual al angulo central subtendido por un arco de
circunferencia de longitud igual al radio. Los grados, minutos y
segundos sexagesimales son unidades permitidas en el SI para
medir angulos planos. Obviamente 2nrad=360°, 1rad=57°17'44"8.
En algunos paises se emplean grados centesimales para

subdividir a la circunferencia, asi tenemos que 2mnrad=400°,
1°=100¢ y 1 ¢ =100c.

En muchas ocasiones se piensa en el acto de medir como un hecho
unitario, pero esta accion es la integracion de una serie de
operaciones diferenciales, que incluyen aspectos como el
centrado, la punteria, la comparacion, el ajuste y la lectura, por
citar algunos de ellos y que con la suma de todas estas, se logre
una cantidad numérica que representa la medida buscada.

Consideremos, por ejemplo, la tarea relativamente simple de
medir la distancia entre dos puntos apartados unos 20 metros con
una cinta de acero de 30 m, con lo que se tendran las siguientes
acciones diferenciales:

1) Los cadeneros trasero y delantero toman sus posiciones
cerca de sus respectivas estaciones, sosteniendo la cinta
sobre el terreno y aproximadamente en linea con las
estaciones.

10
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2) El cadenero trasero suspende su plomada sobre la cinta
ajustando y deteniendo el cordel sobre la marca de O m.

3) El cadenero trasero centra su plomada sobre la estacion.

4) El cadenero delantero suspende su plomada sobre la cinta,
con el cordel de la plomada cercano a la marca de 20 m.

5) Los dos cadeneros aplican tension a la cinta.

6) El cadenero delantero hace punteria centrando la plomada
sobre la estacion.

7) El cadenero delantero hace la lectura.

Después de estos 7 pasos, que cada uno se puede dividir en otros
tantos, se obtiene la medida buscada. Para algunos propositos el
valor obtenido en el paso (7) puede ser satisfactorio; para otros,
este valor debera ser corregido por factores meteorologicos,
tension, catenaria, etc. El grado de refinamiento de los datos
observados, el nivel de apreciacion, se conoce como resolucion.

Con el advenimiento de las computadoras electronicas, se ha
desarrollado el preandlisis de medidas topograficas, que es una
técnica que permite evaluar los componentes de una medicion y
asi elaborar los proyectos de medicion, estableciéndose la cantidad
de medidas que se deben hacer, las tolerancias aceptables en
las medidas, la selecciébn del instrumento adecuado y los
procedimientos de medicién.

2.1.1 Cifras significativas

Al registrarse medidas, una indicacion de la exactitud lograda es
el nimero de digitos (cifras significativas) que se anotan. Por

11
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definicion el numero de cifras significativas en cualquier
cantidad, son todos los digitos positivos (verdaderos) mas uno
que es estimativo (dudoso) y por lo tanto cuestionable. Si en la
cantidad 37.824 los tres primeros digitos son verdaderos y los dos
ultimos dudosos, esa cantidad se debe expresar en cuatro cifras
significativas, por lo tanto sera 37.82.

El namero de cifras significativas en una cantidad directamente
medida no es dificil de determinar, esencialmente depende de la
cuenta menor del instrumento empleado (resolucién). Por
ejemplo, si se mide una distancia con una cinta graduada al
centimetro con estimacién al milimetro, y la lectura tomada es
462.513 m, tiene seis cifras significativas, 462.51 son exactas y
0.003 es estimada.

2.1.2 Redondeo de niimeros

Redondear un numero es el proceso de suprimir uno o maés
digitos para que la respuesta solo contenga aquellos que sean
significativos o necesarios en cdlculos subsecuentes. El error
minimo en el proceso de redondeo se consigue aplicando las
siguientes reglas:

i) Si se requieren K cifras significativas, se descartan todos los
digitos a la derecha del digito k+1.
i1) Se examina el digito k+1.

a) Si estd entre 0 y 4 se descarta; por ejemplo 12.24421
redondeado a 4 cifras significativas serd 12.24

12
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b) Si esta entre 6 y 9 se descarta y se incrementa el digito k
en 1; por ejemplo 1376 redondeado a 3 cifras
significativas serd 1.38

c) Si es 5 y k es par se descarta; por ejemplo 12.345
redondeado a 4 cifras significativas serd 12.34

d) Sies 5 y k es non se descarta y se incrementa el digito k
en 1, por ejemplo 12.3435 redondeado a 5 cifras
significativas sera 12.344

2.1.3 Métodos de calculo

En las cantidades determinadas a partir de calculo, el nimero de
cifras significativas no es un proceso tan elemental de establecer
como en el caso de las mediciones determinadas directamente.
Existen algunas reglas generales que se pueden aplicar a
estas cantidades. Las dos reglas mas importantes son para
las operaciones aritméticas de adicidbn (o substraccion) y
multiplicacion (o division).

En el proceso de adicién, en la suma final se deben de tomar el
numero de cifras significativas que incluya el valor que tenga el
menor numero de decimales. Por ejemplo en la suma:

165.21
49.7
65.495

__2.2167

282.6217

se deberdn tomar cuatro cifras significativas ya que en la cantidad
49.7 el valor 0.7 es estimado, y asi el valor de la suma sera 228.6.

13
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Para la multiplicacion, el nimero de cifras significativas en el
producto debera ser igual al numero de cifras significativas
del término que tenga el menor numero de ellos, los valores
constantes no se deben considerar en el proceso, asi por
ejemplo en:

2.15x11.1234 = 23.91531

se deben tomar 3 cifras significativas (2.15) y por lo tanto el
producto serd igual a 23.9.

Con mucha frecuencia se confunde el ntmero de cifras
significativas con el numero de decimales en un valor. En
ocasiones puede tener que usarse cifras decimales para conservar
el nimero correcto de cifras significativas, pero los decimales no
indican por si mismos las cifras significativas.

Debe quedar claro, que un nimero entero también tiene un cierto
numero de cifras significativas. Por ejemplo, consideremos el caso
de la velocidad de la luz en el vacio, la cual en forma aproximada
se expresa como cercana a los 300 000 kilometros por segundo. Si
consideramos este valor tal cual, se podria pensar que tiene seis
cifras significativas, de las cuales las primeras cinco son
verdaderas y la unidad de kilometros es estimada. Otra forma de
establecer el namero de cifras significativas de un valor, ya sea
entero o real, es a través de la desviacion estandar del valor.
Continuando con el ejemplo de la velocidad de la luz Albert
Michelson, quien realizo trabajos experimentales para determinar
la velocidad de la luz por més de 40 anos, encontr6 en 1879 que
las ondas electromagnéticas se propagaban a 299 910 + 50 km/s. En
este caso se puede esperar que el valor de € sea correcto en sus tres
primeras cifras. Hacia 1925 se establecié que la velocidad de la luz
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era de 299 778 + 20 km/s; este valor, garantiza que las primeras
cuatro cifras son verdaderas. En 1947 el Dr. Erik Bergstrand
establecio el valor de ¢ como 299 793.9 + 2.7 km/s; con lo que se
tiene que las primeras cinco cifras son verdaderas. En 1948 los
trabajos de Bergstrand dieron por resultado 299 793.1 £ 0.26 km/s,
asegurandose nuevamente que las cinco primeras cifras del valor
de la velocidad de la luz son verdaderas. En la actualidad el valor
aceptado para c es de 299 .792.458 + 0.001 km/s, lo que garantiza
los ocho primeros valores.

En Topografia se encuentran 4 tipos de problemas relacionados
con cifras significativas:

1) Las medidas de campo se presentan con un numero
especifico de cifras significativas, con lo cual se indica el
numero correspondiente que debe tener un valor calculado
en base a ellas. Para evitar problemas es recomendable
llevar por lo menos un digito mas de los que estrictamente
se necesitan, y al terminar los cdlculos redondear el
resultado al namero correcto de cifras significativas. Si se
usan logaritmos o funciones trigonométricas, debe tenerse
siempre una cifra mas que el numero de cifras
significativas que se desean tener en la respuesta.

2) Puede haber un numero implicito de cifras significativas;
por ejemplo, la longitud de un predio puede estar
especificado como de 100 m, pero al delimitarlo, tal
distancia se medira al centésimo de metro mas proximo y
no al medio metro mas cercano.

3) Cada factor puede no ocasionar una variacion igual. Por
ejemplo, si se va a corregir una cinta de acero de 30.00 m de
longitud por un cambio de temperatura de 10° C, uno de

15
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estos numeros tiene cuatro cifras significativas mientras
que el otro sélo tiene dos. La variaciéon de 10° C en la
temperatura cambia la longitud de la cinta en 0.002 m. Por
lo tanto, para este tipo de calculos si se justifica una
longitud corregida de la cinta expresada en cinco cifras
significativas.

4) En los célculos realizados con calculadoras y computadoras
se obtienen mas digitos que el numero de cifras
significativas requeridas, ademds de que las cantidades se
ven afectadas por errores por truncamiento y redondeo.

2.2 TIPOS DE MEDICIONES QUE SE REALIZAN EN
TOPOGRAFIA

Como es claro de los incisos anteriores, la materia prima de la
Topografia son las mediciones. Independientemente de cual sea

la finalidad de los trabajos topograficos, en ellos se realizan cinco
tipos de mediciones:

1) distancias horizontales,

2) distancias verticales,

3) distancias inclinadas,

4) angulos horizontales y

5) angulos verticales.

Los cuales se pueden determinar directa o indirectamente. En la figura 2-1 se
ilustran los cinco tipos de mediciones.

16
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AOB: angulo vertical
BOC: angulo horizontal
OA: distancia inclinada
AB: distancia vertical
OB: distancia horizontal

Figura 2-1. Mediciones que se realizan en topografia

2.2.1 Mediciones directas

Cuando el observador puede comprar directamente el
instrumento de medicion contra el fendmeno a medir, se dice que
obtienen mediciones directas (figura 2-2).

2.2.2 Mediciones indirectas

Cuando la magnitud fisica de un objeto no puede determinarse
aplicando los instrumentos de medicion directamente sobre él, se
efectiia una medicién indirecta. Por lo tanto, se determina el valor
buscado por medio de una relacién con algun otro valor conocido.
Por ejemplo, si se desea conocer la altura de una torre (figura 2-3),
esta se puede determinar midiendo la longitud de una linea y los

17
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angulos verticales de los extremos, con estos valores y las
formulas clasicas de la trigonometria facilmente puede ser
deducida la altura.

En la practica de la Topografia moderna, todas las mediciones de
distancias se realizan por métodos indirectos, ya que los
distanciometros electronicos comparan un patrén, cantidad
conocida, contra el tiempo que tarda una senal en ser reflejada y
aplicando relaciones matematicas, se determina la distancia. Estos
conceptos seran presentados con mayor detalle en el capitulo 3.

Figura 2-2. Medicién directa Figura 2-3. Medicion indirecta

2.3 ERRORES EN LAS MEDIDAS
Puede establecerse incondicionalmente que:

1) ninguna medida es exacta,

2) toda medida contiene errores,

3) nunca se puede conocer el valor verdadero de una dimensién,
y por lo tanto

18
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4) el error exacto que hay en una medida siempre sera
desconocido.

Estos hechos se demuestran con el ejemplo siguiente:

Cuando se mide una distancia con una cinta graduada al
decimetro, la distancia s6lo podrd apreciarse hasta el medio
decimetro dada la resolucion de la cinta. Si disponemos de una
cinta graduada al centimetro de igual forma solo se puede
apreciar al medio centimetro, lograndose un valor diferente y asi
sucesivamente (figura 2-4).

lectura: 3.5
I 1
3 4
lectura: 3.65
| L L L L
3 4

3 4

Figura 2-4. Resolucion de las medidas

Las equivocaciones, errores gruesos, ocurren por una mala
comprension del problema, por descuido o por un criterio
deficiente. Las equivocaciones se detectan mediante Ila

19
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comprobaciéon sistematica de todo trabajo y se eliminan
rehaciendo parte del mismo o bien todo él.

Las equivocaciones pequenas son dificiles de detectar y por lo
tanto se deben tratar como errores.

2.3.1 Clases de errores en las medidas
En las mediciones aparecen tres clases de errores:

1) Errores naturales.
2) Errores instrumentales.

3) Errores personales.

Los errores naturales, son todos aquellos imputables a los cambios
que producen variaciones en las condiciones fisicas en las que fue
calibrado un instrumento o que no permiten el correcto manejo
del mismo.

Los errores instrumentales resultan de cualquier imperfeccién en
la fabricacién, ensamble y ajuste de los instrumentos, asi como del
movimiento de sus partes.

Por ultimo los errores personales son ocasionados por las
limitaciones de los sentidos, o por condiciones fisicas de las
personas encargadas de hacer las observaciones.

Cabe hacer mencion que estos tres errores se pueden presentar
juntos o separados, al efectuarse las mediciones.
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2.3.2 Tipos de errores
Los errores que contienen las medidas son de dos tipos:

1) Errores sistematicos.

2) Errores accidentales.

Los errores sistematicos, también conocidos como errores
acumulativos, se comportan de acuerdo a leyes fisicas
susceptibles de ser modelados matematicamente, por lo que su
magnitud puede calcularse y su efecto eliminarse.

Los errores accidentales son los que quedan después de haberse
eliminado las equivocaciones y los errores sisteméticos. Son
ocasionados por factores que quedan fuera del control -del
observador, obedecen a las leyes de la probabilidad y se conocen
también con el nombre de errores aleatorios. Por su cardcter de
aleatorios, siempre estdn presentes y su efecto no puede ser
eliminado.

La magnitud y los signos algebraicos de los errores aleatorios
dependen por completo del azar y no hay forma alguna de
calcularse, a estos errores también se les llama compensatorios, ya
que tienen la misma oportunidad de tener signo positivo o
negativo.

2.3.3 Magnitud de los errores

La diferencia entre dos valores medidos de una misma cantidad o
la diferencia entre el valor medido y el valor conocido de esa
misma cantidad recibe el nombre de discrepancia, la cual si es

21
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pequena solo indica que los errores aleatorios son pequenos y que
no existe ninguna equivocacion gruesa. Lo anterior no revela la
magnitud de los errores aleatorios, por que como se puntualiz6
en la seccién 2.1, la accion de medir no es un acto unitario, sino la
integracion de una serie de operaciones diferenciales, con lo que
el error en la medida es la suma de una serie de errores aleatorios
que intervienen a lo largo de todo el proceso de medir.

La precision es el grado de posibilidad de repeticion entre varias
medidas de la misma cantidad, y se basa en el refinamiento de las
mediciones y en el tamano de las discrepancias. El grado de
precision alcanzable depende de la sensibilidad del equipo y la
destreza del observador. Una serie de observaciones pueden ser
precisas sin ser exactas. Por ejemplo, si se midi6 una distancia con
una cinta de 30 m la cual esta mal graduada y en realidad mide 31
m, todas las distancias seran sistematicamente mayores, si las
discrepancias son pequenas, la medicion sera precisa pero nunca
exacta.

2.3.4 Minimizacion de los errores

Como se indicod en la seccion 2.3 la magnitud de los errores
aleatorios no se puede determinar. En el caso de los errores
gruesos o equivocaciones solo se pueden eliminar si se descubren,
esto se logra haciendo varias determinaciones de las cantidades
medidas y aplicando una metodologia que permita aislarlas.

Cuando se detecta una equivocacion, generalmente es mejor
repetir la medicion. Sin embargo, si se dispone de un ntamero
suficiente de medidas de la cantidad que si estan de acuerdo entre
si, puede descartarse el valor que sea divergente del resultado.
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Debe considerarse el efecto que ocasionaria el valor antes de
descartarlo. Raras veces es conveniente cambiar un numero
registrado, aunque parezca provenir de una simple transposicién
de cifras.

Los errores sistematicos pueden calcularse y es posible corregir
las observaciones apropiadamente, o bien, usar un procedimiento
de campo que elimine automaticamente estos errores.

Asi pues, una vez detectadas las equivocaciones y los errores
sistematicos s6lo quedan los errores aleatorios, los cuales se deben
tratar con métodos estadisticos.

2.3.5 Errores aleatorios

Cuando se hacen mediciones fisicas, es necesario registrar o anotar
valores leidos en escalas, caratulas, calibradores o dispositivos
semejantes. Es caracteristico de una medicién el que no se pueda
hacer exactamente, y que por lo tanto siempre contenga un error
aleatorio. El tamafio de ese error puede reducirse por refinamiento
del equipo empleado y de los procedimientos aplicados.

Por conveniencia, se usard en el resto de este capitulo la palabra
error para referirse iinicamente a los errores aleatorios.

2.3.5.1 Alcance de la probabilidad

En la seccion 2.3.2 se menciond que los errores son gobernados por
los principios de la probabilidad.

23
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Para exponer el principio de como ocurren los errores, supdngase
que se realiza la medicion de una distancia de 10.46 m con una
escala en la que se puede estimar una lectura al centésimo, y que
es correcta en +0.05 m. En este caso, el valor real de la medida esta
comprendido entre 10.41 y 10.51. En consecuencia, hay 11
posibilidades para la respuesta correcta. La probabilidad de que
cualquier respuesta sea la correcta es de 1/11 o 0.0909.

VALOR DEL NUMERO DE
ERROR  |POSIBILIDADES|  ROBABILIDAD

£0.10 2 0.0083
£0.09 1 0.0165
£0.08 6 0.0248
£0.07 8 0.0330
£0.06 10 0.0413
+0.05 12 0.0496
+0.04 14 0.0578
+0.03 16 0.0661
+0.02 18 0.0744
+0.01 20 0.0826

0.00 11 0.0909

121

Tabla 2-1. Probabilidad para dos medidas

Considérese una linea que requiere que se hagan dos medidas con
esta escala, teniendo cada una el mismo error posible. La
respuesta, que es la suma de dos medidas, puede ser cualquier
par de las 11 posibilidades para cada medicion separada, teniendo
todas, igual probabilidad de ser correctas. Si un evento puede
ocurrir de n maneras y otro de r formas, los dos eventos pueden
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ocurrir de nr formas. En las condiciones supuestas hay 121
posibilidades. La diferencia entre la suma de las dos medidas y el
valor real estara comprendida entre -0.10 y +0.10. S6lo un par de
valores posibles pueden dar la diferencia -0.10, para el error de
-0.09 de dos formas, continuando el analisis se llega a la tabla 2-1.
Haciendo el analisis para tres medidas con una amplitud de -0.15
y +0.15, se tienen 1331 posibilidades. En la Tabla 2-2 se presenta el
desarrollo para este caso.

VALOR DEL NUMERO DE
ERROR POSIBILIDADES | " ROBABILIDAD

+0.15 2 0.0008
+0.14 6 0.0023
+0.13 12 0.0045
+0.12 20 0.0075
+0.11 30 0.0113
+0.10 42 0.0158
+0.09 56 0.0210
+0.08 72 0.0270
+0.07 90 0.0338
+0.06 110 0.0413
+0.05 132 0.0496
+0.04 150 0.0563
+0.03 164 0.0616
+0.02 174 0.0654
+0.01 180 0.0676

0.00 91 0.0684

E 1331 |

Tabla 2-2. Probabilidad para tres medidas
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Graficando los valores de las columnas 1 y 3 de la Tabla 2-2
(figura 2-5), se obtiene la distribucion de los errores. Uniendo los
centros de cada barra se obtiene la curva de probabilidades. La
forma acampanada de esta curva es caracteristica de los errores con
distribucion normal, y por ello se le denomina a menudo curva
normal de distribucién de errores. En estadistica se le conoce como
curva normal de densidad, porque muestra las densidades de los
errores de diversas magnitudes.

250  0.18
200 1 t o016
t 014

50 | t 012
t o.10

100 + 1T 0.08
+TTTT t o006

50 4 T 1 004
1 002

Figura 2-5. Histograma y curva de probabilidad de errores
correspondientes a 3 medidas con un error maximo de +0.05

Cada barra del histograma de la figura 2.5 tiene un ancho igual a
un incremento del error de 0.01, y la altura representa la
probabilidad del error. El area comprendida bajo toda la curva de
probabilidad representa la suma de todas las probabilidades de la
columna 3, o sea, uno. También, el area total comprendida entre
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dos ordenadas cualesquiera, es igual a la suma de las éreas
parciales, o bien, probabilidades, de que se encuentren entre ellas.

250 + 0.18
+ 0.16

200 +
1 0.14
150 | 1 0.12
0.10
100 1 T 0.08
+ 0.06
50 | 1 0.04
+ 0.02
0 0.00

Figura 2-6. Histograma y curva de probabilidad de errores
correspondientes a 3 medidas con un error maximo de £0.02

Si se hubieran tomado las mismas medidas del ejemplo anterior
con un error posible mas pequefio, mayor precision, la curva de
probabilidad seria similar a la de la figura 2-6. Esta curva muestra
que hay un mayor porcentaje de valores con errores pequenos y
menos medidas que contengan errores de gran tamano. Para el
caso contrario, lecturas con menor precision, se produce un
menor porcentaje de valores con errores pequenos y un menor
porcentaje de errores grandes (figura 2-7).

Después de esto queda claro que la probabilidad, a través de la
distribucién normal, nos proporciona elementos para evaluar la
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posibilidad de ocurrencia de los errores aleatorios y asi analizar
las medidas topograficas que ya se han hecho, a fin de comprar los
resultados con los requisitos de especificacidn o para establecer
los procedimientos y especificaciones destinadas a obtener los
resultados deseados (preanalisis).

menor precision

mayor precision

Figura 2-7. Diferentes precisiones

La aplicacién de las diversas ecuaciones de la probabilidad debe
efectuarse con criterio y precaucién, ya que dichas ecuaciones
se*plantean en base a la consideraciéon de un nimero infinito de
errores, mientras que en Topografia se realizan solamente un
numero finito y reducido de medidas.

2.3.5.2 Ley de probabilidad

Partiendo del analisis de los datos de la seccién anterior y de las
curvas de las figuras 2-5, 2-6 y 2-7, se pueden establecer las leyes
generales de la probabilidad:

1) Los errores pequenos ocurren con mayor frecuencia que los
grandes; es decir, son mas probables.
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2) Los errores grandes ocurren con poca frecuencia y son, por
lo tanto, menos probables; en el caso de los errores de
distribucion normal, los anormalmente grandes pueden ser
equivocaciones en lugar de errores.

3) Los errores positivos y negativos de la misma magnitud,
ocurren con igual frecuencia es decir, son igualmente
probables.

2.3.5.3 Distribucion normal

De todas las distribuciones de probabilidad existentes, la mas
importante, es la distribuciéon normal. Esta distribucion tiene gran
aplicacion en la ciencia, la tecnologia y la industria; se usa como
modelo bésico para todas las medidas fisicas, incluyendo por su
puesto las mediciones topograficas.

La funcién de densidad de la distribucién normal estd dada por:

]
1 ol 2 (2-1)

f(x) =
( ) ovan
para -ee<X<eo, donde:

o = desviacidn estandar.
1t = 3.141592654.
e=2.718281828.

U = media.

Las cantidades p y 6 son los pardmetros de la distribucién y seréan
discutidas en detalle en las secciones 2.3.5.4 y 2.3.5.5.
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La funciéon de distribucidon de la distribucion normal esta dada
por:

[ ep)?

] R
F(x)—;[f(u)du—o > J:e

} du (2-2)

Estas dos funciones se presentan graficamente en la figura 2-8. Es
claro, de la figura 2-8a, que la distribucién normal es simétrica
con respecto a , los puntos de inflexion se localizan en x=p-0 y
x=p+0. La densidad maxima de la funcién ocurre cuando x=.

f(x)

/ | | \
c u—c n u+o

0

4] c "

L

Figura2-8a. Distribucién normal. Figura2-8b. Distribucién normal.
Funcion de densidad Funcién de distribucion

Si X es una variable aleatoria con distribucién normal, o cercana a
ella, la probabilidad de que x sea menor o igual que c, se
representa por el area achurada en la figura 2-8a y por la
ordenada, F(c), en la figura 2-8b.
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Se dice que una variable aleatoria z tiene una distribuciéon normal
estandar si su funcién de densidad es:

2|
f(2) = — ol (2-3)

V2n

para -oo<zZ<eo,

Esta funcion se obtiene de la funcién de densidad de la
distribucion normal, y proporciona una forma rapida de evaluar
las probabilidades asociadas con cualquier conjunto de datos con
una distribucién normal. Ya que la funcién de distribucién
normal no puede integrarse directamente, se presenta el
problema de tener que evaluar las probabilidades para valores
especificos de p y 6. Afortunadamente, el problema se limita en
primer lugar a transformar la variable normal aleatoria x en la
variable normal estandar z y después evaluar la probabilidad de
z.

La transformacién, conocida como estandarizacion, esta dada por:

2= 2K (2-4)
0]

La funcién de probabilidad de la distribucién normal estandar es:
o(z) = L ]‘e{_%}du (2-5)
ver -,
para -oo<Z<oo,

Asi los valores de probabilidad asociados a z, ¢(z), se pueden
interpolar de tablas.
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EJEMPLO

X f(x) F(x)
4 0.0001 0.0000
5 0.0004 0.0002
6 0.0022 0.0013
7 0.0088 0.0062
8 0.0270 0.0228
b 9 0.0648 0.0668
10 0.1210 0.1587
11 0.1760 0.3085
. 12 0.1995 0.5000
¢ 13 0.1760 0.6915
0 1 15 18 14 0.1210 0.8413
15 0.0648 0.9332
16 0.0270 0.9772
17 0.0088 0.9938
18 0.0022 0.9987
19 0.0004 0.9998

Sea X una variable aleatoria con distribucion
parametros p=12 y 6=2, su funcion de densidad es:

{-0.1250(x-12°}

f(x) = 0.19947e

y su funcién de distribucion:

—0.1250(u—12)2}

F(x) = 019947 | o du

Evaluar la probabilidad de que:

a) X sea menor o igual a 10.

b) x esté entre 11 y 15.
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C) X sea mayor que 16.

a) la probabilidad de que x sea menor o igual a 10 es
P[x < (10)]:

Obteniendo P[x <10] de la tabla
F(10)=0.1587

b) la probabilidad de que x esté entre 11 y 15 es P[11< x<15]:
F(15)-F(11)=0.9332-0.3085=0.6247
c) la probabilidad de que x sea mayor a 16 es:

P[x>16]=P[16 < x<]
F(o)-F(16)=1.0000-0.9772=0.0228

Resolviendo el ejemplo anterior con la distribucion normal
estandar z:

X—12
Z =
2

a) la probabilidad de que z sea menor o igual a 10:

P[x<10]= P{x;“ < 10;12} Plz< 1] =¢(-1)
o(-1) = 0.1587

b) la probabilidad de que x esté entre 11 y 15:
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P[11xs15]=PPO_11 e s10_15}=

o) 2
P[-0.5 < z<15]=¢(15)-¢(-0.5)
= 0.9332 - 0.3085 = 0.6247

c) la probabilidad de que X sea mayor a 16:

P[x>16]=P[x_“ > 10‘16}
o] 2

P[2 < Z< 0] = ¢(e0) - §(2)

P[2 < z < | =1.0000 - 0.9772 = 0.0228

2.3.5.4 El valor mas probable

Tomando la variable aleatoria X distribuida en forma discreta, se
tienen los siguientes valores posibles X1, Xz, X3,...,Xn. La funcién de
probabilidad de x estard dada por P(x), i=1, 2,..,n. La suma
pesada de todos los valores posibles, donde los pesos son las
probabilidades correspondientes, se llama esperanza matematica
o valor esperado de X, representada por E[x]:

E[x| = gxiP(xi) (2-6)

E[x] es también la media de X, comunmente representada por p
como se empleo en la seccion anterior.

E[x]=p (2-7)
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Con el valor de E[x], o u, se localiza el centroide de la distribucién
de probabilidad, por lo que se le llama también el valor mas
probable, su valor puede ser positivo, negativo o cero.

El error detectable de cualquier medicién en particular es el grado
en que se desvia o aparta del promedio la cantidad. Este error, o
desviacion suele recibir el nombre de residuo.

2.3.5.5 Medidas de precision

Haciendo referencia nuevamente a las figuras 2-5, 2-6 y 2-7,
aunque las curvas tienen forma un poco diferente entre si, el
drea bajo la curva es la misma. Existen algunas diferencias
significativas en cuanto a la dispersidon de sus errores, es decir,
difieren sus amplitudes de abscisas. La magnitud de la dispersion
es un indice de la disgregacion de las medidas. La desviacion
estdndar, que a menudo se le llama "error estdndar”, y la varianza,
son términos estadisticos que se emplean para expresar la
precisiéon de grupos de medidas. La ecuacién que da el valor
numérico de la varianza es:

5% = E[(x _ u)z] (2-8)

Desarrollando el binomio y después de alguna manipulacion
algebraica se llega a la expresion:

02 = E[xz] —n? (2-9)

La desviacion estandar, o, es igual a la raiz cuadrada de la
varianza.
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2.3.5.5.1 Interpretacion de la desviacion estdndar

Bajo la suposiciéon que la distribucién normal es el modelo de
probabilidad aceptado para las medidas topogréficas, se puede
representar las medidas de x como una variable aleatoria con la
funcion de densidad dada en la férmula (2-1).

Si se toma la media p igual a cero, la ecuacion (2-1) se reduce a la
forma:

f(x) = - 12n e{z—} (2-10)

De esta forma, la distribuciéon normal es el modelo de probabilidad
para la componente de error aleatoria de una medida topografica.
Esta funcién se muestra en la figura 2-9.

-1 0 1

Figura 2-9. Distribucién normal estandar
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La precisién de una medida, como se menciond anteriormente, es
el grado de cercania en un conjunto de mediciones o la capacidad
de repetir medidas de una misma cantidad. De acuerdo con lo
anterior, la tendencia de la distribuciéon de probabilidad de una
medida, o su componente de error aleatorio, es un indicador de
la precisién de las medidas. Una tendencia pequefia indica alta
precision; una tendencia grande indica lo contrario. Para ilustrar
lo anterior en la figura 2-10 se presenta un ejemplo.

Para propositos de analisis, se requiere fijar una medida de la
precision de la medida. Una medida légica de la precision es la
desviacion estandar. Por ejemplo en la figura 2-10 se tiene que
01<02, donde oy es la desviacion estdindar de una medida
altamente precisa y 62 la desviacion estiandar de una medida con
baja precision.

[~

/ /02 i E : 0\

m
Figura 2-10. Alta y baja precision
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Aplicando la ecuaciéon (2-2), la probabilidad de que una medida x
este entre u-6 y u+0 esta dada por:

2

03990t - - - oo -

(2-11)

Y

-1 0 1

Para evaluar esta probabilidad, es mejor estandarizar x de acuerdo
con la ecuacion (2-4) y tomar los valores de ¢(x) de una tabla, asi
tenemos:

Plu-oc<x<p+o]=P (L-0)-n <X<(H+0)—H
c c

=P[-1<z<1]

= ¢(1) - o(-1)

=0.8413-0.1587

= 0.6826 (2-12)

Lo anterior significa que el area achurada en la figura 2-11 es el
0.6826 del area total bajo la funcion de densidad.

Multiplicando K por la desviacion estdndar, es otra forma de
obtener una medida de precisiéon. La probabilidad de que una
medida este entre -Ko y Ko es:
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(x-p)°

p+ko {——:T]
Plu-Ko <x<p+Ko|= 1 f el * Jdx (2-13)

26+y/2n u—ko

Nuevamente, estandarizando X, se tiene:

Plu-Ko < x < p+Ko]=P[-K < z <K] = ¢(K) - o(-K) (2-14)

—

- -

R - e R R

R i DTG SR

U+o
Figura 2-11. 68.26% de confianza

=L
Q
—

En funcidn de la simetria de la distribucion se tiene:
Plp—Ko < x < p+Ko ] =2¢(K) -1 (2-15)

Con lo anterior se determinan los limites dentro de los cuales
debe esperarse que caigan el (2¢(K) —1)100% de la medidas.
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Otra interpretacion es que una medida adicional tendra el
(20(K)—1)100% de probabilidad de caer dentro de los limites

establecidos. Una tercera deduccién es que el valor real o
verdadero tiene el (2¢(K)-1)100% de probabilidades de caer

dentro de los limites establecidos.

2.3.5.6 Los errores al 50, 90 y 95%

Haciendo los valores de K=0.6748, 1.645 y 1.960 se obtendran las
siguientes cantidades, representadas en la figura 2-12.

Tomando K=0.6748, +0.6748c, se obtiene la cantidad llamada error
probable. Este término es obsoleto y tiende .a desaparecer, un
término mas apropiado es. 50% de incertidumbre, ya que la
probabilidad de K=0.674 es precisamente el 50%.

7N\

O.ﬁOO

ey
g Lt

0.900
: 0.950 :
p—o | 0.674cpu 0.674c | pu+o

e, .

3

A

.
-

==
1.645¢ 1.645¢

L

1.9600 1.9600
Figura 2-12. Errores al 50, 90 y 95%
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Asi para K=1.645 se tendra el 90% de incertidumbre, +1.645¢G, por
ultimo para K=1.960, £1.9600, se obtiene el 95% de incertidumbre.

K o(K) | Plu-ko<x<[u-ko<]
0.6748 0.7500 0.5000
1.0000 0.8413 0.6826
1.6450 0.9500 0.9000
1.9600 0.9750 0.9500
2.0000 0.9772 0.9544
2.5755 0.9950 0.9900
3.0000 0.9987 0.9974

EJEMPLO

Calcular la media, la desviacion estandar y los errores al 50, 90 y
95% de incertidumbre, del siguiente conjunto de mediciones.

1000.57 1000.39 *
1000.39 * | 1000.48 *  +
100049 * + 1000.32
100046 * + 100047 * +
100047 * + 1000.55

n=1000.46 m

c=10.07 m

Es50=10.05 m

Eg():i'o.lzm

E952i0.14m

La longitud mas probable es 1000.46 m

La desviacion estandar £0.07 m
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El 68% de los valores estardn comprendidos entre 1000.39 y
1000.53 (*)

La mitad de las medidas caerdn entre 1000.41 y 1000.51 (+)
90% de las medidas no contienen errores mayores a +0.12my
por lo tanto su valor estaréd entre 1000.34 y 1000.58 (| ). El 95%
de los valores esta entre 1000.32 y 1000.60.

2.3.5.7 Elipses de error, Error Circular Probable (CEP) y 2DRMS

Al combinarse dos determinaciones independientes, producto
de procesos de medicion, y graficarse los errores de dichas
determinaciones, la distribucion de los errores generard un sélido
como el mostrado en la figura 2-13.

valor mas probable
Iy la 1.97¢ o o3 1970 3o

probabilidad

N\

SE GENERAUN SOL!DO

Figura 2-13. Sélido de distribucién de errores

Por regla general los valores de 6 y oy seran diferentes, con lo que
si se corta el solido con un plano tangente a €l, se obtendran elipses
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(figura 2-14). La orientacion del semieje mayor de la elipse, asi

como sus semiejes estaran dados en funcién de:

2
tan(2t) = Oy
qyy — O
a=S,(q, sen®t+2q,, costsent+q, cos’ t)}é
)}é

b=S,(q, cos® t-2q,, costsent+q,, sen®t

Donde:

t: &ngulo de orientacién del semieje mayor.
a: semieje mayor.

b: semieje menor.

Jxx: Varianza de la coordenada x.

Qyy: Varianza de la coordenaday.

Qxy: Covarianza de xy.

So: Varianza de peso unitario.

(2-16)

(2-17)

(2-18)

De la ecuacién (2-16) se ve facilmente que la orientacién de la
elipse de error serd directamente proporcional a la covarianza, o
dicho de otra forma al grado de dependencia que exista entre las

dos variables que se estan correlacionando.
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Figura 2-14. Elipse de error

En virtud de que el trabajar con elipses de error puede dificultar
un poco la representaciéon grafica de los errores, asi como el
andlisis de los resultados al incorporar mediciones adicionales, se
desarrollé un concepto, el cual es independiente de la correlacién
de las observaciones que se estan analizando. Dicho concepto es el
Error Circular Probable o CEP por sus siglas en inglés, el cual es
muy frecuentemente empleado para definir la calidad de un
posicionamiento sobre la superficie terrestre. El CEP es el radio de
un circulo en el que se tiene un 50% de probabilidad de que se
encuentre el valor verdadero y se calcula por medio de la relacion:

CEP =059(s, +0, | (2-19)
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Al igual que la desviacion estandar, el CEP se puede calcular a
diferentes niveles de confianza; por ejemplo al 95%:
CEP,, =2.08-CEP (2-20)
o al 99%:
CEP,, =2.58-CEP (2-21)

Otra forma de representar la confianza en un posicionamiento es
por medio del DRMS el cual se determina por medio de:

DRMS = (o3 + oi)% (2-22)

El cual también es el radio de un circulo el cual tiene entre 63.2
y el 68.3% de probabilidad de contener al valor verdadero.
Adicionalmente se puede determinar el 2DRMS, el cual es igual a:

2DRMS =2 « DRMS (2-23)
y se tiene entre 95.4 y 98.2% de probabilidad de contener al valor
verdadero.
2.3.6 Propagacion de errores

En esta seccién no se pretende dar completamente la propagacion
de los errores, simplemente dar las bases de ella.

En la Topografia, como en muchas areas de la ciencia y la
ingenieria, las cantidades que se miden directamente en el campo
asi como las que se usan para calcular otras cantidades estan
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afectadas de errores. En el ultimo caso, las cantidades se expresan
como una funcién matematica de las medidas de campo. Si las
medidas de campo tienen errores, es inevitable que las cantidades
calculadas también los contengan. La evaluacion de los errores en
las cantidades calculadas como una funcién de los errores en las
medidas se llama propagacién de los errores.

Supdongase que X es una cantidad medida y Y es una nueva
cantidad, que se calcula en funcién de X con la expresién:

Y=aX+b (2-24)

la cual representa una la linea recta, mientras que los coeficientes
ay b se asumen conocidos y libres de error.

Para propositos de andlisis, es 1til aplicar el concepto de valor
verdadero y definir el error de una medida como la diferencia del
valor medido menos el valor verdadero. Si Xv representa el valor
verdadero de X, y dX el error, tenemos:

X =Xv+dX

y por lo tanto:

Yv=aXv+b
de lo anterior:

Y =a(Xv+dx)+b
=aXv+adX+b

finalmente:;

Y = Yv+adX
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despejando Yv, se obtiene

dY = adX

derivando la ecuacion (2-24) con respecto a X:

3y _
oX

asi tenemos que:

Y
dY = —dX 2-25

lo que representa la derivada total de la ecuacion (2-24).

Hasta aqui se consider6 el caso de una variable calculada en
funcién de un sélo valor medido. Generalizando la ecuacion (2-25)
para mds de una variable involucrada en la funcién, se aplicaran
derivadas parciales para obtener la derivada total de la funcién.
Especificamente, si los errores en Xy, Xy, ..., X, se representan por

las diferenciales dX;, dXp, ..., dX, respectivamente, entonces el
error en Y se puede expresar como:
Y ay |’ ay T
dyY? = dx2 dXZ+.. .+ dX? 2-26

en la cual las derivadas parciales [ aaXY1 ], [;;(YZ },,[;X—Yn] estaran

evaluadas con los valores numéricos (medidos) de X1, Xz, ..., Xn.
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Medicion electronica de distancias

3. MEDICION ELECTRONICA DE DISTANCIAS

Una de las operaciones basicas de la Topografia es la medicion de
distancias. En Topografia, la distancia entre dos puntos significa
su distancia horizontal, la cual se puede determinar con diferentes
precisiones en funcién del instrumental y la metodologia aplicada.
En la tabla 3-1 se resumen varios métodos aplicables a la medicion
de distancias y sus precisiones.

METODO PRECISION
A pasos 1/50a1/100
Estadia 1/150 a1/750
Estadia invar 1/1000 a 1/2500
Cadeneo ordinario 1/1000 a 1/5000
Cadeneo de precision 1/5000 a 1/10000
Medicién electrénica 1/20000

Tabla 3-1. Precisiones

3.1 INTRODUCCION

Uno de los principales adelantos para la Topografia, ha sido el
desarrollo de la medicidn electronica de distancias, EDM (siglas
que inglés significan Electronic Distance Measurement), mediante
instrumentos especiales que emplean la energia radiante
electromagnética que viajar de un extremo al otro de una linea, y
regresar al primero, determindndose la distancias en funcion del
tiempo de viaje de la sefial, derivado de la diferencia de fase entre
la sefial emitida y la recibida, y la velocidad de propagacion de las
ondas electromagnéticas.
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El primer instrumento EDM fue presentado en 1948 por el fisico
Erik Bergstrand. Su dispositivo llamado Geodimeter (Geodimetro
en espanol), acrénimo de las palabras inglesas geodetic distance
meter, fue resultado de ciertos intentos para mejorar los métodos
para la medicién de la velocidad de la luz. El instrumento
transmitia radiacion visible y era capaz de medir en la noche con
alta precisiéon distancias hasta de 40 km. En 1957 apareci6 el
segundo aparato EDM, el Telurémetro, disenado por el Dr. T. L.
Wadley en Sudafrica, el cual transmitia microondas no visible y
era capaz de medir distancias de 80 km o mas, de dia o de noche.

Inmediatamente se reconocié el gran valor potencial de estos
modelos de distancidmetros electrénicos en el campo de la
Topografia. Sin embargo, los primeros distancidmetros eran
costosos, pesados, voluminosos y por consecuencia, no muy
portétiles para los trabajos de campo, ademas, el procedimiento
de medicién era tardado y las operaciones matematicas para
obtener la distancia a partir de los valores observados resultaban
dificiles y laboriosos.

Las principales ventajas de la distanciometria electrénica son la
rapidez y la precision con la que se puede medir las distancias.

Con el equipo moderno EDM, los valores de las distancias
aparecen en forma digital, algunos aparatos adicionalmente a la
distancia inclinada, son capaces de reducir la distancia al
horizonte y el desnivel entre los dos puntos.
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Medicién electrénica de distancias

3.2 PRINCIPIO DE FUNCIONAMIENTO DE LOS
INSTRUMENTOS EDM

Todos los instrumentos de medicion EDM se basan en el mismo
principio de funcionamiento. La sefial modulada es transmitida
continuamente desde un extremo de la linea a medir y es reflejada
o retransmitida de regreso en el otro extremo. Con la diferencia de
fase entre la referencia (transmitida) y la sefial modulada que

retorna, se determina la distancia en el instrumento transmisor
(figura 3-1).

——

Figura 3-1. Distanciometria electrénica

i

Si un numero entero m de media longitud de onda esta contenido
en una distancia la diferencia de fase es cero. En todos los casos
diferentes la diferencia de fase se representa por una fraccion U
de media longitud de onda y se representa en el instrumento en
unidades de longitud.

La distancia S entre el transmisor y el reflector es igual a:

S:m%+U (3-1)
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Punto de transmision Plano reflector

Figura 3-2. Determinacion de la diferencia de fase

Para encontrar el nimero m, la medicion debe repetirse con dos o
mas longitudes de onda diferentes (figura 3-2).

La longitud de onda de medicion A es una funcion de la

frecuencia de modulacién f y de la velocidad de propagacion v de

las ondas electromagnéticas.
h= (3-2)

En el vacio, la velocidad de propagacion v es constante para todas
las ondas electromagnéticas e igual a ¢=299 792.458 km/s. En la
atmosfera v siempre es menor a ¢ y puede calcularse a partir de:

v=2 (3-3)
n

donde n es el indice de refraccion del aire, el cual es funcion de la
densidad del aire y la longitud de onda portadora. El valor de n
va desde n=1 en el vacio hasta n=1.0003 en condiciones
atmosféricas normales. El valor de n puede determinarse en
funcién de observaciones meteorologicas de temperatura seca y
humeda del aire, asi como presién barométrica a lo largo de la
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medida. Por lo tanto el valor de la senal modulada es desconocido
durante las mediciones a menos que se conozca n y entonces:

A= — (3-4)

La frecuencia de modulacién f puede ser estabilizada y por lo
general se conoce con un alto grado de precision. El fabricante da
generalmente el valor de A o f para condiciones atmosféricas
especificas, y por lo tanto para un cierto valor de n asi:

C
y _
= (3-5)

de donde la distancia registrada por el EDM es igual a:
A
S, =m—+U,
2

Si durante la medicidén n=ns#n;, el valor correcto de A resulta:

c
A= i
°n,f (3-6)

y la distancia real es:

De las ecuaciones (3-5) y (3-6), se puede establecer:
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n,

A, = A, — -
2= M (3-8
Finalmente, la distancia corregida puede calcularse como:
s, =mMM g g M (3-9)
2n, n, n,

La ecuacion (3-9) proporciona la férmula basica para corregir la
distancia medida de acuerdo a las condiciones atmosféricas
reales.

Como los centros electrénicos de los instrumentos EDM
generalmente no coinciden exactamente con el centro geométrico
de la estacion, se debe calcular una correccidén Z, y anadirse a la
distancia calculada. La distancia final S, se calcula como:

S, =S, :—‘+ZO + AS (3-10)

2
donde:

S; = Distancia medida.

ny = Indice de refraccién de la calibracion en el laboratorio.
n, = Indice de refraccién durante la medicion.

Zo= Correccion cero.

AS= Conjunto de reducciones geométricas.
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3.2.1 Determinacion de las correcciones al EDM

El indice de refraccién ng para la radiacién visible y casi infrarroja
en el aire seco a 0°C de temperatura, 1013.25 milibares (mb) de
presion y 0.03% de biéxido de carbono, puede calcularse a partir
de la formula de Barrell y Sears:

n, = 1+|287.6040 + 4'8364 + 0'0?80}1043 (3-11)
7\‘0 0

donde A es la longitud de onda de la radiacién portadora en
micras (Um).

Si la temperatura t, la presiéon barométrica p y la humedad del aire
difieren de las condiciones normales, entonces el indice de
refraccion se calcula de:

 0269578(n, -1)p  1127e

_ x10 (3-12)
27315+t 27315+t

n-1

donde:

e: presion parcial del vapor de agua en mb.
t: temperatura en °C.

p: presién en mb.

El valor de e se determina en funcidon de la diferencia de
temperatura del bulbo seco ts y hiimedo t,, empleando la férmula:

e = E-0.000662p(t, - t,) (3-13)
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donde E es la presién del vapor de agua saturado en milibares,
determinada a partir de:

|17.269¢, .

E=6.1078exp > %"

(3-14)

En la tabla 3-2 se dan valores para E, incluyendo cambios por 1° C.

t .10°C | o°C 10°C | 20°C 30° C
E(mb) | 286 6.11 1228 | 2338 42.42
E/1°C| 033 0.62 1.11 1.91 3.13

Tabla 3-2. Presién del vapor de agua saturado

De la tabla anterior se puede ver que la humedad tiene muy poca
influencia sobre las mediciones electrodpticas. En condiciones
extremas como en la temperatura t=30°C y humedad del 100% es
decir, para t,=t;, se tiene que e=E=42.4 mb. 5i en estas condiciones no
se toma en cuenta la influencia de e, el error en el calculo de n
sera solamente de 1.6 partes por millon (ppm). Por lo tanto, el
segundo término de la ecuacion (3-12) se omite generalmente para
instrumentos electrodpticos, quedando:

~ 0269578(n, —1)p

(3-15)
27315+t

n-1
Sin embargo, la influencia de e se debe considerar para trabajos

de precision y sobre distancias largas.

El indice de refraccién para la parte del espectro electromagnético
que contiene a las microondas, puede calcularse a partir de la
férmula de Essen y Froome, la cual puede escribirse como:
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77.624p [ 3718956  12.924
273.15+1 | (273.15+t)° 27315+t

e|x10°  (3-16)

El cdlculo a partir de las ecuaciones (3-12) o (3-15) y (3-16) es
necesario en mediciones de distancias de alta precision. Los
nomogramas proporcionados por el fabricante dan correcciones
de la distancia de forma menos precisa que las obtenidas por el
método riguroso. Algunos instrumentos EDM tiene sensores
meteoroldgicos y/o sistemas de correccién automaticos propios
que sOlo requieren que el observador introduzca en el
instrumento los resultados de las observaciones meteorolégicas.
Sin embargo, debe reconocerse que un sistema completamente
automatizado de correccién, da resultados precisos solamente
cuando las condiciones atmosféricas son las mismas a lo largo
de la linea medida, que en la estacion donde se encuentra el
instrumento. En otros casos, siempre serdn necesarios calculos
manuales o correcciones adicionales.

Como se menciond anteriormente, el centro electronico de los
instrumentos EDM no coinciden generalmente con el centro de la
estacion sobre la cual se instala el instrumento. La distancia
interna recorrida por las ondas electromagnéticas es generalmente
mds larga que la distancia entre el punto de llegada de la senal y
el centro de la estacion. Los constructores de instrumentos EDM
proveen siempre informacién sobre el valor de la correcciéon cero
(Zo). La mayoria de los nuevos instrumentos estan disefiados de
tal forma que Zp sea igual a cero. Se ha constatado sin embargo,
que el valor de la correccion puede cambiar con el uso del
instrumento. El cambio es generalmente pequeno en los
instrumentos electrodpticos, algunos milimetros, pero puede
llegar a varios centimetros en los equipos de microondas. Por lo
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tanto, Zg debe controlarse frecuentemente midiendo varias
distancias sobre una base de calibracion. Se recomienda distancias
entre 50 y 500 m para los aparatos electroopticos y entre 200 y
1 000 m para los de microondas. Si no se disponen de distancias
conocidas, el valor de Zy puede determinarse mediante el método
de distancias subdivididas. El método requiere de una linea recta
en un area plana con unos puntos marcados sobre el terreno
(figura 3-3). Se miden todas las combinaciones de distancias
posibles y el valor de Z; se determina usando el método de
minimos cuadrados. Por su puesto, las distancias medidas
deberdn corregirse por indice de refraccién, pendiente, etcétera
antes de calcular Z.

< - -~ -
\ fﬂ \
A B C D
Figura 3-3. Método de distancias subdivididas
EJEMPLO
AB 50.000 AC 99950 CD 50.000
BC 50.000 AD 149950 BD 99.950

Las ecuaciones de observacion son:

X

50.000
Xz = 50.000
Xs = 50.000
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Xi + X5 = 99950
X1 + X2 + X3 = 149.90
X2 + X3 = 99.95
de lo anterior se tiene:
1 0 0] X, " 50.000]
010 X=X, 50.000
A_|0 O 1 X, | _| 50.000
110 99.950
111 149.900
|0 1 1] | 99.950 |
resolviendo el sistema con:
X = (ATA)"ATL
se tiene:
3 2 1 050 -025 0.00
ATA=12 4 2 (ATA)"= _025 050 -025
123 000 -025 0.00
299.850 49.975
ATL =|399.800 | X =149.975
299.850 | 49.975
finalmente:
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~0.025
Z, =|-0.025
~0.025

3.3 CLASIFICACION DE LOS DISTANCIOMETROS

Los sistemas de clasificacién mas convenientes para los instrumentos
EDM son el que considera la longitud de onda de la energia
electromagnética transmitida y el que atiende al alcance operativo.
En el primero existen tres categorias.

1) Electroopticas.

2) Microondas.

3) Ondas largas.
los cuales se trataran en detalle mas adelante.

La clasificaciéon de los instrumentos EDM por su alcance es mas
bien subjetiva, pero en general se consideran tres divisiones.

1) Corto alcance.

2) Mediano alcance.

3) Largo alcance.
El grupo de instrumentos de corto alcance comprende los
dispositivos cuya maxima capacidad no excede de los 5 km. La

mayor parte de los equipos de esta clase son del tipo
electrodpticos. Este grupo es el mas usado en la Topografia.
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Los equipos de mediano alcance son los que tiene un rango de
medicion hasta 100 km. Algunos instrumentos son electrodpticos
y otros de microondas.

Los distanciémetros de largo alcance pueden medir lineas de mas
de 100 km. Aunque la mayoria de estos equipos trabajan con
transmision de ondas largas, algunos emplean microondas.

3.3.1 Distanciémetros electroépticos

La senal portadora radiada por los instrumentos EDM consiste en
luz visible o radiacién infrarroja invisible. En los primeros modelos
de estos distancidmetros se emplearon lamparas de tuxteno
0 de mercurio como fuente de luz. Su corto alcance de trabajo,
especialmente de dia, se debia principalmente a la excesiva
difusién de la luz incoherente de estas lamparas en la atmosfera.
La luz coherente producida por los aparatos de rayos laser
ha eliminado notablemente esta limitacion y ha aumentado el
alcance en la medicién durante el dia.

Recientemente se han desarrollado distancidmetros electrodpticos
de corto alcance en los que se emplea radiacién infrarroja como
senal portadora. Su alcance esta limitada a unos cuantos cientos
de metros por las limitaciones de la potencia de la senal portadora
que produce la radiacién infrarroja, generalmente una ldmpara de
arseniuro de galio (GaAlAs). Cabe mencionar que la mayoria de
los trabajos topograficos se pueden realizar satisfactoriamente con
este tipo de distanciOmetro.
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MODELO FABRICANTE ALCANCE PRECISION
) (m) ta(mm) |ib ppm

600 Geodimeter 5000 5 1
710 Geodimeter 3500 5 1
12A Geodimeter 2000 5 5
8 Geodimeter 60000 5 1
14A Geodimeter 8000 5 3
110 Geodimeter 2100 5 3
112 Geodimeter 3100 5 5
4400 Geodimeter 1600 6 -
DI3 Leica 600 5 5
DI20 Leica 7000 5 1
DI12000 Leica 2800 3 2
DI1600 Leica 3500 3 2
TC2002 Leica 3500 1 1
MA 100 Tellurometer 1000 1.5 1
CD-6 Tellurometer 1500 5 5
HP 3820A Hewlet-Packard 1600 7 10
Eldi-1 Carl-Zeiss 2500 5 2
Eldi-3 Carl-Zeiss 700 5 2
Elta-14 Carl-Zeiss 800 10 -
Elta-3 Carl-Zeiss 1200 5 2
DMS80 Cubic 1600 5 10
DM 501 Kern 1600 5
ME3000 Kern 2500 0.2 1
ME5000 Kern 8000 0.2 0.2
GTS-4° Topcon 3100 2 2
RED 1 Sokia 2000 5 5
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I MODELO FABRICANTE ALCANCE PRECISION
. T (m) ta(mm) [tb ppm
RED 2 Sokia 2600 5 5 |
RED 2L Sokia 6400 5 3
SET2B/2C Sokia 3100 3 2
(DTM-300 Nikon 1100 5 3
C-100 Nikon 800 5 5
PTS-V5 Pentax 2500 3 3
PTS-V2/V2c Pentax 3100 2 2

Tabla 3-1. Distanciémetros electroépticos (cont.)

Las ventajas principales de estos aparatos consisten en que son
pequenos, portétiles, faciles de operar y tal vez la mayor de ellos
es que la intensidad de las ondas portadoras puede modularse
directamente, simplificando en gran medida el equipo.

En la tabla 3-1 se dan algunos nombres y caracteristicas de los
instrumentos electrodpticos mas empleados en la actualidad.

3.3.2 Distanciometros de microondas

La senal de medicién empleada por los dispositivos de medicidon
con base en microondas consistente en una frecuencia modulada
superpuesta a la onda portadora. Al igual que los equipos
electrodpticos, el equipo de microondas trabaja segun el principio
del desfasamiento y utiliza frecuencias variables para resolver la
ambigiiedad del niimero de ondas completas que hay en la
distancia. El alcance de los distanciometros de microondas es
relativamente grande, pudiendo trabajar en la oscuridad, en la
niebla o bajo la lluvia ligera. Pero sin embargo las medidas que se
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hacen en tales condiciones adversas tienen un alcance mas
limitado.

Un sistema completo de microondas esta formado por dos
unidades portatiles idénticas. Cada una contiene todos los
componentes necesarios para efectuar mediciones; transmisor,
receptor, antenas, circuitos y dispositivos interconstruidos para
comunicaciéon. Las unidades se centran mediante plomadas
mecanicas u Opticas sobre los extremos de la linea que se va a
medir, funcionando uno de los instrumentos como "maestro” y el
otro como "remoto". Cabe aclarar que cualquiera de los dos puede
funcionar como remoto o maestro, cambiando simplemente la
posicién de un interruptor.

MODELO | FABRICANTE ALCANCE PRECISION
(km) ta(mm) |+b ppm |

MRA-5 Tellurometer 50 15 3
CA-1000 Tellurometer 30 15 5
MRA-6 Tellurometer 50 10 3
SIAL MD 60 | Siemens-Albis 50 10 3
Electrotape |Cubic 50 10 3
100 C Microfix 60 15 3

Tabla 3-2. Instrumentos de microondas

La medicién de distancias con equipos de microondas requiere
de un operador en cada extremo de la linea para tomar un
conjunto de lecturas mientras opera el aparato en el modo
maestro. Como ambas unidades contienen calibracién de longitud
de onda con estabilizacion de temperatura, la practica de tomar
dos medidas da por resultado que estas sean independientes y
por consiguiente una valiosa verificacion de la distancia. Los
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operadores que pueden no estar a la vista uno del otro,
coordinan su trabaje comunicandose por medio del radioteléfono
incorporado.

En la tabla 3-2 se presenta los nombres y algunos datos técnicos
de los instrumentos de microondas mas empleados.

3.3.3 Distanciometros de ondas largas

El equipo que emplea ondas largas de radio puede medir
distancias desde aproximadamente 100 km. hasta 8 000 km.
Se utilizan principalmente en la navegacién maritima, para
proporcionar control de posicion a las fotografias aéreas y
levantamientos magnetométricos, en trabajos .de oceanografia e
hidrografia, en trabajos especiales para el dragado de puertos,
tendido de cables, colocacién de plataformas y tuberia marina.

INSTRUMENTOS ALCANCE

(km)
DECCA 500
HI-FIX 200
LAMBDA 750
LORAN 2 000
OMEGA 8 000
RAYDIST 200

Tabla 3-3. Distanciémetros de ondas largas

En general, el equipo de onda larga emplea dos técnicas
diferentes en la medicién, el método hiperbdlico (una frecuencia)
o el método de dos frecuencias. En el primer método, dos
aparatos transmiten sefales en la misma frecuencia desde los
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extremos de una linea base. Un receptor de orientacion multiple
colocado en cada estacion de posicion desconocida compara las
diferencias de fase de las senales de llegada. Los lugares
geométricos de los puntos de igual diferencia de fase, originan
una serie de hipérbolas en cuyos focos estdn las estaciones de la
linea base. La transmisiébn a la estacion exploradora, o de
orientacion multiple, procedente de otra linea base proporciona
otra serie de hipérbolas y la interseccion de estas se convierte en
puntos de posicidon conocida.

En el método de dos frecuencias, se transmiten dos senales de
diferente frecuencia desde una estacion base y transmitidas desde
una estacion exploradora. Los angulos de fase de las senales
retransmitidas se comparan en la estacion de exploraciéon y en
los puntos base para establecer una serie de circulos concéntricos
intersecantes que tienen sus centros en la base a fin de fijar puntos
de posicion conocida.

En la tabla 3-3 se da una lista de algunos distanciometros de
ondas largas empleados en la actualidad. Cabe mencionar
que la precision en cualquiera de los dos procedimientos, es
funcién de los dngulos de interseccion entre las hipérbolas o las
circunferencias.

3.4 ERRORES EN LA MEDICION CON DISTANCIOMETROS

Las fuentes de error en los trabajos con equipo EDM pueden ser
personales, naturales o instrumentales.

Entre los errores personales se tiene la lectura incorrecta, el
centrado impropio sobre la estacion, la evaluacién incorrecta de
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los factores meteorolédgicos y de la altura del instrumento entre
otros.

Error por temperatura °C  --------

-10 -5 0 5 10
20

%

Error en distancia ppm
o

4L
o
/

-20
-50 -25 0 25 50
Error por presion mbar ——

|

Figura 3-4. Error en distancia por temperatura y presién

Los errores naturales que afectan las mediciones EDM
principalmente provienen de las variaciones atmosféricas de
temperatura, presiéon y humedad, que afectan directamente al
indice de refraccién y modifican la longitud de onda de la
radiacién transmitida. En la figura 3-4 se representa graficamente
la magnitud del error que se tiene en la medicion electronica de
distancias debidas a los efectos de temperatura y presion
atmosférica. Nétese que un cambio en 5°C produce un error en la
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distancia de 5 ppm y una diferencia de 50 mb, produce un error
de -15 ppm.

En cuanto a los errores instrumentales, en la seccion 2.3 se
establecié que la ecuacion de la distancia Sg es (3-9) y (3-10):

n C
S, =U,—+m +Z. +AS -
0 1n2 2n 1 0 (3-17)

La varianza de la distancia Sg puede obtenerse de la derivada
total de la ecuacion anterior aplicando la regla fundamental de la
propagacion de los errores (2-24), se obtiene:

2 2 2
2 _ 2, | M 2 mc 2 mc 2 2 2
o o J{sz > +LnfzJ > J{zn?f} AR L)

La ecuacion (3-18) puede simplificarse con la aproximacion:

28 = mi = M€
nf
JRE . ) . ) (3-19)
Ggo :GS +82 {Tc} +l:_f_f} +’:7n} +O'§O +G§S

En las ecuaciones anteriores, 6y representa la desviacion estandar
n1

de todo el valor de U{
n2

}. Dado que U; corresponde

generalmente a una distancia muy corta, la influencia de los
errores en Ny y Nz sobre la precision de U, puede despreciarse.
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La precision de los EDM se da en la bibliografia especializada por
la formula general:

cs, =a° +b*S? (3-20)
o en una forma simplificada:
o, =(a+bS) (3-21)

La ecuacion (3-19) puede reducirse a la forma anterior
sustituyendo:

oy +07, =a (3-22a)
s 6. (6.7
—£ | 4+ —t1. + n =b
{c} [f} [n} (3-22b)

oc : error de la velocidad de propagacion de las ondas
electromagnéticas en el vacio.

donde:

os: error de la frecuencia de modulacion.
O, error del indice de refraccién.
oy error de la determinacidon de diferencia de fase.
Ozo: error de la correccion cero.
El error oas de las reducciones geométricas no estd incluido en

las ecuaciones (3-20) o (3-21) y sera tratado en el inciso
correspondiente.

69



Ahora se ve claramente, porque las precisiones de las tablas 3-1y
3-2, se da en dos partes; la primera el valor de a como una
constante y la segunda el de b proporcional a la distancia medida.

Discutiendo por separado cada una de las fuentes de error en los
instrumentos EDM, tenemos que el valor aceptado de ¢ en 1957
es igual a 299 7925 km/s, con una desviacion estandar de
0.=0.4 km/s. Trabajos recientes han confirmado el valor de c
(299 792.458) y dan una desviacion estandar 0.001 km/s. Esto
corresponde a un error relativo de 0.003 ppm. El error es
despreciable para las aplicaciones en levantamientos topograficos,
en todo caso su influencia es de naturaleza constante introduciendo
un cambio de escala constante en la determinacién absoluta de la
distancia.

En cuanto a la frecuencia de oscilaciéon tenemos que esta se mide
en hertzio (Hz). Para alcanzar, por ejemplo, una longitud de onda
modulada de 10 m, debe producirse oscilaciones de la senal con
una frecuencia de alrededor de 30 MHz [ecuacion (3-2)].

La frecuencia de modulacién resultante es funciéon de la forma y
el tamano del cristal de cuarzo empleado, asi como de los cambios
en la temperatura ambiente y puede calibrarse con una precision
de 0.1 ppm y estabilizarse durante el uso del instrumento EDM
dentro de unos pocos Hz si se mantiene a una temperatura
constante. Dependiendo del dispositivo empleado para minimizar
los efectos de la temperatura se lograra la precision de la
frecuencia; la mayoria de los EDM de corto alcance emplean
osciladores de cristal con compensacion de temperatura (TCXO
por sus siglas en inglés) logrando precisiones de 1 ppm en un
rango de temperatura de 0 a 50°C. Si no se controla la
temperatura, habra una deriva de la frecuencia de hasta 10 ppm o
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mas. La mayoria de los instrumentos EDM tienen un calentador
interno y requieren de un periodo de calentamiento. Aun con la
fuente de calor la frecuencia puede variar por envejecimiento de

los cristales de cuarzo, pudiendo llegar a 1ppm por ano para los
EDM basados en TCXO.

Algunos instrumentos a microondas muestran variaciones,
alrededor de 50 MHz por afio que, para una frecuencia de
modulaciéon de 10 MHz produciria un error de 5 ppm. Es por lo
tanto recomendable que la frecuencia sea controlada al menos una
vez al afio, preferentemente una vez al mes, si el equipo se va a
emplear en condiciones adversas.

Los métodos de estabilizacién de frecuencia y de calibracion
difieren de un equipo EDM a otro, por lo que se recomienda
consultar el manual de usuario, o al fabricante sobre Ila
metodologia aplicable para la calibraciéon de frecuencia de sus
instrumentos.

La influencia de los errores op, Gt y Ge, en la medicion de la
presion barométrica p, la temperatura t y la presion de vapor de
agua e puede calcularse aplicando la ley de propagaciéon de
errores a las ecuaciones (3-12) y (3-16). Obteniéndose para
mediciones electroopticas:

2

2
. | 0269579(n, - 1) , [0.269578(n0—1)} 52 (3-23)

o2 = p| o+
(27315 +1)° ‘ 27315 + 1 i

En condiciones normales, un error de 1°C produce un error
de 1 ppm y 1 mb produce un error de 0.3 ppm en n. Como se
mencioné anteriormente, la influencia de la presion del vapor de
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agua puede despreciarse en las mediciones hechas con equipos
EDM electroopticos.

La propagacion de errores en mediciones a microondas da:

2
5 { 77.624 X106} o2

" | 273.15+t P
12
~ 77.624&2 105 4 12.924e _x10°
(273.15+1) (273.15 +1) ,
T 743791 .26 6 o (3-24)
— PTEEY R X107
(273.15+1t) |

2
L[ 871895.6 1292 1\ .|
(273.15+tf 273.15+t °

Esta férmula en condiciones normales para un error de 1°C
produce un error de 2 ppm, un error de 1 mb en p produce un
error de 0.3 ppm en n y un error de 1 mb en la presion parcial de
vapor de agua produce un error de 4.6 ppm.

La influencia de los errores en la determinacién de e es muy
critica en la medicién a base de microondas. El valor de 6, puede
calcularse aplicando la regla de propagacion de los errores a la
ecuacion (3-13) obteniéndose:

o2 = 62 +(-0.000662pa,, )* +(~0.000662At5,,)° (3-25)

e

Resumiendo, los errores en mediciones meteorolégicas producen
los siguientes errores en las distancias determinadas en condiciones
normales:
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Medicion electronica de distancias

1) Un error de 1 C en temperatura produce un error de 1
ppm para instrumentos electrodpticos y 2 ppm para los
EDM a base de microondas.

2) Un error de 1 mb en la presion barométrica produce un
error de 0.3 ppm.

3) Un error de 0.5 en (ty-ts) y un error de 1 C en t producen
un error de hasta 10 ppm en las mediciones a base de
microondas.

En la préactica, las condiciones meteorolégicas son medidas
solamente en los extremos de la distancia medida, en ocasiones en
un sélo extremo. En algunos casos, particularmente en terrenos
accidentados, la temperatura media a lo largo de la linea medida
puede diferir en varias unidades de los valores promedio
observados en los extremos de la linea.

Los levantamientos en zonas urbanas, donde la radiacion térmica
en las areas pavimentadas y de los edificios pueden cambiar
drésticamente desde un punto de la linea hasta otro, requieren de
atencién especial en la determinacién de los datos meteorolégicos.
Por otra parte los termdmetros, barémetros y psicometros deben
ser de buena calidad y calibrarse periddicamente.

Por ultimo, el error en la diferencia de fase puede determinarse
con una resolucién de 1/1 000 o mejor, de la longitud de onda
medidora. En base a que los instrumentos modernos se
construyen con el centro electréonico muy cercano o sobre el
centro geométrico del instrumento el error cy=0, entonces de la
ecuacion (3-22a) se tiene que:

o, =4 (3-26)
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3.5 REDUCCION DE DISTANCIAS AL HORIZONTE

Todos los instrumentos EDM, excepto ocasiones excepcionales,
miden distancias inclinadas. Légicamente las distancias inclinadas
deben reducirse al horizonte después de ser corregidas por
factores instrumentales y ambientales.

En las operaciones de campo se miden y se registran las alturas
del equipo he del equipo EDM vy h, del reflector sobre los puntos
de estacidn, esta informacién se empleard en la nivelacién
trigonométrica la cual se verd en detalle en el capitulo 9, la
distancia cenital z o la altura a y la distancia inclinada S, figura
3-5. En base a estos elementos se tiene:

d=Scosa (3-27)

d=Ssenz (3-28)

La contribucion al error por la reduccion al horizonte se
determina aplicando la férmula de propagaciéon de errores,
resultando:

o3 =(cos a)2 cZ +(Ssen a)2 o (3-29)

a

62 = (senz)’ % +(Scosz)’ o2 (3-30)

a
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Medicidn electronica de distancias

donde:

Oa: desviacion estandar de la altura en radianes.

O, desviacion estidndar de la distancia cenital en radianes.

)
Y

Figura 3-5. Reduccion de distancias al horizonte
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El goniémetro

4. EL. GONIOMETRO

El gonidmetro es el instrumento topografico considerado universal,
ya que lo mismo se utiliza para medir angulos horizontales o
verticales, como para alinear, nivelar o para la reducciéon de
distancias. Han sido grandes las innovaciones introducidas en el
disefio de este instrumento, aunque los principios basicos se siguen
conservando. A continuacion se detallan las caracteristicas bésicas
de este aparato.

4.1 CARACTERISTICAS

El disefio basico de un gonidmetro se da en la figura 4-1, en la
que se aprecian las partes fundamentales que lo constituyen,
teniendo mayor o menor variacién en funcion del tipo, calidad y
época a la que pertenecen.

o —

Figura 4-1. Goniémetro

Aun cuando todos los componentes del aparto son importantes, a
continuacion se describen en particular algunas de sus partes, asi
como sus caracteristicas principales que, dicho sea de paso,
resultan comunes a casi todos los instrumentos topograficos.
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4.1.1 Nivel tubular de burbuja

Es un tubo curvo de vidrio llamado frasco de nivel, sellado en
ambos extremos, que contiene un liquido sensible y una burbuja
de aire alargada. El liquido, es alcohol sintético purificado, al
cual ha desplazado el uso de la mezcla de alcohol y éter. En
la superficie externa del tubo existen marcas divisorias,
uniformemente espaciadas, para controlar la burbuja.
Normalmente, estas divisiones son de 2 mm (linea parisiense o

pars).

Se conoce como directriz del nivel a la linea tangente a la
superficie superior del frasco en su punto medio.

La sensibilidad del nivel, la establece el radi6 de curvatura del
frasco. A mayor radio, corresponde una mayor sensibilidad y esta
a su vez produce una mayor precision, aunque con ello se
requiere mayor tiempo para su centrado. Este parametro se
expresa de dos formas:

1) Por el dngulo en segundos sexagesimales subtendidos
por un pars.

2) Por el radio de curvatura del frasco.

Mediante un sistema Optico se logra una burbuja del tipo de
coincidencia, en el cual la burbuja se centra haciendo coincidir los
dos extremos opuestos de la burbuja, hasta formar una curva
continua (figura 4-2).
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-
N
-
N

Figura 4-2. Nivel de coincidencia

Una burbuja normal se puede centrar con una precisiéon de
alrededor del 10% de su sensibilidad y la de coincidencia, con una
aproximacion de 2.5% de precision.

La sensibilidad del nivel y/o su radio de curvatura se puede
determinar aplicindose el siguiente método:

a) Coloquese el goniémetro a unos 50 metros de un estadal
perfectamente vertical.

b) Efectiiese una lectura con la burbuja perfectamente
centrada.
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¢) Inclinese el goniometro ligeramente haciendo una nueva
lectura sobre el estadal, midiéndose el desplazamiento
de la burbuja. Asi de la figura 4-3, se tiene que:

b
== 4-1
R D (4-1)
D
R=b— 4-2
N (4-2)
h
D
Figura 4-3. Sensibilidad del nivel
0" = %206264.8 (4-3)

Sustituyendo la ecuacidn (4-2) en (4-3):
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"= " b206264.8
bD

0" = E206264.8
D

El gonidmetro

(4-4)

(4-5)

Tomando por n el niimero de divisiones recorridas por la burbuyja:

" 8—:2206264.8
n D

(4-6)

El angulo ¢ indica la rotacion angular en segundos de arco, que se
produce cuando la burbuja se desplaza de una linea a la siguiente.

Como se indico generalmente una divisidn del frasco es igual a

2 mm, evaluando la fé6rmula (4-3) se obtiene la tabla 4-1.

€

| 1 5 10

20

30 |

R (m)

| 41253 | 8250 41.25

20.63

13.75 |

Tabla 4-1. Radio de curvatura del nivel tubular

4.1.2 Anteojo

Es un tubo metdlico que consta fundamentalmente de cuatro
partes (figura 4-4):

a) Objetivo.

b) Lente de enfoque.

¢) Reticula.
d) Ocular.
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El objetivo es una lente compuesta, cuyo eje Optico es coincidente
con el eje de simetria del tubo y con perdida minima de luz por
reflexién y aberracion.

La lente de enfoque estd montada en el interior del tubo y esté
provista de movimiento deslizante. Su funcion es hacer que la luz
que incide al objetivo esté a foco en el plano de la reticula.

Tornillo de
enfoque
[

(7=

(a)

Ocular i

(chy(d)

Objetivo l

Figura 4-4. Telescopio

La reticula es un vidrio plano en el cual se proyectan las
imagenes. Tiene lineas diametrales grabadas en cruz, una de las
cuales debe ser horizontal y la otra vertical, incluyendo algunos,
dos lineas cortas y equidistantes del hilo horizontal, las que se
conocen como hilos estadimétricos. Originalmente, los hilos se
construian de tela de arana, filamentos de platino o de vidrio
estirado. En la mayoria de los instrumentos modernos son lineas
grabadas sobre el vidrio con filamentos de metal obscuro
incrustado en las rayas. Algunos tipos de reticulo se presentan en
la figura 4-5.

El ocular es un microscopio cuya finalidad es amplificar la imagen
proyectada en la reticula. Puede constar de dos o cuatro lentes
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para imagen invertida o directa. Tiene su propio mecanismo de
enfoque para adaptarla a la capacidad visual del observador.

Durante la observacién con un telescopio topografico es muy
importante que la imagen se forme con absoluta nitidez en la
reticula mediante el enfoque adecuado. Para comprobar que este
se realice correctamente, el observador puede mover la cabeza en
sentido horizontal o vertical, y si nota que los hilos parecen
moverse con respecto a la imagen existira un mal enfoque,
fenémeno conocido como paralaje, lo que hace imposible que la
observacién sea de buena calidad, ya que la imagen se forma

adelante o atrds de la reticula. Para reducir este efecto, se puede
seguir el siguiente procedimiento:

Figura 4-5. Reticulas

1) Observar el cielo con el anteojo, ajustando el enfoque de
ocular hasta que los hilos de la reticula se vean con la
mayor nitidez posible.

2) Observar un objeto distante, enfocando el anteojo hasta
lograr la mayor claridad de definicidn.
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3) Probar si existe paralaje, y de ser asi repetir el proceso
nuevamente.

Con objeto de comprender mejor como pueden incidir en el logro
de una correcta operaciéon del equipo, a continuacion se describen
brevemente algunos conceptos fundamentales de la 6ptica del
anteojo.

84

Poder de resolucion, es la capacidad de una lente para
descubrir detalles y se expresa en segundos de arco, segun el
angulo entre dos puntos lo suficientemente separados para
distinguirlos como objetos independientes y no como un punto
difuso. El poder de resolucién esta en funcién de la abertura
efectiva del objetivo y es independiente del poder amplificador
del sistema Optico. Su valor se determina aproximadamente
con la relacién:

R'=— (4-7)

donde:

R: angulo de resolucion en segundos de arco

D: abertura de la lente

El poder de resolucion tedrico del ojo humano es de 60” y por
lo tanto la relacion de resolucion/poder de amplificacion
debe llevarse a este limite; es decir, si se tiene una lente con
un poder de resolucion de 3”, debe de amplificarse 20 veces
para obtener 60”. Sin embargo, normalmente se usa un mayor
poder de amplificacion debido a las variaciones en la vision
de los observadores.



El gonidmetro

Amplificacién, es la razén entre el tamano aparente de un
objeto visto a través del anteojo, al mismo objeto visto sin
ayuda Optica.

Aun cuando la amplificacion debe ser mayor que 60/R, hay
un limite mas allad del cual se demerita la resolucién, por lo
que esta nunca debe ser mayor de 2 a 3 veces 60/R. Aun
cuando el objetivo permita la resolucién necesaria, existen
otros inconvenientes resultantes de una gran amplificacion,
ya que se puede reducir el campo visual y con ello resultar
mas notorios los efectos de la reverberacion atmosférica.

Definicidn, se entiende como el resultado general que se logra
con el uso de un anteojo. A mayor definiciéon, mayor claridad
de visién y por lo tanto, mejor precision en las punterias.

Los parametros descritos pueden ser de utilidad para establecer
un buen criterio, el cual permita la selecciéon adecuada del equipo,
en funcion de las necesidades reales a satisfacer.

El instrumento siempre estard disefiado para mantener el
equilibrio entre los diferentes parametros citados. Por ejemplo, el
transito de 1’ retine las siguientes caracteristicas:

Amplificaciéon 18 a 28X
Campo visual 1°a1° 30
Resolucion 4” a 5"
Enfoque minimo 1.5a21m
Sensibilidad de niveles

alidada 0” a100”/2 mm

del anteojo 30” a60”/2 mm
Peso 5a75kg
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A continuacion, se listan algunas de las caracteristicas
sobresalientes de los goniometros modernos:

1) El instrumento en su totalidad es mas robusto, compacto,
protegido y ligero que sus antecesores.

2) Los anteojos son mas cortos y robustos, ademas cuentan
con sensores electronicos, para la determinacion de los
angulos.

3) Se montan sobre una base nivelante especial de tres
tornillos, que tiene integrada una plomada Optica, los
cuales ademds permiten intercambiar accesorios sin
sacar la base nivelante de su centro.

4) La lectura se realiza sobre pantallas, elimindandose la
incertidumbre en las lecturas.

5) La lectura del circulo vertical se relaciona con mayor
precision a la gravedad, mediante un compensador
automatico.

6) El acoplamiento al tripode se hace mediante un sistema
tornillo-tuerca de 5/8 de pulgada (1.6 cm).

4.2 CLASIFICACION DE LOS GONIOMETROS

Entre las posibles clasificaciones de los gonidémetros, se pueden
hacer dos distinciones:

a) La primera por cuanto a la precision que se puede
lograr, y

b) La segunda por cuando al funcionamiento de su circulo
horizontal.
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El gonidmetro

En el primer caso se puede intentar su clasificaciéon en cuatro
categorias:

1)

Goniometros pequenos, en los que las lecturas se hacen
mediante vernier y con la ayuda de una lupa; sus
circulos son metalicos, el horizontal es de 6 a 8 ¢m de
didmetro y el vertical de 5 a 7 cm; la lectura se estima al
minuto. Se usan principalmente en construccién vy
levantamientos sencillos de poca precision.

Goniometros de ingenieria, en los cuales las lecturas se
hacen mediante un micrémetro o una escala optica,

sobre un circulo de cristal y la estimacién es de 10” a
207,

Goniometro de precisiéon, en los que las lecturas se
realizan por medio de micrémetro Optico en el que se
logran estimaciones de 1” o menos, y cuyos circulos son
de cristal de 10 a 13 cm en el horizontal y de 7 a 9 cm en
el vertical, asi como por medio de sensores electrénicos.
Se utilizan en trabajos topogréficos de alta precision, asi
como en levantamientos geodésicos de mediana
precision.

Goniémetros de alta precision, son similares en cuanto
al diseno de los descritos en el punto anterior, aunque
introducen mejores caracteristicas de amplificacién,

resolucion, etc.; las lecturas obtenidas directamente son
al segundo, aprecidndose la fraccién de este.

Se emplean en trabajos de astronomia de posicién, asi
como en levantamientos geodésicos de primer orden.
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Los circulos de lectura mencionados anteriormente, se describen
brevemente a continuacién:

88

i) Vernier: Es un dispositivo mecanico bastante simple que
permite una precision aceptable de lectura. Consiste
basicamente en sobreponer dos escalas con diferentes
graduaciones y la lectura se hace en donde coinciden las
escalas.

Si la unidad del circulo principal es ¢ y la del vernier es v
con n unidades, se tiene:

(n—1)c=nv (4-8)

lo que permite una desviacion estandar de alrededor de
media unidad del vernier.

ii) Escala dptica: Simplemente se sobrepone una escala
auxiliar al circulo principal, permitiendo hacer la lectura
directamente con el indice de dicha escala.

iii)Micrémetro 6ptico: Por medio de un sistema de prismas,
las partes diametralmente opuestas de los circulos se
sobreponen Opticamente, de manera que las imagenes
se pueden mover con la ayuda de un micrémetro, lo que
equivale a tener un promedio de las lecturas.

iv)Sensores electronicos: A mediados de los ochentas, se
introdujo en México un sistema de medicion angular
que consiste en la combinacién Optica-electronica, en la
que se tiene un circulo con trazos sensibles. Es un sistema
de medicion dindmico en funcién del tiempo que capta
todos los trazos del circulo, eliminado posibles errores de
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excentricidad. Normalmente la salida se da en forma
digital en una pantalla.

Por lo que toca al funcionamiento del circulo horizontal, los
gonidmetros se pueden clasificar en:

1) Repetidores.

2) Direccionales.

4.2.1 Goniémetros repetidores

Consisten en un mecanismo de doble eje acimutal o de un tornillo
fijador de repeticion. Tiene la particularidad de que su circulo
horizontal puede fijarse indistintamente a la base o a la alidada.
De igual manera que el goniometro comun, este disefio permite
repetir un angulo cualquier nimero de veces y acumularlo
directamente en el circulo. Algunos instrumentos de este tipo son
el Theo 020a y el T1, de escala 6ptica el primero y micrometro
Optico el segundo.

El circulo vertical funciona de manera similar al horizontal, para
la referencia del plano horizontal se tiene un nivel de indice,
normalmente del tipo de coincidencia, o bien un sistema de
compensacion automatica.

4.2.1.1 Medicion angular

La medicién de un éngulo, con un goniémetro repetidor, se
realiza accionando tanto el tornillo general, como el particular, asi
como los respectivos tornillos tangenciales. Una vez verificado el
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estado del instrumento, centrado y nivelado en la estacién, se
procede de la siguiente manera:

a) Aflojar los tornillos de ambos movimientos, general y
particular.

b) Aproximar la lectura a cero (o al origen deseado) Yy fijar
el movimiento particular, afinando la lectura a cero, con
el tornillo tangencial respectivo, efectuando giros en el
sentido de las manecillas del reloj.

c) Dirigir la visual al punto origen con el movimiento general,
fijdindolo una vez hecha la punteria.

d) Hacer la punteria en el vértice de cierre utilizando el
movimiento particular, desde luego se debera afinar la
punteria con el tornillo tangencial.

e) Realizar la lectura del &ngulo en esa posicién.

Ahora bien, si se desea medir el angulo por repeticiones, se
deberda seguir el método descrito para la primera lectura,
conservandola al regreso de la visual al origen, para repetir el
procedimiento indicado, lo que ird sumando el angulo tantas
veces como se repita. Es importante tener presente, que si la suma
excede los 360°, se debera tomar nota de ello, para que cuando se
efectie el promedio, este hecho sea tomado en cuenta.

Se sugiere la conveniencia de repetir un nimero par de veces el
angulo, intercambiando el circulo vertical a la izquierda y a la
derecha, para disminuir los errores instrumentales.

La mediciéon del angulo vertical o cenital, es una operacién
sumamente sencilla, desde el punto de vista geométrico, ya que el
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origen se tiene ya sea en el horizonte o en el cenit, y el circulo
graduado de 0° a 360° o de 45° a 135°, se lleva al origen mediante
un nivel de indice o un sistema de compensacion automatica,
de manera que la medicidn consiste en que, una vez centrado
y nivelado el aparato, se dirija la visual al punto deseado y se efecttie
la lectura correspondiente. Algunos comentarios adicionales, sobre la
determinacion de é&ngulos verticales se hacen en la secciéon de
gonidmetros direccionales.

4.2.2 Goniometros direccionales

En este tipo de goniémetros no se cuenta con doble movimiento
horizontal, sino que su eje acimutal es sencillo. Esto significa que
mas que medir dngulos, se miden direcciones y por medio de las
diferencias de dos lecturas, se obtiene el dngulo. Dentro del
equipo de precision estos son los mas usuales, y como ejemplo se
pueden mencionar el Kern DKM2-A, el T1 y T3 de Leica, el Th2
de Zeiss, el Theo 010a de Luft o el SET2 de Sokkia. Generalmente
las lecturas del valor angular son por medio de un micrémetro
optico, lo que reduce el error de excentricidad del circulo. Al
igual que en los gonidmetros repetidores el plano de referencia
para la medida de los angulos verticales, se logra a través de un
nivel de indice del tipo de burbuja o mediante un sistema de
compensacion automatica.
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Figura 4-5. Medicién angular

4.2.2.1 Medicion de dngulos

Seguin se menciond anteriormente, la medida de un &ngulo
resulta de la diferencia de dos direcciones, que no son mas que
lecturas del circulo horizontal tomadas en estaciones sucesivas.
Audn cuando el gonidometro de direcciones solo tiene movimiento
horizontal, es posible cambiar el origen de las lecturas, mediante
un tornillo selector. Con objeto de minimizar los errores por
graduacion, las lecturas se deben distribuir alrededor del circulo,
para ello se recomienda incrementar el origen de lectura segun la
relaciéon 180°/n, donde n es el nimero de series que se van a
realizar. Se entiende por serie a la medida de un dngulo en las dos
posiciones del circulo vertical (I, izquierda o D derecha). Por
ejemplo, si se quiere medir el dngulo AOB, presentado en la
figura 4-5, el procedimiento es el siguiente:

i) Se dirige la visual OA con el circulo a la izquierda,
eligiendo un origen; por ejemplo, 0° 00" 10.0”.
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ii) Se gira el anteojo para visar B y se efectiia la lectura; por
ejemplo, 35° 10" 15.0”.

iii)Se invierte el telescopio y se gira acimutalmente hasta ver
nuevamente B, pero ahora con el circulo vertical a la
derecha; por ejemplo, 215° 10" 20.0”.

iv)Se observa nuevamente hacia A para cerrar la serie; por
ejemplo, 180° 00" 10.0”.

El &ngulo AOB resulta del promedio de las diferencias medidas,
con la ventaja de que este método elimina el error de colimacion
horizontal. Identificando convenientemente las lecturas de esta
serie se tendra lo reflejado en el siguiente cuadro.

Serie |PC| PO Direccién Diferencia Promedio
I | A 0° 00" 10.0”
I | B| 3 10 150 (35 10 05.0
D| B |215 10 20.0 35 10 075
D|AJ180 00 10.0 |35 10 12

En cuanto al angulo vertical o cenital, hay que tener en cuenta que
existen goniémetros con el circulo vertical graduado de 0° a 360°
y otros de 45° a 135° con el circulo a la derecha y de 135° a 45° con
el circulo a la izquierda, por lo que se tendra:

ler. caso
z=180°+I-D)/2 (4-9)
v=(D-1)/2-90° (4-10)
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20. caso
z=90°+D | (4-11)
v=I-D (4-12)

En lo que toca a la forma de hacer la lectura, tanto en el circulo
horizontal como en el vertical, se deberd realizar de acuerdo a las
caracteristicas de cada marca y modelo de instrumento.

Cuando se utilice un goniémetro con nivel de indice, se debera de
hacer la coincidencia de la burbuja cada vez que se lea un angulo
vertical o cenital.

4.3 MANIPULACION Y CENTRADO

Esta clase de instrumentos requieren de algunos cuidados
especiales, ya que desde que son sacados de su estuche deberan
seguirse procedimientos adecuados para evitar desajustes. Al
sacarlo, se tomard de las asideras que para ello tiene, o de no ser
asi, del soporte del anteojo. Atornillarlo firmemente al tripode,
que a su vez ha de estar adecuadamente emplazado. Nunca
deben forzarse los movimientos. Antes de iniciar cualquier
trabajo con el gonidémetro, es necesario revisar sus ajustes. Las
condiciones fundamentales que debera cumplir son los siguientes:

a) La linea de colimacién debe ser paralela al eje horizontal.
b) El eje horizontal debe ser perpendicular al eje vertical.

c) El eje vertical deber ser realmente vertical.
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Adicionalmente, debe verificarse el buen funcionamiento de la
plomada optica.

Para efectuar la revisiébn y las correcciones procedentes, se
recomienda seguir las instrucciones dadas por el fabricante de
cada marca y modelo instrumental, que normalmente estan
suficientemente documentadas en los manuales de los equipos.

Una vez comprobado el buen funcionamiento instrumental, el
centrarlo se logra por medio de un procedimiento de tanteos, en
el cual se logra la nivelacién aproximada con el nivel esférico,
después se verifica con la plomada Optica el centrado,
desplazando hacia los lados el instrumento hasta centrarlo con
precision. A continuacion se realiza una nivelaciébn mas exacta
empleando el nivel de la alidada, visando nuevamente a través de
la plomada 6ptica, para corregir posibles desviaciones. El proceso
se repite ciclicamente hasta lograr el centrado y nivelacion
simultdneamente. Una vez logrado, se estd en posibilidad de
medir dngulos de acuerdo a los procedimientos descritos. Al
terminarse las operaciones, el instrumento se debera limpiar con
un lienzo suave, guarddndolo cuidadosamente en su estuche,
cuidando que no quede ningtin movimiento forzado y comprobando
que tenga el absorbente de humedad en buenas condiciones, ya
que esta puede causar serios danos al instrumento.

4.4 FUENTES DE ERROR EN LA MEDICION DE ANGULOS

Cuando se mide un angulo, las fuentes de error se pueden
clasificar de tres diferentes maneras:
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1) Errores instrumentales.

2) Errores naturales.

3) Errores personales.
Adicionalmente se pueden considerar las equivocaciones, las
cuales se presentan por descuido en la operacién del instrumento,

o por una mala compresion del problema geométrico que se
pretende atacar.

4.4.1 Errores instrumentales

Aun cuando se hayan efectuado todas las posibles correcciones al
equipo, y estas hayan sido realizadas con todo cuidado, siempre
quedaran algunos errores residuales, los mds conocidos son:

Error de colimacion horizontal, el cual es causado por la falta de
perpendicularidad entre la linea de colimacion y el eje de alturas.

180°
' lectura

270° 90° G90° | eemeeiiia - ;/_‘5_,;_ W 270°

180°
00

Figura 4-6. Error de colimacion horizontal
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Supdngase que se tiene un error de colimacién positivo de
magnitud o (figura 4-6). Si se invierte el aparato para quedar con
el circulo a la derecha, el error serd -o. Como consecuencia, el
error de colimacidn se eliminara de las observaciones en ambas
posiciones del circulo, ya que al promediar las lecturas se tendra:

o-o=0

Error de colimacién vertical, se produce ya sea por la desviacién
del hilo horizontal de la reticula o por un error del nivel de indice.
Tiene el mismo efecto que si el cero de la graduacion del circulo
vertical se desviara cierto angulo o con respecto al cenit.

Si se tiene un circulo vertical graduado de 0° a 360°, con un error
de colimacion vertical de o en la posicion del anteojo con el
circulo a la izquierda (figura 4-7), al invertirse y visarse el mismo
punto, el error de colimacion serd -o.

Las dos distancias cenitales medidas seran:

zZ,=z2-qQ (4-13)

y
z, =360°-z+a (4-14)
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A

Figura 4-7. Error de colimacién vertical

En funcién de las expresiones (4-13) y (4-14) se tendra que la
distancia cenital promedio sin error de colimacién sera:

z=180°~(z,-2,)/2 (4-15)

Error de excentricidad, el cual se debe a la falta de coincidencia
del centro del circulo horizontal con el eje vertical del aparato.

Supéngase que el circulo de la Figura 4-8 con centro O, la
distancia OC, representa el error de excentricidad.

El instrumento gira alrededor del punto C y por lo tanto, el
angulo real entre dos puntos dados A y B, serd realmente o,
mientras que el obtenido por la medicion sera .

La diferencia:

B=a-f
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representa el error debido a la excentricidad OC.

Figura 4-8. Error de excentricidad

Si el cero de la graduacién del circulo horizontal coincide con la
visual hacia A, el angulo B sera la lectura m que se hace
directamente en dicho circulo y:

o=0+m

Si es posible leer un indice I', diametralmente opuesto a | y se la
lectura de dicho indice es m’, entonces:

o'=0+180°=m'-6 (4-16)
sumando las dos ultimas expresiones y despejando o

o = (m+m'-180°)/2 (4-17)
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con lo cual se elimina el error de excentricidad. Aqui se ve
claro que cuando se utilizan el micrometro dptico, o sensores
electronicos diametralmente opuestos, este error se elimina
automaticamente, en virtud de que el promedio se estd haciendo
en la misma lectura.

Error de graduacidon de los circulos, el cual se debe a errores
inherentes al proceso de fabricacion de los circulos, la tnica
manera de minimizarlo es promediando lecturas en diferentes
sectores de los circulos.

Error de lectura, este error se presenta en los gonidmetros debido
a la calidad de la Optica, el tamafio mds pequefio de la divisién de
la escala, asi como a la habilidad del observador. Tipicamente este
valor estard en el rango de £1” a £10”, pudiendo llegar a 1" para
los instrumentos de vernier. Este error es aleatorio y sus efectos
sobre un angulo dependen del método de medicién asi como del
numero de determinaciones que se hagan.

Cuando un angulo horizontal se mide por el método de
repeticiones, el error de lectura existe solamente en la lectura
inicial y final, ya que en las determinaciones intermedias no se
hace ninguna lectura. Para este procedimiento el angulo estard
dado por:

L0 Oyt
n

o (4-18)
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Aplicando la ecuacion (2-26) a la ecuacion anterior se tiene que la
desviacion estandar del angulo promedio debido solamente a
lectura es:

, 2 2
5 = 00 +Gf (4_19)

n

oY

donde og es el error estimado al llevar a cero la lectura inicial y oy
es el error estimado en la lectura final. Es importante destacar que
el ndmero de repeticiones debe ser un nimero par.

Asumiendo que la habilidad del operador para colocar en cero y
hacer la lectura es la misma, lo cual es muy razonable, la ecuacion
(4-19) se convierte en:

V2

n

(4-20)

g =

Q

Cuando el angulo se determina por el método de direcciones, el
angulo es la diferencia entre dos lecturas, con lo que la desviacién
estandar sera:

G, =407 +0; (4-21)

En caso de que se hagan n series, la ecuacién (4-21) se convierte
es:

\/(cﬁ +csf1)+(c5;22 +<5f2?_)+...+(cr;?n +c;°'n) (4-22)

g =

a

n
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Donde los subindices i indica atrds y f adelante, mientras que n
es el nimero de series realizadas. Asumiendo nuevamente, que
la habilidad del operador es la misma indistintamente de la
direccién de la visual, oy la ecuacién (4-22) se simplifica
quedando:

_onE
“~

Aqui es importante remarcar, que debido a la necesidad de
lecturas adicionales en el método de direcciones, se produce un
error mayor que el obtenido por el método de repeticiones.

(4-23)

Error de punteria, el cual se genera por varios factores,
incluyendo la calidad de la dptica del telescopio, el tamario de las
punterias, la habilidad del observador para visar la mira, asi
como las condiciones ambientales al momento de la observacion.
Este error también es de tipo aleatorio, y estara presente
indistintamente del equipo de medicion empleado o de la
metodologia de trabajo. Ya que cada repeticion del édngulo
consiste de dos punterias, el error se puede estimar por medio de:

2 2 2
oo 202, +202,+..4202, w24

a

P n

Considerando la habilidad de operador, igual que en los casos
anteriores, se llega a:

o2
op Jﬁ

o] (4-25)
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En el caso de los goniémetros integrados en las Estaciones
Totales, el error de lectura combinado con el de punteria, estan
dados por la norma DIN18723, el cual proporciona una
estimacion de este valor en funciéon del promedio de dos
direcciones medidas. Asi, el valor DIN, en funcién de una lectura
estd dado por:

o, V2 o,

2 V2

Usando esta ecuacidn, la expresiéon para estimar el error en una
medicion de una direcciéon debido a lectura y punteria con un
gonidometro digital es:

(4-26)

Cpin =

Gq, =Oon2 (4-27)

Usando un procedimiento similar al de la ecuacién (4-25), el error
estimado en un dngulo medido n veces el error es:

0,2

c, (4-28)
* h
Sustituyendo la ecuacion (4-27) en (4-28) se obtiene:
20
G, =—72- (4-29)

ap \/ﬁ

Error por centrado de la punteria, el cual se puede atribuir a las
condiciones ambientales, a la plomada 6ptica, asi como a las
caracteristicas Opticas de ella, al nivel de burbuja, a la habilidad
del operador, entre otros factores. Cuando el centrado de las
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punterias se hace con cuidado, este error puede estar en rango de

+0.0003 mm a +0.003 mm de la estaciéon. Aunque algunos de los

factores mencionados pueden considerarse como sistematicos
P

para un angulo en particular, el error de centrado de la mira

puede aparecer como un error aleatorio en el ajuste de redes que

involucra muchas estaciones.

¢
Ve

______ :
-' ” iy Ty
@ T e T

Figura 4-9. Posibles posiciones de la mira

La estimacion del efecto de este error en un angulo puede hacerse
analizando su contribucién en una direccién. Como se muestra en
la figura 4-9, el error angular debido al centrado de la mira,
depende de la posicion de esta. Si la mira se encuentra sobre la
visual, pero fuera del punto, como se muestra en la figura 4-9a,
no hay ningtin efecto sobre la direccion. Sin embargo, si la mira se
mueve fuera de la visual, el error se incrementa hasta un valor
maximo cuando el desplazamiento sea perpendicular a la
direccién, como se ilustra en la figura 4-9d, con lo que el error por
falta de centrado de la mira sera:
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e= (4-30)

Donde € es la incertidumbre en la direccion debido al descentrado
de la mira, o4 el error por centrado y D la distancia entre el
goniometro y la mira. Ya que un angulo estd definido por la
medicion de dos direcciones (figura 4-10):

a2

€,

Figura 4-10. Error angular debido al
centrado de la mira

Asumiendo una vez mas que la habilidad del operador para
centrar la mira sobre los puntos visados es la misma para todos
los casos e independiente de la direccién de la visual, se tiene que
la ecuacion (4-31) expresada en segundos de arcos es:

yD? +D;
o ——i—gcmp (4-31)

o DD,
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Notese que ya que el error por centrado de la mira se presenta en
cada punto y su tamafio no se reduce al hacer multiples punterias.
Lo anterior implica que el error por centrado de la mira sea uno
de los mas significativos en la medicion de dngulos. En la
ecuacion (4-32) p=206 264.8” /rad.

Error por centrado del instrumento, el cual depende de la calidad
del instrumento y del estado del ajuste de su plomada 6ptica, la
calidad del tripode, y una vez mas, de la habilidad del operador.
El error puede compensarse como se ilustra en la Figura 4-11a, o
maximizarse cuando el error ocurre en la misma direccion de
la bisectriz del angulo (figuras 4-11b y 4-11c). Para cualquier
puesta de instrumento, el error serd constante, sin embargo, ya
que la localizacion del instrumento es aleatoria con respecto a la
posicién verdadera, aparecerd como un error aleatorio en el ajuste
de una red que involucre muchas estaciones. De la figura 4-11, el
angulo o verdadero es:

a=(P,+¢,)-(P,+¢&,)=(P, —P,)+(g, —¢,) (4-32)

Donde P1 y P2 son las direcciones verdaderas y € y € son los
errores producidos por la falta de centrado.

Figura 4-11. Error angular debido al centrado
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En base a la ecuaciéon (4-32) se puede plantear que el error
inducido en el angulo por el error en el centrado del instrumento
sera:

E=¢g, ¢, (4-33)

El analisis de la propagacion de los errores se facilita al introducir
un sistema de coordenadas cartesianas (X,y).

En la figura 4-12, se muestra un sistema cartesiano cuyo eje X
pasa a través de la estacion verdadera y el eje y coincide con el eje
vertical del instrumento. De esa misma figura, se puede establecer
que:

ih=ip—qr=ipcosa —sgsena (4-34)
Haciendo sg=x e iq=y, la ecuacion (4-34) se puede reescribir como:

ih=ycosa —xsena (4-35)

Figura 4-12. Andlisis del error por centrado
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Adicionalmente, se tiene:

ih  ycoso—xsenau
D1 D1

y
€, = —
2 D2
Sustituyendo la ecuacion (4-36) y (4-37) en la (4-33), el error

inducido en un angulo debido al centrado del instrumento es:

y ycoso -—Xxsena

€= -
D, D, (4-38)
reorganizando la ecuacion anterior:
D,y+D,xsena-D,ycosa
) i 2y (4-39)

DD,

Aplicando la férmula de propagacion de los errores, se tiene que
las derivadas parciales son:

de D,sena

X~ DD, (4-40)

de D,-D,cosc
dy DD,

(4-41)

Sustituyendo estas expresiones en (2-26):
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2 2

D D,-D

o2 = (—Es;noc) o: +( ‘ 5 Ecosaj . (4-42)
12 1= 2

Debido a que el error es constante para cualquier puesta de
aparato, el error en el angulo no se reduce al hacer repeticiones
del mismo. Asumiendo que los errores en x y y se pueden
considerar como (figura 4-13):

C,=0,=— (4-43)

Figura 4-13. Error de centrado en una estacion

Haciendo que 0.=04;, expandiendo los cuadrados y reagrupando
términos en la ecuacién (4-42) se tiene:
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o D} +Dj}(cos® o+ sen’ a) - 2D,D, cos o o2 (aad)
. D2D?2 2

Planteando de la ley de los cosenos que (Figura 4-12):
D3 =D?+D2-2D,D, cosa (4-45)
La ecuacién (4-43) se puede reescribir como:

D
o,=t———o0, 4-46
D,D,2 P (4-46)

Error por nivelacion del instrumento, el cual repercute
directamente en una inclinacion del eje horizontal, y por lo tanto,
en la posicion del circulo. Si la burbuja del nivel del goniémetro,
permanece fuera del centro por la misma cantidad durante todo
el proceso de medicion del angulo, el error resultante serd
sistematico. Sin embargo, ya que el operador del instrumento
monitorea constantemente la posiciéon de la burbuja, renivelando
el instrumento cuando esta se sale de su posicion, el error se
convierte en aleatorio.

En la figura 4-14, € representa el error angular de una visual
debido a la imperfeccion del nivelado del instrumento localizado
en la estacion |. La visual IS esta afectada por el angulo vertical v.
En la figura, IS es perpendicular al eje horizontal del instrumento.
La cantidad en la que el instrumento esta fuera de nivel es fqu,
donde f4 es el nimero de divisiones que esta fuera del centro y p
la sensibilidad del nivel. De la figura se tiene:

SP =Dtanv (4-47)
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PP'=De (4-48)

Figura 4-14. Efecto del error de nivelacién

donde D es la componente horizontal de la distancia visada y el
error angular € estd en radianes. Debido a que la magnitud del
error por nivelaciéon es pequeno, PP’ puede aproximarse como un
arco circular, y ast:

PP'= f,u(SP) (4-49)
Sustituyendo (4-47) en (4-49) y su resultado en (4-48) se obtiene:

PP'= f utanv (4-50)
e = f,utanv (4-51)
Propagando el error en la determinacién del dngulo, considerando

n determinaciones del angulo y v4 el angulo vertical de la visual a 1
y Vo a 2, se tendra:
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o \@dutanv1 )i/J:(&fdptanv2 )2 (4-52)
N

o

4.4.2 Errores naturales

Viento, el principal efecto que produce es la vibracion instrumental.
Cuando esto ocurra se debera de suspender el trabajo si cs
necesario, a menos que se utilice la proteccion adecuada.

Refraccidn, se debe a las diferentes densidades en la densidad del
aire por las que atraviesa la visual, lo que origina la desviacion de
la misma. Se recomienda no hacer visuales rasantes al piso o0 a
construcciones, asi como evitar trabajar a horas de mayor calor.

Cambios de temperatura en el instrumento, la cual ocasiona
cambios dimensionales desiguales en el instrumento y por
consecuencia errores en la operacion. Para minimizar el efecto se
recomienda proteger el equipo de los rayos directos del Sol.

Movimientos del tripode, se presentan si este se asienta sobre
terreno blando o pantanoso. En caso de tener que trabajar en estas
condiciones, se recomienda hacer observaciones rapidas, y en
caso de que el tiempo de permanencia en la estacion sea grande,
hincar estacas para soportar cl tripode.

4.4.3 Errores personales

Instrumento mal centrado, con proposito de minimizar su
presencia, se recomienda verificar el centrado del mismo durante
la operacion.
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Instrumento mal nivelado, se debera de comprobar el estado de
las burbujas a intervalos durante la operacién, pero no se debe
renivelar el instrumento en una serie, sino solamente antes o
después de estas.

Enfoque inadecuado, el cual induce error de paralaje en el
telescopio, por lo que se deberan de seguir el procedimiento
descrito en este capitulo.

Error de lectura, para evitar su presencia solo se puede
recomendar que el operador se familiarice con el instrumento
antes de empezar el trabajo.

Uso incorrecto de los tornillos, al igual que en el caso anterior el
operador se debe familiarizar con la operacion del equipo.

4.4.4 Equivocaciones

Algunas equivocaciones comunes que hay que tratar de evitar
son:

Dictar o0 anotar valores incorrectos, esto sélo se presenta en
equipos que no cuentan con dispositivos de almacenamiento
integrado, para tratar de evitarlo se sugiere que el anotador repita
el valor que escribid.

Ubicacion en puntos equivocados
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Poligonacién

5. POLIGONACION

5.1 DEFINICION Y APLICACIONES

La poligonaciéon es un método de posicionamiento horizontal
ampliamente empleado en la actualidad, sobre todo por la facilidad
y alta precision con la que se pueden medir distancias con
los nuevos equipos electrénicos y la alta confiabilidad en la
determinacion de angulos.

Este método consiste en la medicion de una serie de lineas
consecutivas cuyas longitudes y direcciones se determinan a
través de la medicion directa en campo. Hay basicamente tres tipo
de poligonales:

i) Cerrada.
ii) Abierta geométricamente pero cerrada analiticamente.

iii)Abierta geométrica y analiticamente.

5.1.1 Poligonales cerradas

Las poligonales cerradas son aquellas que inician y terminan en
un mismo punto, formando un poligono cerrado geométrica y
analiticamente (figura 5-1).
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Figura 5-1. Poligonal cerrada

5.1.2 Poligonal abierta geométricamente pero cerrada
analiticamente

Inicia en un vértice que forma parte de un lado de control
conocido, de igual o mayor precision y termina en otro de las
mismas caracteristicas (figura 5-2).

" Estacion
\ Angulo medido
—lado de liga
—Lado medido

Figura 5-2. Poligonal abierta geométrica y
analiticamente
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Poligonacion

5.1.3 Poligonal abierta geométrica y analiticamente

Es una serie de lineas sin puntos de control, por lo que no
se recomienda en ninguin caso, ya que no hay forma posible de
comprobar su calidad, excepto el control acimutal a través de
orientaciones astrondémicas.

5.2 METODOS DE OBSERVACION

Siempre que sea posible se deberd ligar el nuevo levantamiento a
otros ya existentes, de preferencia que formen parte de la Red
Geodésica Nacional. Lo anterior, repercutird directamente en un
ahorro de recursos, ya que facilmente se podran integrar los
trabajos a la cartografia existente.

5.2.1 Medicion de distancias

Dependiendo de la calidad del trabajo, la determinacién de las
distancias se puede realizar por medio de cintas, estadia o equipo
electromagnético. Este ultimo, es el mas empleado en la actualidad,
dada la rapidez y alta precision que permite.

5.2.2 Mediciéon angular

Se recomienda realizar la determinacién de dngulos, por medio
de direcciones, repitiendo cada una de ellas en ambas posiciones
del circulo. Para evitar posibles errores, se recomienda que
siempre se gire el instrumento en el mismo sentido.
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5.2.3 Causas de error y equivocaciones

Los errores que mas comunmente se cometen en los trabajos de
poligonacion, se deben a la incorrecta mediciéon de distancias y
angulos, ya presentadas en los capitulos precedentes, asi como a
la mala planeacion o ejecucién de los trabajos.

Por lo que respecta a las equivocaciones mas frecuentes, son ocupar
vértices equivocados, orientar incorrectamente la poligonal o
confundir el sentido en el que los angulos fueron medidos.

5.3 ANTEPROYECTO

Antes de iniciar en campo cualquier levantamiento, es necesario
definir con absoluta claridad el objetivo buscado, para que en
funcién de este, se establezca la metodologia a seguir, asi como
definir el equipo que se debe emplear. Una de las fases mas
importantes, es la de recopilacién de la informacién existente para
la elaboracion del anteproyecto. Esta informacién podra ser
cartogréfica, topogréfica, climatolégica, estadistica o de cualquier
otro tipo que sea requerida para lograr un anteproyecto realista y
ejecutable. Se recomienda que siempre se cuente con un
anteproyecto que permita optimizar los recursos, basado en el
conocimiento a priori de lo que se va a ejecutar.

Una buena recopilacién de informacién, en correlaciéon con la
clara definicién del objetivo, permitird establecer confiablemente
el anteproyecto (planeacion), lo que a su vez dard posibilidad
de hacer la programacién mas adecuada de las necesidades de
trabajo. En el documento del anteproyecto, se debera plasmar,
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ademds del trabajo mismo a ejecutar, todos los aspectos
informativos que se consideren relevantes para servir de apoyo y
que coadyuven a una mejor realizacion del mismo, como son vias
de acceso a la zona, facilidad para conseguir en el sitio los
materiales, suministros, alimentos, etc., grado de riesgo de la zona
en la que se trabaja, probabilidad de lluvias o nevadas, entre otros
aspectos.

En este punto ya se tendra definida la metodologia de trabajo,
asi como las normas y especificaciones para el cumplimiento
de los objetivos, en base al equipo a utilizar y los recursos

humanos, financieros y materiales requeridos, con buen grado de
confiabilidad.

La siguiente etapa, sera llevar a cabo el ‘trabajo de campo,
estableciéndose con ello el proyecto definitivo.

5.4 SELECCION DE ESTACIONES

Una vez que se estd en el area del levantamiento y siempre
mediante el anteproyecto, se procederd a definir los sitios
que ocuparan las estaciones (reconocimiento), basadas en la
observacion real y en los lineamientos que para ello se hayan
establecido previamente, considerando siempre que una marca
topogréfica es el tnico testigo fisico que queda del trabajo,
después de la inversion de una gran cantidad de recursos
humanos, técnicos, materiales y financieros.

Después de esta seleccion, algunos detalles del anteproyecto
podrian haber cambiado dentro de los rangos permisibles, con lo
que se tendra el proyecto definitivo. Las estaciones se marcaran
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de acuerdo a las necesidades, pudiéndose emplear pintura,
estacas, clavos, varillas o placas empotradas en roca o pavimento,
0 monumentos construidos ex profeso para ello.

A todo este proceso contintian las mediciones, las cuales siempre
se deberan de comprobar en campo, repitiéndose aquellas que
rebasen las tolerancias y no cumplan con las especificaciones del
proyecto.

Se sabe por ejemplo, que la condicion de cierre angular para un
poligono cerrado es para angulos internos:

suma de angulos = 180°(n-2) (5-1)
y para angulos externos:
suma de angulos = 180°(n+2) (5-2)

donde n es el nimero de dngulos medidos y que la tolerancia se
da en funciéon de la calidad deseada de los trabajos y no en
funcion del equipo empleado como a menudo se piensa, ya que el
equipo se selecciona para el trabajo y no el trabajo para el equipo.

Cabe reiterar que todo lo comprobable en campo se debe revisar
para evitar al maximo posible, que los errores se detecten una vez
que se ha dejado la zona de trabajo. Con el equipo moderno, las
comprobaciones son cada vez mas sencillas, ya que muchos de
ellos cuentan con dispositivos electronicos de procesamiento de
datos integrados, que permiten con facilidad realizar las
verificaciones pertinentes.
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5.5 CALCULO DE POLIGONALES

5.5.1 Proyecciones ortogonales

En Topografia el método mas usual para el calculo de poligonales,
se basa en el sistema de proyecciones ortogonales. Esto es, si se
tiene un lado cualquiera de longitud | y acimut R (figura 5-3), las
proyecciones del lado, sobre cada uno de los ejes seran:

X =lsenR (5-3)
Y = lcosR (5-4)

Por lo que si se conocen las coordenadas del origen, como en el
caso de la figura 5-3, ademds de las proyecciones, se pueden
calcular facilmente las coordenadas del extremo de la linea.
Siendo esto:

Xg =X, +IsenR (5-5)
Y, = Y, +lcosR (5-6)

Xa Xg

Figura 5-3. Proyecciones ortogonales
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El célculo de proyecciones ortogonales, no es mas que la
transformaciéon de un sistema de coordenadas polares a
cartesianas.

5.5.2 Condicidén de cierre

Un poligono cerrado analiticamente debe cumplir con dos
condiciones de cierre:

i) angular

ii) lineal
Si es un poligono cerrado geométricamente, la condicién de cierre
angular se establece por medio de las relaciones (5-1) o (5-2). En

caso de que se trate de un poligono cerrado analiticamente, pero
abierto geométricamente, la condicion de cierre estara dada por:

Az, = Az, +180°+) £ (5-7)
donde:
Azs: acimut final.

Az;: acimut inicial.

£ : angulo.
Desde luego, restando 360° cada vez que se acumulen.

Evidentemente, dada la ocurrencia de errores en el levantamiento,
en ninguno de los dos casos se cumplira el cierre angular. A este
respecto, una primera precaucidn deberd tomarse antes de
abandonar la zona de trabajo, la cual consiste en verificar
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y comparar el error de cierre angular contra el error maximo
permisible (tolerancia), que a su vez se establecerd de acuerdo a
los objetivos de calidad del levantamiento.

Si el error angular, esta por debajo de la tolerancia, se puede dar
por terminada la medicién angular, ya que se efectuard una
compensacion para distribuir de alguna manera los errores
acumulados, en caso contrario, se recomienda repetir esta
actividad.

La condicién de cierre lineal para un poligono cerrado, como el
caso presentado en la figura 5-1, es que la suma algebraica, tanto
de las proyecciones en el eje X como en el eje Y, igualen a cero, ya
que se esta regresando al punto de partida. Esto es:

> PX=0 (5-8)
Y PY=0 (5-9)
A cualquier diferencia con respecto a esta condicion, se le

considera como error de cierre lineal. Debido a la presencia de
errores, en la realidad se tiene:

> PX=e, (5-10)
donde ex y ey son los errores respectivos en Xy Y, que también se

tendran que distribuir de alguna manera, para evitar su
acumulacién en el algin punto.

En el caso de poligonales cerradas solo analiticamente (figura 5-2),
las condiciones para cierre lineal se establecen con:
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X, =X, + > AX (5-12)
Y, =Y, +> AY (5-13)

donde Xip v Ygp son las coordenadas finales propagadas.

Las coordenadas fijas del punto final son X y Y, con lo que el
error de cierre lineal scra:

e, =X, - X, (5-14)
e, =Yy, =X (5-15)

Tradicionalmente, la magnitud de estos errores no era
determinada en campo, dado que es necesario llevar a cabo
algunos calculos, los cuales si no se dispone de cierto apoyo de
dispositivos de calculo, resultan bastante laboriosos. Esto podria
originar la necesidad de regresar a la zona del levantamiento
después de efectuado el proceso en gabinete, lo cual de ninguna
forma es aconsejable.

En la actualidad, con la alta disponibilidad de pequenos
dispositivos de calculo, comodamente portables en campo y que
operan bajo cualquier condicion, permiten no sélo la deteccion del
error, sino ir mucho mas alla en el calculo. En el caso de las
Estaciones Totales, el dispositivo de almacenamiento de datos,
también cumple las funciones para verificar los cierres.
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5.5.3 Métodos de compensacién
5.5.3.1 Compensacion angular

La compensacion del error angular se puede efectuar por tres
métodos:

a) arbitrario.
b) distribucion lineal segtin el nimero de angulos.

c) ajuste riguroso por minimos cuadrados.

5.5.3.1.1 Método arbitrario

Segun este criterio, la distribucion del error se hace de acuerdo al
buen juicio del técnico que realizé el levantamiento, aplicando
mayores correcciones a los angulos en que sospeche que las
operaciones y condiciones de observacion fueron mas deficientes.
No es un método recomendable, ya que pueden darse diferentes
soluciones, segtin la interpretacion dada a dichas condiciones. Por
ejemplo, las correcciones basadas en este criterio podrian ser:

EST Z OBS CORR | ~Z COOR
A 87° 35 -01° 87° 34’

B 96 45 96 45

C 74 28 -01 74 27

D 101 14 101 14
SUMA | 360 02 -02 360 00

Pero también puede optarse por corregir en 1’ los angulos Ay C,
o cualquier otra combinacion.

125



5.5.3.1.2 Distribucion lineal

En este caso simplemente se distribuye el error angular,
proporcionalmente al nimero de angulos medidos, lo que
equivale a darle igual confiabilidad a cada angulo, en el caso
anterior se tiene:

Tr— ——

EST Z OBS CORR | Z COOR
A 87° 35 -30” | 87° | 34" | 30”
B 96 45 -30 96 | 44 | 30
C 74 28 -30 74 | 27 | 30
D 101 14 -30 | 101 | 13 | 30

SUMA | 360 02 -120 | 360 | 00 | 00

Aqui se presenta un problema de cifras significativas, ya que al
ver los resultados se podra pensar que las mediciones se
apreciaron a los diez segundo, lo cual no es real. Lo que se
aconseja en este caso es puntualizar la realidad para evitar
confusiones.

5.5.3.1.3 Ajuste riguroso

Este es el método mds recomendable, ya que de acuerdo a las
leyes de la probabilidad y los métodos estadisticos, es el que
distribuye los errores de manera més real al minimizar los
cuadrados de los residuos (diferencia entre el valor real y el valor
mas probable). Una desventaja podria ser el hecho de requerir
procedimientos operacionales mucho mas complejos, sin
embargo, esta dificultad puede superarse facilmente si se cuenta
con un una computadora y el soporte l6gico para resolver el
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problema. El tratamiento matematico de esta situacién se presenta
en la seccion correspondiente de compensacién lineal.

5.5.3.2 Compensacion lineal

La compensacion del error lineal se puede realizar por cualquiera
de los siguientes métodos:

a) Arbitrario.

b) Transito.

c) Bragjula.

d) Crandall.

e) Ajuste riguroso por minimos cuadrados.

5.5.3.2.1 Método arbitrario

Como en el caso andlogo del error angular, este método tampoco
se basa en reglas fijas ni ecuaciones, sino que el error se distribuye
arbitrariamente de acuerdo a las condiciones que prevalecen en
campo. No se aconseja mas que en el caso en que se buscan
soluciones aproximadas.

5.5.3.2.2 Método del transito

La distribucion del error se basa en la relaciéon que existe entre las
proyecciones sobre los ejes y el error total de ellos, esto es:
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cY, PY

[

e, 2 [PY| (5-16)
cX, PX
e, > [PX| (5-17)

donde:

cYi: correccion en Y para el vértice i.

cXi: correccion en X para el vértice i.
Su uso se recomienda, cuando se asume que los angulos se miden
con mayor precision que las distancias, como es el caso de

levantamientos con estadia, aunque tanto los dngulos como las
distancias presuponen la misma precision.

5.5.3.2.3 Método de la Briijula o de Botwditch

Este método de compensacion, se basa en la relacion entre el error
total y la longitud de los lados:

cY, D,
s, 5D (5-18)
cX, D,
e, D (5-19)

en el que se asume que las mediciones angulares y lineares tienen
relativamente la misma precision. Generalmente, es empleado en
levantamientos con trdnsito de 1’ y cinta de acero graduada al
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milimetro, o con gonidmetros de precisién y distanciémetros
electronicos.

5.5.3.2.4 Método de Crandall

En este método se ajustan primeramente los angulos, distribuyendo
el error en partes iguales entre los angulos medidos. Se mantienen
fijos estos y se lleva a cabo el ajuste lineal por un procedimiento
de minimos cuadrados, asignandose pesos a las observaciones. El
procedimiento es mas lento que los anteriores y su aplicacion no
es muy recomendable, ya que si se va a realizar un ajuste riguroso
es preferible considerar todas las variables involucradas.

Este método fue ideado para ajustar poligonales en las que las
mediciones angulares son mas confiables que las lineales, como
puede ser el caso de los levantamientos con estadia.

5.5.3.2.5 Método de minimos cuadrados

Con este método es posible ajustar simultaneamente las mediciones
angulares y lineales, sin importar la precision relativa que estas
tengan, ya que a cada observacion se le puede asignar un peso
propio. Este es el método mas recomendable para todo tipo
de trabajo topografico, incluyendo por supuesto, el ajuste de
poligonales. Una de las grandes ventajas, es que la solucion dada
es Unica e independiente de la combinacién de datos que se haga,
sobre todo en redes de poligonales. Otra ventaja es que resulta
posible determinar la confiabilidad independiente de cada punto
dentro del todo, que conforman las poligonales.
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En esta seccion se revisara el método de minimos cuadrados con
peso unitario, mientras que en la seccién 10.3 se analizard el caso
cuando el peso es diferente de uno. En esa misma seccion se
presentard la relacion entre los pesos y los errores estandar.

El primer paso para realizar un ajuste por minimos cuadrados, es
la formacion de las ecuaciones de observacion, debiéndose
escribir una por cada distancia, direccién o angulo observado y
acimut. Para ello se deben linearizar las ecuaciones que relacionan
las incégnitas con las observables.

En el caso de las distancias, figura 5-4, la ecuacién para las
distancias sera:

2 2 2
L +v, = \[(xj -x) +(y,-v.) +(z-z) (5-20)
donde:
lj: distancia medida entre las estacione | y J.

vj: residuo de la medicién.

X,Yi,Zii valor mds probable de las coordenadas de la
estacion .

X;,y;,Zi valor mas probable de las coordenadas de la
estacion J.

La ecuacion (5-20) es una funcién no lineal que involucra las
variables (X;Yi,Zi,X;,¥;,Z)), la cual se puede escribir como:

F(xi,yi,zi,xj,yj,zj)zlij +V; (5-21)
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El proceso de linearizacion se lleva a cabo por medio del primer
orden de una serie de Taylor, siendo esta:

oF oF
F(Xi,yl,Zl,Xl,yi,Z‘)= F(xiO’yiO’ziO’XjO’yw’z]0)+(gx—i)0dxi +(a—y_i]0dy| +

oF oF oF oF (5-22)
(B—Zildz, + {37.1, dxj +(a—y—ildyl + {a—‘_{ildzi

X

Figura 5-4. Medicion de una distancia

En la ecuacion anterior, los subindices O indican los valores
aproximados de la incégnitas para la evaluacién de las derivadas
parciales en dicho valor, mientras que dx;, dy;, dz;, dx;, dy; y dz
son las correcciones generadas de las aproximaciones, de tal
forma que:
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X, = X, + dX, X, = X;o +dX,
Yi = Yio +dY, Y, =Y, +dy, (5-23)
Z, =z, +dz, z, =27, +dz

Determinado la derivada parcial de (5-20) con respecto a xi:

oF _ %[(xl -x) +(y,-y.) +(z - z,)z]w}/?[.’z(xl - x,)(—1)] (5-24)

9,
Simplificando la ecuacion (5-24) se obtiene:

oF —X, + X, X — X

= = > 2 (5-25)
oX. \/(Xj_xi) +(yj—y‘-) +(Zj_zi) |J

Empleando el mismo procedimiento, las otras derivadas parciales
son:

oF Y. — yj

" _ | 5-26
ay, |J 5:20)
oF _z-2 (5-27)
oz, |J

oF _X =X (5-28)
oX. 1J

J
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dF _ yj —Y,

VRN (5-29)
oF _2-2 (5-30)
0z |J

[

Sustituyendo las ecuaciones (5-25) a la (5-30) en (5-22), se obtiene
el prototipo de la ecuacion linearizada de la distancia:
X, — X

. y —y, Z.—Z. X.—-X
10 0 dX|+ i0 jo dyi+ 10 )0 dZi+ jo i0

1J, 1J, 1J, NA
Yio — Yio
IJ,

dx; +
5-31
Z,'o —Zj ( )

|,

dyj + dzj = k[ij +V,

donde:

k, =1, ~ 1,

2 2

Iy = F(Xio’yiO’ZiO’XiO’yiO’ZJO) - \/(Xio B XiO) + (ylo - yi0)2 + (ZJ'O + ZiO)

Cuando en la poligonal se cuenta con observaciones de acimut, la
ecuacion paramétrica tiene la forma:

acimut=o+C | (5-32)
donde:
X; — X
o= tan“‘[ ’ J (5-33)
Yj - Y
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y la constante C depende del cuadrante en el que se encuentra el
punto J, como se muestra en la figura 5-5.

A A
_________ J
' C=180°
o
| > | >
a .
C=0° | N\ |
J
A A
Jd
5 C=360° C=180°
! o
| I I > . | >
- L
JI _______

Figura 5-5. Relacion entre el acimut y el angulo calculado

Con base a la figura anterior, se puede construir la tabla 5-1, que
relaciona el signo algebraico del dngulo calculado al valor de C y
el valor del acimut.
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Cuadrante| signo | signo | signo o C acimut
(x-xi) | (yi-y3)
| + + + 0° o
I + - - 180° | a+180°
11 - - + 180° | o+180°
1AY - + - 360° | a+360°

Tabla 5-1. Relacién entre cuadrante, C y acimut

La ecuacion paramétrica del acimut medido de la linea |J es:

en la cual:

) XX
tan +C=Az; +v,,

Yj —Y,

Az;: es el acimut medido.

Vazi: €l residuo del acimut.

(5-34)

Xi,yi: valor mas probable de las coordenadas de la estacion .

X; ¥ valor mas probable de las coordenadas de la estacion

J.

Es importante aclarar que el acimut solo es funciéon de las
coordenadas sobre el plano xy, ya que al considerarlo se forma un
angulo diedro, el cual es igual al proyectado sobre el plano.

Nuevamente la ecuacion (5-34) es una funcibn no lineal,
pudiéndose escribir como:

F(xi:Yi’Zi’xj’yi’Zi) =AZj+Vy,

(5-35)
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donde:

X. — X
F(Xivyirzivxjsyjizj):tan_{yj__yI]J'—Ci (5'36)
i i

Aplicando la ecuacion (5-22) para linearizar la ecuacién (5-36), las
derivadas parciales seran:

oF _ 1 -1
dX, [x.—x):2 Yi Y

1+ L—

Yj -y,

aF _ _1(yj _y|)
X, (x; - xi)2 +(y, - yl)"2
oF _ Yi _yj (5_37)
ox, D,

en la que D{ es la distancia IJ proyectada sobre el plano xy.

Empleando un procedimiento similar, las otras derivadas
parciales seran:

oF X, =X

ayi = Df, (5-38)
F _o (5-39)
0z,

136

INEGI. Tratamiento de errores en levantamiento topograficos. 2009



INEGI. Tratamiento de errores en levantamiento topograficos. 2009

Poligonacion

doF y] -V

axl. = Dﬁ (5-40)
oF X, —X,

ayi = Df, (5-41)
ai =0 (5-42)
oz,

Sustituyendo las ecuaciones (5-37) a (5-42) en (5-22), se obtiene la
ecuacion prototipo para acimut:

Yio — y}o X0~ X Yo~ Yo X =X
dx + - dy + =~ dx. + Pdy =k, +vVv -
s oy Mo oy, Mt O
donde:

X . —X.

k, =Az —tan™ [LO—] +C,
Yio =Yoo

2

D, = (on - XiO)2 +(y10 - yio)

En el caso de que los d&ngulos hayan sido determinados por medio
de direcciones la ecuacién paramétrica esta dada por (figura 5-6):

X, — X,
d, :tan‘[ :
Y, Y,

} +; =d; + Vg, (5-44)

De manera similar al caso del acimut, la direccidon forma un
angulo diedro con el plano de la direccion de referencia del
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goniometro, por lo que no hay ningtn efecto de la componente z.
En la ecuacion (5-44):

138

dj: es la direccion medida.
vgi: el residuo de la direccion.
Xi,yi: valor mas probable de las coordenadas de la estacion .

X;yj: valor mas probable de las coordenadas de la estacion

J.

o: angulo formado por la direccion de referencia del
goniometro con respecto al norte.

Norte direccion de

referencia del §
goniometro  §

Figura 5-6. Geometria de la orientacidon de una direccion
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La ecuacion (5-44) se puede reescribir como:

donde:
1 X, — X
F(xi,yi,zi,xj,yj,zj):tan‘ (yj y)-i—(ﬂi (5-46)
i Y

Aplicando la ecuacion (5-22) para linearizar la ecuacion (5-46), las
derivadas parciales seran:

F 1 =
ox, (x.—xijz Y~V

14| =

y]' —Yi
__ Ty

(%= %) +(y, - v.)

oF _ Y - Yj

x - D (5-47)

oF X, =X

ayi = Df, (5-48)

oF

—=0 _

5z (5-49)
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ox D (5-30)
OF X, —X

ay - D? (5-51)
oF

- 0 (5-52)

Sustituyendo las ecuaciones (5-47) a (5-52) en (5-22), se obtiene la
ecuacion prototipo para la direccion:

Y, —yJ X, —X yj -, i
—OD‘ZO dX| + 'voDl?o ° dy, + _ODQ : J D2

ij0 ij0

XOTXio

dy, =k, +vy  (5-53)
donde:

X . — X

Ky =d, - tan’(u) + o,
' on — Yoo

2

Dﬁo = (on - xi0)2 +(yjo - Yio)

En la figura 5-7 se muestra la geometria de una observacion
angular. Claramente se ve que la ecuacion de observacion de un
angulo se puede escribir como la diferencia de dos observaciones
de acimut. Asi para angulos medidos a la derecha se tendra:

Lo = Azlf - Azib = tan( %=X ] —tan"(z(b —X

) + Qi = an +V ' 5'54
Yi Y, Yo — Y, ] > ( )
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donde:

Byi: es el angulo medido.

vpij: el residuo del dngulo.

Poligonacion

X;,Yi: valor mas probable de las coordenadas de la estacion .

Xs,yr. valor mas probable de las coordenadas de la estacion

F.

Xb,Yb: valor mas probable de las coordenadas de la estacion

B.

Qi angulo formado por la diferencia de los términos Cji y

Cib-

Figura 5-7. Relacién entre un angulo y dos acimutes

La ecuacion (4-54) se puede escribir como:
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F(Xo, Vo120, X,, Y0 Z0, X, Y102 ) = By Vg (5-55)

donde:

F(xo,yo,zo,X.,y.,Z.,X..y,,z,)=tan“(x'—XJ tan” ‘(X x‘]+0. (5-56)
Yi -V, Yo - Y

Aplicando la ecuacién (5-22) para linearizar la ecuacién (5-56), las
derivadas parciales serdn:

oF _ 1 -1
- 2
X, 1+(xb—xiJ Yo —Yi
Yo —Yi
_1(YD - yi)

(xb - xi)2 +(Yb - Yi)2

oF _ Y-V

o, D3 (5-57)
oF _ _ Xy —X,

IF _j

oz, (5-59)
aF_Yb Yi Yio

ox, Dz, Dz (5-60)
oF _ X =X, X —X,

dy, D D2 (5-61)
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Poligonacion

OF

9z, 0 (5-62)
oF YV

ox, D2 (5-63)
oF X, —X,

dy, Dz (5-64)
5: =0 (5-65)

Sustituyendo las ecuaciones (5-57) a (5-65) en (5-22), se obtiene la
ecuacion prototipo para el angulo:

Yio ~ Yoo dx, + Xpo ~ Xip dy, +[XQCL_ Yio Yo ~VYio de n

Xo ~Xpo _ Xiop ~ Xy )d Yio = Yio Xio — Xip _
=0 P y+ 7, T dx + 0 =R dy =K vy
[ Do Do Di, ' D '
donde
ka,, = Bbif - BbifO
Buio = tan’(———xfo — xio) - tan”(—xbo — x‘oj +Q
bif 0 i
Yio = Yio Yoo ~ Yio.

Dﬁ;o = (xbO - Xio)2 + (ybO - yi0)2

D, = (Xfo - Xio)2 + (on - Yao)2

Finalmente, el ultimo tipo de observacion que se considera en el
caso de poligonacién son las distancias cenitales, siendo la
ecuacion paramétrica (figura 5-8):
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X

Figura 5-8. Geometria de la distancia cenital

La ecuacion (5-67) se puede escribir como:
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Poligonacion

donde:

%) +(y, -y

F(xi,yi,zi,xj,yj,zj)ztan' (5-69)

Aplicando la ecuacion (5-22) para linearizar la ecuacion (5-69), las
derivadas parciales seran:

9F _ 1 2x —x (1)
" Wty | AN e )
(z,-2)
_ 1 (x —x))
(z,-2z) +(x, —xi)‘ +(y,-v)) \/(xi —xi)2 +(y, —yi)2
(ZJ B zi)
oF B (Xi - Yj)(zj - Zi)
x  IFD, 570)
dF _ (Yi = XjXZj - Zi) (5-71)
ay, 1D,
JF _ _Dg_ (5-72)
0z, |J
oF _(x-x)z,-2) 5-73)
ox D,
oF _ (Yj - yi)(Zj - Zi)
dy,  1JD, 5-74)
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oF _Dy
dz 142 (5-75)

J

Sustituyendo las ecuaciones (5-70) a (5-75) en (5-22), se obtiene la
ecuacion prototipo para la distancia cenital:

(xio - X.o Kﬁo - Z.o) Qlo iylo )(Zlo Tz*uo)d _ P"O,

] X + 2 ; , dz, +
l‘JoDuO IJDDIID IJD (5 76)
(XID - X|02x2i0 _Zlo)dx +(_y,19,_, y.ozleo _Z'D)dy +D—"20d2 = kz‘ +V,
12D, ! 1D, T
donde:
2 2
X =Xo) +(¥0 = Yio)
— tan-] \/( 0 '0) ( 079

jo Z

DijO = \@jo — Xjg )2 +(yj0 - Yi0)2

2

2 2 2
IJ; = (on - Xio) +(yj0 - Yio) + (Zjo - ZiO)
Una vez que se cuenta con los modelos matematicos linearizados
de todas las observaciones involucradas en el levantamiento
de poligonales, se procede a determinar los valores iniciales
requeridos en las férmulas.

Escribiendo en notaciéon matricial un sistema de ecuaciones
lineales, representado por las funciones Fy, Fp, ..., Fm las cuales
fueron linearizadas por medio de una aproximacién de la serie de
Taylor, se pueden escribir como:
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Poligonacion

IJX=L+V (5-77)

Donde la matriz J es el Jacobiano que contiene los coeficientes
linearizados de las ecuaciones de observacion. Con lo que las
matrices individuales de la ecuacion (5-77) son:

[ OF,  OF oF, |
ox, ox, X,
oF, oF,  oF
ox, ox, X,
J=l - . . (5-78)
oF, oF,  oF,
ox, ox, | Ox, |
]
dx,
X= : (5-79)
| dx,, |

L= (5-80)
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V= (5-81)

Con lo que la solucién a la ecuacién (5-77), dara como resultado el
vector de correcciones estimado por minimos cuadrados. Siendo
su solucion para el caso de observaciones pesadas:

X = (JTPJ)q JTPL = N"'JTPL (5-82)

En donde la matriz P es una matriz diagonal con los pesos de las

. . -1 . . .
observaciones, siendo N la matriz inversa de ecuaciones
normales.

Una vez determinadas las correcciones por medio de la ecuacion
(5-82), estas se aplican a los valores iniciales, repitiéndose el
proceso hasta que las correcciones secan menores al criterio de
convergencia.

5.5.4 Calculo por dispositivos electrénicos

Los calculos topogréficos requieren solamente de aritmética,
geometria general y analitica, de trigonometria plana y algo de
calculo diferencial. Todas estas operaciones facilmente pueden ser
manejadas con calculadoras y computadoras electronicas, las
cuales se han convertido en equipo indispensable para los
calculos topograficos.
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Poligonacion

Se puede pensar en dos clasificaciones generales de los
dispositivos electrénicos para el célculo:

1) Calculadoras de bolsillo y calculadoras programables.

2) Computadoras.

Las calculadoras de bolsillo, en particular las que tiene funciones
trigonométricas incorporadas, son indispensables para el
profesional de la Topografia en la practica moderna. Tienen la
ventaja de que su reducido tamano y bajo consumo de energia,
permiten su traslado a campo y verificar los datos observados
antes de regresar al gabinete. Algunos modelos avanzados
de calculadoras incluyen desde algunos cuantos pasos de
programacion hasta cientos de ellos. Las casa fabricantes, tanto
de equipos topograficos como de software, ofrecen paquetes de
programas integrados, para resolver practicamente cualquier
problema topogréfico.

Resulta obvio que el proceso descrito anteriormente para ajustar
una poligonal por minimos cuadrados, requiere necesariamente el
uso de computadoras, ya que si no se cuenta con una de ellas, este
proceso es extremadamente laborioso, requiriendo un tiempo
excesivo para encontrar la solucion.

5.5.5 Causas de error en el calculo

Algunas fuentes de error en el calculo de poligonales topogréficas
son:

1) Compensacion inapropiada de angulos, cuando no se
emplean minimos cuadrados.
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ii) Calculo erréneo de acimutes o rumbos.

iii)Compensacion inapropiada de proyecciones.

iv)Calculo de correcciones con un numero mayor de cifras
significativas, que las necesarias.

Entre las equivocaciones mas frecuentes, se puede mencionar:

i) No ajustar los angulos antes de propagar rumbos o
acimutes.

ii) Aplicar en el mismo sentido del error las correcciones.

iii)Intercambiar coordenadas.

5.5.6 Calculo de areas

Uno de los objetivos del levantamiento topogréfico, es la
determinacion del drea de la superficie contenida por la poligonal.
El calculo de este valor, se puede realizar por métodos analiticos o
graficos.

5.5.6.1 Productos cruzados

La determinacion del area por medio de las coordenadas es un
procedimiento sencillo, de la figura 5-9, se tiene que el area es
igual a:

[ N1155+L N5 aar_Naa33-L N\1122-
(5-83)
VARN Y%

150

INEGI. Tratamiento de errores en levantamiento topograficos. 2009



INEGI. Tratamiento de errores en levantamiento topograficos. 2009

Poligonacion

donde:

/L \: es el rea de un trapecio definido por los vértices
nn’m’m

El 4rea de un trapecio es:

(base mayor + base menor)
2

Area = altura (5-84)

Y

Figura 5-9. Productos cruzados

Calculando los elementos que definen al trapecio, y generalizando
para n trapecios, la férmula (5-84) queda como:

n

> X Vit = XY (5-85)

Area = =
2
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5.5.6.2 Dobles distancias meridianas (DDM)

La superficie contenida por un poligono se calcula facilmente por
el método de dobles distancias meridianas, cuando se conocen las
proyecciones meridianas (M) de los lados. La distancia meridiana
de un lado de la poligonal, es la distancia perpendicular del punto
central del lado, con respecto al eje Y de referencia. Asi de la
figura 5-10 tenemos que:

S DDMPX,
Area = = > (5-86)
DDM =DDM _, +PY, (5-87)

Al igual que en el caso de los productos cruzados, la formula
(5-86) es equivalente a la suma de las areas de los trapecios
individuales.

N B NT Base mayor B Base menor

PM PM

A A Base mayor

Figura 5-10. Doble distancia meridiana
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Poligonacién

5.5.6.3 Dobles distancias paralelas (DDP)

Este procedimiento es exactamente equivalente al de las DDM,
excepto que se tienen que calcular las proyecciones paralelas (PP),
por lo que partiendo de la figura 5-11, se tiene:

Z DDPPY,
Area = =2 5 (5-88)
DDP, =DDP_, +PX, (5-89)
&
&
3
1)
3
B 2 PP B
(49
3 e
S &
A A / PP 3
3
= - = -
Figura 5-11. Doble distancia paralela
5.5.6.4 Planimetros

Un planimetro es un integrador mecéanico, el cual determina el
area de una figura a la que se siguid su contorno, dando la lectura
en un dispositivo de tambor cilindrico rodante, conectado a un
disco. Existen muchos tipos de planimetros, pero debido a la poca
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precision que proporcionan no son muy recomendables para
determinar superficies que requieran de cierta confiabilidad.

5.5.6.5 Causas de error

Entre las fuentes de error en el cdlculo de areas, pueden
mencionarse los siguientes:

i) Ajuste incorrecto de la barra de escala del planimetro.

ii) Salirse de la orilla del papel del plano.

iii)Usar diferentes tipos de papel en el plano.

iv)No hacer los ajustes a las proyecciones de acuerdo a las
condiciones reales.

v) Errores numéricos producidos por los dispositivos de
calculo, como pueden ser:

v.i) Truncamiento.
v.ii) Redondeo.
El error en el calculo del area de una poligonal, compensada por

métodos diferentes al de minimos cuadrados se puede calcular en
funcion de la siguiente relacion:

P Ed°P

E,., = —\/ 0.000000045P2W? +

5-90
Ton (5-90)

donde:

P: perimetro.
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n: numero de lados.
W: error angular promedio.

Ed: error lineal promedio.

Poligonacion

d: longitud maxima del instrumento de medicion.

Para el caso del planimetro el error se puede determinar con:

E =CcS+C'Ss

Area
donde:

S: area determinada

(5-91)

c,C’ y S son coeficientes en funcion del tipo de planimetro

planimetro polar

c=0.00126

¢'=0.00022

S
para areas de 10 cm?
para areas de 20 cm?
para areas de 50 cm?
para dreas de 100 cm?
para areas de 200 cm?

planimetro polar de disco

¢=0.0006
¢’'=0.000026

1/75
1/140
1/355
1/682
1/1275
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para areas de 10 cm? 1/1000
para areas de 200 cm? 1/10000

5.5.6.6 Propagacion del error en el cdalculo de superficies

Los diferentes métodos analiticos descritos en las secciones
previas, tienen como base el calculo de la superficie de un trapecio
en funcion de sus coordenadas, por lo que la propagacién del error
serd la misma en cualquiera de ellos.

Partiendo de la ecuacion (5-85) se puede establecer que:
1
Area = E(X1Y2 = XY T XY = XgY, XY, - x1yn) (5-92)
Reordenando términos:

1
Area = —(Xi(ya = ¥a) +Xe(Va = Y1)+ 4 %o (Y1 = Vo)) (5-93)

Determinando las derivadas parciales con respecto a x:

dArea l( -v.) 504
8x1 2 y2 yn ( - )
dArea _ l( _ ) 595
ox, 2 Ys =Y (5-95)
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Poligonacion

de manera general:

dJdArea 1

Ix = E(Yin - yi—1) (5-96)

Para la coordenada y:

dArea 1
Sy, 2% %) (5-97)
1
dArea 1
5y, 2% %) (5-98)
2
de manera general:
dArea 1
ady, - E(XH - Xm) (5-99)

Sustituyendo las derivadas parciales en la férmula general de
propagacion de los errores (2-26), se tiene:

2 2
1
{ (y, - y} { (Y, - y)} 05?+---+[5(y1—yn1ﬂ ol +

2 2 , (5-100)
B )|, 20 %0)| 0 +r| S
Reagrupando términos, se tiene:
1 n
Girea = ZZ [(yi+1 =~ Yi )2051 t (Xi—1 — Xy )20-; ] (5'101)
i=1
157



Introduccion a la altimetria

6. INTRODUCCION A LA ALTIMETRIA

6.1 GENERALIDADES

El propdsito de la altimetria, es determinar la diferencia de
elevacidon entre puntos, o su elevacién misma a partir de cierta
superficie de referencia. El conocimiento de este pardmetro es
fundamental en obras de Ingenieria tales como el trazo de vias
de comunicacion (carreteras, vias férreas, canales, lineas de
transmision, etc.), la construcciéon de edificios, obras de riego,
asi como para la elaboracion de planos que muestren la
configuracién del terreno. Sin embargo, se puede considerar que
una de las principales aplicaciones de la altimetria es la de contar
con el elemento geométrico fundamental para reducir las
observaciones del terreno a la superficie de calculo.

A continuacion se presentan algunos conceptos basicos que se
utilizan en este tema.

Superficie de nivel, es una superficie irregular, aproximadamente
elipsoidal y perpendicular a la vertical en cada punto de la
superficie terrestre. En topografia estas superficies se consideran
circulares y concéntricas.

Vertical, direccion de la gravedad, normalmente materializada
por la linea de plomada.

Plano horizontal, plano perpendicular a la vertical del lugar.
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Datum, superficie a la cual se refieren las elevaciones;

actualmente, la superficie aceptada como tal es el Nivel Medio del
Mar.

Nivel Medio del Mar, es la altura promedio del mar obtenida
durante un periodo de observacién de al menos 19 anos.

Altura, distancia vertical de un punto con respecto a la superficie
del terreno.

Cota, Cantidad numérica que expresa la distancia vertical de un
Lota, 9 p
punto con respecto a una superficie de referencia.

Elevacion, se utiliza como sindnimo de cota.

Altitud, distancia vertical desde un punto dado, con respecto a la
superficie del Nivel Medio del Mar.

Banco de Nivel, marca mas o menos permanente en el terreno de
altitud conocida.

Nivelacidon, procedimiento topografico para determinar el
desnivel entre puntos o su altitud.

Desnivel, distancia vertical existente entre las superficies de nivel.

6.2 EFECTOS DE CURVATURA TERRESTRE Y REFRACCION
ATMOSFERICA

Como fue previamente definido, el desnivel entre dos puntos es la
distancia vertical que existe entre las superficies de nivel que las
contienen, las cuales son irregulares, aunque para el caso de la
Topografia se consideran circulares y concéntricas. La obtencién
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Introduccion a la altimetria

de desniveles en campo, se basa en la determinaciéon de la
diferencia de alturas entre lineas visuales trazadas con el
instrumento conocido como equialtimetro o nivel. Al igual que
cualquier medicion, las diferencias de nivel estan afectadas de
errores inherentes al proceso, asi como por aspectos ambientales.
En la figura 6-1 se muestra el efecto de la refraccién atmosférica.

AE: Plano horizontal

EC: Efecto de curvatura

EM: Efecto de refraccioén

AC: Superficie de nivel que
pasa por A

BD: Superficie de nivel que ¢
pasa por B '

) BC: Desnivel entre Ay B

R: Radio terrestre

d: Distacia de la visual

O: Centro de la Tierra

Figura 6-1. Efectos de curvatura y refracciéon

Haciendo EC=c y EM=R, y puesto que AE=AC, se puede
establecer que:
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d? = (R+c)’ -R?
—R? +2Rc +c? —R?
—2Rc +¢?

despreciando ¢ por ser muy pequeno con respecto a 2Rc:

d2

= — 6-1
© 2R (-1

La ecuacion (6-1) permite evaluar el efecto de curvatura terrestre.
Para tener una idea de su magnitud a diferentes longitudes de
visual en la tabla 6-1 se presenta este, considerando un radio
medio terrestre de 6370 kilémetros.

Distancia [m] 50 100 200 300 500 1000

¢ [mm)] 0.20 0.78 3.14 706 | 19.62 | 78.49

INEGI. Tratamiento de errores en levantamiento topograficos. 2009

Tabla 6-1. Efecto de curvatura

De la figura 6-1 se ve claramente, que el efecto de curvatura
terrestre se ve disminuido por el efecto de refraccion atmosférica,
debido a que normalmente la temperatura cerca del suelo es
mayor que sobre él. Comunmente, se considera que el radio de
curvatura de las visuales refractadas es aproximadamente 7 veces
el radio terrestre (figura 6-2).
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7R

O

Figura 6-2. Radio de curvatura de las visuales refractadas

Partiendo de manera similar que en el caso de la curvatura
terrestre, haciendo EM=ry aceptando que AE=AM, se tiene:

d? = (7R +r)° = (7R)’
= 49R® +14rR +r° — 49R?
=14rR +r?

despreciando F* por ser muy pequeio con respecto a 14Rr:

2
r= 1d4R (6-2)
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En la tabla 6-2, se presenta el efecto por refraccion atmosférica,
bajo las mismas caracteristicas que en la tabla 6-1.

[Distancia [m] | 50 | 100 | 200 | 300 | 500 | 1000 |
Ir [mm] 003 | 011 | 045 | 1.01 | 280 | 11.21 |

Tabla 6-2. Efecto de refraccion

Ahora bien, el efecto de curvatura terrestre y refraccion atmosférica
es:

2 2
C. =c—r=d—— d
2R 14R
_£(1_1]
2R 7
C., =67x10°d? (6-3)

En la tabla 6-3 se muestra el efecto combinado para diferentes
distancias.

| Distancia [m] 50 100 | 200 | 300 | 500 | 1000 |
| Cer [mm] 017 | 067 | 269 | 606 | 1682 | 67.28 |

Tabla 6-3. Efecto combinado de curvatura y refraccion

El efecto de curvatura terrestre y refraccion atmosférica siempre
estaran presentes en un levantamiento; sin embargo, pueden
reducirse utilizando la metodologia adecuada, la cual consiste
simplemente, en colocar el instrumento al centro entre las dos
sefiales (figura 6-3).
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Plano horizontal \‘

Figura 6-3. Eliminacién de errores sistematicos
Con base en la figura 6-3, se puede establecer que:

AH=(L, +&)—(Lg +€&) =L, —Lg

(6-4)
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Aparatos empleados en nivelacién

7. APARATOS EMPLEADOS EN NIVELACION

7.1 EQUIPO MENOR

Algunos accesorios bésicos para efectuar la nivelacion geométrica
se describen a continuacidén, indicdndose la funcion que
desempenan.

7.1.1 Sapos

Son placas de acero u otro material similar, con un casquete
esférico en su centro y tres patas con puntas de acero para fijarlos
en el suelo, también tienen un asa para su transporte. Sirven
para apoyar las miras o estadales, evitando que cambie su altura
durante la determinacién de las diferencias de nivel. En la figura
7-1 se ilustran los sapos y su empleo.

e
o
e
¢

)

Figura 7-1. El sapo y su uso
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7.1.2 Miras o estadales

Son reglas de madera, de fibra de vidrio o de metal, graduadas en
metros y decimales, sobre las que se realizan las lecturas en el
levantamiento.

Hay principalmente dos clases de miras, una de ellas es la que
permite hacer lecturas directamente a través del anteojo y las otras
tienen una tarja o marcador movil que se ajusta manualmente
segun las indicaciones del observador.

3%9
3%8
3%7

Figura 7-2. Miras o estadales

Por cuanto a sus modelos, colores, longitudes y graduaciones
existe una gran cantidad de miras en el mercado. En México, se
usan principalmente las graduadas al centimetro, combinando
colores rojo y negro sobre tondo blanco, en longitudes de 3 y 4
metros, los que normalmente se pueden abatir a la mitad de su
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largo. También existen miras telescopicas de aluminio, con las
mismas caracteristicas de graduacion; algunas de las ventajas de
este tipo de miras se relacionan con su peso, duracion y facilidad
de transporte. En la figura 7-2, se ilustran algunos tipos de ellas.

Un aditamento que facilita la verticalidad de las miras es la
niveleta, consiste en un pequeno nivel esférico que montado sobre
un soporte metalico, permite fijarlo a la mira o estadal. En trabajos
de precision es imprescindible el uso de este aditamento.

£

Figura 7-3. Niveleta

7.1.3 Tripodes

Su funcion es sostener el nivel durante las operaciones de campo,
Como su nombre lo indica, consta de un armazoén de tres patas
rigidas y un cabezal donde se atornilla el nivel. Para su
construccién se combina la madera y el metal (figura 7-4).
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Figura 7-4. Tripodes

7.1.4 Conservacion y manejo del equipo

El éxito de un trabajo de nivelacion, depende en gran parte de contar
con equipo apropiado y en buenas condiciones de operaciones.
Algunas recomendaciones para el buen funcionamiento de los
dispositivos mencionados son:
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No usar el estadal para una funcion diferente a aquellas
para la que han sido disefiados y no recargarlos sobre
paredes, postes o similares, ni colocarlos sobre su cara
pintada.

Procurar no tocar las marcas con las manos.

Mantener en buen estado el tripode, sobre todo en
sus uniones y usar la herramienta adecuada para no
danar tuercas o tornillos, asi como verificar su estado
periddicamente de manera sistematica, a fin de garantizar
que constituya una base sélida para soportar e nivel.

Mantener limpio el equipo, siguiendo las recomendaciones
del fabricante.
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e Conservar, en lo posible, seco el equipo, evitando
embalarlo en lugares humedos.

7.2 NIVELES

El principal instrumento empleado en la nivelacién se conoce
como nivel o equialtimetro. Por cuanto a sus caracteristicas de
construccion y operacion, se pueden clasificar en:

a) Nivel fijo o Dumpy.

b) Nivel basculante.

¢) Nivel automatico.

7.2.1 Nivel fijo

En este tipo de nivel, el anteojo se encuentra unido rigidamente a
la regla de nivel y paralelo a ella. El nivel de burbuja también esta
unido a la regla y permanece siempre en el mismo plano vertical
que el anteojo, tiene tornillos que permiten su ajuste vertical o
bien su reposicion.

Tipicamente, esta clase de niveles eran pesados y su anteojo
bastante largo; sin embargo, actualmente se construyen compactos
con buenas caracteristicas. Un esquema basico de este tipo de
niveles se presenta en la figura 7-5.

171



Tornillo de enfoque

Objetivo

:D Ocular

Figura 7-5. Nivel fijo

7.2.2 Nivel basculante

Su principal caracteristica distintiva con respecto al nivel fijo, es
que en ésta categoria de niveles el anteojo se puede inclinar, para
lo cual cuenta con una rotula que permite nivelarlo mas
rapidamente, estando el anteojo, adicionalmente, soportado por
un pivote central sobre el que se mueve para lograr la nivelacion
precisa de la burbuja. Generalmente se encuentra provisto de un
nivel esférico para lograr una aproximacién de su nivelacién y
afinarla posteriormente, por medio del basculamiento del anteojo.

Esta caracteristica de basculamiento, ahorra tiempo e incrementa
la precision, ya que con un solo tornillo se mantiene horizontal la
visual. La mayoria de estos niveles, cuenta con sistemas de
coincidencia para la nivelacién del instrumento. En la figura 7-6,
se presenta un diagrama del principio que permite esto.
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< a
nivel tubular ’

Figura 7-6. Principio de prismas para hacer el basculamiento

7.2.3 Nivel automatico

El nivel automatico establece la horizontalidad de la linea visual
dentro de ciertos limites, mediante un sistema compensador
optico suspendido con un péndulo interpuesto en la trayectoria
de la visual.

En la figura 7-7, se muestra un diagrama del sistema
compensador.

Tornillo de enfoque

Obieio_ @
| I T e

Figura 7-7. Nivel automatico

La calidad del equialtimetro basicamente estd dada en funcién de
la sensibilidad de los niveles que tiene integrados. En el caso de
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los niveles topograficos la sensibilidad esta en el rango de 20” a
60” por cada 2 milimetros v en el caso de los instrumentos
geodésicos es de 5”.

7.2.4 Ajuste instrumental

El equialtimetro fundamentalmente debe cumplir las siguientes
condiciones:

1) La directriz del nivel debe ser perpendicular al eje vertical.

2) La directriz del nivel debe ser paralela a la linca de
colimacion.

La primera condiciéon solo se requiere cumplir cuando se trata de
niveles tipo Dumpy, pero la segunda es esencial para todos los
niveles. En los aparatos automaticos, esta condicion significa
basicamente que la linea de vista obtenida sea realmente
horizontal. En virtud de que los métodos de comprobacion de los
equipos son muy comunes y estan fuera del objetivo de este texto
se omite se presentacion, sugiriendo a los interesados en este
topico la consulta de cualquier libro de Topografia.

7.3 PROCEDIMIENTOS OPERATIVOS

7.3.1 Transporte y colocacion del equialtimetro

Se sugierc que el equialtimetro siempre se transporte en su
estuche y al sacarlo, evitar cogerlo del anteojo. Al atornillarlo la
base nivelante sobre el tripode, asegurarse que no quede flojo
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ni forzado. Previamente debe haberse comprobado el buen
funcionamiento del tripode.

En virtud de que el nivel no debe ocupar un punto en particular,
siempre sera posible que la base del tripode quede sensiblemente
horizontal, a buena altura y en el mejor lugar para realizar la
lectura (figura 7-8). Dependiendo del tipo de nivel deberan
seguirse los pasos adecuados para una correcta observacion.

i
H
H
H
}
i
i
i
! €
b
i
¢
+

Figura 7-8. Posicion correcta e incorrecta del tripode

7.3.2 Obligaciones de los estadaleros

Las obligaciones del estadalero son relativamente sencillas y se
pueden sintetizar en los siguientes puntos:

1) Plomear correctamente el estadal, ya sea con la niveleta
0 balanceandolo ritmica y lentamente hacia atras y
adelante.
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2) Cuidar la estabilidad en los puntos de liga y verificar
que se ubique correctamente en el banco de nivel.

3) Colaborar con el nivelador para balancear correctamente
las longitudes de las visuales.

Sin embargo, es importante destacar que en gran medida la
calidad de un trabajo de nivelacion estara siempre en funcion del
cuidado que pongan los estadaleros en realizar sus tareas.

7.4 ERRORES SISTEMATICOS EN LA NIVELACION
DIFERENCIAL

La nivelacion diferencial y trigonométrica son dos de los métodos
mds comunmente empleados para encontrar diferencias’ de
elevacion entre estaciones.

Los principales errores sistematicos son por refraccion atmosférica
y curvatura terrestre, asi como por aspectos instrumentales.

7.4.1 Error de colimacion

En el proceso de la nivelacion diferencial, para minimizar los
efectos sistematicos, las visuales estdn restringidas en su longitud
y balance. El error de colimacion se presenta por la no
horizontalidad de la visual, minimizandose su efecto al mantener
equilibrio entre las visuales hacia atrds y hacia adelante; sin
embargo, cualquier diferencia en las distancias producirda un
error. En base a la figura 6-2, se puede establecer que el error de
colimacion para una seccion es:
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e. =D,e-D,e (7-1)
donde:
ec: error de colimacion.
D,,D2: distancias de las visuales.

Aplicando la ecuacién (7-1) a la diferencia de nivel entre dos
bancos consecutivos, se tiene:

ec =¢(D,-D,)+(D, -D,)+.+D,,-D,)] (7-2)
Reagrupando términos:

€c = E[Z Datras o Z Dadelante] (7-3)

7.4.2 Error por curvatura terrestre y refraccion atmosférica

En la seccion 6-2, se presenta el efecto que produce la combinaciéon
de la curvatura terrestre y la refraccion atmosférica, la cual es:

D 2
Ny = 0.067(—] 7-4
CR 1000 (74)

El error inducido en una seccion es:

D. ) D, \?
€cr :0.067( 1 ] —0.067( 2 ] (7-5)
1000 1000
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Factorizando los términos comunes de la ecuacion (7-5), se
obtiene:

0.067
€ = D2 -D? 7-6
on 10002( ? -D}) (7-6)
Para una linea de nivelacién diferencial se tendra:
0.067
en = <00z (D -D%)+ (D5 - D3)+..+(DZ, -D?)] (7-7)

Después de reagrupar términos se tendra:

0.067 [ .
Ccr = 10002 [Z Datras N Z Dadelante] (7-8)

El error de refracciéon causado por el gradiente vertical de
temperatura puede ser mayor cuando la visual atraviesa las capas
inferiores de la atmdsfera. Ya que la medicion del gradiente vertical
de temperatura puede tener un costo prohibitivo, se prefiere
adoptar una metodologia tal que las visuales siempre pasen 0.5
sobre el terreno, con lo que se evita tener que modelar las capas
de la atmosfera cercanas al suelo.

7.5 ERRORES ALEATORIOS EN LA NIVELACION
DIFERENCIAL

La nivelacion diferencial no esta exenta de errores aleatorios, al
igual que cualquier otro proceso de medicion, incluyendo errores
en la nivelacién del instrumento o en las lecturas sobre las miras.
El tamano de estos errores estara dictado por las condiciones
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atmosféricas, la calidad de la 6ptica del telescopio, la sensibilidad
de la burbuja o del compensador y la graduacion de las miras.

7.5.1 Error de lectura

El error estimado en las lecturas de las miras, se puede expresar
como una relacion del error estandar estimado en la lectura de
la mira por la longitud de la distancia de la visual. Por ejemplo,
si la habilidad de un observador para leer una mira esta
dentro de +0.001 milimetros en 30 metros, entonces
01,p=10.001mm/30m=+0.00003mm/m. Con lo que el error para
una visual en particular, se puede estimar con:

6 =Dop (7-9)

7.5.2 Errores instrumentales

El error estimado para un equialtimetro con compensador
automatico generalmente esta dado en la informacion técnica del
fabricante de cada instrumento. Para niveles de precision, esta
informacion se da en segundos de arco o como una estimacion del
error en elevacion para una distancia dada. Como ejemplo, el
error estimado puede ser de £1.5mm/km, lo cual corresponde a
+1.5/1°000,000 x p=10.3".

Usualmente un nivel de precisién tiene un compensador con una
exactitud entre *0.1” y 0.2, mientras que para niveles
topogréficos este valor puede llegar a 60”, como se indico
anteriormente.
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Figura 7-9. No verticalidad de la mira

7.5.3 Errores en las miras

La no verticalidad de las miras inducird que las lecturas que se
realizan sobre ellas, sean sistematicamente mayores a las reales,
dependiendo la desviaciéon del angulo que forme la mira con
respecto a la vertical. Considerando la figura 7-9,

d2
e =r—r'=

- 7-10
m 2r ( )

donde d es el desplazamiento lineal de la mira con respecto a la
vertical del lugar. El tamano del desplazamiento depende de la
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sensibilidad de la niveleta, asi como del error de centrado de la
burbuja. Si la burbuja esta fuera por una cantidad de 3, entonces d
sera:

d=rsenf (7-11)

Sustituyendo la ecuacion (7-11) en (7-10):

e, = %sen2 B (7-12)

m

Ya que este error ocurre en cada visual, la combinacién de los
errores se puede escribir como:

rrsen®B r,sen®B| |[r,sen’B r,sen’pP
e, = — + - +... 7-13
| 2 2 2 2 (-13)
Reagrupando términos se obtiene:
L
€ = Sen B(r,—r, +1, —r,+...) (7-14)
o lo que es lo mismo:
e, = A?hsen2 B (7-15)

7.5.4 Propagacion de errores

Las principales fuentes de error en la nivelacion diferencial son
los errores de lectura sobre las miras y la nivelaciéon del
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equialtimetro, ya que el error de colimacion, asi como ¢l de
curvatura terrestre y refraccion atmosférica, pueden practicamente
eliminarse con un buen equilibrio entre las longitudes de las
visuales atras y adelante su contribucion de error sera minima. Sin
embargo, ya que las distancias se determinan por métodos
estadimétricos, existira alguna influencia en la determinacion de
diferencias de nivel.

Considerando que la diferencia de nivel entre dos puntos esta
dada por:

_0067@2 D?) (7-16)

Ah = ('m1 _Imz)_(D18"D2£) 106@ 17 M2

1
- 2 (r1 I )SenZB

donde Im; son las lecturas sobre las miras y los otros términos va
han sido definidos.

Aplicando una vez mas la ecuacién de propagacion de errores
(2-26) a la ecuacion (7-16), se tiene que:

2 2
O, :[aAh] dlmf+[ aAhJ dIm§+(aAh] de?
0 ,

olm, dlm, e,
oAh ) dah ahY

+] 78 de, +| -~ | dD®+| _ ]dDg (7-17)
o€, aD, oD,

2 2 2
4| 2an dr? + oan dr? + JAN dp:
o, ar, 9B
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Las derivadas parciales son:

dAh

dlm,

dAh

alm,
dah
o,
dAh
o,
dAh
oD,
dAh
oD,
dAh
or,
dAh

ar,
ash _
B

1
-1
_D1

D,

( 0.067D1)
500000

( 0.06702j
£, +t———=
500000

—1=sen2 B

1 sen® B

(r, —r,)senPcosf

Aparatos empleados en nivelacion

(7-18)

(7-19)

(7-20)

(7-21)

(7-22)

(7-23)

(7-24)

(7-25)

(7-26)

Sustituyendo las ecuaciones (7-18) a (7-26) en (7-17), junto con sus
correspondientes estimaciones de error, el error de elevacion en

una seccion sera:
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(D1G|/D )2 + (D20|/D)2 + (_ D1G£1)2 + (chsg)z +|
[ 0.067D, °

—| &, + — L 10,

500000 )

Can = [ O.O67D2j 21, J 12 (7-27)
+le,+ = % log | +|| _sen‘P o,
500000 ? 2 "

N

+ H; senZBchr2 } +[r -, JsenBcospo,

En un procedimiento normal de nivelacién diferencial, las
distancias hacia atrds son iguales a las de adelante, por lo que los
errores estandar se consideran iguales; asi la_ecuaciéon (7-27) se
puede simplificar como:

2
2D%(o%p + 202 ) + 2(8 + 20%%2[3)] o
An = (7-28)

+%(sen2 Bo,, )2 +{(r, - rz)senBcosBcB]2

Con lo que el error en la diferencia de nivel entre dos bancos de
nivel, estara dada por:

G Ahgy = \/Z c ihsec cion (7-29)

Del andlisis de las férmulas anteriores se ve claro que el proceso
de nivelacion diferencial, desde el punto de vista geométrico, es
sencillo, sobre todo con las consideraciones hechas para los
trabajos topograficos; sin embargo, en el caso de la nivelacidon
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geodésica de precision hay una serie de aspecto que dificultan en
gran medida el problema, sobre todo el tener que considerar que
las superficies de nivel, no son concéntricas, al estar afectadas por
la gravedad; asi como el efecto de la temperatura sobre las miras.
En virtud de que estos aspectos van mas alla del objetivo primario
de este texto, no se trataran, no obstante, el profesional de la
Topografia debe tener en mente lo anterior, sobre todo cuando
realice trabajos de nivelacion en grandes extensiones de terrenos
y en aquellos trabajos cuya finalidad sea para obras hidraulicas.
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8. NIVELACION GEOMETRICA

Como se ha mencionado en los capitulos precedentes, la finalidad
de la nivelacion es determinar la elevacion de puntos situados en
el terreno. Cabe recordar, que todo trabajo topografico debe tener
alguna clase de testigo, por lo que en el caso de la nivelacion se
debe conservar fisicamente la situacion de los puntos en los que
se determind la elevacion, para su uso posterior, lo cual se logra
estableciendo marcas fijas conocidas como Bancos de Nivel o BN
por sus siglas.

Dependiendo de la permanencia requerida, el banco de nivel se
establece, ya sea con una placa o varilla metalica empotrada en un
monumento de concreto, roca o alguna construccion firme; con
una estaca clavada sobre el terreno; un clavo en un arbol, etcétera.

El procedimiento para nivelar, consiste en hacer pasar planos
horizontales entre dos miras o estadales para obtener el desnivel
entre estos por diferencia de lecturas; sin embargo, pocas veces se
establecen bancos de nivel lo suficientemente cercanos para
lograr, por ello se sitian puntos intermedios temporales llamados
Puntos de Liga o PL, que serviran como puntos de transicion para
trasladar el desnivel (figura 8-1).

PL, b, 1PL3
b, f b, A
S s B oy
BNa /\ e Afa=by, . BNb
| AM=b 1, AH,=b,t,
AH,=b,-f, He
H, <

Figura 8-1. Nivelacion diferencial
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Las condiciones que debe reunir un punto de liga es que sea lo
suficientemente estable para permitir que se efectuen las lecturas
necesarias en el estadal, sin sufrir alteraciones de tipo vertical, asi
como permitir el giro del estadal sobre este punto, para poder
leerlo en diferentes direcciones.

8.1 NIVELACION DIFERENCIAL

Se efectiia cuando se desea determinar el desnivel entre dos
puntos. 5i se conoce la cota de uno de ellos, obviamente se podra
determinar la cota del otro. El procedimiento se ilustra en la
figura 8-1, en la cual se puede ver que el desnivel entre el BNa y

BND es:

AH,. = AH, + AH, + AH, + AH,
=(b, —f,)+(b, = f,)+(b; —f;) +(b, —f,)
—b, +b, +b, +b, —f, ~f, —f, ~f,

AH,, = Zbi - Zfi (8-1)
donde:

AH,, : desnivel total entre el BNa y el BNb.

Z b, : suma de lecturas hacia atras.

Z f : suma de lecturas hacia adelante.
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Generalmente esta informacion se codifica en una tabla que al
mismo tiempo sirve como comprobacion para el céalculo del
desnivel. En la tabla 8-1 se presenta un ejemplo del llenado en
campo, y en la tabla 8-2, la misma nivelaciéon diferencial
calculada.

P.O. + - Cota

BN a 1.245

PL-1 0.200 0.175
PL-2 2.987 2.609
PL-3 3.345 2.922
PL-4 1.115 0.974
PL-5 0.976 0.852
PL-6 0.765 0.668
PL-7 1.132 0.989
PL-8 0.182 0.159
PL-9 2.715 2.372
PL-10 3.041 2.656
PL-11 1.014 0.885
PL-12 0.887 0.775
PL-13 0.695 0.607
PL-14 1.029 0.899
BN b Sl 0.144

Tabla 8-1. Nivelaciéon diferencial
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P.O. + ﬁ - Cota
BN a 1.245] 1675.905]  #+= 1674.660
PL-1 0.200] 1675.930 0.175] 1675.730
PL-2 2987| 1676308 2.609] 1673.321
PL-3 3.345| 1676.732 2922] 1673.387
PL-4 1.115] 1676.873 0974| 1675.758
PL-5 0976| 1676.996 0.852| 1676.020
PL-6 0.765| 1677.093 0.668] 1676.328
PL-7 1.132] 1677.236 0989| 1676.104
PL-8 0.182] 1677.259 0.159| 1677.077
PL-9 2.715] 1677.603 2372 1674.887
PL-10 3.041] 1677.988 2.656] 1674.947
PL-11 1.014| 1678.116 0.885| 1677.102
PL-12 0.887| 1678.228 0.775] 1677.341
PL-13 0.695] 1678.316 0.607| 1677.621
PL-14 1.029| 1678.447 0.899] 1677.418
BN b 1678.467 0.144] 1678302

8.2 NIVELACION DE PERFILES

Se realiza cuando se desea determinar el perfil de una linea

especifica para algtin proyecto.

El procedimiento es similar al de la nivelacion diferencial, solo
que se deberan hacer lecturas en puntos preestablecidos, de los
cuales se requiere conocer la cota para determinar el perfil de la
linea. En la figura 8-4 se ilustra el procedimiento de campo. Al
igual que en el caso anterior la informacion se codifica en forma
tabular, que al mismo tiempo sirve como comprobacion para el
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calculo del desnivel. En la tabla 8-3 se presenta un registro de
campo, y en la tabla 8-4, se muestra la misma nivelacion de
perfil calculada.

P.O. + i - BNoPL | COTA

BN a 1.245| 1232.325| 1231.080
0.182
2.715
3.345 3.041
1.014
0.887
0.668
1.132 0.695
0.159
2.372
2.656
0.885
BN b 0.775
Tabla 8-3. Nivelacion de perfil

O O[O =] W[

—_—
-

—
—

8.3 NIVELACION DE TERRENOS

La nivelacion de terrenos se aplica para la elaboracion de planos
con curvas de nivel, las cuales representan la configuracién de la
superficie del terreno. Estas curvas se trazan con ciertos intervalos
a los que se les denomina equidistancia entre curvas de nivel.
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P.O. + ﬁ ] BNoPL | cora
BN a 1.245| 1232.325|  *+exx 1231.080
1 ) 0.182 1232.143
2 2.715 1229.610
3| 3.345| 1232.629 3.041| 1229.284
4 1.014 1231.615
5 0.887 1231.742
6 0.668 1231.961
7] 1.132] 1233.065 0.695| 1231.934
8 0.159 1232.907
9 2.372 1230.694
10 2.656 1230.409
11 0.885 1232.180
BN b 0.775] 1232.290

Las curvas de nivel se obtienen por mediciones polares, nivelando
los puntos de inflexion del terreno (figura 8-5), o bien por el
método de cuadricula, en el que se determina la cota de los
vértices de la misma (figura 8-6).
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La seleccion del método empleado, estarda en funcion de tres
factores:

1) Lo accidentado del terreno.

2) La pendiente del terreno.

3) La separacion entre las curvas.

r i T i T
~
T~
( L/
- 7
\ /! |
— ) B
Figura 8-5. Método polar Figura 8-6. Método de
cuadricula

8.3.1 Curvas de nivel

La curva de nivel o isohipsa es el resultado de la interseccion de
un plano horizontal con la superficie del terreno. Por ejemplo, en
un charco, el perimetro de este es una curva de nivel; en este caso,
la superficie del agua es el plano horizontal y el perimetro es la
interseccion con el terreno.

Las curvas de nivel, se pueden determinar por medio de
interpolacion grafica, analitica o a estima, dependiendo de la
precision requerida en el trabajo. En la figura 8-7, se ilustra uno
de tantos dispositivos empleados en la interpolacion grafica de
curvas de nivel, mientras que en la figura 8-8, se muestra la
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representacion por medio de curvas de nivel de la configuracion
de un terreno.

Figura 8-7. Plantilla para Figura 8-8. Curvas de nivel
interpolar isohipsas

A continuaciéon, en las siguientes figuras se presentan
graficamente las principales caracteristicas de las isohipsas.

Las isohipsas en forma concéntrica indican cimas o depresiones.
Si las cotas aumentan hacia el punto concéntrico representan
cimas (figura 8-9) y si van disminuyendo son depresiones (figura

8-10).
- §
20 .
P 10
Figura 8-9. Representacion Figura 8-10. Representacion
de una cima de una depresion
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En terrenos de pendientes uniformes la separacion horizontal de
las isohipsas sera también uniforme (figura 8-11). En los puntos
de inflexion tienden a acercarse (figura 8-12).

11 12 13 14

KRKKKR
777

Figura 8-11. Pendiente Figura 8-12. Puntos
uniforme de inflexion

- _g,agh_,adg_
vaguada L

vaguada vaguada

TN

Figura 8-13. Siempre cierran Figura 8-14. Vaguada

Todas las isohipsas cierran sobre si mismas, aun cuando no lo
hagan en la porcion representada (figura 8-13). En las divisorias
de aguas tienden a rodear la cima, mientras que en las vaguadas
se alejan de ella (figura 8-14).
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8.4 NIVELACION DE DETALLES

No siempre se desea conocer cual es la configuracion de todo el
predio, sino solamente parte de él. El método de trabajo es
esencialmente el mismo que para la nivelacion de terrenos, s6lo
que si el trabajo que se requiere no es de mucha precision, se
emplea un nivel de mano. En la figura 8-15 se ilustra el
procedimiento seguido en este tipo de trabajos.

\
o TR NN
S
_. R
rue VN RN
A \\
\

Figura 8-15. Nivelacion de detalles
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9. NIVELACION TRIGONOMETRICA

9.1 CONCEPTO GENERAL

En esta clase de nivelacion se miden angulos verticales y distancias
horizontales o inclinadas. Si las distancias se determinan por
métodos indirectos, hay que tener presente que los distanciometros
electromagnéticos miden, generalmente, distancias inclinadas, por
lo que se debe cuidar los modelos matematicos que se empleen.

Los angulos verticales se pueden medir a partir del horizonte
(angulo de altura) o a partir del cenit (distancia cenital), siendo
estos ultimos los mas convenientes. El dngulo vertical debe
medirse varias veces, la mitad de ellos con el circulo vertical a la
derecha y la otra mitad con el circulo vertical a la izquierda; asi se
obtendra una mejor estimacion del valor del angulo, eliminando
ademas posibles errores por falta de colimacion del instrumento.

9.2 OBSERVACIONES RECIPROCAS

Considerando dos puntos sobre la superficie terrestre A y B,
cuyas alturas sobre el Nivel Medio del Mar son Ha y Hb
respectivamente, se desea conocer por medio de una nivelacion

trigonométrica la diferencia de nivel entre dichos puntos (figura
9-1).
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Figura 9-1. Nivelacion trigonométrica. Observaciones
reciprocas
Debido al efecto de refraccion atmosférica la visual entre A y B no
sigue la linea recta, sino el arco AB. Cuando se observa desde A,
la direccién de la visual hacia B es tangente a dicho arco en el

punto A. Asi pues, la distancia cenital leida en A es z1. De igual
forma, cuando se ocupa la estacion B el angulo leido es z».

De la figura 9-1, se observa que aplicando la ley de senos al
triangulo ACB se tiene:

Hg —H, AC
seny send

seny
seng

Hy —H, = AC
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y en el tridngulo ABO en funcién del teorema de Pitagoras se
tiene:

AC = 2(R+HA)sen% (9-2)

Donde vy es el angulo subtendido en el centro de la Tierra por las
dos normales en los puntos de observacion.

Determinando los dngulos 0 y v, se tiene que en el punto B:
0—180°-z, — r (9-3)
Del triangulo AOB:
0 = 180°-|y +(180°-z, — 1))

O=—-y+2z +r (9-4)
Promediando (9-3) y (9-4):
0= goo—[‘" s Z‘] (9-5)

Para yen el tridngulo ABC:

y+6+90°+—g=1800
v=180°-90°+ ¥ + 2z, -180°
2

y:—QOo—g+z2+r (9-6)

Desde el punto A se tiene que:

Y= 1800—[21 + 1+ 90°- %j

y=90°-2, — 1 +% (9-7)
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Promediando las ecuaciones (9-6) y (9-7):
== 9-8
Y > (9-8)
Sustituyendo (9-2), (9-5) y (9-8) en (9-7):

(22 - z,j
sen —‘——2—
He —H, = 2(R+ HA)sen% (9-9)

cos(l“z2 _Z‘]
2

Para determinar y se aplica la ecuacion:

sen¥ - __AC__ 9-1
2 2(R+H,) 6-10)

Sustituyendo la ecuacién (9-10) en (9-9) se obtiene:

Z —_
sen[ 2 Z1J
2

cos(w+22 —21]
2

H, —H, = AC

(9-11)

En las nivelaciones trigonométricas con propositos topograficos
no es necesario calcular de manera exacta el radio de curvatura
terrestre para cada lugar, siendo suficiente tomar el valor
promedio del area de trabajo.

Cuando las observaciones son reciprocas, el angulo de refraccion
atmosférica se elimina en las ecuaciones (9-5) y (9-8) y por lo tanto
su efecto.
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9.3 OBSERVACIONES NO RECIPROCAS

En algunas ocasiones no es posible ocupar las dos estaciones para
observar las distancias cenitales en ambos sentidos (figura 9-2),
entonces el problema se reduce a:

Hg —H, = ACctngz = ABcosz (9-12)

En este caso la distancia cenital debera corregirse por los efectos
de curvatura terrestre, asi como refracciéon atmosférica.

Nivel
medio
del mar A

o}

Figura 9-2. Nivelacion trigonométrica.
Observaciones no reciprocas

9.4 CORRECCIONES A LAS OBSERVACIONES

9.4.1 Correccidn por altura de la sefal y del instrumento

En virtud de que se puede afirmar que la altura de la sefal en el
punto observado (T) siempre serd diferente a la del instrumento
en el punto de observacién (1), las distancias cenitales deben
corregirse por esta diferencia.
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Figura 9-3. Correccion a la distancia cenital por
diferencia de alturas

El valor de la correccion en segundos de arco debida a la
diferencia de altura entre la sefal y el instrumento, o, se deduce
facilmente a partir de la figura 9-3, estableciéndose la siguiente
relacion:

o=tan T-t (9-13)
D

En caso de no corregirse la distancia cenital, entonces se debe
corregir la diferencia de elevacion por la diferencia de alturas
entre T y t. De la figura 9-4 se observa:

Hy -H, =H, +t—T (9-14)
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Latll Il

_‘r

A<

Y

Figura 9-4. Correccion al desnivel por diferencia
de alturas

9.4.2 Correccidn por curvatura terrestre y refraccién atmosférica

En el capitulo 6 se presenta el desarrollo de los modelos
matematicos necesarios para corregir por estos efectos la
determinacion de diferencias de nivel. Es importante mencionar
que para el caso de la nivelacion trigonométrica estos efectos son
mas significativos que para la nivelacion diferencial, debido
principalmente a que la distancia entre el instrumento y la senal,
es generalmente muchas veces mayor, asi como a que la
diferencia de nivel entre los dos puntos también es grande y por
lo tanto las condiciones atmosféricas en los extremos también lo
serd, por lo que la visual cruzara varias capas con diferentes
densidades.
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9.5 CALCULO DE DESNIVELES

Para ejemplificar el célculo de desniveles a partir de una
nivelacion trigonométrica, en la tabla 9-1 se presenta el caso de
una nivelacion trigonométrica con observaciones no reciprocas,
resuelta en forma tabular. Cabe mencionar que esta solucién se
presenta exclusivamente para ilustrar la secuencia de cdlculo,
pero debe aclararse que este proceso, preferentemente, se debe
realizar por medio de un dispositivo de calculo electrénico.

LADO | / V¥ z cos z v {|Hg-Ha| CR AH t T |Est| Cota

de| a - e cing z

237( 238] 74.651| 89 31 17| 0.008353243| 0.6236] 0.00001 0.6236| 1.37| 1.40( 237} 1253.120

238| 239| 178.090| 89 16 33| 0.012638756( 2.2508| 0.0002| 2.2510} 1.52| 1.40| 238 1253.714

2391 240 12.792| 90 57 25| -0.016701055( -0.2136] 0.0000] -0.2136] 1.59] 1.60( 239 1256.085

240| 241 199.483[ 90 31 58| -0.009298592| -1.8549| 0.0003| -1.8546| 1.47[ 1.29 240 1255.861

241] 237| 222.666| 90 07 08| -0.002075001| -0.4620| 0.0003| -0.4617] 1.12 0.98| 241| 1254.186

237| 1253.865

Tabla 9-1. Nivelacion trigonométrica no reciproca

9.6 PROPAGACION DE ERRORES

Con la introduccion de las estaciones totales, se ha incrementado la
medicion de diferencias de elevacion usando métodos
trigonométricos. Sin embargo en este procedimiento, debido a que
las distancias hacia atras y hacia adelante, no pueden balancearse
adecuadamente, es importante que los efectos sistematicos
de curvatura terrestre y refraccién atmosférica, asi como la
desviacion de la linea de colimaciéon sean modelados. De
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la figura 9-2, se puede establecer que la diferencia de elevacion
entre dos puntos es:

AH=t+ABcosz+C_ - T (9-15)

Donde C. es el efecto combinado de curvatura terrestre y
refraccion atmosférica. Sustituyendo la ecuacién (6-3) en (9-15), se
tiene:

2
ABcos 2) T

AH=t+ ABcosz- 0.0067(
1000

(9-16)

Aplicando la féormula de propagacion de los errores (2-26) a la
ecuacion (9-16):

2 2 2 2
=[] +(-aaﬁ_;j oo+ 28 o2+ (2] 0t 017

Donde las derivadas parciales son:

dAH
S =1 (9-18)
9AH _ [COS ,_ 0.0067ABsen’ zJ .19
0AB 500000
9AH _ L Been z( 0.0067ABsenz 1) ©.20)
Jz 500000
oA (9-21)
oT

Introduciendo las ecuaciones (9-18) a (9-21) junto con sus errores
estindar asociados a la ecuacién (9-17), el error total en la
nivelacion trigonométrica sera:
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2 /2

0.0067ABsen? z

o’ +Mcosz+ 500000 joABJ +
GAH = ) (9—21)

2
_ABsenz [0.0067ABCOSZ +1] o, o
500000 p

donde:

p: es el factor de conversion de segundo a radianes.

En la estimacion del error del angulo cenital intervienen varias
fuentes de error. Estas incluyen la habilidad del operador para
realizar la punteria y la lectura, la exactitud del compensador
vertical o la destreza del operador para centrar la burbuja del
nivel, asi como la sensibilidad del compensador o del nivel. Debe
recordarse que para un mejor resultado, los angulos cenitales se
deben medir en ambas posiciones del circulo. Considerando todos
estos factores, el error estandar estimado para el angulo cenital

medido en ambas posiciones del circulo sera:

(9-22)

z

267 +26; + 204 %
0 =
n
donde:
o1: error en la lectura del circulo.
Op: error en la punteria.

os: error en el compensador vertical o en la nivelacion de la

burbuja.

n: numero de veces que se midio en el angulo cenital en
ambas posiciones del circulo.
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Para goniometros digitales o estaciones totales, la férmula
adecuada sera:

(9-23)

O. =

z

YA
(40§|N + 205) 2
n

donde:
opin: es el valor DIN18723 del instrumento.

y los otros términos tienen el mismo significado descrito
anteriormente.

De igual forma la distancia inclinada AB, tiene asociados una serie
de factores que influyen en la determinacion del error de ella, por
lo que la evaluacion del valor del error estandar de la distancia se
debe realizar por medio de la férmula:

Cus = (a2 +(bS)” + o, +0§]) (9-24)

Mientras que o1 y Gt estardn en funcion de la resolucion y calidad
del longimetro empleado en la determinacion de T y t.

Analizando por separado cada una de las fuentes de error de la
nivelacion trigonométrica, se tiene que el error estandar de un
angulo cenital medido con un gonidmetro de precision y en
condiciones favorables serd un poco mayor a dos segundos de
arco, lo que contribuye al error en 12 partes por millon (ppm) del
cuadrado de la distancia medida.

El error estandar de la distancia estard en funcion del instrumento
EDM empleado, pero en promedio se puede considerar que
contribuye en 5 ppm.
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En el caso de los errores estandares en la determinacion de la
altura del instrumento y de la sefal, se puede considerar que sera
menor a 5 milimetros en cada una de las alturas.
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10. CALCULO Y AJUSTE DE NIVELACIONES

Como se ha venido repitiendo, siempre que se mide una cantidad
fisica se comenten errores inevitables. El caso de la medicién de
desniveles no es de ninguna manera una excepcioén, por lo que al
memento de expresar sus resultados se debera tomar en cuenta la
ocurrencia de dichos errores.

Aparentemente, el cédlculo de una nivelacién es un conjunto
sencillo de operaciones aritméticas basicas, que finalmente dan
como resultado el desnivel entre los puntos involucrados en el
levantamiento. Asi de la figura 10-1, se tiene que el desnivel AH no es
mas que el desnivel observado entre los puntos A y B; pero como en
todo trabajo topografico este valor debera ser lo suficientemente
verificado y ajustado, de acuerdo a las condiciones a cumplir o
parametros a satisfacer.

AH,g

AHAB"Lb'La- i

Figura 10-1. Desnivel
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A 8, c §a
i
T
P /ﬂr v 3
A e
Apg=By +8;+ 8, +5, | q

Figura 10-2. Nivelacion

En todo caso el calculo del desnivel entre dos puntos (Bancos de
Nivel) sera simplemente la diferencia entre la suma de visuales hacia
atras, con las visuales hechas hacia adelante, segin se estableci6 en
el capitulo 8. Asi pues, la diferencia entre dos bancos extremos, sera
la suma algebraica de los desniveles entre los bancos consecutivos
(figura 10-2), donde los desniveles entre los bancos, hasta este punto
se consideran como “observados”, aun cuando estos sean resultado
de un proceso previo. Estos desniveles tendran que ser ajustados,
segun se dijo parrafos arriba, de acuerdo a ciertos parametros.

A continuacién se presentan tres casos posibles de conformacion
geomeétrica de trabajos de nivelacion y los ajustes procedentes.

10.1 CALCULO Y AJUSTE DE LINEAS

Se le llama linea de nivelacion (figura 10-3), a aquella que tiene un
desarrollo abierto, ya sea ligado o no en sus extremos con bancos
preestablecidos. De hecho pueden existir tres casos:

a) Linea sin liga alguna. Se utiliza cuando solo interesa conocer
el desnivel entre dos puntos y no su altitud. En este caso el
unico ajuste posible, si es que se realizan observaciones
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redundantes, es obtener el valor mas probable de cada una
de ellas y con estas calcular el desnivel.

b) Linea ligada en uno de sus extremos. En cuanto a su
tratamiento es similar al anterior, sélo que en este caso es
conocido el valor de alguno de sus bancos extremos y
entonces serd posible conocer la altitud de todos los bancos
adicionales.

c) Linea ligada en sus dos extremos. En este caso, ademas de
conocer los desniveles observados entre bancos, se conocen
las altitudes de los extremos, lo que permite establecer mayor
cantidad de pardmetros para un mejor ajuste. Se recomienda
efectuar siempre que sea posible, un ajuste riguroso
por minimos cuadrados. El cual queda implicitamente
considerado en el ajuste de redes.

Figura 10-3. Linea de nivelacion

10.2 CALCULO Y AJUSTE DE CIRCUITOS

Se entiende por circuito (figura 10-4) a la conformacion de una linea
de nivelacion que inicia y termina en e] mismo banco de nivel.
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AH,+ AHy+ AHge AHgr A AHg=0 |

Figura 10-4. Circuito de nivelacién

En este caso, tedricamente la suma algebraica de los desniveles
debera ser igual a cero, pero debido a los errores, normalmente
accidentales en esta etapa del calculo, esto nunca ocurre, Se
deduce entonces que es necesario ajustar o0 compensar los valores
observados para cumplir la condicion establecida, lo que
evidentemente repercutira en el valor a priori calculado para los
bancos de nivel que conforman el circuito. Por estar también
este caso implicito en el de redes se tratard el ajuste de las
observaciones en la siguiente seccion.

10.3 CALCULO Y AJUSTE DE REDES

Se entiende por red de nivelacion a un conjunto de lineas y
circuitos enlazados entre si. Es el caso mas complejo de un
proyecto de nivelacién y el que més problemas puede causar en el
ajuste, dado que se tienen diversas rutas alternativas para calcular
el valor de un banco de nivel determinado. En el caso ilustrado en
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la figura 10-5, se tiene, por ejemplo, las siguientes alternativas
para calcular la cota del banco de nivel B:

Hs =H, + AH, + AH,
Hg =Hq + AH, + AH,
Hs =Hg + AH,

Hg =Hy + AH, + AH,
Hg =H, + AH, + AH,

y asi se podria establecer para los demds bancos establecidos
en la red. Ante esta diversidad de soluciones, la mejor opcién es
aplicar el método de minimos cuadrados que, como se menciond
anteriormente, proporciona una solucién tnica, libre de la
incertidumbre de otros métodos.

s
—

Py Q: banco fijo o o
AH,,... Aty dasnivel observado
A.B.C: bancos nuevos

Figura 10-5. Red de nivelacién

En el ajuste de nivelaciones por minimos cuadrados, es comun
asignar el peso relativo de las observaciones como inversamente
proporcional a la longitud de la distancia entre bancos de nivel;
aunque por comodidad, muchas veces se multiplica por una
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constante para un manejo mas sencillo. Sin embargo, el peso se
debe asignar de acuerdo a los criterios establecidos en el capitulo
8 y desde luego, la matriz de peso, puede multiplicarse por un
valor constante.

El sistema de ecuaciones de observacion para el ajuste expresado
algebraicamente, es el siguiente:

p,(a,A+bB+.+nN)=p,(I, +v,)
P,(@,A+b,B+.+n,N) =p,(l, +V,)

(10-1)

Pn(a,A+b B+ .+n Nj=p_ (I +v,_)
donde:

pi: es el peso de la observacion.

a;, bi, ..., ni: coeficientes que relacionan las incognitas.
A, B, ..., N:incégnitas.

li: observaciones.

v;: residuos.

El sistema de ecuaciones lineales representado por (10-1), expresado
en forma matricial es:

PAX = P(L+V) (10-2)
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donde:

P: matriz de pesos.

A: matriz de diseno.

X: vector de incognitas.

L.: vector de observaciones.

V: vector de residuos.
El principio de minimos cuadrados establece que:
> pv? = (p1v12 +p2v§+...+pnv§) = minimo (10-3)

Por lo que el cuadrado de los residuos, determinado del sistema
de ecuaciones (10-1) sera:

pvi=p,(a,A+bB+.. +nN-I)
p,v:=p,(a,A+bB+..+nN-LY

(10-4)

2

p.vi=p (a A+b B+..+n N-| J
Sustituyendo el sistema de ecuaciones lineales (10-4) en (10-3):

2.V =p,(aA +bB+...+nN-I,) (10-5)
+p,(@,A+b,B+...+n,N—1, ) +...

+p,.(a,A+b B+..+n N-I_)
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La condicion de minimo se obtiene cuando la derivada de la
funcién es igual a cero, por lo que las derivadas parciales de la
funcion seran:

3 2
%:AV =2p1(a1A+b1B+,,_+n1N—|1)a1

+2p,(@a,A+b,B+...+n,N-1,)a, +...

+2p. (@ A+b B+..+n N-I Ja_

3> v2
%:B = 2p1(a1A+b1B+...+n1N—|1)b1

+2p,(@,A+b,B+...+n,N-1 )b, +...

+2p _(a_A+b B+...+n_N-I ).,

3y v?
%\l - 2p1(a1A+b1B+...+n1N—|1)11

+2p,(@a,A+b,B+...+n,N-1, ), +...

+2p_(a_ A+b B+..+n N—| Jn_

(10-6a)

(10-6b)

(10-6¢)

Dividiendo el sistema de ecuaciones (10-6) por dos y reagrupando
términos se llega a:
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(p|aini)\] = g(piaili)

2 (ptbini N = g(pibili)

(10-7)

i(pinia»A+i(pinibi)a+...+§(pjnf)w=g(pinm

i=1 i=1

El sistema de ecuaciones (10-7) se conoce como ecuaciones
normales, el cual expresado en notacion matricial seré:

(ATPA)X = ATPL (10-8)

y los elementos estdn formados por:

(p, 0 .. O

0 p, 0
p={" - (10-9)

0 0 P
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I

(10-10)

(10-11)

(10-12)

Usando los principios del algebra matricial, la ecuacién (10-8) se

resuelve de la siguiente manera:

218



Calculo y ajuste de nivelaciones

(ATPA)(ATPA)X = (ATPA) ' ATPL (10-13)
X =(ATPA) " ATPL (10-14)

En la ecuacion (10-14) | es la matriz identidad, con lo que
finalmente se tiene:

X = (ATPA) 'ATPL (10-15)

que es la solucidon a las incognitas del sistema. Retomando la
ecuacion (10-2), el vector de residuos V estara dado por:

PAX = P(L + V) (10_2)
PAX =PL +PV
PAX -PL =PV
PV =P(AX -L) (10-16)

Premultiplicando la ecuacion (10-16) por la inversa de la matriz
de pesos, se llega a:
PPV =P 'P(AX -L)
IV =I(AX -L)
V =(AX-L) (10-17)

Una vez realizado el ajuste, es importante conocer la estimacion
de los errores en las observaciones ajustadas y de las cantidades
derivadas de los valores ajustados. Partiendo de la solucion de
los valores ajustados con la ecuacion (10-15), X contiene los valores
mas probables de las incognitas, mientras que los valores verdaderos
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son Xy. Los valores verdaderos difieren de los valores mas
probables por una pequena cantidad de tal forma que se tiene:

X+AX =X, (10-18)
donde AX representa el error en los valores ajustados.

Considerando ahora un pequeno incremento, AL, en los valores

observados, el cual llevard a X a su valor verdadero, la ecuacion
(10-15) sera:

X +4X = (ATPA) " ATP(L + AL) (10-19)
Desarrollando el producto de la ecuacion (10-19), se tiene:
-1

X + AX :(ATPA) ATPL+(ATPA)”ATPAL (10-20)

Sustituyendo (10-15) en (10-20) y eliminando términos iguales, se
tiene que AX es:

AX = (ATPA) " ATPAL (10-21)

Aceptando que AL son los errores en las observaciones, la
ecuacion (10-21) se puede escribir como:

AX = (ATPA)ATPV (10-22)
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Calculo y ajuste de nivelaciones
Haciendo:
B=(ATPA) AP (10-23)
y sustituyendo la ecuacion (10-23) en (10-22):

AX =BV (10-24)

Postmultiplicando la ecuacién (10-24) por sus respectivas
traspuestas se obtiene:

aXaX' = (BV)(BV)' (10-25)
Aplicando las propiedades de la traspuesta a (10-25) se tiene:

AXAXT =BVV'B’ (10-26)

Realizando los productos, se tiene que el lado izquierdo de la
ecuacion (10-26) es:

AXZ AXAX, .. . AXAX,
AX,AX,  AX5> . . . AX,AX,

AXAXT = ' ' I ' (10-27)
| AX,AX, AXAX, . . . AXE |
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mientras que el lado derecho sera:

[ ]

VR VYA

VoV, VS L L L v,V
Bl oo BT (10-28)

2

RA A

Reconociendo que es posible realizar el proceso de medicién tantas
veces como se desee, por ejemplo n veces, y que en cada ocasion se
obtendrd una solucién ligeramente diferente, obteniéndose un
conjunto de soluciones X diferente en cada ocasion, el promedio de
estas soluciones sera:

YA Y AxAx, - > Ax,Ax,
n n n
DAXAX, ) AXS D AX,AX,
15 AXAXT = " A o "
EZ - (10-29)
Yaxax, Yaxax, 0 Sax
L n n S n
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Calculo y ajuste de nivelaciones

Si el proceso de medicion se repitid un nimero de veces grande, los
elementos de la ecuacién (10-29) serén las varianzas y covarianzas,
con lo que la ecuacion (10-29) se puede escribir como:

Y
2
XoXy Xz
2 _
Sy =
_SXnX1 an"z

w

x1xx

X2Xn

(10-30)

2
SM

-

Considerando también el conjunto de n observaciones, la ecuacion

(10-28) sera:

VI VY,
n n
2 VaVi o DV
n n

Z\}nv1 ZV.nVZ

n n

> vy,

n
D v,V
' n

BT (10-31)

o

>V

=
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Los elementos de la diagonal principal de la ecuacién (10-28) son
las varianzas de las observaciones, mientras que los elementos
fuera de ellas son las covarianzas; esto es, la correlacion que existe
entre las observaciones. La ecuacion (10-31) se puede escribir como:

ST S, S, |
Sl2|1 Si Slzln

B . . . . . . BT (10-32)
_S|n|1 ln|2 Si _

Retomando la matriz definida por (10-9), se tiene que el peso de
una observacion es el grado de confianza que se tiene en ella, con
lo que el peso de la observacién se emplea para controlar el
tamano de las correcciones que se aplicaran a la observacion en
un ajuste. Por lo tanto, al tenerse una observacién con mayor
precision, su peso sera mayor, o en otras palabras, su varianza
serd menor. De lo anterior se puede establecer que los pesos son
inversamente proporcionales a las varianzas; asi, el tamano de la
correccion serd también inversamente proporcional a los pesos.

En situaciones donde las mediciones estdn correlacionadas, los
pesos estan relacionados con la inversa de la matriz de covarianzas
y ya que los pesos son relativos, frecuentemente las varianzas y
covarianzas se reemplazan por cofactores. Un cofactor de relaciona
con su covarianza con la ecuacion:

of
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Calculo y ajuste de nivelaciones

donde:

gi: es el cofactor de la medicién jj.

oj;: es la covarianza de la medicién ij.

o:: es la varianza de peso unitario, la cual se emplea para
escalar los valores de las covarianzas.

La ecuacion (10-33) en notacidon matricial se expresa como:

’
Q=— _
0'5 (10-34)

donde:
Q: es la matriz de cofactores.

La estructura y elementos de la matriz ¥ son:

Oy Oy - - - Oxy
2
XX, Xo zexn
= (10-35)
2
L—O'Xn)(] O'an2 .. Gxn J

Con lo que la matriz de pesos sera:

P-Q" =c2x" (10-36)
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Para medicién no correlacionadas, las covarianzas son igual a
cero y por lo tanto la matriz ¥ serd una matriz diagonal. Por lo
tanto Q también serd una matriz diagonal, como la mostrada en la
ecuacion (10-9), resultando:

- :
— 0 ... 0
1 2
0o 2o 0
P=| . . ... (10-37)
2
0 0 2o

En base a la ecuacion (10-31), se puede establecer que cualquier
observacién independiente con varianza igual a 67 tiene un peso de:

pi = — (10'38)

Si una observacion tiene un peso pi=1, entonces 6: =6° 0 65 =1.
Por ello 62 recibe el nombre de varianza de una observacion de
peso unitario, o simplemente varianza de peso unitario.

Despejando o? de (10-38), reemplazando oy por S y sustituyendo
su valor en (10-32) se obtiene:

S2BP BT (10-39)
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Célculo y ajuste de nivelaciones

Sustituyendo (10-23) en (10-39) se obtiene:
_ _ T
SS[(ATPA) 1ATP]P“[(ATPA) 1ATP} (10-40)

Después de realizar algunas operaciones la ecuacion (10-40) se
reduce a:

S3(ATPA) (10-41)

La ecuacion (10-30) es el lado derecho de la ecuacion (10-26), por
lo que la ecuacion (10-41) es el lado derecho; esto es:

1

S2 =Si(ATPA} =SIN'=83Q, (10-42)

En el ajuste por minimos cuadrados, la matriz Qy de la ecuacién
(10-42) se conoce como la matriz de varianzas y covarianzas, o
simplemente como matriz de varianzas. Cuando los elementos de

la diagonal principal se multiplican por S se obtiene la varianza

de las cantidades ajustadas; mientras que al multiplicar por S; los

elementos que estan fuera de ella generan las covarianzas. De la
ecuaciéon (10-42), la desviaciéon estandar de un parametro
desconocido, se calcula de:

S = SO‘!/qx,x, (10-43)
donde:

d,, : es el elemento de la diagonal de la matriz Qx en la

columna y renglén i.
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Por definicion se tiene que la desviacion estandar es la raiz
cuadrada de la varianza de la muestra:

2 2 2
S — ‘/p1V1 + p2V2 :"'+pnvn (10_44)
n-—

donde n-1, son los grados de libertad o redundancia en la
determinacion de las observaciones de una incognita. La expresion
anterior en notacidon matricial es:

VTPV

(10-45)
n—1

=

Considerando que en el ajuste intervienen u incégnitas, la
ecuacion (10-45) se convierte en:

-
S, = VPV (10-46)
n—u

La estimacion de la desviacion estdndar de peso unitario debe ser
verificada utilizando la prueba de ¥?, para comprobar que el valor
a posteriori obtenido cumple con ella, aceptandose cuando esta
dentro del intervalo de confianza definido. La condicién que se
debe satisfacer es:

x> Xe (10-47)

X2 <xiq (10-48)
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Cdlculo y ajuste de nivelaciones

donde:

, (n-u)S;

X" = —2—0: valor a probar.

o

x2: valor de la distribucién para (n-u) grados de libertad a
un intervalo de confianza o.

El valor de %2 generalmente se interpola de tablas.
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Sistema de Posicionamiento Global

11. SISTEMA DE POSICIONAMIENTO GLOBAL

El Sistema de Posicionamiento Global, mas conocido por sus siglas
en inglés GPS, ha revolucionado las técnicas de posicionamiento de
puntos sobre la superficie terrestre, asi como en la ciencia para la
determinacion de la forma y tamano de la Tierra, la Geodesia. Por
una parte este cambio se debe a la gran exactitud que se puede
alcanzar con este sistema, asi como la rapidez y simplicidad en su
operacion, sin dejarse de lado la reduccion de costos en los trabajos
operativos. Todos estos factores han contribuido en gran medida a
un creciente numero de aplicaciones del GPS en distintos campos
del conocimiento humano, los cuales s6lo estan limitados por la
imaginacion del ser humano.

Debido a que este libro tiene un enfoque técnico, y que no se
trata de ninguna manera de una folleto promocional de las
posibles aplicaciones del GPS, este capitulo se centrard en una de
las mayores ventajas del sistema: su exactitud, analizandose las
principales fuentes de error y como influyen estas en la
determinacioén de posiciones sobre la superficie de la Tierra, sin
entrar en los aspectos operativos del equipo y de procesamiento
de los datos generados con ellos.

11.1 POSICIONAMIENTO CON GPS

La exactitud inherente de una posicion determinado por medio
de un receptor GPS se puede mejorar por medio de un
procesamiento cuidadoso o degradarse aceptando, en lugar de
tratar de eliminar, fuentes significativas de error. Cuando se
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pretende alcanzar exactitudes milimétricas o centimétricas en el
posicionamiento, es necesario:

1. Trabajar con dos o mas receptores simultaneamente. La
idea fundamental detrds de esto, es utilizar diferencias
de posicion en lugar de posiciones absolutas; con ello
los errores que son compartidos por receptores pueden
cancelarse al formarse diferencias.

2. Repetir las mediciones. Una serie de observaciones
redundantes garantizara la calidad estadistica de la
posicion.

3. Estimar cada fuente de error en las observaciones. La
intenciéon es eliminar los errores sistematicos de las
observaciones y posteriormente minimizar los errores
aleatorios.

Debe quedar claro, que la determinacién de la posicion de un
punto sobre la superficie terrestre se realiza en funcion del tiempo
de viaje entre el satélite y el receptor, de la sefial enviada por el
satélite, requiriéndose determinar cuatro valores x, y, z y cdt.
Donde x, y, z son las coordenadas cartesianas tridimensionales
del punto y cdt es la velocidad de la luz multiplicada por el
tiempo de viaje de la sefial. Por ello se requiere la observacion de
al menos cuatro satélites simultaneamente.

La clave para la exactitud del GPS estd en un conocimiento
preciso de las drbitas de los satélites y en la determinacion del
tiempo de viaje.
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Sistema de Posicionamiento Global

11.1.1 Principio basico

Para logra el objetivo bésico en la determinacion de la posicion de
un punto sobre la superficie terrestre, supongamos (lo cual es
falso) que no existen errores en los relojes de los satélites ni del
receptor. Bajo esta consideracion, la distancia a tres satélites
determinard la posicion de un punto sobre la Tierra en forma
unica. Considerando un punto en el espacio y una distancia, se
genera una esfera (figura 11-1).

Figura 11-1. Esfera Figura 11-2. Circulo

La intersecciéon de dos esferas (figura 11-2) genera un circulo.
Asumiendo que los satélites no se encuentran sobre una linea
recta, la tercera esfera corta al circulo en dos puntos. En uno de
los cuales se encuentra el receptor (figura 11-3). Con lo que se
puede ver que de no existan errores en los relojes, tres satélites
son mas que suficientes para determinar la posicion.

En realidad, el reloj del receptor es un reloj barato y por lo tanto
poco exacto. Considerando que dt’ es el error en el reloj, cada
medicion de distancias estara afectado por un error cdt’. La
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distancia incorrecta, la cual incluye cdt’ debida al error del reloj,
se llama pseudorango o pseudodistancia.

De dos satélites se tendran dos pseudorengos p' y p2. Al
determinarse la diferencia:

d? = p1 _pz (11-1)

se elimina el error cdt’ debido al error del reloj, generandose una
hipérbola de revolucidn, en la que los satélites se encuentran en
sus focos y representa la gréfica de todos los puntos en el espacio
cuya distancia del satélite difiere de d!2.

Figura 11-3. Interseccion de tres esferas

El tercer pseudorango localiza el receptor sobre otra hipérbola de
revolucion y se intersecta con la primera en una curva. El cuarto
pseudorango genera una tercera hipérbola de revolucion, la cual
corta a la curva usualmente en dos puntos. Lo anterior se
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Sistema de Posicionamiento Global

representa por el siguiente conjunto de ecuaciones, en las que el
superindice indica el satélite:

(
(X—X2)2+(y—Y2)2+(Z—Zz)2+(Cdt)iZ(p2)2 11
(x—Xs) +(y—Y3) +(z—23) + (cdt) :(ps)
(x—X“)2 +(y—Y“)2 +(z—Z“)2 +(Cdt)2 = (p“)2
11.2 OBSERVABLES

En la seccion anterior se introdujo una de las dos observables
basicas del sistema de posicionamiento global, el pseudorango. La
otra observable bésica es la diferencia de fase con la que se recibe
la senal transmitida por el satélite.

11.2.1 El pseudorango

Antes de analizar con mayor detalle los pseudorango, analizaremos
brevemente la estructura de la senal transmitida por los satélites
GPS. Cada satélite de la constelacion NAVSTAR transmite
dos senales para propositos de posicionamiento: la senal Ly,
centrada en la frecuencia portadora de 1575.52 MHz y la sena
L, centrada en 1227.60 MHz. Sobre la portadora L; se modulan
dos ruidos pseudoaleatorios (PRN): el codigo C/A de 1
milisegundo de longitud con una tasa de repeticion de 1 MHz y
un segmento muy largo del c6digo P con una tasa de repeticion
de 10 MHz. También sobrepuesto a la portadora se envia el
mensaje de navegacion, que entre otras cosas, incluye los datos de
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efemérides, los cuales describen la posicion del satélite en su
Orbita y predice las correcciones de los relojes de abordo. En la
portadora L2 s6lo se modula el cédigo P y el mensaje de
navegacion.

El c6digo PRN transmitido por un satélite, el cual es tnico para
cada satélite, se usa para determinar el pseudorango, el cual como
ya se ha mencionado es la distancia existente entre la antena del
satélite y la antena del receptor. El receptor determina el
pseudorango por medio de la generacion de la replica del codigo
que esta siendo generado por cada satélite y determinando el
desplazamiento entre la llegada de una transicion particular del
codigo transmitido y la misma transicion de la replica. La
diferencia de tiempo es simplemente el tiempo que le toma a la
seflal para ser propagada desde el satélite hasta el receptor
(figura 11-4).

codigo enviado

:‘\i‘)‘“’ w por el Saté“te

3 replica del codigo
At

|

Figura 11-4. Tiempo de viaje

Como se menciono, el pseudorango es el tiempo de viaje de la
sefial transmitida por la velocidad de la luz. La razén por la que
se llama pseudorango es que se tiene un sesgo debido a la falta
de sincronizacion entre el reloj del satélite GPS que gobierna la
generacion de la senal enviada por €l y el reloj del receptor que se
emplea en la generacion de la réplica del codigo; asi como por
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Sistema de Posicionamiento Global
otros efectos, incluyendo el retraso ionosférico y troposférico, la
multitrayectoria, asi como el ruido propio del receptor.

Considerando todos estos aspectos la ecuacién para el
pseudorango observado se puede escribir como:

P=p+c-(dt-DT)+d,, +d,,, +e (11-3)
donde:
P es el pseudorango medido
p es el rango geométrico entre el satélite y el receptor
dt es el desplazamiento del reloj satelital con respecto
al tiempo GPS

DT es el desplazamiento del reloj del receptor con
respecto al tiempo GPS

dion  es el retraso ionosférico
dwop  es el retraso troposférico
e representa el efecto por multitrayectoria y ruido del

receptor

Los pseudorangos se pueden determinar en funcién de cualquiera
de los dos cédigos disponibles en el sistema.

11.2.2 La diferencia de fase

Aun cuando se tiene la ventaja de poder determinar la distancia
entre el satélite y el receptor por medio del codigo, la mayor
precisién se puede obtener por medio de la fase de la portadora
recibida con respecto a la fase de la portadora generada por el
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oscilador del receptor GPS. La portadora generada en el receptor
es una frecuencia nominal constante, mientras que la portadora
recibida cambia su frecuencia debido al efecto Doppler inducido
por el movimiento relativo entre el satélite y el receptor. La fase
de la portadora recibida se relaciona con la fase de la portadora en
el satélite por medio del intervalo de tiempo requerido por la
senal para propagarse desde el satélite hasta el receptor.

Asi, idealmente, la observable de fase portadora sera el numero
total de ciclos completos y la fraccion de ciclo entre las antenas del
satélite y del receptor en cualquier instante, con la limitante de
que el receptor no puede distinguir el nimero de ciclos
completos, por lo que solamente se mide la diferencia de fase de
la senal portadora, teniéndose un numero indeterminado o
ambiguo de ciclos, N, el cual se deberd de determinarse de alguna
forma.

Expresando la fase de la portadora medida, como una funcién de
distancia, se tiene que:

®=p+c-(dt—dT)+AN-d , +d,, +e (11-4)
donde:

A es la longitud de onda de la portadora.

y los otros términos tienen el mismo significado que en la
ecuacion (11-3). Notese la gran similitud que existe entre las
ecuaciones (11-3) y (11-4). Al igual que en el caso de los
pseudorangos, la diferencia de fase de la senal portadora se puede
determinar en las dos frecuencias empleadas por el sistema.
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11.2.3 Equivalencia de pseudorango y fase portadora

Considerando los dos c6digos y las dos frecuencias, y después de
alguna manipulacion algebraica, se puede escribir el siguiente
sistema de ecuaciones para cada época de observacion:

Donde:
I
L,
f
fo

om,dm

D, =p—-I1+A,N, +dm,

2
D, :p—(:—‘) |+ A,N, +ém,
2

P,=p+I+dm, (11-5)

f 2
P, :p+[f—‘J |+ dm,

2

es el retraso ionosférico de grupo para la frecuencia

es la frecuencia L
es la frecuencia L»

son los efectos por multitrayectoria y ruido
del receptor en la fase y el pseudorango

El lector debe recordar que todos los pardmetros expresados en la

ecuacion

(11-5) estdn generalmente afectados por errores

sistematicos y aleatorios.
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Expresando la ecuacion (11-5) en notacion matricial se llega a:

P, |

-—

O — —

p | [dm,
’

I om,

+
Ol AN, | |dm,
0 _7»2N2_ _dm2
|

(11-6)

Cuando los valores de 6m y dm son iguales a cero, se puede
resolver el sistema de ecuaciones para encontrar las cuatro
incognitas involucradas en el sistema:

._)\'2N2J

p |
I
}\‘1N1

10
0o 1
00
0

(11-7)

Sustituyendo los valores de las dos frecuencias y obteniendo la
inversa de la matriz de coeficientes, se llega a:

Y
I

AN,

| A2No |

[0.000
0.000
1.000

0.000

0.000
0.000
0.000
1.000

2.546
—-1546
—4.091
-5.091

~15467 @,
1546 | @,
3.091 | P,
4.091 | P,

(11-8)

Con lo cual se determina el pseudorango ideal p, el retraso
ionosférico instantaneo |, asi como las ambigtiedades Ny y Na.
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Ya que el nivel de error para los pseudorango es mucho mayor
que en la fase portadora, a continuacidn se analizara la
propagacion de estos errores en los parametros anteriores. La
matriz de covarianzas para los pardmetros estimados dados por
la ecuacién (11-8) puede calcularse de:

C=(ATCA) (11-9)
donde A es la matriz de coeficientes de la ecuacion (11-8) y
Cdatoszw'1 es la matriz de covarianzas de los datos.

Si se asume que la matriz de covarianza de los datos es diagonal,
esto es, no hay correlacion entre las observable, asi como que no
hay diferencia entre el nivel de error entre L1 y L2, y que la
varianza de la fase portadora es despreciable comparada con los
pseudorangos, entonces la matriz de covarianzas se puede
escribir como:

€0 0 0O O
0 e° 0 O
Cgas = IIM 11-10
W g0 0 0 o2 0 ( )
0 0 0 o7

Para que lo anterior sea valido, se requiere que £€=10-. Evaluando
la ecuacion (11-9), en funcién de la matriz de coeficientes de la
ecuacion (11-8) y la matriz de pesos definida por (11-10) se tendra:
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8870 -6.324 -15194 -19.286]
—-6.324 4779 11103 14194
-15194 11103 26297 33480
—19286 14194 33480 42663 |

(11-11)

Con lo que finalmente se tiene que los errores de los parametros
derivados para una época usando datos de las dos frecuencias y
los dos codigos serén:

Parametro ~ Desviacién estandar
P 2.978c

I 2.1860

N 5.1286/7 A

N2 6.5320/ A

Lo anterior quiere decir que el error del pseudorango es
aproximadamente tres veces mayor que el error de las mediciones.
El error para el retraso ionosférico es dos veces mayor. Para el caso
de las ambigliedades de la fase portadora los factores de escala
de 5.128 y 6.532 muestran que el efecto de multitrayectoria o de
salto de ciclo, se deben de controlar lo mejor posible si se desea
resolver las ambigliedades o detectar saltos de ciclo en funcion de
los pseudorangos. Por ejemplo, si se desea tener una desviacion
estindar de 0.25 ciclos en Nj, entonces la precision del
pseudorango deberd ser aproximadamente cinco veces mas
pequena; esto es, menor a 1 cm.
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11.3 ERRORES SISTEMATICOS

A continuacion se presentan los principales errores sistematicos
en el posicionamiento GPS, asi como sus fuentes y magnitudes
aproximadas.

11.3.1 Error en efemérides

El satélite transmite su posicion por medio de elementos
keplerianos, la mayor parte del tiempo con gran precision pero
conservando pequenos errores. Estos errores se incrementan lenta
y suavemente en funcidon del tiempo. Se estima que el error medio
cuadratico en la medicion es de 2.1 metros.

11.3.2 Error en el reloj satelital

Un reloj atémico, con un oscilador de rubidio o cesio, es exacto en
una parte en 10!2. Lo anterior implica que en un dia se tendra un
cambio de 107 segundos, que al multiplicarlo por la velocidad de
la luz representa 26 metros. Al determinarse correcciones a los
relojes cada 12 horas, se tiene un error promedio de 1 metro.

11.3.3 Error ionosférico

La senial GPS sufre retraso en su paso a través de la ionosfera, la
cual empieza 50 km sobre la superficie terrestre y se extiende a
1 000 km o mas. El retraso es proporcional al nimero de electrones
libres, e inversamente proporcional al cuadrado de la frecuencia,
con lo que el efecto es dispersivo y depende de la frecuencia. La
cantidad de electrones libres varia fuertemente en funcioén de la
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hora del dia y de la latitud, asi como de efectos ciclicos debidos a
la actividad solar. El efecto en los pseudoragos y en la fase de la
portadora es de signo contrario, y si no es tomado en cuenta su
efecto, puede producir un error de hasta 30 metros en la direccion
del cenit.

Si se cuenta con un receptor de doble banda, se pueden
determinar los pseudorangos en Py y P> en las frecuencias L1 y L,
y cuantificar el retraso ionosférico por medio de:

errores aleatorios
dP, —— P, —P 11-12
on f2 f2 ( ¥ y no modelados ( )

De igual forma con la fase de la portadora el retraso ionosférico
sera:

f2
d(bion f2 f2 ((K N }‘ N ) ((1)1 —q)2))
, (11-13)
N errores aleatorios
y no modelados

Para el caso de receptores de una sola banda las férmulas
anteriores no son ttiles y solamente se puede resolver el retraso
ionosférico empleando el modelo matematico enviado en el
mensaje de navegacion. Para el caso de posicionamiento GPS
diferencial, el retraso ionosférico en los dos receptores se puede
cancelar al calcularse el vector que define la linea base entre ellos,
si la distancia entre ellos es lo suficientemente corta.
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11.3.4 Error troposférico

La troposfera es la parte baja de la atmodsfera y su efecto en la
propagacion de ondas electromagnéticas es critico. El retraso en la
senal dependera de las condiciones atmosféricas de temperatura,
presion y humedad, siendo su efecto dependiente del tiempo de
viaje de la sefal por este medio, y ya que la frecuencia de radio
empleada no influye en el retraso de la senal, el empleo de equipos
receptores de dos bandas no ayuda a minimizar su efecto.

Usualmente, la influencia de la tropdsfera sobre los pseudorangos
medidos se expresa en funcién de dos componentes: la parte seca
y la himeda. La componente humeda depende de la distribucion
del vapor de agua en la atmdsfera y por lo tanto es dificil de
modelar. S5i se emplean datos meteorologicos de la superficie
terrestre se puede determinar esta componente dentro de 3 a 4
centimetros de precisidn; sin embargo, su magnitud corresponde
solamente al 10% del efecto total en el retraso. Existen varios
modelos matematicos que describen con gran precision la
componente seca del retraso troposférico, lograndose precisiones
dentro del uno por ciento de error.

La magnitud total del retraso troposférico tiene un valor minimo
en la direccidon cenital del orden de 2.3 metros y se incrementa
hacia el horizonte llegando a cerca de 20 metros a 10° de elevacion
sobre el horizonte. Al igual que en el caso del error ionosférico,
si las estaciones estan lo suficientemente cercanas su efecto se
puede eliminar al calcularse la diferencia de posicion entre dos
receptores, quedando solamente efecto debidos a que los datos
meteorolégicos puntuales considerados para el calculo del retraso
troposférico, generalmente no son representativos de la situacion
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atmosférica regional. Esto se hace manifiesto cuando la separacion
entre las estaciones es mayor a 50 kilémetros, o cuando la
diferencia de elevacion entre ellas es significativa.

11.3.5 Error de multitrayectoria

La senal GPS puede llegar a la antena del receptor por varias
rutas (figura 11-5), con lo que la misma senal arriba a la antena en
diferentes épocas e interfiere con ella misma. Dos ejemplos tipicos
de este efecto son el fantasma en la senal de television, asi como
el eco.

En GPS, la senal puede reflejarse de edificios, del terreno y cuerpos
de agua, pudiendo inducir errores en los pseudorangos de
varios metros. Algunos investigadores han reportado efectos por

mulritrayectoria cercanos a los 10 metros en mediciones hechas con
el codigo C/A.

La multitrayectoria es un serio problema en el posicionamiento
GPS debido principalmente a la gran dificultad de ser modelada.
El mejor antidoto para su efecto es la antena a ser empleada,
pudiendo ésta contener un plano horizontal de aproximadamente
20 centimetros de didmetro, o una antena formada por varios
elementos como la tipo microstrip o chock ring.

Para la observable de fase portadora el efecto de la multitrayectoria
es menor que los pseudorangos, llegando a tan solo unos cuantos
centimetros. La senal reflejada tiene un corrimiento en la fase de
A®D y su efecto se atenta por un factor o, con lo que senal recibida
serd igual a:

sefial recibida = Acos® + 0tA cos(® + AD) (11-14)
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Figura 11-5. Multitrayectoria

El error por multitrayectoria, produce una diferencia en la fase de
la portadora de:

sen® ) (11-15)

dod = arctan( 1
+cosd

o

En el peor de los casos, 0=1 y ®=90°, no hay atenuacion de la
senal, resultando d®=45°.
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[T Fuente de error una frecuencia |doble frecuencia
Efemérides 2m 2m
reloj satelital 2m 2m
Iondsfera 4 m 0.5alm
Tropodsfera 0.5alm 0.5alm
Multitrayectoria hasta 2 m hasta 2 m
UERE 5m 2a4m

Tabla 11.1 Error estandar sin SA

11.3.6 Resumen de errores sistematicos

En la tabla 11.1 se presenta de manera resumida el error medio
cuadratico aproximado de las contribuciones de los errores
mencionados, sin incluir el concepto de disponibilidad selectiva
(SA). SA es la degradacion intencional en la calidad de la senal
GPS, inducida de forma artificial por el Departamento de la
Defensa de los Estados Unidos. Cabe mencionar que las fuentes
de error son razonablemente independientes, por lo que la raiz
cuadrada de la suma de los cuadrados de los errores, genera el
rango de error equivalente del usuario o UERE por sus siglas en
ingles. Esta cantidad multiplicada por la diluciéon de precision
(DOP) dara la desviacion estandar de la posicion.

11.4 EL DOP COMO MEDIDA DE LA CONFIANZA DEL GPS

11.4.1 Introducciéon

El DOP o dilucién de precisién es la contribucion puramente
geométrica a la incertidumbre de un posicionamiento satelital;
esto es, como afecta a la precisiéon del levantamiento la cantidad
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de satélites disponibles, asi como su distribucion sobre el
horizonte del observador.

Por definiciéon el DOP es un valor adimensional que describe la
solidez de la figura formada por el receptor en Tierra y los
vectores hacia los satélites a la vista. Su valor ideal es uno, y
obviamente, si la geometria cambia, el valor asociado al DOP
cambiara.

La exactitud posicional refleja la capacidad final de muchos
receptores GPS. Aun cuando la exactitud posicional se relaciona
frecuentemente con la exactitud de medicion, no son lo mismo. La
relacion entre estas dos exactitudes es funcion de la geometria de
los satélites seleccionados, o lo que es lo mismo, la direccion en
la que arriban las senales satelitales. Si se desea obtener una
cierta exactitud posicional, esta estara en funcion de la exactitud
de la medicion y de la geometria de los satélites en el momento de
la observacion. Por ejemplo, si cada pseudorango individual tiene
un error promedio estadisticamente independiente igual a cero,
con el mismo error medio cuadratico (rms) de o, causado por
todos los efectos involucrados en la medicidn, entonces el rms en
la posicion estara dado por:

Error en posicion = DOP x ¢

Como se menciond, el valor del DOP se calcula a partir de los
vectores unitarios a cada uno de los satélites involucrados,
asumiéndose que los errores en los pseudorangos medidos son
independientes y su valor se encuentra entre 1 y 100. Existen
cinco diferentes mediciones del DOP, siendo estas:
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1 Dilucidon de la precision geométrica.
GDOP = — [0 + 6% + 6% + o P &
o

1 Dilucion de la precision posicional.
PDOPZH\/(5§+G§+G§ P P <
G

1 r5—— Dilucion de la precision horizontal.
HDOP = g,/ox +0,
Dilucion de la precision vertical.
VDOP = 2z P
o
Dilucién de la precision de tiempo.
TooP =22 P P
o

En las expresiones anteriores Oy, Gy, G; son los rms del error en la
estimacion de la posicion del usuario en las coordenadas (X, Y, Z)
asociadas a un sistema convencional terrestre y o el rms del error
en el sesgo del reloj del usuario, todos ellos expresados en
unidades de distancia.

Debe quedar claro que las diferentes medidas de DOP solo dan
una aproximacion de la calidad del posicionamiento, ya que, por
ejemplo el rms de los pseudorangos generalmente no son los
mismos para todos los satélites, ya que algunos de los errores de
medicion son funcion del angulo de elevacion de los satélites. Sin
embargo, los valores proporcionados por las diferentes medidas
de DOP proporcionan una medicion util del desempeno del
sistema que obviamente es dependiente de la geometria de
los satélites relativa al usuario. Para la configuracion satelital
actual, el valor del PDOP a nivel global promedio es de
aproximadamente 2.5.
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Figura 11-6. Geometria satelital tridimensional. Los vectores
unitarios A, B, C y D estdn sobre la superficie de la esfera
unitaria, apuntando hacia los satélites 1,2, 3 y 4

respectivamente

11.4.2 La aplicacién del DOP

Dependiendo del propoésito de las observaciones, se
seleccionar una configuracion favorable del DOP, sin embargo en
la actualidad con la constelacion completa de satélites NAVSTAR,
las variaciones de los valores del DOP son menos criticas, ya que
por regla general se pueden esperar valores satisfactorios.

puede

La filosofia del DOP es de mayor importancia e interés para la
navegacion, sobre todo al considerar un receptor con pocos
canales, ya que este debera seleccionar la mejor distribucion
de los satélites disponibles. En aplicaciones de levantamientos
geodésicos, los valores del DOP son de menor importancia,
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debido a que los receptores modernos tienen una mayor cantidad
de canales y por lo tanto rastrearan todos los satélites disponibles;
sin embargo, pueden ser una herramienta de gran utilidad en la
planeaciéon de los trabajos de mediciéon en campo, en particular
cuando estos se realizan en las modalidades cinematicas.

11.4.3 Ecuaciones del DOP

La figura 11-6 muestra la geometria satelital en un espacio
tridimensional, considerando cuatro satélites, el cual es el numero
minimo de satélites requeridos para obtener la solucion de las
cuatro incognitas involucradas en un posicionamiento.

Para facilitar la derivacién de las ecuaciones del DOP, y sin que
exista perdida de generalidad en los modelos matematicos, se
considera que un satélite estd sobre el eje Z y los otros tres sobre
el plano XY. Asi, se pude establecer que la ecuacion diferencial
para esta situacion es:

dp'] [9n O g, T1[dx] [dn' (11-16)
2 1l 4 )
dp = dp3 _|921 S22 Oas y N dn3 — Gdx+ dn
dp Os1 Gz Us 1] dz dn
_dp4_ L 0 0 Ja3 1__dbd _dr14~
Donde:

dp' =aidx+@—dy+@—dz+ﬁ)—db
oX oy 0z db

La matriz G representa los cosenos directores entre el receptor y
los satélites, la cual se conoce en la literatura GPS como la matriz
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de geometria y se puede demostrar que el determinante |G| es
directamente proporcional al volumen del tetraedro que forman
los cuatro vectores; con lo que se tendra que | G| =6V, donde V es
el volumen de tetraedro. Una consideracion importante, es que al
maximizarse el volumen de tetraedro, el valor del GDOP se
minimiza. Lo anterior se logra, como se ilustra en la Figura 11-6,
al posicionar un satélite sobre el cenit del observador y los
otros tres satélites espaciados uniformemente sobre un plano
perpendicular al cenit, teniendo cada uno de ellos un angulo de
elevacion de E=sen1(-1/3); esto es, -19.47°, 0 19.47° por debajo del
horizonte definido por el plano de la antena. Desde luego este
valor no se puede alcanzar en levantamiento terrestre o para
posicionamiento de aeronaves cercanas a la superficie terrestre;
sin embargo, en satélites artificiales ubicados en orbitas bajas
entre los satélites NAVSTAR vy la Tierra si se pueden lograr estos
valores para el dngulo vertical.

Con relacion a la figura 11-6, si los satélites 1, 2 y 3 se encuentran
a 120° entre si sobre un plano horizontal con un dngulo de
elevacion E, y el cuarto satélite se ubica sobre el cenit, la ecuacion
diferencial (11-16) se convierte en:

| cosE 0 senE 1] . (11-17)
dp dx]| [dn, ]
1 1 3
d ——cosE —cosE senE 1 d d
dps —l cosE —\/§ cosE senE 1 dz dn,
dp, 2 4 db dn“
- | 0 0 senE 1|7 = ~
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La ecuacion para la matriz de covarianzas, bajo la suposicién de
que los errores no estan correlacionados, esta dada por la

siguiente matriz simétrica:

o 0 0 O
5 _ 0 05 0O O
0 0 o %,

0 0 I, o)

con lo que se puede establecer que:

o O©

X

a—f;‘s‘:@ secE
3
HJ se@}

[\%]

N

ek =]

IR (1+3senE)
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Con lo que los valores del GDOP, PDOP, HDOP, VDOP y TDOP
derivados de las ecuaciones (11-19) seran:

- 1

(e (o)-g=

wof Sl
e |
[eof 55
HboP= (@jseCE
(&
ol 55|
(s

E =
3 COS— —sen—
2 2
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En la figura 11-7 se muestran graficados estos valores en funcién
del éngulo de elevacion.

DoP

ANGULO DE ELEVACION

Figura 11-7. Comportamiento de las diferentes mediciones del
DOP en funcién del angulo de elevacion.

Debe quedar claro, que en general, no se tendra un satélite en el
cenit y los otros tres espaciados uniformemente en acimut, con el
mismo &ngulo de elevacion. Sin embargo, es interesante destacar
que los distintos valores del DOP decrecen uniformemente en
funcidén del decremento de E. Es interesante comentar que el valor
6ptimo del HDOP, 1.1547, se da cuando los satélites se encuentran
sobre el horizonte, E=0°, mientras que el PDOP y el GDOP
continlian disminuyendo conforme se decrementa el valor de E,
con lo que el volumen del tetraedro se incrementa, hasta llegar a
E=-19.47° en donde ambos valores llegan al minimo. El valor del
GDOP para este angulo es de 1.5811. Como se mencioné
anteriormente solo los satélites con Orbitas bajas pueden operar
con estos valores. Una consideracién adicional importante, es que
en la figura 11-7 se esta ilustrando el caso de la distribucion
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Optima de cuatro satélites, pero en la practica con la constelacién
actual frecuentemente se tendran a la vista entre 6 y 8 satélites, lo
que dard como resultado que se incremente el volumen del
prisma formado por los vectores, con lo que se disminuiran los
diferentes valores del DOP.

11.4.4 Exactitud de una solucién puntual

Resulta obvio que la exactitud de un posicionamiento GPS
puntual estd definida por dos factores, la calidad de la medicién y
la geometria definida por los satélites NAVSTAR en funcion de la
posicion del observador. La calidad de las mediciones esta
descrita por la varianza del error de medicion, la cual tipicamente
para pseudorangos podra variar de 0.3 a 30 metros, dependiendo
de las condiciones de observacién; mientras que la geometria
estard descrita por la matriz G, compuesta por la direccién de los
vectores y el estado del reloj. Con lo que la matriz de covarianzas
se expresara por:

E[AX AX"| = E|(GTG) " G"Ap 4p'G(G"G) "
[ ax ax"] = | 1) 2'G(GTG) 120
=(G'G) G'RG(G'G)"

donde R es la matriz de covarianzas de los pseudorangos y E es
el operador esperanza matematica. Asumiendo nuevamente,
aunque algo incorrecto, que los errores de medicién no estan
correlac1onados y tienen una desviacion estandar igual a o,
entonces R=0°1, con lo que la matriz de covarianzas de la solucion
puntual se reduce a:

E[AX AX"| = 6%(GTG)” (11-21)
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Siendo el vector de residuos igual a:

AE
AN
AU
cAb

donde AE, AN, AU son los errores posicionales definidos en
un sistema geodésico local en la direccion este, norte y arriba
respectivamente; y CAb es el sesgo del reloj, todos ellos expresados
en unidades lineales, entonces la matriz de covarianzas estara

dada por:

| E[AE?| E[AEAN] E[AEAU] E[AEcab]| (11-22)
E[AEAN]  E[AN?]  E[ANAU] E[ANcAb]
E[AUAE] E[AUAN] E[AU?| E[AUcab]
E[cADAE] E[cAbAN] E[cAbAU] E[cAb?|

E[A)_( AiT] =

Por lo tanto [GTG]_1es la matriz de los multiplicadores de

varianza de rango, los cuales generan la varianza de la posicion.
Lo anterior se conoce como GDOP o matriz de dilucion de
posicion geométrica. Generalmente, los elementos de mayor
interés se localizan en la diagonal principal. Definiendo:

a=[G'G]" (11-23)
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entonces:

GDOP = ,/Traza(A)
PDOP = \/Traza(A) —a,,
HDOP = \/a,, +a,,
VDOP = ,/a,,

TDOP = j/a,,

A manera de conclusidn se puede establecer que el concepto de
DOP es una herramienta poderosa para propositos de planeacion,
tratandose de levantamientos de corta duracién, asi como en
navegacion. Se puede afirmar que todos los receptores GPS
utilizan algun algoritmo basado en el GDOP para seleccionar el
mejor conjunto de satélites a ser rastreados de entre todos los
disponibles. La exactitud posicional se puede estimar como la
exactitud de la medicién multiplicada por un factor de dilucion.
El factor de dilucion depende exclusivamente de la geometria
satelital.
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