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® 35. Sea (b) En vista del inciso (a), explique por qué la ecuacién
_Jx—=1 six <2 o xX*+x—-6
= {i s Tl oy Tl )
(a) Encuentre lim, ,- f(x) y lim, _,+ f(x). es correcta.

(b) (Existe el lim,_, f(x)?
(c) Trace la grafica de f.

38. La contraccion de Lorentz En la teorfa de relatividad, la
férmula de la contraccion de Lorentz

36. Sea
X six <0 L= Lom
h(x) = { x? si0<x=2 expresa la longitud L de un cuerpo como funcién de su veloci-
8§ —x six>2 dad v con respecto a un observador, donde L, es la longitud del

(a) Evalue cada limite si existe.

cuerpo en reposo y c es la velocidad de la luz. Encuentre
lim,_.-L e interprete el resultado. ;Por qué es necesario un li-

() Xli%{ h(x) (iv) x—linzl’ h(x) mite izquierdo?
(ii) 1im h(x) v) lim h(x) 39. Limites de sumas y productos
(iii) lim h(x) (vi) lim h(x) (a) Demuestre, por medio de un ejemplo, que
x—1 x—2

(b) Trace la grafica de h.

lim,_,, [f(x) + g(x)] puede existir aun cuando
lim,_,, f(x) ni lim,_,, g(x) exista.
(b) Demuestre, por medio de un ejemplo, que

lim,_,, [f(x)g(x)] puede existir aun cuando

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION lim,_,, f(x) ni lim,_,, g(x) exista.

37. Cancelacién y limites

(a) (Qué hay de mal en la siguiente ecuacién?

X>+x—6
x—2

=x+3

13.3 RECTAS TANGENTES Y DERIVADAS

| El problema de una tangente » Derivadas » Rapidez de cambio instantdnea

En esta ocasién vemos cémo surgen limites cuando tratamos de hallar la recta tangente a
una curva o la rapidez de cambio instantdnea de una funcion.

V El problema de una tangente

Una recta tangente es una recta que apenas toca una curva. Por ejemplo, la Figura 1 mues-
tra la pardbola y = x” y la recta tangente ¢ que toca la pardbola en el punto (1, 1). Estaremos
en aptitud de hallar una ecuacion de la recta tangente 7 tan pronto como conozcamos su
pendiente m. La dificultad es que conocemos sélo un punto P, en ¢, mientras que necesita-
mos dos puntos para calcular la pendiente. Pero, observe que podemos calcular una aproxi-
macién a m si escogemos un punto cercano Q(x, x*) en la pardbola (como en la Figura 2) y
calculamos la pendiente m,, de la recta secante PQ.

FIGURA 1 FIGURA 2
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Escogemos x # 1 de modo que Q # P. Entonces
2
x- =1

x—1

mPQ =

Ahora hagamos que x se aproxime a 1, de modo que Q se aproxima a P a lo largo de la
pardbola. La Figura 3 muestra la forma en que las rectas secantes correspondientes giran
alrededor de P y se aproximan a la recta tangente ?.

YA

N

/

Q se aproxima a P desde la derecha

=

YA

Y

/!

FIGURA 3

La forma de punto pendiente para la
ecuacion de una recta que pasa por el
punto (x;, y;) con pendiente m es

y =y =mx— x)
(Vea Seccién 1.10.)

0

A

La pendiente de la recta tangente es el limite de las pendientes de las rectas secantes:

0
0
Q se aproxima a P desde la izquierda

m = lim mpq

0—P
Entonces, usando el método de la Seccién 13.2, tenemos
-1 x—= Dk +1)
m = lim = lim
x—1 X — 1 x—1 X — 1

=lim(x+1)=1+1=2

x—1
Ahora que sabemos que la pendiente de la recta tangente es m = 2, podemos usar la forma
de punto pendiente de la ecuacion de una recta para hallar su ecuacion.
y—1=2x—-1) 0 y=2x-—1

A veces nos referimos a la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto como
la pendiente de la curva en el punto. La idea es que si hacemos suficiente acercamiento
hacia el punto, la curva se ve casi como una recta. La Figura 4 ilustra este procedimiento
para la curva y = x°. Cuanto mds acercamiento hagamos, la pardbola se ve mds como una
recta. En otras palabras, la curva se hace casi imposible de distinguir de su recta tangente.

1.5 1.1

2 o5 15 09 o1l

FIGURA 4 Acercamiento hacia el punto (1, 1) en la pardbola y = x°
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Si tenemos una curva general C con ecuacion y = f(x) y deseamos hallar la recta tangente
a C en el punto P(a, f(a)), entonces consideramos un punto cercano Q(x, f(x)), donde x # a,
y calculamos la pendiente de la recta secante PQ.

A continuacién hacemos que Q se aproxime a P a lo largo de la curva C haciendo que x se
aproxime a a. Si mp, se aproxima a un nimero m, entonces definimos la fangente t como la
recta que pasa por P con pendiente m. (Esto quiere decir que la recta tangente es la posicion
limite de la recta secante PQ cuando Q se aproxima a P. Vea Figura 5.)

=Y

~ /]

FIGURA 5

DEFINICION DE UNA RECTA TANGENTE

La recta tangente a la curvay = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la recta que pasa
por P con pendiente

)~ f(a)

x—a X —a

siempre que este limite exista.

EJEMPLO 1 | Hallar una recta tangente a una hipérbola
Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la hipérbola y = 3/x en el punto (3, 1).

SOLUCION  Seaf(x) = 3/x. Entonces la pendiente de la recta tangente en (3, 1) es

flx) — f(3
m = lim M Definicion de m
x—3 x—3
3
= lim xX) =—
—3x — 3 fex) X
= lim 3-x Multiplique numerador y
x—3 x(x — 3) denominador por x

Cancele x — 3

I

LE
/I—\
==
N—

= —— Seax— 3

Por lo tanto, una ecuacién de la tangente en el punto (3, 1) es
y—1=—3(=3)
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que se simplifica a

x—3y—-6=0
La hipérbola y su tangente se muestran en la Figura 6.
© _ AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 11 |

Hay otra expresion para la pendiente de una recta tangente que a veces es mas facil de usar.
Sea h = x — a. Entonces x = a + h, de modo que la pendiente de la recta secante PQ es

fla + h) — f(a)
h

Vea la Figura 7, en la que el caso & > 0 estd ilustrado y Q es la recta de P, pero si ocurre
que i < 0 entonces Q estarfa a la izquierda de P.

FIGURA 6 Mpp =

Ola + h, f(a + h))
fla +h) = fla)

0 / / a a+h ;
FIGURA 7

Observe que cuando x se aproxima a a, h se aproxima a 0 (porque 4 = x — a), de modo
que la expresién para la pendiente de la recta tangentes se convierte en

Newton y limites m = lim
En 1687 Newton (vea pagina 852) pu- h—0
blicé su obra maestra Principia Mathe-
matica. En este trabajo, el mas grande
tratado cientifico jamas escrito,Newton EJEMPLO 2 | Hallar una recta tangente
enuncio su version de calculo y la usé

fla + h) — f(a)
h

para investigar la mecanica, dindmica Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curvay = x* — 2x + 3 en el punto (1, 2).
g:’ fc];:ggsp);g Z\:(E?ilceanrt; ?gjﬁﬁgﬁ:’; SOLUCION  Sif(x) = x’ — 2x + 3, entonces la pendiente de la recta tangente donde
de planetas y cometas. a=1les

Los inicios de célculo se encuentran
en los célculos de areas y volimenes

fa+ h) — f(1)

& : " m=Ilim—— Definicién de m
que hicieron sabios griegos como Eu- h—0
doxio y Arquimedes. Aun cuando as- 5 3
pectos de la idea de un limite estan im- =i [(1 +h) _2(1 +h) + 3J B [1> _2(1) +3] () = 13 — 2y 4+ 3
plicitos en el “método de agotamiento”, - hl_I}}, h F) = x S
Eudoxio y Arquimedes nunca formula-
ron explicitamente el concepto de un 1 4+3h 43+ —-2-2R+3-2
limite. Del mismo modo, matematicos = ]hn(l) i Expanda numerador
como Cavalieri, Fermat y Barrow, inme- G
diatos precursores de Newton en el de-  h+ 302 + K3 ' N
sarrollo del calculo, nunca usaron real- =lim—— Simplifique
mente limites. Fue Isaac Newton el h—0 h
primero que explictamente habls de — lim (1 + 34 + J7) Cancele
limites, explicé que la idea principal 70
que hay detras de limites es que las
cantidades “se aproximan mas por cual- =1 Seah— 0
quier diferencia determinada”. Newton .
dijo que el limite era el concepto bé- Entonces la ecuacién de la recta tangente en (1, 2) es
sico en calculo, pero dej6 a matemati- y—2= 1(x _ 1) o y=x+1

cos posteriores como Cauchy y Weiers-

trass que aclararan estas ideas. “ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 9 [ |
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V Derivadas

Hemos visto que la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)) se
puede escribir como

. fla+h) — fla)
m—— 7 I\
h—0 h

Resulta que esta expresion también aparece en muchos otros contextos, por ejemplo hallar

velocidades y otras magnitudes de rapidez de cambio. Debido a que este tipo de limite se
presenta en forma tan general, se le ha dado un nombre y notacién especiales.

DEFINICION DE UNA DERIVADA
La derivada de una funcién f en un niimero a, denotada por f'(a), es

) = 1 TO ) = 5@

h—0 h

si este limite existe.

EJEMPLO 3 | Hallar una derivada en un punto
Encuentre la derivada de la funcién f(x) = 52> + 3x — 1 en el nimero 2.

SOLUCION De acuerdo a la definicion de una derivada, con a = 2, tenemos

fe+n — 12

f(2) = lim Definicién de f'(2)
h—0 h
52+ h)?+32+h) —1]—-[52)?%*+32) -1
PN G ) — 11— [5(2)° +3(2) — 1] ) = 5624 3 — 1
h—0 h
20+ 20h + SK*+6+3h—1—25
= lim Expanda
h—0 h
_23h + 5K? e
=lim —— Simplifique
h—0 h
= lim(23 + 5h) Cancele h
h—0
=23 Seah— 0
“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 15 |

Vemos de la definicién de una derivada que el nimero f”'(a) es el mismo que la pendiente
de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (a, f(a)). Entonces el resultado del Ejem-
plo 3 muestra que la pendiente de la recta tangente a la pardbola y = 5x* + 3x — l enel
punto (2, 25) es f'(2) = 23.

EJEMPLO 4 | Hallar una derivada
Sea f(x) = V.

(a) Encuentre f'(a).

(b) Encuentre f'(1), f'(4) y f'(9).
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SOLUCION

(a) Usamos la definicion de la derivada en a:

fla + h) — f(a)

f'(a) = lim Ty Definicién de derivada
h—0
Va+ h— Va
=lim——— f(x) = Vax
h—0 h
» Va+h—Va Va+h+ Va I .
= lim . acionalice numerador
=0 h Va+ h+ Va
11 (a hl h) —a fi d drad
= lim Diferencia de cuadrados
=0 h(Va + h + Va)
. h B
= lim Simplifique numerador

=0 h(Va + h + Va)

1
=lim——— Cancele h
—0 Va + h + \/(;
! ! Sea / 0
= = can—
Va+ Va 2Va

(b) Sustituyendoa = 1,a = 4y a = 9 en el resultado del inciso (a), obtenemos
1 1 1 1

’ _7:l 4 - = 4 :721
f(l)_Z\ﬁ 2 f(4) 2\/1 4 f(9) 2\@ 6

Estos valores de la derivada son las pendientes de las rectas tangentes que se muestran
en la Figura 8.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 21 |

V Rapidez de cambio instantanea

En la Seccién 2.3 definimos la rapidez promedio de cambio de una funcién f entre los ni-
meros a y X como
cambioeny  f(x) — f(a)

rapidez de cambio promedio = -
cambio en x xX—a

Suponga que consideramos la rapidez promedio de cambio en intervalos cada vez mds pe-

quefios al hacer que x se aproxime a a. El limite de estas magnitudes de rapidez de cambio

se denomina rapidez de cambio instantdnea.

RAPIDEZ DE CAMBIO INSTANTANEA

Siy = f(x), la rapidez de cambio instantinea de y con respecto ax enx = a es
el limite del promedio de magnitudes de rapidez de cambio cuando x se aproxima a a:

x) — f(a
rapidez de cambio instantdnea = 1im % = f'(a)

X—a

Noétese que ahora tenemos dos formas de interpretar la derivada:

= f’(a) es la pendiente de la recta tangente ay = f(x)en x = a

= f'(a) es la rapidez de cambio instantdnea de y con respecto axen x = a
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t P@)
1996 | 269,667,000
1998 | 276,115,000
2000 | 282,192,000
2002 | 287,941,000
2004 | 293,655,000
P(t) — P(2000)
P R i
t — 2000
1996 3,131,250
1998 3,038,500
2002 2,874,500
2004 2,865,750

Aqui, hemos estimado la derivada al
promediar las pendientes de dos rectas
secantes. Otro método es determinar
la funcién de poblacién y estimar la
pendiente de la recta tangente cuando
t = 2000.

Limites: una mirada previa al calculo

En el caso especial en que x = ¢ = tiempo y s = f(r) = desplazamiento (distancia diri-
gida) en el tiempo ¢ de un cuerpo que viaja en linea recta, la rapidez de cambio instantdnea
recibe el nombre de velocidad instantanea.

EJEMPLO 5 | Velocidad instantdnea de un cuerpo en caida

Si un cuerpo se deja caer desde una altura de 3000 pies, su distancia sobre el suelo (en
pies) después de ¢ segundos estd dada por h(f) = 3000 — 16£%. Encuentre la velocidad
instantdnea después de 4 segundos.

SOLUCION  Después que hayan transcurrido 4 segundos, la altura es h(4) = 2744 pies.
La velocidad instantdnea es

, . h(t) — h(4) N
n'(4) = }1_{12 pa— Definicién de h'(4)

3000 — 161> — 2744 .

= lim h(t) = 3000 — 16¢*
t—4 t—4
256 — 1612 —

=lfm —— .
fim 4 implifique

16(4 — 1)(4 + 1)

=lim— Factorice numerador

t—4 r— 4

= lim —16(4 + 1) Cancele 1 — 4

t—4

= —16(4 + 4) = —128 ft/s Sear— 4

El signo negativo indica que la altura es decreciente a una rapidez de 128 pies/s.

© _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 27 |

EJEMPLO 6 | Estimar una rapidez de cambio instantanea

Sea P(f) la poblacién de Estados Unidos en el tiempo 7. La tabla del margen da valores
aproximados de esta funcién, al dar estimaciones de poblacién a mitad de afio de 1996 a
2004. Interprete y estime el valor de P'(2000).

SOLUCION  La derivada P'(2000) quiere decir la rapidez de cambio de P con respecto
a t cuando ¢t = 2000, es decir, la rapidez de aumento de la poblacién en 2000.

De acuerdo con la definicién de una derivada, tenemos

P(r) — P(2000)

P’(2000) = lim
1 — 2000

t—2000

Entonces calculamos y tabulamos valores del cociente de diferencia (el promedio de rapidez
de cambio) como se muestra en la tabla del margen. Vemos que P'(2000) se encuentra entre
3,038,500 y 2,874,500. (Aqui estamos haciendo una suposicion razonable de que la pobla-
cién no fluctud violentamente entre 1996 y 2004.) Estimamos que la rapidez de aumento de
la poblacién de Estados Unidos en 2000 fue el promedio de estos dos nimeros, es decir,

P’(2000) = 2.96 millones de personas/afio

“ _AHORA INTENTE HACER EL EJERCICIO 33 |
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CONCEPTOS

1. La derivada de una funcién f en un nimero a es

'(a) = lim

h—0

de la recta

si el limite existe. La derivada f'(a) es la
tangente a la curvay = f(x)enel punto ( , ).

2. Siy = f(x), la rapidez de cambio promedio de f entre los

nimeros x y a es . El limite de la rapidez de cambio

promedio cuando x se aproxima a a es el de rapidez de

cambio de y con respecto a x en x = a; ésta es también la deri-
vada f'(" ).

HABILIDADES

3-8 m Encuentre la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f
en el punto dado.

3. f(x) =3x+4 en(l,7)

4. f(x) =5—2x en(—3,11)
5. f(x) =4x* = 3x en(—1,7)
6. f(x) =1+ 2x — 3x* en(1,0)
7. f(x) = 2x en(2,16)

6
8. f(x) = 1 en(2,2)

9-14 m Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el
punto dado. Grafique la curva y la recta tangente.

®.9. y=x+x? en(—1,0)
10. y =2x —x* en(1,1)

X

Al y = en(2,2)
x—1
1
12. y=— en(—1,1)
X
13. y = Vx +3 en(l,2)

14. y = V1 + 2x en(4,3)

15-20 m Encuentre la derivada de la funcién en el nimero dado.
T 5. f(x) =1—3x> en2

16. f(x) =2 —3x+ x> en—1

17. g(x) = x* enl

18. g(x) =2x> + x* enl

19. F(x) 1 4
. X) = —= e¢€n
Vx

20. G(x) =1+ 2Vx en4

21-24 m Encuentre f/(a), donde a estd en el dominio de f.

21 f(x) = x* + 2x

1

2. f(x) = -
) X

23. f(x) = T+ 1

24, f(x) = Vx—2

25. (a) Sif(x) = x* — 2x + 4, encuentre f'(a).

(b) Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica de
fen los puntos cuyas coordenadas x son 0, 1y 2.

- (c) Grafique 'y las tres rectas tangentes.

26. (a) Sig(x) = 1/(2x — 1), encuentre g'(a).

(b) Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de
g en los puntos cuyas coordenadas x son —1,0y 1.

w (c) Grafique gy las tres rectas tangentes.

APLICACIONES

* 27. Velocidad de una pelota Si una pelota es lanzada direc-

tamente hacia arriba con una velocidad de 40 pies/s, su altura
(en pies) después de ¢ segundos estd dada por y = 40t — 16£*.
Encuentre la velocidad instantdnea cuando ¢ = 2.

28. Velocidad en la Luna Si una flecha es disparada hacia
arriba en la Luna con una velocidad de 58 m/s, su altura (en
metros) después de 7 segundos estd dada por H = 58t — 0.83¢%.
(a) Encuentre la velocidad instantdnea de la flecha después de

un segundo.
(b) Encuentre la velocidad instantdnea de la flecha cuando ¢ = a.
(¢) (En qué tiempo ¢ regresard la flecha a la Luna?
(d) ;Con qué velocidad llegard la flecha a la Luna?

29. Velocidad de una particula El desplazamiento s (en
metros) de una particula que se mueve en linea recta estd dado
por la ecuacién de movimiento s = 4¢ + 6¢ + 2, donde f se
mide en segundos. Encuentre la velocidad instantdnea de la par-
ticula s en los tiempos t = a, t = 1,1t = 2,¢t = 3.

30. Inflar un globo Un globo esférico estd siendo inflado. En-
cuentre la rapidez de cambio del 4rea superficial (S = 47r7%) con
respecto al radio » cuando r = 2 pies.

31. Cambio de temperatura Un pavo rostizado es sacado de
un horno cuando su temperatura ha alcanzado 185°F, y es colo-
cado en una mesa en un cuarto donde la temperatura es de 75°F.
La grafica muestra la forma en que la temperatura del pavo dis-
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minuye y finalmente se aproxima a la temperatura del cuarto.
Midiendo la pendiente de la tangente, estime la rapidez de cam-
bio de la temperatura después de una hora.

T(F)a
200
N
P
100 S~
0 30 60 90 120 150 f(min)

32. Frecuencia cardiaca Un monitor se utiliza para medir la
frecuencia cardiaca de un paciente después de una cirugia.
Compila el nimero de pulsaciones después de t minutos.
Cuando los datos de la tabla son graficados, la pendiente de la
recta tangente representa la frecuencia cardiaca en pulsaciones

por minuto.
t (min) Pulsaciones
36 2530
38 2661
40 2806
42 2948
44 3080

(a) Encuentre el promedio de frecuencias cardiacas (pendientes
de las rectas secantes) en los intervalos [40, 32]y [42, 44].

(b) Estime la frecuencia cardiaca del paciente después de 42
minutos promediando las pendientes de estas dos rectas se-
cantes.

“© 33. Flujo de agua Un tanque contiene 1000 galones de agua,

que se drena por el fondo del tanque en media hora. Los valores
de la tabla siguiente muestran el volumen V de agua que queda
en el tanque (en galones) después de ¢ minutos.

t (min) V (gal)
5 694
10 444
15 250
20 111
25 28
30 0

(a) Encuentre la rapidez promedio a la que sale el agua del tan-
que (pendientes y rectas secantes) durante los intervalos 10,
15]y[15,20].

(b) La pendiente de la recta tangente en el punto (15, 250) re-
presenta la rapidez a la que el agua sale del tanque después
de 15 minutos. Estime esta rapidez promediando las pen-
dientes de las rectas secantes del inciso (a).

34. Crecimiento de la poblacion mundial La tabla da la
poblacién mundial en el siglo XX.
Poblacién Poblacién
Afio (millones) Afio (millones)
1900 1650 1960 3040
1910 1750 1970 3710
1920 1860 1980 4450
1930 2070 1990 5280
1940 2300 2000 6080
1950 2560

Estime la rapidez de crecimiento de poblacion en 1920 y en
1980 promediando las pendientes de dos rectas secantes.

DESCUBRIMIENTO = DISCUSION = REDACCION

35. Estimacion de derivadas a partir de una grafica
Para la funcién g cuya grafica se da, ordene los nimeros si-
guientes en orden creciente y explique su razonamiento.

0 g¢'(=2) g0 g2 g4
y
2 y=glx)

1

/—10M34 x
-1

36. Estimacion de velocidades a partir de una grafica
La grafica muestra la funcion de la posicion de un auto. Use la
forma de la gréfica para explicar sus respuestas a las preguntas
siguientes.

(a) (Cuadl es la velocidad inicial del auto?

(b) (El auto corria mas rapido en B o en C?

(c) (El auto reducia su velocidad o aceleraba en A, By C?
(d) (Qué ocurri6 entre D'y E?

SA

0 t

PROYECTO DE
eV 131 (ol Diserio de una“montana rusa”

En este proyecto usamos derivadas para determinar como conec-
tar diferentes partes de una “montafia rusa” en forma tal que se
disfrute un viaje sin alteraciones bruscas. Se puede hallar el pro-
yecto en el sitio web acompaifiante de este libro:
www.stewartmath.com




