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@ Llamaremos Sistemas Continuos a los sistemas cuyas variables
evolucionan continuamente en el tiempo.

@ Los sistemas continuos se describen tipicamente mediante
ecuaciones diferenciales, ya sea ordinarias o en derivadas parciales.

Veremos a continuacién algunos ejemplos de sistemas continuos
correspondientes a distintos dominios de aplicacién.
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Evolucién de la concentracion de una droga en el estémago

El modelo mas simple de la evolucién de la concentracién de un farmaco
en el estdmago supone que la cantidad de droga que se absorve por
unidad de tiempo es proporcional a la concentracién de la misma [1].

Llamando c.(t) a la concentracién de la droga en el estémago en el
instante t, se cumplirad la ecuacién:

dee(t
@ Es una Ecuacién Diferencial Ordinaria (ODE) de primer orden.
@ La variable c.(t) se denomina variable de estado.

@ Se trata de un modelo lineal y estacionario.
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En general, utilizaremos la notacién x para referirnos a la derivada

temporal % Es decir, reescribiremos la Ec.(1.1) como:

Ce(t) = —rs - co(t) (1.2)
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El esquema de la Fig.1.1 muestra el diagrama de fuerzas que actdan
sobre una masa puntual bajo la accién de la gravedad y el rozamiento
con el aire.

Fe=m-g
Figura 1.1: Sistema mecanico elemental.

Aplicando la segunda ley de Newton, se llega a la ecuacién:

b

(1) = g — —v()lv(e) (13)

que corresponde a un sistema de primer orden cuya variable de estado es
v(t), no lineal y estacionario.
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Sistema hidraulico. |

La Figura 1.2 representa un tanque de agua

@ El caudal de liquido que
ingresa es Q(t).

@ El liquido acumulado en
el tanque tiene un
volumen V/(t).

V(t) o La presién en el fondo
del tanque es P(t).

' _ g _ P(1) @ Hay una estriccién que
Ié(t) AV Q:(t) = % consideramos lineal.

Figura 1.2: Sistema hidraulico elemental.
Un modelo simple de este sistema estd dado por:

V(e) = — 55 V(e + Q) (1.4)
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Sistema hidraulico. Il

@ Este sistema es de primer orden
@ La variable de estado es el volumen V/(t).
@ El sistema es lineal y estacionario.

@ Ademss, el sistema tiene una sefial de entrada Q(t).

En este ejemplo podemos agregar las ecuaciones de salida:
P(t) = 8V (1)

A
Qs(t)

-4
A p V()

que calculan la presién en el fondo del tanque y el caudal de salida.

Una observacién muy importante es que el modelo dado por la ecuacién
(1.4) sélo es valido cuando V/(t) > 0. J
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Evolucién de la concentracién de una droga entre el
estdbmago y la sangre.

El Ejemplo de la Ec.(1.2) puede completarse considerando ahora que la
droga que se absorve del estdmago pasa a la sangre, y que la cantidad de
farmaco en la sangre se elimina también con una velocidad proporcional a
su concentracion.

Ahora necesitamos una nueva variable de estados que tenga en cuenta la
concentracién de farmaco en la sangre cs(t), con lo que el modelo resulta

Ce(t) = —ra - ce(t)

Cs(t) = ra-ce(t) — re - cs(t) (1.5)

Este sistema es lineal, de segundo orden (hay dos variables de estado),
estacionario y auténomo (no hay entradas).
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Sistema masa resorte. |

La Figura 1.3 muestra un sistema masa—resorte, donde se considera
ademds la presencia de friccién lineal y de una fuerza externa F(t).

Fres(t) = k - x(1)

_\/\/\/\/_ 5
m 7

Froz(t) = b v(t)

Figura 1.3: Sistema masa—resorte.
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Un modelo de la evolucién de la posicién x(t) en este sistema estd dado
por

m-X(t) +b-x(t) + k- x(t) = F(t) (1.6)

@ Aunque hay sélo una variable (x(t)), debido a la presencia de la
derivada segunda, el sistema es de segundo orden.

@ Podemos pasar a la forma de ecuaciones de estado utilizando como
variables de estado a x(t) y a v(t) = x(t), resultando el sistema:
x(t) = v(t)

k b

V(t) = _;X(t) — Ev(t) + %F(t) (17)

que es claramente un sistema lineal y estacionario, de segundo orden, con
una entrada F(t).
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Sistema masa resorte. |l

Los sistemas expresados como una ecuacion diferencial con derivadas
hasta orden n, tales como la Ecuacién (1.6), pueden siempre reducirse a
n sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden. Para esto basta
con utilizar como variables de estado la variable de la ecuacién diferencial
original y sus n — 1 derivadas.

En el curso vamos a trabajar casi exclusivamente con sistemas
representados mediante ecuaciones de estado, es decir, n sistemas de
ecuaciones diferenciales de primer orden.
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Modelo de Lotka—Volterra

Uno de los modelos mas simple y difundidos de la dindmica de
poblaciones es el de Lotka—\Volterra [2], desarrollado en la década de
1920 para describir la evolucién de dos especies: presa y depredador:

r-p(t)—a-p(t) - d(t)
b-p(t)-d(t) —m-d(t)

p(t)

i (1.8)

@ p(t) y d(t) representan el ndmero de presas y depredadores
respectivamente.

@ Los coeficientes r, a, b, m expresan tasas de crecimiento,
depredacién, y mortalidad.

Como puede verse, se trata de un sistema no lineal de segundo orden.
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Circuito Eléctrico. |

El circuito eléctrico de la Fig. 1.4 consiste en una fuente de tensién U(t),
dos resistencias (Ry y Rz), una inductancia L y un capacitor C.

L Rl

o R

Figura 1.4: Circuito eléctrico simple.

Las ecuaciones que rigen la dindmica de dicho circuito son las siguientes:

. 1. 1
t) = —i(t) + =——=uL(t
te(t) = zi(t) + oz u(t)
in(t) = Fuc(t)
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Circuito Eléctrico. Il

@ las variables de estado uc(t) e i (t) representan la tensién en el
capacitor y la corriente en la inductancia.

@ Ademds, aparece una variable u/(t) (tensidn en la inductancia) que
debe cumplir:

. R
U(t)—RllL(t)—uc(t)—(1+é)uL(t):0 (1.10)
El sistema total, formado por las ecuaciones (1.9)—(1.10), es una
Ecuacién Diferencial Algebraica (DAE). J

El sistema es lineal, de segundo orden, y en este caso puede transformarse
en una ODE despejando u;(t) de (1.10) y reemplazando en (1.9).

Sin embargo, si la caracteristica de alguna de las resistencias fuera no
lineal, esto seria en general imposible.
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Modelado

@ Recordemos que cuando hablamos de modelado nos referimos a la
obtencién de modelos matematicos tales como los expresados por las
Ecuaciones (1.2)—(1.10), a partir de descripciones similares a las de
los ejemplos tratados.

@ El Modelado de un sistema, salvo casos muy simples como los
vistos, implica generalmente el uso de técnicas y herramientas
especificas para los distintos dominios y aplicaciones.

A lo largo del curso, abarcaremos algunas de las distintas técnicas y
herramientas de modelado que se utilizan principalmente en el modelado
de sistemas continuos de parametros concentrados.
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@ Recordemos que cuando nos referimos a simulacién, hablamos en
general de un experimento que se realiza sobre un modelo.

@ En el caso de los sistemas continuos, dado que las variables
evolucionan continuamente en el tiempo, hacer una simulacién
equivale a obtener datos sobre las trayectorias que describen dichas

variables.

@ Mas precisamente, lo que buscaremos obtener a través de las
simulaciones son soluciones de las ecuaciones diferenciales que
describen los sistemas a partir de condiciones iniciales conocidas.

En otras palabras, lo que haremos sera resolver Problemas de Valor
Inicial.
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Problemas de Valor Inicial

@ Uno de los objetivos del curso es el de estudiar métodos numéricos
que permitan resolver de manera aproximada sistemas de ODEs.

@ Sin embargo, en algunos casos las ODEs pueden resolverse de
manera analitica.

@ Por ejemplo, La Ec.(1.2) tiene solucién:

es(t) = e~tcy(0) (1.11)

donde ¢;(0) es la condicién inicial (cantidad de farmaco que hay
originalmente en el estémago).
@ La Ec.(1.4) tiene solucién analitica

t
V(D) =" v(0) + [ M Ia(rdr (1.12)
0
donde A = —£% . En este caso, V/(0) representa el volumen inicial

de liquido en el tanque.

Veremos que en los sistemas lineales y estacionarios es relativamente facil
encontrar la solucién analitica.
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Problemas de Valor Inicial

@ Uno de los objetivos del curso es el de estudiar métodos numéricos
que permitan resolver de manera aproximada sistemas de ODEs.

@ Sin embargo, en algunos casos las ODEs pueden resolverse de
manera analitica.

@ Por ejemplo, La Ec.(1.2) tiene solucién:

es(t) = e~"tcy(0) (1.11)

donde ¢;(0) es la condicién inicial (cantidad de farmaco que hay
originalmente en el estémago).
@ La Ec.(1.4) tiene solucién analitica

V(t) = eMtV(0) + /t Mt Q(7)dT (1.12)

donde A £ — £ En este caso, V/(0) representa el volumen inicial
de liquido en el tanque.

Sin embargo, esto no es en general posible en los sistemas no lineales. )
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Ecuaciones de Estado

Hasta aqui, los ejemplos vistos los escribimos en la forma de Ecuaciones
de Estado, que en el caso general de orden n resultan:

x1(t) = A0alt), ..., xa(t), v (t), ..., um(t), t)
: (1.13)
Xn(t) = fa(xa(t), ...y xn(t), ur(t), ..., um(t), t)

donde xi,...,x, son las variables de estado y w1, ..., un son las variables
de entrada.

La Ec.(1.13) puede reescribirse utilizando notacién vectorial:
x(t) = f(x(t), u(t), t) (1.14)

-
donde x = [xl .. X,,} € R" es el vector de estados y

-
u= [ul . um] € R™ es el vector de entradas.
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Ecuaciones de Salida

Cuando interesan algunas variables del sistema en particular (no
necesariamente variables de estado), tal como en el caso del ejemplo del
tanque, suelen completarse los modelos con Ecuaciones de Salida de la

forma:
yi(t) = g (xa(t), ..., xn(t), ur(t), ..., um(t), t)
: (1.15)
Vp(t) = gp(x1(t), ..., xa(t), ur(t), ..., um(t), t)
donde y1, ..., ¥, son denominadas variables de salida. Las ecuaciones de
salida también pueden escribirse en forma vectorial:
y(t) = g(x(1),u(t), 1) (1.16)
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Sistemas Lineales y Estacionarios

Un caso particular de la Ecuacién de Estados (1.14) se da cuando el lado
derecho es lineal en los estados y entradas y no hay dependencia explicita
del tiempo. En tales casos, la Ec.(1.14) toma la forma:

x(t) = A x(t) + B - u(t) (1.17)

donde A € R™" y B € R"™™ son las matrices de evolucién y de entrada
respectivamente.

Para comenzar, trataremos de manera particular el caso auténomo, es
decir,
x(t) = A-x(t) (1.18)

ya que las principales propiedades de las soluciones se analizan en base a
este caso.
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A continuacién resolveremos la ecuacién (1.18) a partir de una condicién
inicial genérica x(0) = xo.

Para esto, comenzaremos haciendo un cambio de variables a través de
una transformacioén lineal:

x(t) = V - 2(t) (1.19)

donde V es una matriz invertible. Reemplazando en (1.18) y operando
obtenemos el sistema:

2(t) =V 'A-V-z(t) =N 2(t) (1.20)

con la condicién inicial z(0) = zo = V™! - xo.

lo y Simulacién de Si: Dindmicos Modelos Matemiticos de Sistemas Continuos




Sistemas Continuos y Ecuaciones Diferenciales. Solucién de las Ecuaciones de Estado
Sistemas Lineales y Estacionarios. Propiedades Cualitativas de la Solucién

Solucidén de las Ecuaciones de Estado I

Cuando todos los autovalores de la matriz A son distintos, es siempre
posible elegir V tal que la matriz A sea diagonal. En ese caso, la matrices
A (matriz de autovalores) y V (matriz de autovectores) toman la forma

M 0 ...00
0 X ... 0

A=|. . |, V=V Voo V] (1.21)
0 0 ... X\

donde los \; son los autovalores y los V; los correspondientes
autovectores.

Recordemos que los autovalores son soluciones de la ecuacién
caracteristica

det(A-1—A) =0 (1.22)
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y los autovectores satisfacen
Ai-Vi=A-V; (1.23)

Teniendo en cuenta la Ec.(1.21), el sistema (1.20) puede reescribirse
como

Zl(t) =\ 'Zl(t)
: (1.24)
zp(t) = Ay - zp(2)
lo que consiste en un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer

orden desacopladas, y que puede resolverse de manera trivial. La solucién
es

z1(t) = et 71(0)
(1.25)

2a(t) = M- 2,(0)
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Utilizando notacién matricial, podemos reescribir la solucién

z(t) = Mt - 2(0) (1.26)
donde definimos
eMt 0 0
0 et ... 0
efta | o _ (1.27)
0 0 etn't

Finalmente, utilizando la Ecuacién (1.19) en la Ec.(1.26), y recordando
que z(0) = V! - x(0), podemos obtener la solucién de la Ec.(1.18):

x(t) = V- eMt . V71x(0) = e** . x(0) (1.28)

donde definimos
eftav. M.yl (1.29)
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@ La matriz e®'t se denomina matriz de transicién, y permite calcular

la solucién de (1.18) en un instante cualquiera.

@ Esta denominacién se debe a que si conocemos el valor del estado
x(t1) en un instante cualquiera t1, al premultiplicar dicho estado por
la matriz de transicién e®t obtenemos el valor del estado en el
instante t + ty.

En presencia de senales de entrada habiamos visto que un sistema lineal y
estacionario tomaba la forma de la Ec.(1.17). En tal caso, la solucién
puede escribirse como

x(t) = e*t - x(0) + /Ot M=) B u(r)dr (1.30)
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Las componentes de x(t) en la Ec.(1.30) verifican:
xi(t)=ci1-eMT+.. . +c,-eMt (1.31)
donde los coeficientes ¢; ; dependen de x(0) y de V.

Independientemente de cuanto valgan estos coeficientes, la forma
cualitativa de las soluciones dependera totalmente de los autovalores y
los correspondientes modos dados por las funciones e®'t.

@ Un autovalor real negativo aportard un modo correspondiente a una
exponencial convergente.

@ Un par de autovalores imaginarios puros (conjugados) aportardn un
modo oscilante (senoidal puro).

@ Un par de autovalores complejos conjugados con parte real positiva
aportaran un modo oscilante modulado por una exponencial
divergente.

Modelado y Simulacién de Sistemas Dindmicos Modelos Matemdticos de Sistemas Continuos
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Una diferenciacién fundamental entre los posibles modos de un sistema
estd dada por la parte real de los autovalores.

Modos Estables

Si Re()\;) < 0 resulta lim;_,, et = 0, es decir, el modo se extingue a
medida que avanza el tiempo. Esto es, se trata de un modo estable.

Modos Inestables

En cambio, cuando Re()\;) > 0 ocurre que lim;_,, |€"f| = oo, por lo
que se trata de un modo inestable.

\

Modos Marginalmente Estables

El caso Re();) = 0 (suponiendo que no hay autovalores repetidos)
corresponde a modos marginalmente estables.

lo y Simulacién de Si: Dindmicos Modelos Matemiticos de Sistemas Continuos
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Estabilidad de un punto de equilibrio

Para que el punto de equilibrio de un sistema lineal y estacionario sea
estable, todos los modos deben ser estables, es decir, todos los
autovalores deben tener parte real negativa. Por el contrario, si uno o
mas autovalores tienen parte real positiva el sistema sera inestable.

Es importante remarcar que no hace falta calcular la solucién x(t) para
tener informacién cualitativa sobre la solucién, ya que para conocer los
modos del sistema y/o la estabilidad es suficiente con calcular los
autovalores de la matriz A.

lo y Simulacién de Si: Dindmicos Modelos Matemiticos de Sistemas Continuos
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