Ecuaciones diferenciales. Una introduccion para el curso de
Célculo T y II.

Eleonora Catsigeras

23 de julio de 2007

Notas para el curso de Calculo 11
de la Facultad de Ingenieria.

1. Definicion y ejemplos de ecuacion diferencial.

Una ecuacion diferencial ordinaria es una igualdad en que:

* La incégnita es una funcién desconocida y = f(x) definida y derivable hasta orden k para
todo x € R o para todo z en un intervalo abierto de reales. (El objetivo es hallar esa funcién; la
incégnita es ESA FUNCION DESCONOCIDA, la incdgnita de una ecuacién diferencial no es un
numero real, sino una funcién).

* Aparece en la ecuacién alguna de las derivadas de la funcién desconocida y = f(x): la
derivada primera y' = f’(z), y/o la derivada segunda y” = f”(x), hasta la derivada de orden k de
f(@).

Se llama ecuacién diferencial de orden 1 si la tnica derivada de la funcién desconocida que
aparece es la derivada primera. Se llama ecuacién diferencial de orden 2, si la derivada de mayor
orden que aparece de la funcién desconocida es 2. Se llama ecuacién diferencial de orden 3, si la
derivada de mayor orden que aparece de la funcién desconocida es 3. Y asi sucesivamente. Por
ejemplo:

y" +y" + e*y = 4cosx es una ecuacién diferencial de orden 3 (no importa que no aparezca
la derivada primera, asi como tampoco importaria que no aparezca la derivada segunda. Es de
orden 3 porque la derivada de mayor orden que aparece de la funcién desconocida es de orden 3).

"

Ejemplo 1.1. f’' = (cosz)f, o lo que es lo mismo 3’ = (cosx)y es una ecuacién diferencial de
primer orden.

La funcién incégnita es y = f(x) que verifica la igualdad para todo x en un intervalo de reales
(el intervalo de reales puede ser un segmento abierto, una semirrecta abierta, o todo el eje real). Se
llama solucion de la ecuacion diferencial, y es desconocida. Debe tener derivadas hasta el orden en
que aparezca en la ecuacién diferencial, por lo tanto en particular es CONTINUA Y DERIVABLE
UNA VEZ POR LO MENOS en el intervalo donde verifica la ecuacién diferencial.
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La ecuacion diferencial del ejemplo 1.1 tiene como solucion: y = %%

, pues para todo x € R
se cumple (e3"®)" = (cosx)(e*™¥); es decir: en la ecuacién diferencial dada y' = (cosx)y, si se
sustituye y por la solucién y = e

SenT - entonces la igualdad dada se convierte en una identidad
para todo = € R.

Esa sustitucién de la solucién (en donde aparece f o en donde aparece y en la ecuacién
diferencial escribir la funcién solucién), que convierte la ecuacién dada en una identidad para
todo z € R, se llama "verificaciéon”de la ecuacién diferencial.

En estas notas veremos cémo resolver (encontrar todas las funciones soluciones) algunas ecua-
ciones diferenciales muy particulares (y muy pocas) de primer y segundo orden. Siempre que uno
aplique métodos de resolucién de una ecuacion diferencial, después de encontrar la o las funcio-
nes solucién (puede haber mas de una funcién solucién, incluso infinitas funciones soluciones), es
conveniente verificar que la funcién solucién efectivamente lo sea; es decir que verifica la ecuacién
diferencial, sustituyendo la funcién solucién en la ecuacion dada y comprobando que la transforma
en una identidad PARA TODO z € R (o por lo menos para todo z en algin intervalo abierto del
eje real.)

Otra solucion de la ecuacion diferencial del ejemplo 1.1 es la funcién: y = 0 constante, funciéon
idénticamente nula (verifiquese que es solucién pues 0 = (cos z) -0 para todo = € R). Otra solucién
es la funcién y = 5e*"* (verifiquese que es solucién). Otra solucién es la funcién y = Ce*?
(verifiquese que es solucién), donde C' es una constante real arbitraria (independiente de x). Por
lo tanto la ecuacion diferencial dada al principio tiene infinitas soluciones, una para cada valor de
la constante C.

Ejemplo 1.2.
y' =2 +y=3

es una ecuacién diferencial de segundo orden. Verificar que la funcién y = 3 + Ciet + Catel,
definida para todo t € R, es solucién. En esa solucién C y Cs son constantes reales arbitrarias,
independientes de t. Existen por lo tanto infinitas soluciones de la ecuacién diferencial de este
ejemplo, una para cada pareja de valores reales que se asigne a las constantes C7 y Cs.

2. Ecuacién diferencial de primer orden de variables separadas.

Definicion 2.1. Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden se llama de wvariables sepa-
radas si es de la forma:

y' = A(y)B(x)

donde A(y) es una funcién dada (conocida), que depende solo de y continua para todo y en un
intervalo abierto de R, y B(z) es una funcién dada (conocida) que depende solo de z, continua
para todo x en un intervalo abierto de R.

Ejemplo: 3 = (senz)(1 + 32) es de variables separadas, donde A(y) =1+ y? y B(z) = sen .

Ejemplo: 3’ = sen(z + y) no es de variables separadas. El segundo miembro de la igualdad no
se puede escribir como producto de dos funciones, una que dependa solo de y y otra que dependa
solo de z.

2.2. Solucién de la ecuacién de variables separadas.
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ler. caso) Si existe algin (os) valores reales « tales que A(a) = 0 entonces la funcién (es)
y(xr) = « constante, independiente de x, definida para todo z € R, es solucién de la ecuacién
diferencial y' = A(y)B(x). En efecto, sustituyendo y(z) = a, = ¢'(z) = 0, en la ecuacién
diferencial dada, resulta: 0 = A(«)B(z), lo cual es una identidad para todo x € R porque A(«a) = 0.

2do caso) Si buscamos las restantes soluciones y(x) tales que A(y(z)) # 0, entonces, dividiendo
la ecuacién diferencial dada entre A(y) se obtiene:

y'(2)
Ay(z))
Primitivando respecto de x (atencién las dos funciones que son iguales, para mantener la igualdad,

tienen que ser primitivadas respecto a la misma variable z, y no una respecto de x y la otra
respecto de y, por ejemplo).

= B(x)

"(z
/y(>d$20+/B(ZL‘)d{L‘
Ay(x))
donde C' es una constante real arbitraria.
En la primera primitiva hacemos el cambio de variable y = y(z) (aunque no conozcamos esa
funcién, porque es justamente la funcion solucién que estamos buscando, podemos hacer en forma

abstracta el cambio de variables y = y(x) aplicando las reglas de cambio de variables en las
primitivas: dy = /() dx). Resulta:

/ﬁz)_c+/3(m)dw (1)

Como las funciones A(y) y B(x) son dadas al dar la ecuacién diferencial, calculando las pri-
mitivas de (1), se obtienen funciones conocidas:

Ply)=C+Q(z) (2

donde C' es una constante real arbitraria, P(y) es una primitiva respecto de y de la funcién
continua 1/A(y), siendo A(y) la funcién continua dada, y Q(x) es una primitiva de la funcién
continua dada B(z). De (2) se despeja y en funcién de x, obteniéndose asi la solucién y = y(x)
buscada. Normalmente para cada valor de la constante real arbitraria C' se obtendra una o maés
soluciones y = y(x) de la misma ecuacién diferencial dada.

Ejemplo 2.3. Encontrar todas las soluciones de la ecuacién diferencial:

y = (cos)y
Aqui nuestra funcién A(y) =y y B(z) = cosz Primero hallemos las raices de la funcién A(y) = y.
Es solamente y = 0. Por lo tanto y = 0 constante, independiente de z, definida para todo = € R,
es una solucién de la ecuacién diferencial dada.

Ahora hallemos las otras soluciones diferentes de la anterior. Pasando dividiendo y en la
ecuacion diferencial dada, y primitivando respecto de x, resulta:

/
/y((x))dggzc+/cosxdx:>/d'y:C’—l—senx:>log|y]=C+S€n$
y\x Yy
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Despejando |y| y llamando k; = e, resulta ki constante real arbitraria POSITIVA:
|y‘ — kleSerL’ = y — :l:klesenz

Pero si k1 es una constante real arbitraria positiva, entonces £k es una constante real arbitraria
no nula (positiva o negativa). La llamo k. Tengo y = ke®"* donde k es una constante arbitraria
no nula. Agregando la solucién y = 0 que encontré al principio, puedo escribirla como 0 - e3"%,
Por lo tanto todas las soluciones de la ecuacion diferencial dada son:

y=ke®"*Vx, e R
donde k es una constante real arbitraria independiente de x.

Ejemplo 2.4. Resolver
y = (1+y%)32

Aqui nuestra funcién A(y) = 1+y? y nuestra funciéon B(z) = 322 (También podria haber tomado
Ay) =3(1 +¢?); B(x) = 2*.)

La funcién A(y) = 1+ y? no se anula nunca, entonces no hay soluciones de la forma y =
constante.

Dividiendo la ecuacién dada entre A(y) y primitivando ambos miembros respecto de x (ambos
respecto de la misma variable x) se obtiene:

/H—?Jég(yszg)z:))?dﬂfz/i’)xzda: = /1j‘fl—yy2:c+m3

donde C' es una constante arbitraria. Luego:

arctgy =C +2° = y=tg(C+2°)

donde C' es una constante arbitraria real. ; Cudl es el intervalo de definicién de las x en cada una
de las soluciones? Por ejemplo para C' = 0, la solucién y = tg(z3) estd definida en el intervalo
(—/7/2,{/m/2), o en el intervalo ({/7/2, {/37/2), o en el intervalo ({/37/2, {/57/2), etc. Por
convencién, en cada uno de esos intervalos como dominio de la funcién solucién y = tg(z3), se
dice que la solucién es diferente. Hay asi infinitas soluciones que responden a la misma férmula
y = tg(2?), una en cada uno de esos intervalos en el eje real. Por convencién NO se llama solucién a
una funcién cuyo dominio no sea un solo intervalo (por ejemplo no es solucién la funcién y = tg(z?)
definida en la unién de dos o més intervalos abiertos disjuntos como los descriptos més arriba).

3. Solucién de ecuacion diferencial con condiciones o datos ini-
ciales.

Hemos visto que por lo general, existen infinitas soluciones a una misma ecuacién diferencial.

Sin embargo si se dan ”datos iniciales.?propiados, por lo general existe una y solo una funcién

solucién de la ecuacion diferencial que cumple esos datos iniciales. En una ecuacion diferencial de
primer orden, se llama dato inicial a una condicién del tipo:

y(wo) = yo
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donde z¢ e yo son valores reales dados (DATOS).
En una ecuacion diferencial de segundo orden se llaman datos iniciales a dos condiciones del
tipo:
y(zo) = yo, Y (w0) = uo

donde xg,yo y uo son nimeros reales dados (DATOS).

Para determinar cudl es la solucién que verifica los datos iniciales, hallamos primero todas las
soluciones. Al conjunto de todas las soluciones se la llama solucién general. La soluciéon general
depende normalmente de una constante arbitraria real si la ecuacion diferencial es de primer orden,
y de dos constantes arbitrarias reales si la ecuacién es de segundo orden. Después sustituimos las
condiciones iniciales dadas en la solucién general, y despejamos el valor o los valores de esas
constantes. La solucion de la ecuaciéon que cumple los datos inciales dados es la que se obtiene
dando ese valor o valores a las constantes que antes eran arbitrarias.

Ejemplo 3.1. Sabiendo que todas las soluciones de la ecuacién diferencial ' = (cosz)y son de
la forma y(z) = Ce**"? definida para todo x € R hallar la dnica solucién que cumple el siguiente
dato inicial:

y(0) =3

Sustituyendo z = 0, y(0) = 3 en la solucién general y(x) = Ce*"?, resulta: 3 = Ce*"% = C. Por
lo tanto la solucién buscada que cumple el dato inicial dado es

y(r) =3e*"* Ve e R

Importante: Obsérvese que como la ecuacion es de primer orden, los datos iniciales fueron UNA
SOLA CONDICION del tipo y(xo) = yo, dando el valor real yy que resulta de evaluar la funcién
solucién desconocida en un punto dado xg del eje real.

Ejemplo 3.2. Sabiendo que todas las soluciones de la ecuacién diferencial 4" — 2y’ +y = 3 son
de la forma
y(x) =3+ Cre® + Coxe® Y eR

donde C7 y C5 son constantes reales arbitrarias, hallar la dinica solucién que cumple con los datos
iniciales y(0) = 4, y'(0) = 5.

Importante: Obsérvese que como la ecuaciéon es de segundo orden, los datos iniciales fueron
DOS CONDICIONES, del tipo y(xo) = yo, ¥ (x0) = wp, dando los valores reales yo y ug que
resultan de evaluar la funcién solucién desconocida y su derivada primera en un punto dado zg
del eje real.

Sustituyendo y(0) = 4 en la solucién general y(x) = 3 + C1e* 4+ Coze®™ V x € R resulta:

4=3+0C,

Derivando la solucién general se tiene y'(z) = C1e” + (Caox + Co)e”. Sustituyendo en esta tltima
igualdad y'(0) = 5, se deduce:
5=C1+Cy

FEntonces tenemos el sistema de ecuaciones algebraicas con dos incégnitas C y Cy siguiente:

4=3+Cy, 5=C1+Cy
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Tiene como tnica solucion C7 = 1,Cy = 4. Luego, la tnica funcién soluciéon de la ecuacién
diferencial dada que cumple con los datos iniciales dados es:

y(x) =3+ e* +4ze” Va € R.

4. Ecuacién diferencial lineal de primer orden homogénea.

Definicion 4.1. Se llama ecuacion diferencial lineal de primer orden homogénea a una ecuacién
del tipo:

v +a(x)y=0
donde a(z) es una funcién dada, conocida, definida y continua para todo = € R.

Nota 4.2. La ecuacién diferencial anterior es de variables separadas, ya que es:

Por lo tanto, se resuelve como se vio en la seccién que corresponde a las ecuaciones diferenciales
de variables separadas.

Teorema 4.3. Si la ecuacion diferencial lineal de primer orden homogénea y' = by tiene coefi-
ciente b igual a una constante real independiente de x, entonces su solucion general es:

y(z) = Ce®® Yz e R
donde C es una constante real arbitraria.

Demostracion:

/
d
y =by = yEOé/?gJ/((j)):/bdx = /yy:C—Fbx, = logly|=C+bzx =

jyl = et

= y=+ele®
Llamando k = +e® 0 k = 0 en el caso de la solucién y = 0, se obtiene, como solucién general:

y=ke" VzeR

donde k es una constante real arbitraria. [

5. Ecuaciéon diferencial lineal de primer orden no homogénea,
método de variacion de constante.

Definicion 5.1. Se llama ecuacion diferencial lineal de primer orden no homogénea a una ecuacién
del tipo:

Yy +a(x)y =r(z)
donde a(z) y r(z) son funciones dadas, conocidas, definidas y continuas para todo = € R, tal que
r(x) no es idénticamente nula. (Si r(z) fuera idénticamente nula seria la ecuacién diferencial lineal
de primer orden homogénea, vista en la seccién anterior.)

Importante: Obsérvese que en el miembro a la derecha de la ecuacion diferencial no ho-
mogénea estd la funcién r(x) que es INDEPENDIENTE DE y.
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Procedimiento de resolucién de la ecuacion diferencial lineal no homogénea.

5.2. Para resolver la ecuacién diferencial lineal no homogénea usaremos el siguiente procedimiento:

1) Hallar la solucién general (todas las soluciones) yg(z) de la ecuacién lineal homogénea
correspondiente, es decir de de la misma ecuacién diferencial pero sustituyendo r(x) por la funcién
idénticamente nula. Cémo hallar yp(z) fue explicado en la seccién anterior de estas notas. Se
obtiene la solucién general yp(z) que depende de UNA constante C' arbitraria real.

2) Hallar una solucién particular (una sola cualquiera, pero una sola) yp(z) de la ecuacién
diferencial dada no homogénea. Cémo hallar yp(z) se explicard al final de esta seccién, usando el
”"método de variacién de la constante”.

3) Sumar la solucién general de la homogénea yg(z) (todas las soluciones de la ecuacién
diferencial homogénea halladas en el paso 1, que depende de una constante C' arbitraria real)
mas la solucién particular yp(z) de la no homogénea (UNA SOLA SOLUCION PARTICULAR),
hallada en el paso 2.

Nos estaremos basando en el siguiente teorema:

Teorema 5.3. La solucion general de una ecuacion diferencial lineal no homogénea es igual a la
solucion general de la ecuacion homogénea asociada, mds una (y solo una, cualquiera pero solo
una) solucion particular de la ecuacion diferencial dada no homogénea.

Demostracién: Sean las siguientes ecuaciones diferenciales: (NH) es la no homogénea dada,
y (H) es la homogénea asociada a la dada:

y +a(@)y=r() (NH)

Y +a@y=0 (H)

Sea yp(x) la solucién general de (H) (es decir todas las soluciones de (H); dependiendo de una
constante arbitraria C').

Sea yp(x) una solucién particular de (NH) (es decir una y solo una, cualquiera pero solo una,
solucién de (NH). Después veremos cémo se encuentra).

Hay que probar las siguientes dos afirmaciones:

(A) Llamando y(z) a la suma y(x) = yg(z) + yp(x) se cumple y(z) es una solucién de (NH).

(B) Toda solucién y(z) de (NH), es igual a yg(z) + yp(z) para alguna solucién yg(x) de la
homogénea.

Prueba de (A): Sabemos que y}(x) + a(z)yg(xz) = 0. Ademds yp(x) + a(z)yp(z) = r(x).
Sumando miembro a miembro ambas igualdades anteriores, y sabiendo que y(z) = yg(z) +yp(x),
se obtiene: y'(x) + a(x)y(z) = r(z) con lo cual queda probado que y(z) es una solucién de (NH)
como querfamos probar en la afirmacién (A).

Prueba de (B): Tomemos cualquier solucién y(z) de (NH) y una solucién particular yp(x)
también de (NH). Se cumple: y/(z) + a(z)y(z) = r(z), yp(x)+ a(z)yp(r) = r(z). Restando
miembro a miembro ambas igualdades anteriores, obtenemos:

(y(z) —yp(x)) + a(z)(y(z) — yp(x)) =0

Por lo tanto la funcién y(z)—yp(z) es solucién de la ecuacién diferencial homogénea, y esta incluida
por eso en alguna de las funciones yg(z), es decir y(z) — yp(z) = ym(x), de donde y(z) =
yu(x) + yp(z), como querfamos probar en la afirmacién (B). O
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5.4. Método de variacion de constante.

Para hallar una solucién particular yp(z) de la ecuacién diferencial( NH) no homogénea dada,
probaremos con una funcién de cierto tipo, como se describe:

Paso I) En la solucién general yp(x) de la ecuacién diferencial homogénea asociada (H)(que
tendrd que haber sido resuelta antes de aplicar este método), aparece una constante arbitraria C'
real.

Paso IT) Tomaremos yp(x) igual a yy(x) pero donde dice C pondremos una funcién
desconocida C(z), (haciendo ”variar”lo que antes era constante C, haciéndolo depender ahora
de z). Habréd que determinar la funcién desconocida C(x), escribiendo una funcién genérica C(x)
en vez de C, llamando ahora yp(z) en vez de yg(z) a lo que se obtiene.

Paso III) Sustituyendo yp(z) en la ecuacién diferencial (NH) no homogénea dada, haciendo
que la verifique, se despeja y encuentra C(z). De todas las posibles funciones C'(z) que se despejen
(en general son infinitas), habrd que elegir UNA SOLA (cualquiera, pero una sola). Es un teorema
que no demostraremos, que existen alguna e infinitas C'(x).

Paso IV) La funcién C(z) hallada en el paso anterior se sustituye dentro de la expresién de
yp(x) para obtener la solucién particular buscada de la ecuacién diferencial no homogénea.

Ejemplo 5.5. Resolver ¢/ = (cosz)y +cosz  (NH).

La ecuacién homogénea asociada es y' — (cosz)y =0 (H).

La funcién r(x) que hace que la ecuacién dada sea no homogénea, es r(x) = cos .

1) Resolvemos la ecuacién homogénea (H), como fue descrito en el ejemplo 2.3. Obtenemos
yg = Ce®*"* Vo € R, donde C es una constante arbitraria real.

2) Hallaremos una solucién particular yp(z) de la ecuacién diferencial dada no homogénea
(NH), usando el método de variacién de constante.

3) Una vez hallada yp(x) tendremos la solucién general de (NH) como:

y(x) = Ce + yp(x)

donde C' es una constante real arbitraria, independiente de x.

Ejecutemos ahora con detalle el punto 2) aplicando el método de variacién de constante: el
paso I) es lo realizado en el punto 1) y en el ejemplo 2.3: resolver la ecuacién asociada homogénea
para obtener yp = Ce*"*.

Ahora el paso II): Escribimos yp(z) en forma genérica, igual que yg(z) pero sustituyendo C
por una funcién desconocida C(x):

yp(z) = C(z)e™"*
Ahora el paso III): sustituimos esta yp(x) en la ecuacién dada no homogénea (NH):
(C(x)e*™*) = (cos z)(C(z)e*™*) + cos x
z)+ C(x)cosz)e = C(x)(cosx)e + cosx
(C'(x) + C(x) cosz)e* ™™ = C(z)(cos )™
C'(x) =e *"Pcosz = C(x) = /e_sen“”cosxdx = (/ e " du)|u=senz = —€ “+k|y=senz = —€ “T+k
Elegimos una sola de estas C(z), para lo cual elegimos por ejemplo k = 0:

Cz) = —e *"" = (Paso IV): yp(x) = —e 505N = —1
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En nuestro caso quedé la solucién particular yp(x) constante igual a —1.

Veamos, para corroborar que no hubo error al aplicar el procedimiento, si efectivamente la
funcién constante igual a —1 verifica la ecuacién diferencial dada no homogénea (NH) ¢/ =
(cosz)y + cosz: yp(x) = —1 = yp(zr) = 0= 0 = (cosz)(—1) + cosz Vz € R. Efectiva-
mente yp(z) = —1 verifica la ecuacién dada.

Nota: Si uno a simple vista o probando como sea, descubre una solucién particular yp(x) de
la ecuacién lineal no homogénea dada, puede usar esta como solucién particular en el punto 2) de
nuestro procedimiento, sin necesidad de aplicar el método de variacion de constante.

Conclusion del ejemplo 5.5: La solucion general de la ecuacién diferencial no homogénea
dada en (NH) es

y(x) =Ce*"* —1 Ve e R

donde C es una constante arbitraria real.

Ejemplo 5.6. Hallar la solucién de la ecuacién diferencial y' = (cosx)y + cosz con el dato
inicial y(0) = 4. En el ejemplo anterior hallamos la solucién general de esa ecuacién diferencial:
y(z) = Ce®™® — 1 Vo € R. Ahora imponemos que se cumpla el dato inicial para determinar el
valor de la constante real C', evaluando la solucién general en x = 0:

4=0e0 - 1=0-1 = C=5 = ylx)=>5e"—1.

6. Ecuaciéon diferencial lineal de segundo orden a coeficientes
constantes y homogénea.

Definicion 6.1. Una ecuacion diferencial de segundo orden se llama lineal a coeficientes constan-
tes y homogénea si es:

y' +ay +by=0
donde a y b son constantes dadas independientes de = y de y.

Teorema 6.2. Estructura vectorial de las soluciones de la ecuacién lineal homogénea:
Todas las funciones soluciones de la ecuacion diferencial de sequndo orden homogénea forman

UN ESPACIO VECTORIAL DE DIMENSION DOS.

Es facil comprobar que si yi(z) e y2(x), definidas para todo 2 € R, son soluciones de y” +
ay’ +by = 0, entonces cualquier combinacién lineal de ellas Cy;(x) + Caya () también es solucion.
Por lo tanto el conjunto de las funciones soluciones forman un subespacio vectorial del espacio
vectorial de todas las funciones f(z) reales de una variable real x € R. No demostraremos que ese
subespacio tiene dimensién dos, pero lo usaremos del siguiente modo:

Corolario 6.3. Si dos funciones solucion yi(x) e ya(z) de la ecuacion diferencial y” +ay’+by =0
son linealmente independientes, entonces forman una base del espacio vectorial de todas las
soluciones. Por lo tanto el espacio de soluciones estd generado por yy e ya, es decir, las solucion
general es:

y(x) = Cry1(x) + Coya ()

donde C1 y Cs son constantes reales arbitrarias.
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Por lo tanto, para hallar la solucién general de la ecuacién lineal homogénea de segundo grado,
basta hallar dos soluciones particulares que sean linealmente independientes. Es lo que
haremos a continuacion:

6.4. Soluciones exponenciales. Buscaremos soluciones y(z) = e, donde A es una constante
real a determinar, que sean solucién de la ecuacién diferencial y” + ay’ + by = 0.

Sustituyendo en la ecuacién diferencial y(x) = e, o/(z) = X, y"(x) = A2e*®, se obtiene:
AN 4+ar+b)e =0, & N +ar+b=0 <

A es raiz de la siguiente ecuacién algebraica de segundo grado, llamada ecuacion caracteristica,
que es una ecuacion algebraica de segundo grado:

N tal+b=0

Conclusién: y(z) = e’ para r € R es solucién de la ecuacién diferencial y” 4 ay’ + by = 0
si y solo si el niimero )\ es raiz de la ecuacién caracteristica A2 4+ a\ + b = 0. Por lo tanto
hallando las raices reales de la ecuacién caracteristica (si existen) se hallan todas las soluciones
exponenciales de la ecuacion diferencial lineal homogénea.

Ejemplo 6.5. Hallar todas las soluciones exponenciales, si existe alguna, de las siguientes ecua-
ciones:

A)y" -5y +6y=0

B)y"+2y +y=0

C)y" +2y+2y=0

A) La ecuacién caracteristica de A) es A2—5\+6 = 0 que tiene dos raices reales \; = 3, Ay = 2.
Por lo tanto la ecuacién diferencial lineal dada en A) tiene dos soluciones exponenciales que son
y1(z) = €3 e yo(x) = €**. Las dos funciones exponenciales y;(x) e y2(x) con exponentes reales
distintos son linealmente independientes (lo cual se verifica aplicando la definicién de indepen-
dencia lineal), por lo tanto, USANDO EL COROLARIO 6.3, la solucién general de la ecuacién
diferencial A) es:

y(z) = C1e3* + Coe™

donde C; y C5 son constantes reales arbitrarias.

B) La ecuacién caracteristica de B) es A2 + 2\ + 1 = 0 que tiene una sola raiz real doble
Ao = —1. Por lo tanto la ecuacién diferencial lineal dada en B) tiene una sola solucién exponencial
que es y1(x) = e~*. No podemos hallar todavia la solucién general de la ecuacién diferencial B)
porque para ello es necesario disponer de dos soluciones linealmente independientes y aplicar el
corolario 6.3, y tenemos por ahora una sola soluciéon y = e*.

C) La ecuacién caracteristica de C) es A24+2X+2 = 0 que tiene dos raices complejas conjugadas
no reales 1£4. Por lo tanto la ecuacién diferencial lineal dada en C) NO tiene solucién exponencial
de la forma y(r) = e’ con A real. No podemos hallar todavia ninguna solucién de la ecuacién

diferencial C).

6.6. Procedimiento para hallar la soluciéon general de la ecuacién diferencial lineal
homogénea de segundo orden a coeficientes constantes:

v'+ay +by=0 (H)
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Primero encontramos las raices de la ecuacién caracteristica A2 +aX+ b = 0 discutiendo segiin
tres casos:

Caso A) La ecuacién caracteristica tiene dos raices reales diferentes \; y Ag. Esto sucede
cuando el discriminante es positivo: A = a? — 4b > 0. Asi como se vio en el ejemplo 6.5 parte A):

La solucién general de la ecuacidon diferencial (H) y" + ay’ + by = 0, en este caso A), es

y(2) = CreM” 4 G

donde C1 y Cy son constantes reales arbitrarias, y A1 y Ay son las dos raices reales distintas de la
ecuacion caracteristica A2 +a\+b=0.

Caso B) La ecuacién caracterfstica A2 + a)\ + b = 0 tiene una rafz real doble )\g. Esto sucede
cuando el discriminante es nulo: A = a? —4b = 0. Y la raiz es \g = —a/2.

Caso C) La ecuacién caracteristica A2 4+ aX + b = 0 tiene dos raices complejas conjugadas no
reales a + if3. Esto sucede cuando el discriminante es negativo: A = a2 — 4b < 0.

Solucién general en el caso B) cuando la ecuacién caracteristica tiene una sola raiz real
(doble). Sabemos que una solucién de la ecuacién diferencial (H) es la exponencial y;(x) = eo*
donde Ay = —a/2 es la tnica raiz real de la ecuacién caracteristica. Probemos que otra solucién
es ya(z) = 1e’0%. En efecto, se tiene yh = (1 + \z)e 0, oy = (2 + M\2z)e?0®. Sustituyendo en
la ecuacién diferencial (H). y” + ay’ + by = 0 se obtiene

200 + Mz 4+ a(l + Xoz) + 2] =0 < 20 +a+z(M\+ar+b) =0 (2)

Por un lado sabemos que Ag es raiz de la ecuacién caracteristica, entonces )\% +aXg+b=0,y por
otro lado sabemos que \g = —a/2, entonces 2\ + a = 0. Por lo tant, en (2) queda la identidad
0 =0, y la funcién ya(x) = zeM? usada verifica la ecuacién diferencial, como querfamos probar.

Entonces tenemos dos soluciones de la ecuacién diferencial dada (H), cuando la ecuacion carac-
terfstica tiene una tnica raiz real Ao doble: yi(z) = €%, yo(z) = xeo®. Aplicando la definicién
de independencia lineal es facil probar que estas dos funciones solucién son linealmente indepen-
dientes. Usando el corolario 6.3 deducimos lo siguiente:

La solucidn de la ecuacion diferencial y” + ay’ + by = 0, en este caso B), es

y(x) = C1eM7 4 Cyzeo®

donde C1 y Cy son constantes reales arbitrarias, y Ao es la unica raiz real (doble) de la ecuacion
caracteristica N> + a\ + b = 0.

Solucién general en el caso C) cuando la ecuacién caracteristica A2 + a\ + b = 0 tiene dos
raices complejas conjugadas no reales « + i3, donde « y (8 son reales y 3 > 0.

Probemos que una solucién es y;(x) = e** cos(Bz) y que otra solucién es yo(x) = e** sen(fx).

En efecto, basta probar que la funcién compleja y;(z) + iy2(z) = e**(cos(fz) + isen(fz))
verifica la ecuacién diferencial (H): y” + ay’ + by = 0, pues si asi es, entonces separando su parte
real y; () de su parte imaginaria y»(z), ambas deben verificar la ecuacién diferencial (H). Se tiene

y1(x) + ty2(x) = €*(cos(Bz) + isen(fx))

(y1 +iy2) = ((a + i) cos(Bx) + (a + if)isen(Bz)) e = (a + i3)(cos(Bz) + isen(Bz))e”
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(y1 + i) = (a + iB)>(cos(Bx) + i sen(Ba))e

Sustituyendo en la ecuacién diferencial (H): y” + ay’ + by = 0, escribiendo y1(x) + iy2(z) en vez
de y, se obtiene

[(a +i8)% 4+ a(a + i3) + b](cos(Bz) + isen(Bz))e** =0 (3)

Sabemos que « + i3 es raiz de la ecuacién caracteristica, entonces (o +i3)% +a(a+iB)+b =0,y
por lo tanto en (3) queda la identidad 0 = 0. Hemos probado que las funciones y; (z) = e** cos(fx)
e ya(x) == e* sen(fz) verifican la ecuacién diferencial, como queriamos demostrar.

Entonces tenemos dos soluciones de la ecuacién diferencial dada (H), cuando la ecuacién
caracteristica tiene dos raices complejas conjugadas no reales: yi(x) = e** cos(fx) e yo(x) =
e“®sen(fx). Aplicando la definicién de independencia lineal es fécil probar que estas dos funcio-
nes solucién son linealmente independientes. Usando el corolario 6.3 deducimos lo siguiente:

La solucion de la ecuacion diferencial y” + ay’ + by = 0, en este caso C), es

y(x) = C1e** cos(Bx) + Cae™” sen(fx)

donde C1 y Coy son constantes reales arbitrarias, y o £ son las dos raices complejas conjugadas
no reales de la ecuacion caracteristica \> + aX +b = 0.

Ejemplo 6.7. Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial B) y” + 2y’ +y = 0 del parrafo
6.5; y la solucién general de la ecuacién diferencial C) y” + 2y’ + 2y = 0 del mismo pérrafo.

Por lo visto en el parrafo 6.5 la ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial B) tiene una
raiz real unica, doble A\g = —1. Por lo tanto la solucién general de B) es

y(x) = Cre™ ™ + Coxe™

donde C; y C5 son constantes arbitrarias reales.

En cambio, la ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial C) del ejemplo 6.5 no tiene
raices reales, sino un par de raices complejas conjugadas no reales 1 4+ 7. Entonces la solucién
general de C) es

y(z) = e*(Cy cosx + Cosen)

donde C; y C5 son constantes arbitrarias reales.
Ejemplo 6.8. Hallar la solucién de la ecuacién diferencial
y'+2y' +2y=0 (H)

con los datos inciales y(0) = 2; y'(0) = 5.

Nota importante: Como ya fue observado en la seccién 2, para las ecuaciones diferenciales
de segundo orden, los datos iniciales que determinan una unica solucién son normalmente DOS
condiciones: y(xg) = yo, ¥ (x0) = up, donde xg, yo, uy son valores reales DADOS.

En el ejemplo 6.7 encontramos la solucién general

y(x) = e*(Cycosx + Cysenzx)  (4)
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de la ecuacién diferencial (H), donde C; y Cy son constantes reales arbitrarias. Habrd que de-
terminar los valores de este par de constantes, imponiendo que se cumpla y(0) = 2, ¢/(0) = 5.
Sustituyendo z = 0 e y(0) = 2 en la igualdad (4) queda:

2=0C1
Derivando (4) respecto de = y sustituyendo después = = 0 e y'(0) = 5 queda:
y'(x) = e*((Cy + Cy)cosx + (Cy — Cy)senz), 5=Co+C

Resulta entonces el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas para determinar las constantes C
y CQ:
2=C1, 5=0Cy+C4 = Ci=2,0,=3

Entonces la solucién buscada de la ecuacién diferencial (H) que cumple los datos iniciales es:

y(x) = e“(2cosz + 3senw)

7. Ecuacion diferencial lineal de segundo orden a coeficientes
constantes no homogénea. Método de seleccion.

Definicion 7.1. Una ecuacién diferencial de segundo orden se llama lineal a coeficientes constan-
tes y no homogénea si es:
" /
Yy +ay +by =r(x)

donde a y b son constantes dadas independientes de z y de y, y 7(z) es una funcién dada (conocida),
continua para todo z € R y no idénticamente nula. (Si fuera r(z) = 0 entonces la ecuacién es
homogénea tal como fue definido en 6.1).

7.2. Procedimiento de resolucién de la ecuacion diferencial lineal no homogénea de
segundo grado a coeficientes constantes.

Usaremos el siguiente procedimiento:

1) Hallar la solucién general (todas las soluciones) yg(x) de la ecuacién lineal homogénea
correspondiente, es decir de de la misma ecuacién diferencial pero sustituyendo r(z) por la funcién
idénticamente nula. Cémo hallar yg(x) fue explicado en la seccién anterior de estas notas. Se
obtiene la solucién general yr(x) que depende de DOS constantes C y Cy arbitrarias reales.

2) Hallar una solucién particular (una sola cualquiera, pero una sola) yp(z) de la ecuacién
diferencial dada no homogénea. Cémo hallar yp(z) se explicara al final de esta seccién, usando el
"método de seleccion”.

3) Sumar la solucién general de la homogénea yy(x) (todas las soluciones de la ecuacién
diferencial homogénea halladas en el paso 1, que depende de las dos constantes C; y Cy arbi-
trarias reales) més la solucién particular yp(z) de la no homogénea (UNA SOLA SOLUCION
PARTICULAR), hallada en el paso 2.

Nos estaremos basando en el siguiente teorema:

Teorema 7.3. La solucion general de una ecuacion diferencial lineal no homogénea es igual a la
solucion general de la ecuacion homogénea asociada, mds una (y solo una, cualquiera pero solo
una) solucion particular de la ecuacion diferencial dada no homogénea.
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Demostracién: Se reproduce la misma demostracién del teorema 5.3, pero usando la ecuacién
lineal de segundo orden en vez de la de primer orden.

7.4. Método de seleccion.
Para hallar una solucién particular yp(z) de la ecuacién diferencial(NH) no homogénea dada:

y'+ay +by=r(x) (NH)

probaremos con una funcién de cierto tipo, como se describe a continuacién:
Paso I) Resolver la ecuacién diferencial homogénea asociada (H)

y' +ay +by=0 (H)

tal como se explicd en la secciéon anterior. Para ello primero hay que encontrar todas las raices,
reales o complejas, de la ecuacién caracteristica

N4+a+b=0

Paso II)
Supondremos como hip6tesis que la funcién dada r(z) en el término a la derecha de la ecuacién
diferencial no homogénea (NH) es

r(z) = eP*(A(z) cos(qz) + B(x) sen(qx))

donde A(z), B(z) son polinomios en = dados con coeficientes reales (cualquiera de estos dos
polinomios A(x) y B(x) puede ser de grado 0, es decir constante real, e incluso idénticamente
nulo), y p y ¢ son constantes reales dadas (cualquiera de ellas puede ser 0). Estas constantes y
polinomios son conocidos al dar r(x), que es un dato de la ecuacién diferencial que se pide resolver.
Observar que el coeficiente ¢ dentro del seno es el MISMO que el que esta dentro del coseno.

Por ejemplo: si r(z) = 3 constante, entonces r(x) = €"*(3cos(0z) + 0sen(0z)), es decir la
funcién constante 3 cumple la hipétesis estipulada tomando p=0, ¢=0, A=3, B=0.

Si r(x) = e entonces r(x) = e *(cos(0x) + 0sen(0x)), es decir, la funcién e~ cumple la
hipétesis estipulada tomando p= -1, =0, A=1,B = 0.

Si 7(x) = 5sen(2x), entonces 7(x) = e"%(0cos(2z) + 5sen(2z)), es decir la funcién 5sen(2z)
cumple la hipdtesis estipulada tomando p =0, ¢ =2, A=0, B =5.

Sir(x) = 23+ 7x+1, entonces r(x) = e ((23 +7x+1) cos(0z) +0sen(0x)), es decir, la funcién
x® + Tz 4+ 1 cumple la hipétesis estipulada tomando p =0, ¢=0, A=a2>+T7z+1, B=0.

Si la funcién r(x) dada en el segundo miembro de la igualdad de la ecuacién diferencial (NH)
no cumple con la hipdtesis estipulada, entonces no se puede aplicar el método de seleccién que
estamos desarrollando.

PASO III) Tomaremos yp(z) igual a la funcién seleccionada en cada uno de los
casos estudiados a continuacién:

ler caso) Si p & ig no son raices de la ecuacién caracteristica, entonces

yp(z) = epz(fl(x) cos(qz) + B(w) sen(qzr))

donde p y ¢ son las MISMAS constantes conocidas, que estan en la funcién r(z) dada, y Alz) y
B(x) son polinomios de coeficientes indeterminados reales, ambos de grado igual al mayor
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de los grados de los polinomios A(z) y B(x) dados. Los coeficientes reales indeterminados
de los polinomios A(z) y B(z) NO SON ARBITRARIOS; son desconocidos, pero a determinar
exactamente en el paso IV).

2do. caso) Si p £ iq son raices simples (no dobles) de la ecuacién caracteristica (esto sucede
siempre que ¢ > 0 y p+iq sea raiz, y también sucede si ¢ = 0 y p es raiz real simple de la ecuacién
caracteristica), entonces

yp(x) = zeP*(A(z) cos(qz) + B(z) sen(qx))

donde p y ¢ son las MISMAS constantes conocidas, que estan en la funcién r(x) dada, y fl(m) y
B(m) son polinomios de coeficientes indeterminados reales, ambos de grado igual al mayor
de los grados de los polinomios A(z) y B(x) dados. Los coeficientes reales indeterminados
de los polinomios A(z) y B(x) NO SON ARBITRARIOS; son desconocidos, pero a determinar
exactamente en el paso IV).

3er. caso) Si ¢ =0y p+ iqg = p real, es raiz DOBLE de la ecuacién caracteristica, entonces

yp(z) = x2eP*A(x)

donde p es la misma constante conocida, que estd en la funcién r(x) dada, y fl(:c) es polinomio de
coeficientes indeterminados reales, de grado igual al grado del polinomio A(x) dado. Los
coeficientes reales indeterminados del polinomio fl(:r) NO SON ARBITRARIOS; son desconocidos,
pero a determinar exactamente en el paso IV).

PASO IV) Sustituyendo la funcién yp(z) seleccionada en el paso III), dentro de la ecuacién
diferencial (NH) no homogénea dada: y;(z) + ay,(z) + by, = r(x), se igualan coeficientes de los
términos del mismo grado, y se despejan los coeficientes reales de los polinomios A(x) y B(z). Es
un teorema que no demostraremos, que existe algin valor para cada uno de los coeficientes antes
indeterminados de los polinomios A(z) y B(x), al sustituir yp(x) en la ecuacién diferencial (NH).

PASO V) Los valores de A y B hallados en el paso anterior se sustituyen dentro de la
expresion de yp(z) seleccionada en el paso III, para obtener la solucién particular buscada de la
ecuacién diferencial no homogénea.

Importante: No hay que olvidarse que este método de seleccién permite (cuando es aplicable,
es decir cuando se cumple la hipétesis estipulada en el paso IT), hallar solo UNA solucién particular
yp(x) de la ecuacion diferencial (NH) de segundo grado no homogénea. La solucién general de
(NH) serd como se dijo antes:

y(x) = yu(z) + yp(z)

donde yg(z) es la solucién general de la homogénea, que depende de dos constantes arbitrarias
reales C1 y Oy, y la funcién yp(x) es la solucién particular de (NH)(una sola), hallada en el paso
(V) del método de seleccion.

Finalmente, si uno ademds de la ecuacién diferencial, tiene datos iniciales y(xo) = yo, ¥'(z0) =
ug dados, entonces, la soluciéon buscada se obtiene al final determinando las constantes C; y Cy
de modo que y(x) verifique los datos iniciales.

Ejemplo 7.5. Resolver la ecuacién diferencial dada en el ejemplo 1.2: y'+2y'+y=3 (NH)
con los datos iniciales y(0) = 3, ¢/'(0) =7.
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Paso I) La ecuaciéon homogénea asociada es y” +2y'+y =0  (H). La ecuacién caracteristica
es A2 +2)\ 4+ 1 = 0 que tiene una raiz real doble A = —1. Por lo tanto la solucién general de la
homogénea es

y(r) = Cre™ 4+ Coxe™™ (5)

Paso II) La funcién r(z) en el segundo miembro de la ecuacién diferencial (NH) que hace que la
ecuacién diferencial dada sea no homogénea, es 7(z) = 3 = €%(3 cos(0z) + 0sen(0z). Por lo tanto
cumple la hipétesis estipulada r(z) = eP*(Acos(qz) + sen(qz)), conp=0, ¢g=0, A=3, B=0.

PASO III) p +iq = 0, no es raiz de la ecuacién caracteristica (porque la unica raiz es —1 real
doble). Entonces estamos en el caso (1) y seleccionamos

yp(z) = e (Acos(0z) + Bsen(0z)) = A,  (6)

donde A es una constante (NO ARBITRARIA), real, desconocida y a determinar en el paso IV).
(En este ejemplo el valor de B es intrascendente porque estd multiplicado por 0).

PASO 1V): Sustituyendo yp(z) = A constante en la ecuacién diferencial (NH): yp(z)” +
2yp(z) +yp(x) = 3, resulta: yp(x)” =0, yp(z) =0, yp(x)=A4, 04+2-0+A=3, A=3.

PASO V) Sustituyendo el valor de A = 3 hallado en el paso anterior en la igualdad (6) resulta:
yp(x) = 3 constante

Nota: En este ejemplo de casualidad quedé yp(x) igual a r(x), pero esto no es necesariamente
verdad en otros ejemplos de ecuaciones diferenciales.
La solucién general de (NH) es, usando la igualdad (5):

y(x) =Cie ™ + Coxe *+3 (7)

Ahora hallemos las constantes C7 y Co para que se cumplan los datos iniciales y(0) = 3, 3/(0) =
7. Sustituyendo z = 0, y(0) = 3 en la igualdad (7), se obtiene: 3 = C;+3. Por otra parte, derivando
(7) y después sustituyendo z = 0, y'(0) = 7 se obtiene: 7= —C + Cy. Luego, C1 =0, Co =7,y
por lo tanto la solucién buscada es

y(x) =Tre " +3 VYzeR

Nota: Si uno a simple vista o probando como sea, descubre una solucién particular yp(x)
de la ecuacién lineal no homogénea dada, puede usar esta como soluciéon particular en nuestro
procedimiento, sin necesidad de aplicar el método de seleccién. Asi, en el ejemplo 7.5, uno podria
haberse dado cuenta a ojo, sin aplicar el método de seleccién, que la ecuacién diferencial dada
y" 4+ 2y’ + y = 3 admite como una solucién particular la solucién yp(z) = 3 constante para todo
z e R.

Ejemplo 7.6. Resolver la ecuacién diferencial y" +y = 322 + 52 (NH). La ecuacién carac-
teristica es A2 + 1 = 0 que tiene dos raices complejas conjugadas que son i y —i. La solucién
general de la homogénea asociada es entonces:

yr(x) = Crcosw + Cysenx

El segundo miembro de la ecuacién diferencial dada (NH) es
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r(z) = 322 + 5z = e%%((322% 4 57) cos(0x) + 0sen(0x)). Es de la forma estipulada en el paso IT
del método de seleccién, con p =0, ¢ =0, A(z)=32%2+5x, B =0. Como p+ig= 0 no es raiz
de la ecuacién caracteristica, probaremos con

yp(z) = A(x) cos(0z) + B(z) sen(0z) = A(z) = az? + fz + v

En la igualdada anterior se tuvo en cuenta que el grado de los polinomios A y B es dos, porque es
el grado del polinomio dado A. El polinomio B es intrascendente porque estd multiplicado por 0.
Se escribié un polinomio genérico A de grado dos, con coeficientes indeterminados a determinar.
Sustituyendo en la ecuacién diferencial (NH) queda:
yp(z) =202+8, yp(x)" =20, yhtyy, =32°+bzr, = 2a+az’+PBr+y=32°+bx =
a=3, =5 2a+7y=0, y=—-6 =

yp(z) =322 + 52— 6, y(z)=Crcosz+ Cysenz + 322 + 52 — 6

es la solucién general de la ecuacién diferencial dada, donde Cy y Cs son constantes arbitrarias
reales.

Ahora veremos algiin otro caso en que r(x) no cumple con la hipétesis estipulada en el paso
IT del método de seleccion.

Proposicion 7.7. Sea dada la ecuacion diferencial
y'+ay +by=r(z) (NH)

donde r(x) es una funcion conocida que puede descomponerse como suma r(x) = ri(x) + ra(x).
Se consideran las ecuaciones diferenciales auxiliares:

v+ ay + by = ri(x) (NH1)
v+ ay’ + by = ro(x) (NH2)

y sean yi.p(x) e yo p(x) soluciones particulares de (NH1) y de (NH2) respectivamente.
Entonces:

yp(x) = y1,p(z) + y2,p(x)

es una solucion particular de la ecuacion diferencial dada (NH).

Demostracion: Por hipotesis:
yip+ayyp+byp=ri(r) (NH1)

Yo p+ ayy p +byap = r2(x)  (NH2)
Sumando miembro a miembro las dos igualdades anteriores, y usando que yp(x) = y1,p(z) +
y2.p(x), se obtiene:

vh +ayp + byp = r1(x) + ra(x) = r(x)

Entonces yp(z) verifica la ecuacion diferencial (NH) como querfamos demostrar. [

Nota: El teorema anterior vale, aplicindolo varias veces, si r(x) se puede descomponer como
suma de tres o més sumandos, en vez de solo dos, considerando las tres o més ecuaciones dife-
renciales auxiliares correspondientes a cada uno de estos sumandos, y sus respectivas soluciones
particulares. La suma de todas ellas es solucién particular de la ecuacién diferencial dada (NH).



18 Ecuaciones Diferenciales. Eleonora Catsigeras. 23 Julio 2007.

Ejemplo 7.8. Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial:

y" +2y +y=3+2e" +cosz — sen(2x)

La ecuacién homogénea es 3" + 2y +y = 0 que ya vimos en el ejemplo 7.5 que tiene como
solucion
yg(z) = Cre”* + Cowe™™

donde C; y Cy son constantes arbitrarias reales. La ecuacién caracterfstica A% + 2\ + 1 = 0 tiene
una Unica raiz, que es real y doble A = —1.

La funcién dada r(zx) = 3 4+ 2e™® 4 cosx — sen(2z) no cumple la hipdtesis estipulada en el
paso (II) del método de seleccién, pero se puede descomponer en la suma de 4 funciones tales
que cada una de ellas si la cumplen: 7(z) = ri(z) + ro(z) + r3(x) + ra(z), r(x) =3, r(zr) =
27", r3(z)cosz, r4(x) = —sen(2z). Tenemos asi cuatro ecuaciones diferenciales no homogéneas
auxiliares:

v +2y +y=3 (NH1)

v+ 2y +y=2e" (NH2)
yv'+2y +y=cosz (NH3)
'+ 2y +y=—sen(2z) (NH4)

Observamos que no podemos juntar r3(z) + r4(x) = cosz — sen(2z) en una sola ecuacién para
aplicar a ambas juntas el método de seleccién una sola vez, porque el coeficiente ¢ = 1 dentro del
coseno cos(qx) es diferente del coeficiente ¢ = 2 dentro del seno sen(gz).

Una solucién particular de la ecuacién (NH1) ya fue hallada en el ejemplo 7.5 y es

yi,p =3

Ahora busquemos una solucién particular de cada una de las ecuaciones (NH2), (NH3) y (NH4):

Para la ecuacién (NH2): ro(z) = 27" = eP¥(Acos(qz) + Bsen(qz)), donde p = —1, ¢ =
0, A=1, B =0.El nimero p+ ig = —1 es raiz doble de la ecuacién caracteristica. Luego,
estamos en el 3er. caso del paso III) del método de seleccidn, y la solucién particular buscada es
de la forma yo p(z) = Az?e~®. Sustituyendo esta funcién en la ecuacién diferencial (NH2) queda:
yo.p(r) = A2z —22)e ™, yp(x) = A2 —4x+22)e ™, Ae ®(2—da+a? +4r —22% +2?) =
2¢~*, = A =1. Por lo tanto

yo.p(z) = 2%e™®

Para la ecuaciéon (NH3): r3(x) = cosz = eP*(Acos(qx) + Bsen(qz)), donde p = 0, ¢ =
1, A=1, B =0. El nimero p + iq = i, imaginario puro, no es raiz de la ecuacién caracteristica
(porque la tnica raiz es el real —1, raiz doble). Entonces estamos en el ler. caso del paso III) del
método de seleccién, y la solucién particular buscada es de la forma y3 p(z) = Acosz + Bsenuz.
Sustituyendo esta funcién en la ecuacién diferencial (NH3) queda: y3 P = = Bceosz—Asenz, y3 p=

—Acosxz — Bsenz, 2Bcosx —2Asenz =cosz VreR, =, B=1/2, A = 0. Por lo tanto

ys.p(z) = (senz)/2
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Observacién: Aunque la funcién r3(z) = cosx dada, se obtenga con B = 0, porque r3(z) es un
coseno y no aparece en ella el seno, la solucién particular buscada no puede suponerse que es un
coseno (con B = 0), porque justamente en este caso quedd B # 0. Concluimos que si el segundo
miembro de la ecuacién diferencial es un coseno, la solucién particular no puede buscarse como
una constante por un coseno, sino que hay que considerar siempre la combinacion lineal del coseno
con el seno: A cos(qz) + Bsen(qz).

Para la ecuacién (NH4): r4(x) = —sen(2z) = eP*(Acos(qz) + Bsen(qx)), donde p =0, ¢q =
2, A =0, B = —1. El nimero p + i¢ = 2i, imaginario puro, no es raiz de la ecuacién
caracteristica (porque la tnica raiz es el real —1, raiz doble). Entonces estamos en el ler. caso
del paso III) del método de seleccidn, y la solucién particular buscada es de la forma y3 p(x) =
A cos(2z) + Bsen(2z). Sustituyendo esta funcién en la ecuacién diferencial (NH4) queda: Ys p =
2B cos(2z) — 2A sen(2x), Ysp = —4A cos(2z) — 4B sen(2z), (—3A + 4B) cos(2z) — (3B +
4A)sen(2z) = —sen(2z) Vr € R, =, —3A+4B=0, 3B+4A=1, = A=4/25, B =3/25.
Por lo tanto

y3.p(x) = (4 cos(2z) + 3sen(2x))/25

Observacién: Aunque la funcién r4(z) = —sen(2x) dada, se obtenga con A = 0, porque r4(x) es
un seno y no aparece en ella el coseno, la solucién particular buscada no puede suponerse que es
un seno (con A = 0), porque justamente en este caso quedé A # 0. Concluimos que si el segundo
miembro de la ecuacién diferencial no homogénea es un seno, la solucién particular no puede
buscarse como una constante por un seno, sino que hay que considerar siempre la combinacién
lineal del coseno con el seno: A cos(qz) + Bsen(qz).

Sumando las soluciones particulares halladas para las cuatro ecuaciones (NH1), (NH2), (NH3)
y (NH4) se obtiene una solucién particular de la ecuacién dada (NH):

senz 2 cos(2z) + 3sen(2x)

yp(z) = 3+ 2% + 5 55

Sumando la solucién general de la ecuacion diferencial homogénea asociada, se tiene la solucién
general de la ecuacién diferencial (NH) dada:

senz 4 cos(2z) + 3sen(2z)

y(z) = Cre ™ + Coze ™ + 3 +a%e  + 5 5E

donde C7 y Cs son constantes reales arbitrarias.



