Parcial de Programacion 3
30 de noviembre de 2023

En recuadros con este formato apareceran aclaraciones que cumplen una funcién explicativa pero que no
eran requeridos como parte de la solucién.

Ejerciciol (16 puntos)
Consideramos un juego de mesa que se desarrolla en un tablero de tamafio n X n. Identificamos cada
casilla por un par (i,j) (1 <i<mn,1<j<n)donde iy jindican fila y columna, respectivamente. Un
sargento es una pieza que puede moverse de una casilla (i, j) a cualquier casilla del conjunto

{(i—1,j—1),(z'—1,j),(i—1,j+1)}ﬂ{1,2, ml2

Para el sargento de la figura, las casillas de ese conjunto se
Vs ~ z
7 muestran destacadas con un pequeiio rectangulo. Notar que

“Z % % 7 la interseccién con {1,2, ..., n}z en la ecuacion anterior tie-
% @ // ne la funcion de excluir las casillas fuera de los limites del
g /77 7/ - tablero.
g O / Cada casilla tiene asociado un costo C(i,7), que representa
% % (i,f), que rep

la dificultad del terreno (por ejemplo, es més dificil moverse
por bosques que por terreno llano).
W Salir de la casilla (i, j) tiene costo C(i, j), de modo que el costo

/ / de una secuencia de movimientos (i1, j1), (i2,j2), - -+, (im, jm)
W % % es C(i1, j1) + .-+ Clim—1, jm-1)-

// 4/ Nuestro objetivo es obtener una secuencia de movimientos
3 7, Z, de costo minimo para llevar al sargento desde la casilla in-
%/%‘ % % ferior izquierda a alguna casilla de la fila superior (es decir,

desde (n,1) a (1,k) para algun k).
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(a) Especifique una relacién de recurrencia que calcule lo pedido. Justifique explicado el significado de
cada término.

Sugerencia: Considere OPT (i, j) como el minimo costo de moverse hasta la casilla (i, j).

(b) Dé un algoritmo eficiente iterativo usando la técnica de programacién dindmica, consistente con la
parte anterior, para computar el costo minimo de una secuencia de movimientos que lleva al sargento
desde la casilla inferior izquierda a alguna casilla de la fila superior. Tome como dada una rutina C
que retorna el costo de cada casilla. Por comodidad, puede suponer C(i,0) = oo, C(i,n+ 1) = oo para
toda filai (1 <i < n).

(c) Dé un algoritmo eficiente para obtener una secuencia de movimientos de costo minimo que lleva al
sargento desde la casilla inferior izquierda a alguna casilla de la fila superior. Puede usar estructuras
de datos construidas en la parte anterior.

Solucién:

(@) OPT(n,1) =0
OPT(n,i) = oo (paral <i<n)
OPT(Z,]) = minge{j,llj,jﬂ}ﬂ{lmn}{OPT(i + 1, 6) + C(l + 1, 6)} (para 1 S i< n,1 S ] S 7’1)

Enla fila 1, inicialmente el sargento se ubica en la casilla de mas a la izquierda (el costo de llegar es
nulo, pues se alcanza con un camino de largo 0). Cualquier otra casilla de esta fila es inalcanzable
por lo que marcamos el costo como infinito.

Luego, en una casilla arbitraria (7, /) de cualquier otra fila, el sargento puede venir de las tres (a
lo sumo) casillas inferiores (diagonal izquierda, contigua inferior y diagonal derecha). El costo
6ptimo del camino en cada caso viene dado por el costo de salir de cada casilla, afiadido al costo
6ptimo de alcanzarlas en cada caso.
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Notar que una forma de considerar los indices borde es seguir la sugerencia de la parte (b),
tomando una fila y columnas extra y considerando siempre las tres casillas inferiores.

Una recurrencia alternativa en ese contexto es, por ejemplo, la siguiente:

OPT(n,1) =0

OPT(n,i) = oo (paral <i<n)

OPT(i,0) = oo (paral < i < n)

OPT(i,n +1) =oo(paral <i<mn)

OPT(i,j) = minge(j_q ;1) {OPT(i+1,£) + C(i+1,£)} (paral <i <n,1<j<mn)

(b)

1 program OPTSargento (n, C[][1){

2 OPT(n, 1) := 0;

3 for j from 2 to n

4 {

5 0PT(n, j) := oo

6 }

7 for i from 1 to n

8 {

9 OPT (i, 0) 1= 00

10 OPT(i, n+1) = o0

11 }

12 for i from n—1 downto 1

13 {

u for j from 1 to n

15 {

16 OPT(i,j) := min(OPT(i+1, j-1) + C[i+1, j-11,
17 OPT(i+1, j) + C[li+1, 31,
18 OPT(i+1, j+1) + C[i+1, j+11);
19 }

20 }

21 return min(O0PT(1,1))cq1 )
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C
(2 program SolSargento(n, C[]J[]){
2 opt := OPTSargento(n, C);
3 sol := emptyList ();
4 curr_col := argmin, (OPT(1, n));
5 for i from 1 to n—1
6 {
7 sol.add ((i,curr));
8 if opt == OPT (i+1, curr_col-1) + C(i+1l, curr_col-1)
9 {
10 opt := opt - C(i+1l, curr_col-1);
11 curr_col := curr_col-1
12 }
13 else if opt == 0OPT (i+1l, curr_col) + C(i+l1l, curr_col)
14 {
15 opt := opt - C(i+l1l, curr_col)
16 }
17 else // if opt == OPT (i+l, curr_col+1)
18 // + C(i+1, curr_col+1)
19 {
20 opt := opt - C(i+1l, curr_col+1);
21 curr_col := curr_col + 1
2 }
3 }
s  sol.add((n,curr)); // (n,1)
25 return sol;
% }
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Ejercicio2 (17 puntos)
Varios directivos de algunas empresas fueron encontrados culpables de ciertos delitos, y como parte de su
pena deberdn realizar trabajos comunitarios.

Hay un conjunto de & empresas involucradas, E = {ey,...,e,}, y cada empresa e; € E tiene una cantidad
d; de directivos culpables.

Hay un conjunto de k trabajos posibles, T = {t;, ..., ;}, y cada trabajo t; € T tiene un cupo de ¢; trabaja-
dores que pueden ser asignados a ¢;.

Para disminuir el riesgo de maés ilicitos, se quiere evitar que a dos o més directivos de una misma empresa
les toque realizar el mismo trabajo. Para esto se quiere asignar a cada empresa ¢; € E un conjunto de d;
trabajos distintos, uno para cada uno de sus directivos.

Una asignacién de trabajos a empresas es vdlida si toda empresa tiene una cantidad de trabajos asignados
suficiente para todos sus directivos y no se excede el cupo de ningtin trabajo.

(a) Proponga un algoritmo que reporte si es 0 no posible hacer una asignacién valida (no se pide que se
exhiba una asignacién vélida, solo que se reporte si existe). El tiempo de ejecucién debe ser de orden
polinomialen i y k.

(b) Demuestre que si existe una asignacién vélida, entonces su algoritmo reporta correctamente que si es
posible hacer tal asignacién.

(c) Demuestre que el tiempo de ejecucion de su algoritmo es de orden polinomial en i y k.

Solucién:

Una instancia del problema consiste en un conjunto E de cardinalidad /, donde para cada elemento ¢
de E estd definido el entero positivo d,, y un conjunto T de cardinalidad k, donde para cada elemento
t de T esta definido el entero positivo c;.

Sean =) ,cpde.

Se pretende determinar si es posible obtener una colecciéon R de pares (e, t), coneen E, y t en T, tal
que

» cada par (e, t) ocurre a lo sumo una vez,
» para cada e en E la cantidad de pares (e, -) en R es igual a d,

» paracada t en T la cantidad de pares (-, t) en R es menor o igual a c;.

El segundo item implica que la cardinalidad de R es n.
(@)

1. Se construye una red de flujo G = (V, E) con un vértice fuente s, un vértice sumidero z, un
vértice e;, 1 < i < h, por cada elemento de E y un vértice ti, 1 < j <k, por cada elemento de
T.Hay una arista (s, e;) con capacidad d., para cada vértice que representa a un elemento de
E, una arista (¢}, z) con capacidad ct; para cada vértice que representa a un elemento de T, y

una arista con capacidad 1 para cada par de vértices (e;, ;) donde e; representa un elemento
de E y t; representa un elemento de T.

2. Se aplica Ford Fulkerson a la red de flujo construida y se obtiene el flujo f asignado.
3. Se calcula el valor de flujo v(f) = Y1<i<p f(5, ).

4. Sio(f) = n se reporta que se puede hacer la asignacion.

Si se pidiera una asignacién, el conjunto R consistiria en un par por cada una de las
aristas (e;, t;) para las cuales el flujo asignado es 1.

En otro caso se reporta que no se puede hacer la asignacion.

(b)
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Si el algoritmo reporta que se puede hacer una asignacién, da como resultado un conjunto
R que es una asignacion valida.

El algoritmo reporta que se puede hacer una asignacién solo si en el cuarto paso se evalud
que el valor del flujo obtenido es igual a n = ) ,cf de.

El valor del flujo es por definicién la cantidad de flujo generado en s. Como por construccion
de G hay exactamente una arista saliente de s por cada e de E, que tiene capacidad d,, y
como, por la propiedad de capacidad de los flujos, el flujo en una arista no puede superar la
capacidad de la arista, el resultado obtenido implica que cada arista saliente de s tiene flujo
igual a su capacidad (a.1).

Por integralidad del resultado de la aplicacién de Ford Fulkerson (KyT (7.2)), y como las
aristas (e;, t;) tienen capacidad 1, el flujo asignado a cada una de esas aristas es o bien 1, o
bien 0 (a.2).

Otra vez por integralidad del resultado de la aplicacién de Ford Fulkerson y por la pro-
piedad de capacidad, el flujo asignado a cada arista (f,z) es un entero menor o igual a Cy;
(a.3).

En R se incluyen los pares que corresponden a aristas (e;, t;) que tienen asignado flujo 1.
Veamos que R cumple las tres propiedades requeridas.

= Por construccién cada par se incluye a lo sumo una vez.

s Por propiedad de conservacién de los flujos, y por (a.1) y (a.2), la cantidad de aristas
(ej,.) con flujo 1 es d,;, y esas son las aristas que se incluyen en R.

s Por propiedad de conservacién de los flujos, y por (a.3) y (a.2), la cantidad de aristas
(., ;) con flujo 1 es menor o igual a ¢t;, y esas son las aristas que se incluyen en R.

Por lo tanto si el algoritmo reporta que hay solucién el resultado es una asignacién valida.

Si es posible hacer alguna asignacién valida, el algoritmo da como resultado una de ellas.

Si hay solucién valida, sea R una de ellas. En la red de flujo con flujo inicialmente 0 en cada arista,
asignamos una unidad de flujo a cada arista (e;, t;) que corresponde a cada par de R. Por cada
una de esas aristas sumamos una unidad de flujo a la arista (s, ¢;) y una unidad de flujo a la arista
(tj,z), logrando que la asignacién de flujo cumpla la propiedad de conservacién en cada uno de
los vértices.

Veamos que también se cumple la propiedad de capacidad en cada arista. A las aristas (e;, t;) se
les asigna una unidad una tinica vez si corresponden a pares de R, y ninguna en otro caso. A
cada arista (s,e;) se le asigna flujo d,;, porque ¢; corresponde a un elemento de E que ocurre esa
cantidad de veces en R, porque R es una asignacion vélida. De manera andloga, a cada arista
(j,z) se le asigna flujo a lo sumo cy.

Entonces la asignacion es un flujo, y su valor es n.

El algoritmo obtiene el flujo resultado de la aplicacién de Ford Fulkerson, cuyo valor es méximo
(KyT 7.10), por lo que es mayor o igual al valor del que construimos, que es #. Como la capacidad
del corte ({s},V \ {s}) es también 1, y como el valor de cualquier flujo es menor o igual a la
capacidad de cualquier corte (KyT 7.8) se concluye que el valor del flujo obtenido por el algortimo
es 1, por lo que en el paso 4 reporta que la asignacion es posible.

(©
1. Lared de flujo tiene h + k + 2 vértices, y h + k + hk aristas, por lo que se construye en tiempo
O(hk).

2. Elcorte ({s,e1,...,ep},{t1, ..., tx, 2}) tiene capacidad hk porque esa es la cantidad de aristas
y todas tienen capacidad 1. Por lo tanto ik es una cota superior de la cantidad de iteraciones
de la aplicacién de Ford Fulkerson, cada una de las cuales tiene O(hk) como cota superior,
por lo que el segundo paso es O(h%k?) (KyT 7.5).

3. El tercer paso consiste en una suma que tiene tiempo ©(h).
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Si se pidiera, la construccion de R seria O(hk), ya que a lo sumo se agregan todas las aristas
(87‘, t])

Como tenemos una cantidad constante de pasos el tiempo estd determinado por el de mayor
orden, que es O(h?k?).
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Ejercicio3 (17 puntos)
Usted estd a cargo de optimizar la cobertura de una red inaldmbrica en un drea determinada. En esta drea
hay un conjunto D = {dy,d, ... ,d,} de dispositivos inaldmbricos a los que se desea dar conectividad a
través de k puntos de accesso. Hay también un conjunto de lugares A = {a3,ay, ... ,ay} con infraestructura
donde se podria instalar un punto de acceso. Por ejemplo, en la figura 1 existen tres lugares posibles.

Para cada dispositivo d € D y cada lugar a € A conocemos el ancho de banda B(d,a) (un ntimero no
negativo) que tendria una comunicacién entre d y un punto de acceso ubicado en 4. Para un subconjunto
S C Ayd € D, decimos que S da cobertura a d si B(d,a) > 0 para algtina € S.

El problema ACCESO es el siguiente: dados D, A, B y un natural k, determinar si es posible dar cobertura
a todos los dispositivos de D usando no mds de k puntos de acceso en ubicaciones de A. Una instancia del
problema se representa mediante tres niimeros naturales, 7, ¢, k y una matriz numérica de dimensiones
n x { que representa a B.

Internet

(P

|-

Figura 1: Ejemplo de red inaldmbrica de accesso.

Se pide:
(a) Demuestre que ACCESO pertenece a N'P.

(b) Demuestre que ACCESO es N'P-Completo.
Sugerencia: Considere el problema Cobertura de Conjuntos (Set Cover).

Solucién:

(a) Para demostrar que ACCESS esta en NP, necesitamos demostrar que existe un certificador efi-
ciente C para el problema. Es decir que:

s C es un algoritmo de tiempo polinémico que toma dos argumentos de entrada s y ¢.

» Existe una funcién polinémica p tal que para cada string s, s es una instancia si del problema
siy sblo si existe un string t tal que [t| < p(|s|) y C(s,t) =s.

Un a instancia s del problema ACCESS puede representarse con un string que codifique la matriz
B(d,a) (alcanza con poner sus filas una detrés de la otra en el en string) y asumiendo que los
dipositivos estan identificados por enteros en el rango 1... 7.

El certificado ¢ lo definimos como un conjunto de lugares donde ubicar los puntos de accesso.
Este conjunto lo representamos como vector de k indices iy, iy, ... , iy, cada indice, en el rango de
1al, representa el lugar donde ubicar un punto de acceso, por ejemplo t = {ay, as, a¢ }. Ese vector
es facilmente representable como un string de enteros; ademas, el tamafio de ¢ es siempre menor
al de la matriz por lo que se cumple que |t| < p(|s|), con p polinomial.

Podemos crear un certificador C(s, t) que compruebe si s proporciona cobertura a cada disposi-
tivo recorriendo las filas de la matriz B(d, a) y verificando que para cada indice 4; en t exista al
menos un valor B(d, a;) > 0. Este proceso de verificacion lleva un tiempo polindémico, ya que s6lo
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tenemos que comprobar los valores para cada par de dispositivos y ubicacion en ¢. Finalmente,
podemos ver que si C(s,t) = TRUE, entonces B(d,a;) > 0 para al menos un 4; y por lo tanto
cada dispositivo esta a alcance de algun punto de acceso y, por lo tanto, s es una instancia sf de
ACCESO.

(b) Para demostrar que ACCESO es NP-Completo, debemos probar que ACCESO € NP, cosa que ya
hicimos en (a), y probar que para todo Y € NP, Y <p ACCESO.

Para esto dltimo, primero reduciremos un problema NP-completo conocido, Set Cover, a AC-
CESO, y luego concluimos que, por la propiedad 8.14 del Kleinberg, cualquier problema NP es
reducible a ACCESO y por lo tanto ACCESO es NP-completo.

Para la reduccién, tomamos una instancia de Set Cover dada por un conjunto U, un natural 7,
y m subconjuntos de U, S1, Sy, ..., S, y a partir de ella construimos una instancia de ACCESO
tomando D = U, (es decirn = |U|), { = m, k = r, y definiendo B(d,a;) = 1sid € S;y B(d,a;) =0
sid ¢ S;. Todas estas construcciones se hacen, evidentemente, en tiempo polinémico.

Vamos a probar que:

(a) Sisgc esuna instancia “si” de Set Cover, entonces s 4, obtenida con la reduccién mencionada,
es una instancia “si” de ACCESO.

(b) Sisy esuna instancia “si” de ACCESO, obtenida con la reduccién mencionada a partir de la
instancia sgc de Set Cover, entonces sgc es una instancia “si” de ese problema.

Demostracién de (a): si ssc es una instancia “si” de Set Cover, entonces, dado el conjunto U de n
elementos, una coleccién Sy, . .., Sy de subconjuntos de U existe una coleccién C; de a lo sumo r
de estos conjuntos cuya unién es igual a todo el conjunto U. Por lo tanto, en nuestra reduccion,
cada dispositivo tiene al menos un valor de B(d, 4;) > 0y por lo tanto tiene cobertura de alguno
de los puntos de acceso. Esto hace a nuestra reduccién s 4 una instancia “si” de ACCESO.

Demostracién de (b): si s4 es una instancia “si” de ACCESO, entonces existe un conjunto Ay de
como mucho k puntos de acceso tales para cualquier d € D, B(d,a;) > 0, con a; € Ay. Esto quiere
decir que enuestra reduccién, existe existe una coleccién C, de a lo sumo r subconjuntos de U,
tales que d € S;, con S; € C, y por lo tanto la instancia sgc es una instancia “si” de Set Cover.
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