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no comportarse como nos gustaría

• La amplia mayoría de los sistemas que podemos 
observar tienen comportamientos no lineales.
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Linealización
• Los sistemas reales tienen la pésima costumbre de 

no comportarse como nos gustaría

• La amplia mayoría de los sistemas que podemos 
observar tienen comportamientos no lineales.

• Por qué invertimos tanto tiempo estudiando 
sistemas lineales?
• Podemos definir una representación lineal de nuestros 

sistemas válida para un “entorno pequeño” de un 
punto

• Conforme nos alejamos del punto, es esperable que el 
error (diferencia entre el modelo no lineal y el lineal) 
aumente
• Realidad ≠ Modelo no lineal ≠ Modelo lineal
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• El concepto detrás de la linealización nos es familiar 

desde hace mucho tiempo (desarrollo de Taylor de 
1er orden)

• Sea 𝑚𝑎 la pendiente de 𝑓(𝑥) en 𝑥0

• 𝑚𝑎 = ቚ
𝛿𝑓 𝑥

𝛿𝑥 𝑥0

• 𝑓 𝑥 ≈ 𝑓 𝑥𝑜 + ቚ
𝛿𝑓 𝑥

𝛿𝑥 𝑥0

𝑥 − 𝑥0
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dimensiones superiores.

• 𝑓 𝑥0, 𝑦0 es constante, y es un componente 
FUNDAMENTAL de la linealización
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𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥0, 𝑦0 + ቚ
𝛿𝑓 𝑥,𝑦

𝛿𝑥 (𝑥0,𝑦0)
𝑥 − 𝑥0 + ቚ

𝛿𝑓 𝑥,𝑦

𝛿𝑦 (𝑥0,𝑦0)
𝑦 − 𝑦0

En la imagen, 𝑃

Plano tangente a 𝑓 𝑥, 𝑦 en 𝑃



Linealización
• El concepto es sencillamente extrapolable a 

dimensiones superiores.

• 𝑓 𝑥0, 𝑦0 es constante, y es un componente 
FUNDAMENTAL de la linealización
• Debe ser determinado EXPLÍCITAMENTE
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PARCIAL / EXAMEN



Linealización
Llevando el concepto al espacio que contiene todas las entradas y todos los estados

𝑢 𝑡 = 𝑢∗(𝑡) + 𝑢 𝑡

𝑥 𝑡 = 𝑥∗(𝑡) + 𝑥 𝑡

𝑥 𝑡𝑜 = 𝑥0
∗ + 𝑥0

𝑦 𝑡 = 𝑦∗(𝑡) + 𝑦 𝑡

ቊ
ሶ𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡

𝑦 𝑡 = 𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡
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𝑥 𝑡 = 𝑥∗(𝑡) + 𝑥 𝑡

𝑥 𝑡𝑜 = 𝑥0
∗ + 𝑥0

𝑦 𝑡 = 𝑦∗(𝑡) + 𝑦 𝑡

ሶ𝑥 𝑡 = ȁ𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗
+ ቚ

𝛿𝑓

𝛿𝑥 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑥 𝑡 − 𝑥∗ 𝑡 + ቚ
𝛿𝑓

𝛿𝑢 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. [𝑢 𝑡 − 𝑢∗(𝑡)]

ሶ𝑦 𝑡 = ȁ𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗
+ ቚ

𝛿𝑔
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Cambio de variable: pequeños 
apartamientos de la pos. de eq.



Linealización
Llevando el concepto al espacio que contiene todas las entradas y todos los estados

𝑢 𝑡 = 𝑢∗(𝑡) + 𝑢 𝑡

𝑥 𝑡 = 𝑥∗(𝑡) + 𝑥 𝑡

𝑥 𝑡𝑜 = 𝑥0
∗ + 𝑥0

𝑦 𝑡 = 𝑦∗(𝑡) + 𝑦 𝑡

ሶ𝑥 𝑡 − ȁ𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗
= ቚ

𝛿𝑓

𝛿𝑥 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑥 𝑡 + ቚ
𝛿𝑓

𝛿𝑢 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑢 𝑡

ሶ𝑦 𝑡 − ȁ𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗
= ቚ

𝛿𝑔

𝛿𝑥 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑥 𝑡 + ቚ
𝛿𝑔

𝛿𝑢 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑢 𝑡

ቊ
ሶ𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡

𝑦 𝑡 = 𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡



Linealización
Llevando el concepto al espacio que contiene todas las entradas y todos los estados

𝑢 𝑡 = 𝑢∗(𝑡) + 𝑢 𝑡

𝑥 𝑡 = 𝑥∗(𝑡) + 𝑥 𝑡

𝑥 𝑡𝑜 = 𝑥0
∗ + 𝑥0

𝑦 𝑡 = 𝑦∗(𝑡) + 𝑦 𝑡

෨ሶ𝑥 𝑡 = ቚ
𝛿𝑓

𝛿𝑥 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑥 𝑡 + ቚ
𝛿𝑓

𝛿𝑢 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑢 𝑡

෨ሶ𝑦 𝑡 = ቚ
𝛿𝑔

𝛿𝑥 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑥 𝑡 + ቚ
𝛿𝑔

𝛿𝑢 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑢 𝑡

ቊ
ሶ𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡

𝑦 𝑡 = 𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡



Linealización
Llevando el concepto al espacio que contiene todas las entradas y todos los estados

𝑢 𝑡 = 𝑢∗(𝑡) + 𝑢 𝑡

𝑥 𝑡 = 𝑥∗(𝑡) + 𝑥 𝑡

𝑥 𝑡𝑜 = 𝑥0
∗ + 𝑥0

𝑦 𝑡 = 𝑦∗(𝑡) + 𝑦 𝑡

෨ሶ𝑥 𝑡 = ቚ
𝛿𝑓

𝛿𝑥 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑥 𝑡 + ቚ
𝛿𝑓

𝛿𝑢 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑢 𝑡

෨ሶ𝑦 𝑡 = ቚ
𝛿𝑔

𝛿𝑥 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑥 𝑡 + ቚ
𝛿𝑔

𝛿𝑢 𝑥=𝑥∗

𝑢=𝑢∗

. 𝑢 𝑡

ቊ
ሶ𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡

𝑦 𝑡 = 𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑡

La expresión a la que arribamos es lineal 
(derivada de edos. y salida son CL de 
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𝑑

𝑑𝑡

𝑟
ሶ𝑟

𝜃
ሶ𝜃

𝜑
ሶ𝜑 

=

ሶ𝑟

𝑟 ሶ𝜃2 + 𝑟. 𝑠𝑒𝑛2𝜃 ሶ𝜑2 −
𝑘

𝑟2
+

𝑢𝑅

𝑚
ሶ𝜃

−2 ሶ𝑟 ሶ𝜃

𝑟
+ 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 ሶ𝜑2 +

𝑢𝜃

𝑚𝑟
ሶ𝜑

−2 ሶ𝑟 ሶ𝜃

𝑟
+

2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑒𝑛𝜃
ሶ𝜑2 +

𝑢𝜑

𝑚𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑥0 𝑡 = 𝑟0 0
𝜋

2
 0 𝜔0𝑡 𝜔0

𝑢0 𝑡 = 0

𝑟0
3𝜔0

2 = 𝑘
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ሚሶ𝑟 = 

𝑥𝑖

ቤ
𝛿 ሶ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑥𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑥𝑖 + 

𝑢𝑖

ቤ
𝛿 ሶ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑢𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑢𝑖

ሚሶ𝑟 = ቚ
𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿𝑟 (𝑥0,𝑢0)
ǁ𝑟 + ቚ

𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿 ሶ𝑟 (𝑥0,𝑢0)
ሶǁ𝑟 + ቚ

𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿𝜃 (𝑥0,𝑢0)
෨𝜃  + …+ ቚ

𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿 ሶ𝜃 (𝑥0,𝑢0)

෨ሶ𝜃  + ⋯
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𝑥𝑖

ቤ
𝛿 ሶ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑥𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑥𝑖 + 

𝑢𝑖

ቤ
𝛿 ሶ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑢𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑢𝑖

ሚሶ𝑟 = ቚ
𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿𝑟 (𝑥0,𝑢0)
ǁ𝑟 + ቚ

𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿 ሶ𝑟 (𝑥0,𝑢0)
ሶǁ𝑟 + ቚ

𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿𝜃 (𝑥0,𝑢0)
෨𝜃  + …+ ቚ

𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿 ሶ𝜃 (𝑥0,𝑢0)

෨ሶ𝜃  + ⋯

ሚሶ𝑟 = 1. ሚሶ𝑟
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ሚሷ𝑟 = 

𝑥𝑖

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑥𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑥𝑖 + 

𝑢𝑖

ቤ
ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑢𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑢𝑖

ሷ𝑟 = 𝑟 ሶ𝜃2 + 𝑟. 𝑠𝑒𝑛2𝜃 ሶ𝜑2 −
𝑘

𝑟2
+

𝑢𝑅

𝑚

𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑟
= ሶ𝜃2 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃 ሶ𝜑2 +

2𝐾

𝑟3

𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝑟
= 0

𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝜃
= 2𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 ሶ𝜑2

𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜃
= 2𝑟 ሶ𝜃

𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝜑
= 0

𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜑
= 2𝑟𝑠𝑒𝑛2𝜃

𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿u𝑟
=

1

𝑚
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜃
= 0

𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜑
= 0
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𝑥𝑖

อ
𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝑥𝑖
(𝑥0,𝑢0)

𝑥𝑖 + 

𝑢𝑖

อ
𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝑢𝑖
(𝑥0,𝑢0)

𝑢𝑖

ሶ𝜃 = ሶ𝜃

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝑟
= 0

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝑟
= 0

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝜃
= 0

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜃
= 1

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝜑
= 0

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜑
= 0

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿u𝑟
= 0

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜃
= 0

𝛿 ሶ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜑
= 0



Hoja 4. Ejercicio 2
෨ሷ𝜃 = 

𝑥𝑖

อ
𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝑥𝑖
(𝑥0,𝑢0)

𝑥𝑖 + 

𝑢𝑖

อ
𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝑢𝑖
(𝑥0,𝑢0)

𝑢𝑖

ሷ𝜃 =
−2 ሶ𝑟 ሶ𝜃

𝑟
+ 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 ሶ𝜑2 +

𝑢𝜃

𝑚𝑟

𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝑟
=

2 ሶ𝑟 ሶ𝜃

𝑟2
−

𝑢𝜃

𝑚𝑟2

𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝑟
=

−2 ሶ𝜃

𝑟
𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝜃
= (cos2 𝜃 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃) ሶ𝜑2

𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜃
=

−2 ሶ𝑟

𝑟

𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿𝜑
= 0

𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜑
= 2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 ሶ𝜑

𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿u𝑟
= 0

𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜃
=

1

𝑚𝑟
𝛿 ሷ𝜃 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜑
= 0



Hoja 4. Ejercicio 2
෨ሶ𝜑 = 

𝑥𝑖

ቤ
𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝑥𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑥𝑖 + 

𝑢𝑖

𝛿 ቤ
𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝑢𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑢𝑖

ሶ𝜑 = ሶ𝜑

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝑟
= 0

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝑟
= 0

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝜃
= 0

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜃
= 0

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝜑
= 0

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜑
= 1

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿u𝑟
= 0

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜃
= 0

𝛿 ሶ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜑
= 0



Hoja 4. Ejercicio 2
෨ሷ𝜑 = 

𝑥𝑖

ቤ
𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝑥𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑥𝑖 + 

𝑢𝑖

ቤ
𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝑢𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑢𝑖

ሷ𝜑 =
−2 ሶ𝑟 ሶ𝜃

𝑟
+

2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑒𝑛𝜃
ሶ𝜑2 +

𝑢𝜑

𝑚𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃

𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝑟
=

2 ሶ𝑟 ሶ𝜃

𝑟
−

𝑢𝜑

𝑚𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃
𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝑟
=

−2 ሶ𝑟

𝑟
𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝜃
=

2 ሶ𝜑2 −𝑠𝑒𝑛2𝜃 − cos2 𝜃

𝑠𝑒𝑛2𝜃
−

𝑢𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑚𝑟𝑠𝑒𝑛2𝜃
𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜃
=

−2 ሶ𝑟

𝑟

𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿𝜑
= 0

𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜑
=

4𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑒𝑛𝜃
ሶ𝜑

𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿u𝑟
= 0

𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜃
= 0

𝛿 ሷ𝜑 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜑
=

1

𝑚𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃



Hoja 4. Ejercicio 2
Ya tenemos todas las derivadas!

Ahora debemos evaluarlas en 𝑥0, 𝑢0



Hoja 4. Ejercicio 2
෨ሷ𝑟 = 

𝑥𝑖

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑥𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑥𝑖 + 

𝑢𝑖

ቤ
ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑢𝑖 (𝑥0,𝑢0)

𝑢𝑖

ሷ𝑟 = 𝑟 ሶ𝜃2 + 𝑟. 𝑠𝑒𝑛2𝜃 ሶ𝜑2 −
𝑘

𝑟2
+

𝑢𝑅

𝑚

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝑟
 (𝑥0,𝑢0)

= ሶ𝜃2 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃 ሶ𝜑2 +
2𝐾

𝑟3
= 2𝜔0

2

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝑟
 (𝑥0,𝑢0)

= 0

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝜃
 (𝑥0,𝑢0)

= 2𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 ሶ𝜑2 = 0

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜃
 (𝑥0,𝑢0)

= 2𝑟 ሶ𝜃 = 0

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿𝜑
 (𝑥0,𝑢0)

= 0

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿 ሶ𝜑
 (𝑥0,𝑢0)

= 2𝑟𝑠𝑒𝑛2𝜃 = 0

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿u𝑟  (𝑥0,𝑢0)

=
1

𝑚

ቤ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜃  (𝑥0,𝑢0)

= 0

อ
𝛿 ሷ𝑟 𝑥, 𝑢

𝛿u𝜑
 (𝑥0,𝑢0)

= 0



Hoja 4. Ejercicio 2
Y así se sigue evaluando...
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ሶ𝑟
ሷ𝑟
ሶ𝜃
ሷ𝜃
ሶ𝜑
ሷ𝜑

=

𝑎11 
𝑎21

𝑎31
𝑎41

𝑎12

𝑎22

 

𝑎13

⋱

𝑎14

⋱
𝑎65

 

𝑎56

𝑎66

𝑟
ሶ𝑟

𝜃
ሶ𝜃

𝜑
ሶ𝜑 

+

𝑏11

𝑏21

 

𝑏12

⋱ 𝑢𝑟

𝑢𝜃

𝑢𝜑



Hoja 4. Ejercicio 2
ሶ𝑟
ሷ𝑟
ሶ𝜃
ሷ𝜃
ሶ𝜑
ሷ𝜑

=

𝑎11 
𝑎21

𝑎31
𝑎41

𝑎12

𝑎22

 

𝑎13

⋱

𝑎14

⋱
𝑎65

 

𝑎56

𝑎66

𝑟
ሶ𝑟

𝜃
ሶ𝜃

𝜑
ሶ𝜑 

+

𝑏11

𝑏21

 

𝑏12

⋱ 𝑢𝑟

𝑢𝜃

𝑢𝜑

𝑎11 = ቚ
𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿𝑟  (𝑥0,𝑢0)

𝑎12 = ቚ
𝛿 ሶ𝑟 𝑥,𝑢

𝛿 ሶ𝑟  (𝑥0,𝑢0)

𝑎13 = ⋯
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