Capitulo 4

Limites

4.1. Interpretacion geometrica de limites

En esta seccion no se piden pruebas formales.

1. Determine los limites que se piden para la funcién g(x) cuya grafica se muestra a conti-
nuacion o explique por qué no existen

a) lim g(x) b) lim g(x) c) limg(x) d) limg(x)

x—-—1 x—0 x—1 x—2

Calcular

2. A partir de la funcion cuya grafica se muestra aqui explique por qué
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4.2. DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS DE LIMITES 2

a) limf(x)=0 b) limf(x)=2 c) limf(x)=3

x—0 x—0 x—0

@
o

3. Sea f : R — R la funcién definida por f(x) = [x].

Bosquejar la funcién f y determinar en qué puntos existe el lim f (x).
X—a

4. Sea f : R — R definida por f(x) = e* — cos(x).

Encontrar L e Ry 6 > 0 tal que |f(x) — L| < € para todo x que cumple 0 < |x| < 9, para los
valores € = 10° (con c € {0,—1,...,—6}).

Para esto ir a la pagina de EVA Capitulo 4: Visualizacion de la definicion de limite y
utilizar la visualizacion del grafico.

4.2. Definicion y propiedades basicas de limites

1. Encontrar Le Ry 6 > 0 tal que |f(x)—L| < € para todo x en el dominio de f que verifique
las desigualdades 0 < |x —a| < 9, para los valores ¢ = 1072,107°,10710,

) f=xa=0 b fX)=_a=1 o f(x)=yEla=0

d) f(x)=x>acR e f(x):%,aeRJr ) fx)=+lxl,aeR

2. Encontrar L€ Ry é > 0 tal que |f(x)—L| < 107 para todo x en el dominio de f que verifica
las desigualdades 0 < |x —a| < 9.

1 2

a) f(x)=x>+vVx,a=0 b) f(x):;+ X, a= c) f(x)=x +£,a:1
d) f(x):xcos(xz),a:O e) f(x):#rlz(x),a:O

f) f(x):xsin(%),azo Q) f(x):xcos(%),gzo


https://eva.fing.edu.uy/mod/page/view.php?id=192450
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3. Se estudian las siguientes variaciones de la definiciéon de limite.

Sean f : R —> Ry peR,ellimite de f cuando x tiende a p es L si:

a) (Definicion de limite)

¥Ye>0,30>0 : tal que para todo x € R con 0 < [x — p| < 0 se tiene que |f(x) - L| <e.
b) de >0 y 36> 0 tal que para todo x € R con 0 < |x —p| < 6 se tiene que |f(x)—L| <e.
c) de >0 tal que Yo > 0y para todo x € R con 0 < |x—p| < 0 se tiene que [f(x) - L| <e.
d) Ye>0,Y0>0y paratodo x € Rcon 0 < |x—p| <0 setiene que |f(x)—L|<e.

4. Sean f,g:I — R dos funciones donde I es un intervalo abiertoy p € I tal que lim f(x) =a
x—p

y lim g(x) = b.

X—p

a) Sea A € R, probar que la funciéon h(x) = f(x)+ A verifica que limh(x) = A +a.
X—p

b) Probar que la funcién h(x) = f(x) + g(x) tiene limite en p y lim h(x) = a +b.
xX—p

c) Dada una funcién h, probar que el limite lim f(x) + h(x) existe si solo si el limite
xX—p

lim h(x) existe. Sugerencia: recordar que existe lim f (x) por hipotesis del ejercicio.
X—p X—p

d) Sea A € R, probar que la funcién f(x) = Af(x) verifica que lim f(x) = Aa.
X—p

e) Probar que la funcién h(x) = f(x)g(x) verifica que lim h(x) = ab.

X—p

f) Probar que si b # 0 entonces la funcion h(x) = C) cumple que lim h(x) = a

g(x) X—p E
fx)

g) Supongamos que limﬁ =1. Sea h(x) una funcion real, probar que existe el
X—p
lim M si solo si existe el limite lim M , mas aun lim M =lim M
x=p g(x) —=p f(x) x=p g(x)  x=p f(x)
h) Sea h(x) una funcién acotada y suponga que a = 0, probar que la funciéon r(x) =
f(x)h(x) cumple que lim r(x) = 0.
X—p

i) Suponga que f(x) < g(x), Vx € I. Probar que a < b. Dar un ejemplo de funciones
f(x)<g(x)Vx=pycona=>.
j) Suponga quea=">by que Vx el f(x) < g(x). Probar que si h(x) verifica f(x) < h(x) <
g(x) entonces lim h(x) = a.
X%p

k) Suponga que a = p y sea h(x) = g(f(x)) probar o dar un contraejemplo de la afirma-
cion: Existe el limite de hen p y lim h(x) = b.
x—>p
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5. En cada caso, determinar lim f(x) (asumiendo que existe tal limite):
X—a

2
g 1mZ® 1423 b 1m —f(f) =2 o 1imi® o144
x—3 X x—-2 X x—4 \/E

f(x)

L flx) o . A ) g
4) ;lclg(l)sin(x)_S'a_O ¢ ;lc1—>0 ex—1 =3a=0 f) ylclg%log(x)_l'a_
3y 3
Q) limM:La:S h) limwzl,a:2
x—2 X -1 x“+1

6. En cada caso, determinar lim f(x) (asumiendo que existe tal limite):
X—a

a) lim—'2f(x)_1:1,a:0 b) lim—‘zf(x)_le,azl
=0 f(x) =1 f(x)

7. Funciones monotonas

Sean f : R — R una funcién monotona creciente y a € R.

a) Probar que, dado d > 0, el conjunto C; = {f(x): 0 <x—a < d} esta acotado.

b) Verificar que si d; < d, entonces Cy, C Cy,. En particular, inf(Cy,) > inf(Cy,) y
sup(Cy,) < sup(Cy,).

c¢) Probar que sup(Cy,) < f(a+d;) e inf(Cy,) = f(a)

d) Verificar que, dado € > 0, existen y. € C; y x¢ > a tal que y.—inf(Cy) = [y.—Inf(Cy)| < €
y f(xe) = ve. Sea 6 = x. —a > 0, probar que para todo x € Cs se tiene que f(x) —
inf(Cs) = |f (x) —inf(Cs)| < €.

e) Deducir que existe el limite lim f(x). Mostrar de forma analoga que existe el limite

x—)ﬂ
lim
X—a~ f
f) Dar un e]emplo de una funcién monodtona tal que no existe el limite hmf

X—)

4.3. Calculo de limites

Esta seccion esta orientada al cdlculo de limite por lo que podrdn asumir la continuidad de los
polinomios, la funcion raiz cuadrada y la funcion logaritmo (muchas de las cuales ya probaron o
se vieron en tedrico). Ademads, se asumird la continuidad de las funciones trigonométricas en su
dominio (sin, cos, tan), asi como la desigualdad |sin(x)| < |x|.

1. Determinar existencia y calcular los siguientes limites:

2

_x+2 11
a) lm>"""% B limVi—1+1 ¢ lim-+—
x—2 x2+4 x—2 x—2x  x2



CAPITULO 4. LIMITES 5

d) lim— e) limlog(x)+x f) lim sin(x)+ cos(x)
x—1 X x—1 x—0
2 4 3
-1 -2
li i h) lim > ad
x—>1x2-3x+2 x—0 x3 —x2
-1 Vitx-VI- -
i 1im Y i)l ad 5 gy m X
x—1 x—1 x—0 X x—1 x—1
2_ 2 _ 1_1
I lim——2 m) lim V- ya n) lim*—-~
Xx—a X—0a xX—a X—a XxX—a X—d
2. Determinar existencia y calcular los siguientes limites:
) ] | x]
a) lim [x]-|x b) lim ————
) lim [x]-[x] ) I TR =2
0 lim |(x —1)3] ) lim |x* — 6x3 + 12x% — 8« T x|? — |x|
x—1 (x—1)2 x—2x5 —5x% +6x2 +4x -8 x—0 |x2 — x|

1 1
f) lim H ¢ lim — k) lim —
x—0+ |1 x—0t |1
H H
3. Sean f,F : R — R definidas por f(x) = |x]y F(x) = foxf(t) dt. Determinar para que valores
de a existe el limite

lim

X—a

F(x)—F(a)
X—a

4. Polinomios
Sean P,Q: R — R dos polinomios, definidos por P(x) = ¥ !_,axx* y Q(x) = Z;”ZO bjxf con
a,=0=#b,,.
Suponga que a € R es raiz de P y Q. Se tiene asi que P(x) = P;(x)(x—a)" y Q(x) = Qq (x)(x—
a)™, donde P;(a) # 0 = Q(a), por lo tanto la multiplicidad de a como raizde Py Q es i,
y mj respectivamente. Probar que:

)
P
oM

=0 siysolosi ny>my

P(x)  Py(a)

(x)  Qi(a)

lim siysélosi ny =my
X—a

P(x)
xl—gll* (X)

=+000 —oo siysoélosi ny <my

n_ .n

d) Calcular el limite lim
x—a X—da



4.4. LIMITES EN INFINITO

. . . : i .. Plx)-Pla

e) Probar que, dado un polinomio P, siempre existe el limite lim () = P ).
x—a  X—a

5. Determinar existencia y calcular los siguientes limites:

1 : 2 1
a) limxsin(—) b) lim sin(x) ¢) lim%
x—0 X x—0* x 50 X

6. Calcular las indeterminaciones de logaritmo

1
a) lim Zg(’;) b) lim x"log(x): a> 1

x—0*

7. Calcular el limite lim xlog(x)

x—0t
4.4. Limites en infinito

1. Construir ejemplos explicitos de funciones que verifiquen los siguientes limites:

0 Jim )= oo im flx)=ee Bl )= lim £ =
c) xl_i)r_noof(x) = 400, xlirpmf(x) =1 d) lim f(x)=1, lim f(x)=3

X——00 X—+00
e) xl_i)r_noof(x) =1, xl_i)r+noof(x) =1y f no constante

2. Polinomios I1

Sean P,Q: R — R dos polinomios, definidos por P(x) =} ;_, agxk y Q(x)

= Z;-”:O b]-xj con
a, #0=b,, Probar que:
a)
P(x) C
lim =0 siysolosi n<m
e Q)
b)

An

P(x) — siysOlosi n=m
X—+00 Q(x) N bm y N

P(x . S
Jim o) = signo(a,b,,)oo siy solosi n>m

d) Calcular los siguientes limites

a) lim 2x+3—(2(x+5)+3) b)

X—+00

3 2x+3
lim —
x—+o0 (2(x+5) + 3)
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) 2.2 o (x-1)?
L .
0 i x3-10x-1 o 10x2 +1 b 100x2 + x
m ——— m ————————- m ——————
x—>+c0  10x2 41 x—+00 x3 —10x—1 & A x3-100x

3. Decimos que una funcion tiene como asintota a la recta r cuando x tiende a infinito si

lim f(x)—-r(x)=0

X—+00

Figura 4.1: Ejemplo grafico de una asintota

Determinar si las siguientes funciones tienen asintota en +oo y, en caso de tener, calcu-

larlas.
0 fW=p D fW=xrs 9 W=
B) flo=arctan() o fx)="00 gy i = ST
X +x?+x+1 241 _ T
O fW=—s M fW=5g ) W=

4. Funciones de Lipschitz
Sea f : R — R una funcién de Lipschitz

Probar que

lim L:):O,Vn>1

X—+00 X
Deducir que si P es un polinomio y es una funcién de Lipschitz, entonces P(x) = ax + b.
5. Dé un ejemplo de funcién f : R — R tal que lim |f(x)] = a € R pero que no exista el
X—>+00
limite lim f(x).
X—+00

Dé un ejemplo de funcién f : R — Rtal que lim f(x) =a € R pero que no exista el limite

Jim /() o
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6. Determinar existencia de los siguientes limites y, en caso de existencia, calcularlos.
a) lim [x+1]—-|x] b) lim [x+1/2]-|x] ¢) lm [x]-|[x]
X—+00 X—>+00 X—+00

d) lim [2x|—|x] e) lim %—ij f) xl_lgl 2x —|2x]

X—>+00 X—+00

7. Determinar existencia de los siguientes limites y, en caso de existencia, calcularlos.

. 3 .2
a) lim sin(x) b) lim xcos(x) c) lim x251—n(x)
x—+00 X X—+00 x—+o0 X2+ x+1
11
X xVx—1 X 2
d)  lim ———— e) lim ——— f) lim a
Xt \x2 4 x4+ 1 X400 {36 4 x5+ 1 x_)+OOxL3_xl_2
1 2% ) V2 +eX
g lim 28 E ) g YRS
x—+o00 X x—>+o0 X" x—+00 X3+ 2x + 2

8. Determinar existencia de los siguientes limites y, en caso de existencia, calcularlos.

a) lim x—-Vx2+x b) lim Vx+1—-+vx ¢ lim Vx*—1-Vx*+4x2

X—+00 X—+00 xX—+00

d) lim sin(x+1)-sin(x) e) lim log(x+1)—log(x) f) lim "' —¢*

X—+00 X—>+00 X—+00

9. Sea f : R — R la funcién definida por f(t) = | t]

Determinar existencia de los siguientes limites y, en caso de existencia, calcularlos.

a) lim xf(t)dt b)  lim J.xf(t)dt ¢) lim xt—f(t)dt
-X 0

X—>+00 0 X—>+00 X—>+00
X X X
[o f(pydt [o f(p)dt [o f(pydt
; 0 / 0 0
d) xl_lﬂoT ) x1—1>I-Pc>ox—3 f) - lim x2
] ¥ x(x—1)
g) [lim . f(t)dt - >

10. Sea f : R — R una funcién mondtona.

a) Probar que si f esta acotada, entonces existe el limite lim f(x) y es finito.

X—+00
b) Probar que si f mondtona creciente y no esta acotada superiormente, entonces
lim f(x) = +oo.
X—>+00

c) Dar un ejemplo de una funciéon g : R — R acotada tal que no exista el limite

lim f(x).

X—+00
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4.5. Continuidad

1. Sean f,g: R — R dos funciones continuas, donde ademas se tiene la siguiente informa-
cion

(a]
—
N
W
I
(@)}
(@)
N

X
f(x)
gx)[5(3]1]0|7[6]4]2

>~
>~
(@]
N
N
—

Calcular los siguientes limites

a) limf(x-2)+g(x+2)  b) limf(g(x))-g(f(x))

x—5 x—1

c) limf(g(x)+1)—2g(x+2) d) lmg(f(x)+1)-2f(x+2)

x—1 x—1

2. Determinar en qué puntos son continuas las siguientes funciones:

a) f:R—>R, f(x) =[x] (la distancia al entero mas cercano)

b) f:R—R, f(x) = [x]

c) f:R" >R, f(x)=[1/x].

d) f:RT SR, f(x) = Vx—|x].

e) f:R—R, f(x) = el primer naimero del desarrollo decimal de x.

f) f:R >R, f(x) = el niumero de sietes del desarrollo decimal de x si este nimero es

finito y cero en el caso contrario.

3. Determinar para qué 4,b € R la funcién f es continua

x?+3x+2 six<l1 log(x+1) six>0

%) f(x):{ax2+bx+1 six>1 b) f(x)={(x+a)2 six<0

sin(7tx) six<1 xsm(l) six>0
c) f(x)={{ax+b sil1<x<2 d) f(x):{ .
x2 six>?2 asin(x+b) six<0

axc+b six>m acx“ -2 six>1

e) f(x):{2C(2)s(x) Si‘XST(f) f(x):{ za;cz ix<l

4. Determinar la existencia y calcular lirr(l)f(x) en los siguientes casos
X—>

2

) flx)= x“ sixesracional by Flx)= X sixesracional
|1 0 sixesirracional “ 10 sixesirracional
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5. Sea f : R — R tal que

. 1
x sixz=conneN

X) = . L
f(x) {1 s1x:%conneN

Probar que f no es continua en 0.

6. a) Si f es una funcion que satisface |f(x)| < |x| para todo x € R, demostrar que f es
continua en cero.

b) Si g es una funcion continua en 0, g(0) = 0 y |f(x)| < |g(x)|, demostrar que f es
continua en cero.

c) Probar que la funcién f : R — R definida por

xsin% six=0
f(x):{ 0() six=0

es continua en 0.
7. Sea f :[0,1] — R tal que
| 1
i sl <X< .=, paran>2
fx) {0 six=0

a) Bosquejar el grafico de f y deducir que 0 < f(x) <x, Vx €(0,1].

b) Probar que f es continua en x = 0.
8. Sean C; el circulo de ecuacién (x —1)>+y? = 1 y C, el circulo de centro (0,0) y radio r.

Notamos P el punto (0, r) (punto superior de C,) y Q el punto superior de la interseccion

entre C; y C,. Finalmente definimos R el punto de interseccion de la recta PQ y el eje x.
Notar que el punto R es una funcién del radio de C,, es decir r.

Figura 4.2: representacion geométrica del problema

;Qué ocurre con R cuando r — 07?

10
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9. Funciones monotonas

Sea f : R — R una funcién monoétona creciente. Definimos g,h : R — R como g(a) =
lim f(x)y h(a) = lim f(x).
x—at x—a-

Probar que g es continua por derecha, es decir, lim g(x) = g(a).

x—at

Probar que h es continua por izquierda.

4.6. Aplicaciones

1. Circuitos eléctricos

a) Laley de Ohm para circuitos eléctricos como el que se muestra en la figura establece
que V =RI. En la ecuacioén, V es una constante de voltaje (en volts), I es la corriente
(en amperes) y R es la resistencia (en ohms). A la empresa en donde trabaja le han
pedido que sustituya las resistencias por un circuito en donde V sea de 120 voltios,
e [ sea de 5+ 0,1 amperes. ;En qué intervalo debe encontrarse R para que I esté a
menos de 0,1 amperes del valor I = 5?

b) Si dos resistencias eléctricas con resistencias R; y R, respectivamente, se conectan

. . , 1
en paralelo, entonces la resistencia total R esta dada por R =

1 .1
Ry " Ry

Suponga que se fija la resistencia R, con R, = 10 ohms, calcule la funcién f : R* - R
donde f(x) = la resistencia de tomar R; = x ohms.

Calcule 11151 f(x)y lirP f(x). Interprete estos resultados.
x—07F X—+00

2. Se quiere construir un circulo de 4rea 4m?. Calcular el radio de dicho circulo. Admitien-
do una tolerancia al error en el 4rea de +0,1m?, determinar la tolerancia de error en el
radio de dicho circulo.

11
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3. Tenemos una caja de madera de masa m apoyada en el suelo (también de madera) en
reposo. Empezamos a aplicarle una fuerza, digamos F;(t) = tN (una cantidad de t New-
ton en el instante t). Al principio la caja no se movera, esto es debido a la fuerza de
rozamiento que ejerce el suelo sobre la caja contraresta la nuestra, obteniendo asi que
la fuerza neta sobre la caja sea 0. A la fuerza de friccion que el piso ejerce sobre la caja
cuando esta esta en reposo se le llama fuerza de rozamiento estdtica.

Cuando se sobrepasa un valor critico pgmg, la caja empieza a moverse y la fuerza de
rozamiento pasa a ser dinamica p;mg.

En este caso y; = 0,7 y pp = 0,4, estas constantes estan determinadas por el material de
las superficies (en este caso ambas de madera).

a) Bosquejar la funcion F(t), la fuerza que ejercemos sobre la caja, y determinar en
que puntos es continua.

b) Bosquejar la funcion F,(t) la fuerza que ejerce el suelo sobre la caja. En que puntos
F, es continua.

c) Bosquejar F(t) la fuerza resultante sobre la caja y determinar en que puntos es con-
tinua.

d) Definimos la funcion x(t) la funcién posicion de la caja en funcion del tiempo. Dis-
cutir sobre como podria ser el bosquejo del desplazamiento de la caja. En que puntos
esta funcion seria continua.

4. Relatividad

a) Contraccion de Lorentz
En la teoria de relatividad, la férmula de de la contraccién de Lorentz

2
v
L= LO 1- (—)
c
expresa la longitud L de un cuerpo como funcién de su velocidad v con respecto a

un observador, donde L es la longitud del cuerpo en reposo y c es la velocidad de
la luz.

1) Calcule lim L(v)

v—0
2) Encuentre lim L(v) e interprete el resultado. ;Por qué es necesario un limite
vV—oC
izquierdo?
b) En la teoria de relatividad, la masa de una particula con velocidad v es

mg
-(2)

donde m es la masa de la particula en reposo y c es la velocidad de la luz. ;Qué
ocurre cuando v — ¢ ?

m(v) =

12
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5. La fuerza de gravedad ejercida por la Tierra sobre una masa unitaria a una distancia r
del centro del planeta es

( ) :é\gr sir<R
F(x)=
—rlzd sir>R

donde M es la masa de la Tierra, R su radio y G es la constante gravitacional. ;F es una
funcién continua de #?

4.7. Complementarios

1. Describir todos los posibles casos de limites para cocientes de polinomios.

2. Sean f,g:R — R tal que g es estrictamente creciente y continua.

Probar que lim f(x) existe sisolo si lim f o g(x) existe.
x—g(a) x—a

3. Determinar existencia y calcular los siguientes limites:

,m\/3x+ —+x Vx+1-x

a) lm by m
c) lim sin(\/x+1)—sin(\/§) d) lim eVEHL _ pVx
X—+00 X—+00

4. Primer parcial, segundo semestre 2012, MO
Sea f:R— Rtal que f(x)=1paratodox=1y f(1)=0.Sea B*(1,0) = {x: 0 <|x—1| < d}.
Se realizan las siguientes afirmaciones:
(I) Existe € > 0 tal que para todo 6 > 0 existen x1,x, € B*(1,0) con |f (x1) — f(x;)| > €.
(II) Dado € > 0 cualquiera existe 0 > 0 tal que si x € B*(1,0) entonces |f(x)— 1| <e.

(III) Cualquiera sea € > 0, no es posible hallar 6 > 0 tal que si |[x — x’| < 0 entonces [f(x) —

f(x)l<e
(IV) Para todo a € R existe lim f(x) - f(a)
X—a X—a
Entonces:

(A) Solamente la afirmacion (I) es verdadera.

(B) Solamente la afirmacion (II) es verdadera.

C) Solamente las afirmaciones (I) y (III) son verdaderas.
)

(
(D) Solamente la afirmacion (IV) es verdadera.

13
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(E) Solamente las afirmaciones (IV) y (II) son verdaderas.

5. Sea f : R — R definida por

0 sixzQ
flx)= % six= 72 con I—; fraccion irreducible

Probar que es discontinua en Q y continua en R\ Q.

6. Limites trigonométricos

La idea de este ejercicio es deducir do forma geometrica algunas desigualdades trigono-
metricas y a apritr de ellas calcular algunas indeterminaciones trigonometricas.

a) A partir de la figura 4.3 deducir que 0 < sin(x) < x < sin(x) + 1 — cos(x) para x €

[0, 7¢/2].
1—
b) Utilizando que (1 —cos(x))(1 + cos(x)) = sin?(x), probar que lin01 C;’S(x) _
x—0*t
c) Probar que lim sin(x) =1
x—0t X
tan(x)

d) Calcular lim
x—=0" X

7. Sea f : R — R definida por f(x) = a*. Probar que f es continua.

8. Sea f : R — R una funcién acotada.

Sean h, g : R — R las funciones definidas por
_JL(f,[0,x]) six>0 _JI*(f,[0,x]) six>0
h(x) = {I*(f, [x,0]) six<0’ glx) = f
Probar que las funciones g y & son continuas.
9. Sean fi, f, : R — R dos funciones. Definimos f : R — R como

| Ax) sixe@Q
f“”‘{fl(x) sixeR\Q

Probar que existen los limites lim f;(x), lim f,(x) y son iguales, entonces existe el limite
X—a X—a
lim f(x) y ademas.
X—a
lim f (x) = lim £, (x) = lim £ (x)

X—a

De un ejemplo de una funcién f : R — R que sea continua solomente en 0.

14
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10. Funciones convexas
Sea f : R — R una funcién convexa.
Probar que si f es monétona entonces es continua.
Dar un ejemplo de una funcién f : [a,b] — R monoétona y convexa que no sea continua.

Sean f,g:R — R convexas y g monotona creciente. Pruebe que go f. Demuestre que si g
no es monotona creciente, g o f no es necesariamente convexa.

15
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