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& Elemento de Trelica
Sistemas de Coordenadas
Local e Global

Barras de Trelica — estudando os elementos unidimensionais e generalizando
conceitos para as diversas aplicages do método dos elementos finitos.

3.1. ELEMENTO DE BARRA ARTICULADA NAS EXTREMIDADES — TRELICAS
RIGIDEZ AXIAL

Neste capitulo iniciaremos o estudo do segundo elemento finito que fara parte da Biblioteca de Elementos que estamos construindo:
o Elemento de Treliga ou Barra articulada nas extremidades. A semelhanga do Elemento de Mola, desenvolvido no capitulo
anterior, mais uma vez aproveitaremos 0 estudo de um elemento simples para identificarmos muitas propriedades que s&o validas
para todos os tipos de elementos.

Sabemos do estudo da Resisténcia dos Materiais Elementar, que uma Treliga consiste de uma série de elementos estruturais retos,
de comprimento muito maior que as dimensdes de sua sego transversal, & que conectados uns a0s outros em suas extremidades
compdem uma Estrutura Reticulada, como mostra a figura 3.1. A particularidade importante das trelicas é que as fjunlas
estruturais, ou seja, o encontro discreto de dois ou mais membros do conjunto, sdo arficuladas. As for¢as externas atuan tesem
uma estrutura na forma de trelica sao aplicadas nas juntas estruturais, ou como vimos no capitulo 1, nos Nds. Excepcionalmente,
uma barra ds trelica poderd estar sujeita a Cargas atuando ne interior do membro, ou seja, entre os nds. Porém, para propdsitos de
analise, essas cargas poderdo ser subsfituidas por cargas estaticamente equivalentes atuando nos nds, as Cargas Nodais
Equivalentes, citadas no capitulo 1.

A figura 3.1 representa alguns exemplos de estruturas treligadas. No caso (a), temos uma Treliga Plana, em que todas as barras
estao em um mesmo plano, e as Forgas Aplicadas atuam também no plano da estrutura. No caso (b), temos uma Treliga Espacial,
em que as barras padem ter qualquer diregdo no espago. Neste caso, as foras atuantes nos Nds podem ter também diregdes
arbitrarias no espago. Em fungo das hipdteses adatadas quanto a unido dos elementos, & pelo fato de as Cargas atuarem somente
nos nés, um aspecto bésico & fundamental para o estudo desses tipos de elementos estruturais, € ja conhecido da Resisténcia dos
Materiais: As Barras de Trelica transmitem apenas Forgas Axiais de Tragio ou Compressdo, isto & na diregéo da Barra. Para
sste elemento nao sao contabilizados esforgos decorrentes da agdo de momentos fletores, torgares e forgas cortantes, gue s8rA0
estudados posteriormente para as estruturas na forma de Pdrticos. Assim, o Flemento de Trelica contabiliza apenas a Rigidez
Axial do Membro Estrutural.
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Para o estudo de uma estrutura completa na forma de treliga, utilizaremos a técnica geral estabslecida nos capitulos 1 e 2. Objetiva-
-se determinar a configuragéo deformada da estrutura inteira por intermédio dos deslocamentos nodais. Deve-se, portanto,
conhecer a Rigidez da Estrutura inteira, que deverd ser contabilizada a partir do conhecimento da rigidez de cada elemento, isto g,
o processo de montagem generalizado na figura 2.13 serd repetido para a estrutura na forma de Treliga.

A base para resolver essa montagem esta entdo na formulagdo do Elemento de Treliga, por intermédio de sua Matriz de
Rigidez, sequindo o mesmo procedimento do capitulo anterior. Para isso, é fundamental o entendimento de como as Forgas
internas em uma barra de trelica se relacionam com as deformagbes. Como vimos no capilulo 2, as relagBes que traduzem o
comportamento fisice do elemento sdo “importadas” do estudo da Resisténcia dos Materiais. No Quadro Il é feita uma breve
revisao dos conceitos da Resisténcia dos Materiais necessarios para formular o Elemento de Treliga.

Convem ressaltar que o estudo das Treligas Planas permite estabelecer propriedades gerais que serdo aplicadas também para as
Treligas Espaciais. O esludo destas (iltimas envolve um trabalho de manipulagio matematica muito maior, porém os conceitos
fisicos de formulagéo do elemento sdo os mesmos. Assim, desenvolveremos o nosse estudo para as treligas planas.

{a) Trelica Plana

Figura 3.1 - As barras de trelica transmitem apenas forcas axiais.

70 Elementas Finitos — A Base da Tecnologia CAE

i
!
1]
!
!
|
g
3
|
|

QUADRO Il - REVISANDO A RESISTENCIA DOS MATERIAIS - TENSOES AXIAIS EM BARRAS

A Barra de Treliga estd em Equilibrio. Fazendo o corte A-A, os trechos | e
Il estao também em Equilibrio. Justificamos o equilibrio de cada trecho,
representando a FORCA INTERNA, no Diagrama de Corpo Livre. A Forga
Interna tem intensidade igual a F

A Farga F ¢ distribuida sobre a SECAQ INTEIRA DA BARRA.
A FORGA AXIAL distribuida uniformente na Segao Transversal da Barra da

origem ao conceito de TENSAQ AXIAL cu TENSAO NORMAL atuante na
secéio, isto ¢, a FORGA AXIAL POR UNIDADE DE AREA (o). Assim:

F
=7

A

A DEFORMAGAO LINEAR MEDIA (¢)  baseada na dimensdo original da
Barra e definida por:

P iagao de comprimento _ d

comprimento original L

Para Material de Comportamento Linear a Tensdo é Proporcional a
Deformagdo. A constante de proporcionalidade € o Madulo de
Elasticidade do Material (E) expresso pela Lei de Hooke. Assim:

F
= E =—=g-E
G=E o X €
Como: g:E ing F=__E'A.d
L AL L

L,

A A
F %&
/ Variagdo de Comprimenta

e

Comprimento Deformado

L+d

F

Comparando uma BARRA DE TRELICA com a MOLA estudada anteriormente, temos:

EAL

Constante
Elastica

A Barra de Trelica comporta-se de modo semelhante a moela. Ela
“trabalha” como uma Mola de Constante Elastica AE

L

Portanto, a Constante ﬁLE— define a RIGIDEZ AXIAL DA BARRA.

K
fi it 2 [ 12 F
RV 110 SR L
i i \ ;

j H ! i
: MOLA : ] BARRA |
H [T} "

: U, “ Uz 1 2
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3.2. MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE BARRA

A figura 3.2 representa uma Trelia Plana. Nela identificamos um dos seus elementos, conectado ao resto da estrutura pelos seus
Nés, posicionados nas extremidades da barra. O estudo do comportamento fisico do elemento pade ser efetuado isolando-o do
resto da estrutura, isto &, por intermédio do seu Diagrama de corpo livre. Se a estrulura estd em equilibrio, o Elemento isolado
também esta, e podemos representd-lo nessa condigao, indicando as forgas que esse elemento troca com 0 resta da estrutura, isto
&, o efeito do resto da estrutura no elemento. Note que, este procedimanto é valido para todos os elementos representados no
modelo. Como sabemos, cada uma das barras da treliga transmite apenas forgas axiais, e assim, no ambito isolade do elemento, 0
seu equilibrio poderd ser representado pela agdo de dois componentes de forga.

Vimos que a Barra de Treliga comporta-se como uma Mola de constante Elastica A.E/L. Portanto, a Matriz de Rigidez de um
Elemento de Barra sera formulada de moda idéntico ao Elemento de Mola, substituindo os valores de k da matriz da mola pelos
coeficientes de rigidez que definem a rigidez axial da barra. Dessa forma, no ambito local do elemento, estd definida a Matriz de
Rigidez do Elemento de Barra. Observe que estamos reproduzindo a abordagem jé definida anteriormente para os Sistemas
Discretos Padrao, considerando apropriadamente em cada caso 08 componentes de forca e 0s componentes de deslocamento
que traduzem o comportamento fisico do elemento. A relagao entre eles expressa na forma matricial conduz 2 Matriz de Rigidez do
Elemento. A seguir, é feita de forma esquematica a comparagao dos slementos de mola e barra, definindo a Matriz de Rigidez do
Elemento de Barra.

’_l ;rgas;x}rni‘ 1
AV VAVAV AN
iy S

Reagdes

Reagdo

Diagrama de
corpo livre

Equilibrio de um
Eiemento Isolado

Figura 3.2 - No modelo da Estrutura identificamos um elemento de Barra. Para este elemento, como para qualquer outre do
modelo, o equilibrio pode ser justiftcado por intermédia do Diagrama de Corpo Livre. indicando as Forgas aplicadas pelo resto da
estriutura no elemento. Em particular, para o Elemento de Barra de Treliga, temos dots componentes de forga e dois deslocamentos

presentes.
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7.28E-01

6.67E-01
6.07E-01
5 .47E-01)
4.87E-04

4.26E-01]

3.66E-01]

3.05E-01

2.45e-01

1.83E-01

4 .25E-01

Figura 3.2 — Continuagdo - Uma visio no computador. Por intermédio de Técnicas Numéricas, como o Método dos Elemenios
finitos, pode-se determinar o comportamento estrutural de wma treliga, utilizando-se os softwares de andlise disponiveis. Os
programas de computador requerem o conhecimento das propriedades dos elementos de treliga, tais como a drea da segdo
transversal de cada barra, o médulo de elasticidade de cada wm dos elementos, etc. Conh do-se o carreg to atuante na
forma de Forga nos Nos, pode-se determinar a configuragdo deformada da estrutura, bem conio as forgas em cada wna das barras,
estabelecendo-se previsoes a respeilo do seu camportamento. No caso de estruturas treligadas de grandes pavithdes, a andlise pelo
método dos elementos finitos, oferece subsidios para efetuar a simulagdo das mais variadas formas de estrutras, permitindo
esiabelecer comparagbes de diversas configuragées no dmbito do desenvolvimento do projeto, buscando a solugde mais adequada ¢
ecandmica, com bastante rapidez.
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Elemento de Barra

<——-—-.: Mola |
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Relagdo entre Forgas Nodais e Deslocamentos Nodais

Barra Mola
A-E -A.E
f, EEE B
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e = ; :
\ Articulado nas ! ; -AE  AE
] —— —_—
' Exiremidades E 2 L L t
Malriz de Rigidez

Nesta equagdo, Forgas e Deslocamentos sio sempre Axiais, independentemente da orientagdo da Barra na Estrutura. A

equagio {f}=[kF - {u} é vlida no ambito isolado do Elemento, islo &, em Coordenadas Locais ou Coordenadas do Elemento.

Matriz de Rigidez do
Elemento de Barra

3.3. MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO NOS SISTEMAS LOCAL E GLOBAL
MATRIZ DE TRANSFORMAGAO

No procedimento de montagem da Matriz de Rigidez de uma Estrutura, estabelecido a partir das Equagdes de Equilibrio e
Compatibilidade, as Matrizes de Rigidez dos Elementos sdo superpostas adequadamente, seguindo um plano de montagem. Nesse
procedimento sdo adicionados coeficientes de rigidez de acordo com os vetores de lacalizagéo. Vimos que esse procedimento
envolve basicamente Soma de Forgas, em particular, Forgas associadas a Deslocamentos Unitdrios Assim, para determinar as
propriedades de rigidez da estrutura completa, a partir da rigidez de cada elemento, as forgas e os deslocamentos associades a
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cada elemento individual devem ser relacionados a um Sisterna de Referéncia Comum. Na figura 3.3 sdo representadas trés
barras da estrutura na sua condigdo de equilibrio. Em (b}, as Forcas que equilibram cada uma das barras sio representadas nas
direcdes delas, jd que esse elemento transmite apenas forgas axiais,

Em um procedimento de montagem, a soma dessas forgas deveria ser tratada vetorialmente. Uma forma de evitar essa dificuldade
& representar o equilibrio dos mesmos elementos, por intermédio da projegdo dessas forgas nos eixos X e Y, como indica a figura
{c). Os componentes de forga nesses eixos poderdo ser superpostos algebricamente, tornando entdo o problema escalar. Assim, os
componentes de forga em X de uma barra poderdo “conversar” ou se relacionar algebricamente com os mesmas componentes de
outra, &, portanto, serem adicionados. Analogamente, para os componentes de forga em Y.

Essa questao pode ser “administrada” por intermédio da definigao de dois Sistemas de Coordenadas para se representar a
montagem de elementos:

= SISTEMA DE COORDENADAS “LOCAL", ou do ELEMENTO. Na figura 3.3.d € o sistema (xy) representado em letras
mindsculas por convengéo. O eixo local x é definido no sentido do nd 1 para o n6 2 do elemento. Os deslocamentos na
diregao x sao ur e uz, fambem em letras minusculas.

™ SISTEMA DE COORDENADAS "GLOBAL", ou da ESTRUTURA. E o Sistema de Referéncia Basico para Estrutura
como um todo. Na figura 3.3.d € o Sistema (X,Y) representado em letras maidsculas por convengdo. A escolha desse
Sistema & arbitrria. A posicdo do eixo x em relagao ao eixo X é estabelecida por intermédio do dngulo o, medido de X para
X, adotando como senlido positivo, ¢ sentido anti-horrio.

Deve-se lembrar que para um elemento em equilibrio:
® A Matriz de Rigidez de um Elemento & inicialmente definida no Sistema Local,
" Amatriz de Rigidez do Elemento representa a relagéo entre Forgas e Deslocamentos no dmbito do elemento
®  Os componentes de Forga e Deslocamento sao diferentes nos Sistemas Local e Global.
®  Portanto, a Matriz de Rigidez do Elemenio sers expressa de diferentes formas nesses sistemas.

Desde que as Matrizes de Rigidez dos Elementos sdo inicialmente calculadas em caordenadas locais, € nacessério intreduzir um
procedimento de modo a transformar a representacio do equilibrio do elemento do sistema local para o sistema global. Qu saja,
esse procedimento estabelece uma Transformagdo de Foras de um Sistema para outro. Ou seja:

MATRIZ DE RIGIDEZ
DO ELEMENTO NOC
SISTEMA LOCAL

MATRIZ DE RIGIDEZ
DO ELEMENTO NO
SISTEMA GLOBAL

Forgas e Deslocamentos no et b bt L '
Sistema Lacal TRANSFORMAGAO |

Matriz i
:

H

Forgas e Deslocamentos no
Sistema Global

de
Transformagéo

Assim, ao formular o procedimento de montagem da Matriz de Rigidez da Estrutura, deve-se primeiramente reprasantar a Matriz de
Rigidez de cada Elemento no Sistema Global, para fazer entdo a Montagem da Matriz de Rigidez da Estrutura.

Ao estabelecer a Translormagio das Forgas de um Sistema para outro e representa-la na Netagdo Matricial, temos um “problema
administrativo” para resolver. A saber:

No sistema local, o equilibrio é representada pelas Forgas f, e f, e os correspondentes deslocamentos séo Uy e Uy, como mostra a

figura 3.3.d. Como temos dois componentes de forgas e deslocamentos, a Matniz de Rigidez tem dimensao 2 x 2. Ao representar a
mesma barra em equilibrio no Sisterna Global, por intermédio dos Componentes de Forca em X e Y, temos quatro componentes
de forga que representam o equilibrio do elemento, e quatra componentes de deslocamento também, pois um deslocamento U tem
componentes também em X e Y, como mostra a figura 3.5. Assim, no Sistema Global a Matriz de Rigidez terd dimensdo 4x4, e a
equagdo matricial terd dimensdes diferentes nos dois sistemas, e a correspondéncia entre elas ficard inconsistente.
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Para resolver essa “questdo administrativa” introduziremos um artificio, de forma que a matriz no sistema local, de dimensao 2x2,
ndo se sinta menos “importante” que a sua correspondente no sistema global de dimensao 4x4. Vamos representar o equilibrio da
barra no sistema local por intermédio também de quatro forgas, como mostra a figura 3.4. O componente f, no eixo local x, e 0
componente f, no eixo local y, porém sabendo que fy =0, pois a barra s6 transmite forgas axiais. Esse artificio no altera as
equagies de equilibrio, mas toma a representagio da Matriz de Rigidez no Sistema local com dimensdo 4x4. Assim,
“hierarquicamente” essas matrizes sdo de mesma dimensdo e poderdo corresponder-se entre si. A representacao das equagoes
de equilibrio na forma matricial serd efetuada introduzindo zeros nas pasices adequadas na matriz de rigidez, como ¢ feito em
seguida:

b, 10 -1 0] [y
bl _AE[ 00 00y
B[ |-t 0 10|y
y, 00 0 0f|v
ou sendo
(1: Yy
f={rt e B,
Xy D
1),2 vy
teremos:

{}=[]* {8} (3.3)

Deslocamente Nodais
ne Sistema Local

Matriz de Rigidez
no Sistema Local

Forgas Nodais no
Sistema Local

Note que na equagdo matricial acima, devido a colocagdo dos zeros na matriz, 0 desenvolvimento do preduto resultard no mesmo
resultado obtido para a matriz de rigidez de dimensdo 2x2, na equagao 3.1, e reproduzird fx,.l & f!f2 =0,

Na figura 3.4, podemos efetuar a correspondéncia entre as Forgas no dois sistemas de referéncia, e que justificam o equilibrio da
barra. Projetando as Forgas Globais nos eixos locais X e y, teremos a correspondancia entre as Forgas nos dois Sistemas. Assim:

s
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substituidas pelos seus componentes
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Figura 3.3 — Equilibrio dos Elementos de uma estru

= (d) Sistema Local e
Global

tura expresso nos Sistemas Local e Global .

Sisterna Local de Coordenadas
Definido no ambito do elemento

Sistema Global de Coordenadas
Vilida para a Estrutura come um todo

Figura 3.3 — Continuagdo — Representagdo do modelo de tretica ne computador.
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Elemento de Barra Articulada
somente Carga Axial
|

fp=lp=0

NG1  Forgas Nodais
Expressas em
coordenadas do
Elemento
-Local-

Expressas em Coordenadas
da Estrutura

1
i

1

i

!

i

f

i

| Forgas Nodais
i

i |

r Global
'

Fy.senda

Figura 3.4 - O equilibrio de um mesmo elemento é representado por intermédio de forgas nodais nos sistemas local e global. Para
cada né, a Projegdo das Forgas Globais nos eixos locais x e y permite estabelecer a correspondéncia entre elas.

fy, =Fx, - cosce+Fy, -senct

fy, =—Fx, ~senot+Fy, -cosa L=cosa
e sendo
Iy, =Fx, cosa+Fy, -sena L =senc

by, =—Fx, -senot+Fy -cosa

Note que as equagdes ndo “nasceram” matriciais. Representando por convaniéncia computacional na Forma Matricial, teremos:
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lx. [ a N 0 FX,
f'h _|-u A 00 F\(, (34
'xz 0 0 A H sz ‘
sz L 00 -p 2 sz
Matriz que contém Matriz que Transforma | | Matriz que contém as
Forgas Nodais no Forgas do Sistema Forgas Nedais no
Elemento, no Global em Local, Elemento, no
Sistema Local chamada de Matriz de Sistema Global
Transformagao
ffii=[t] 1 (35)

A Matriz de Transformagdo apresenta uma propriedade muito (il & que serd utilizada adiante. Utilizando os conceitos sobre
Matrizes do Quadro Il - capitulo 2, pode-se demonstrar Que a Matriz Inversa da Matriz de Transformagéo € igual & sua Matriz
Transposta, Na notagdo matricial, temos:

(386)
Da mesma forma que foi estabelecida a relagac entre forgas nos sistemas local e global, é possivel estabelecer também a relagio
entre os componentes de deslocamentos nos dois sistemas, pois & semelhanca dos vetores forga, teremos a relagao entre os

vetores deslocamento. Realmente, o deslocamento u de um né no sistema local admite componentes U e V no Sistema Global,
como ilustra a figura 3.5.

Para Sistemas Ortogonais, a relagao enire os componentes de deslocamentos nos dois sistemas & semelhante a relagio entre
forgas, da equagdo 3.5. Assim:

Bl=1{a} (37)

em que:
Yy
Vy . ;
{a}= u —> Componentes de Deslocamento de um ng, no Sistema Global,
2
Vs
+f
V1
T T —>
Global Ui X
Figura 3.5 — O deslocanento u no Sistema Local apresenta componentes U e V no Sistema Global,
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E, levando-se em conta a posigao da viga na estrutura, dada pelo angulo e e contabilizada pelos valores do sene e cassena desse
angulo. Como temos mais de um componente de deslocamento presente por né, vamos utilizar a linguagem ja intreduzida dos
Graus de Liberdade do Elemento. Dessa forma o Vetor de Localizagao continuara posicionando o elemento do nd 1 paraond 2,
porém destacando a contribuicéo de cada grau de liberdade na montagem da matriz. A identificagdo dos Graus de Liberdade do

J4 sabemos como transformar as Forgas do Sistema Local no Sistema Global e vice-versa. Da mesma forma, conhecemos essas
relagies para os Deslocamentos. Vimos também que antes de efetuarmos a montagem da matriz de rigidez da estrutura, cada
elemento deve ter sua matriz representada no sistema global, de modo que as forcas que justificam o equilibrio do elemento,

i a8

BN e

expressas na forma unitaria nas malrizes de rigidez, possam ser adicionadas algebricamente. Portanto, resta-nos estabelecer a 9 a0 " Sein e e :
relagdo entre forgas nodais e deslocamentos nodais no Sistema Global, isto €, 2 Matriz de Rigidez do Elemento no Sistema Global. s Elemento no Vetor de Localizagao segue uma ordem dentro do no: primeiro e identificado o Grau de liberdade em X, e
Partindo da relagao (f} = [k]° . (8], ja conhecida para o Sistema Local, e utilizando as relagoes de transformagao entre forgas posteriormente em Y. Ento, para o elemento da figura 3.6, teremos:
nos dois sistemas, poderemos estabelecer a relagao entre Forgas e Deslocamentos Nodais no sistema global, isto &, a Matriz Grau de Uﬁbf::j:g
de Rigidez do Elemento no Sistema Global. Assim: 3 Hodgade i
[
}=[k]®- {6} daequagao (3.3) SISTEMA LOCAL %
L2
i3
Equagao 35 \Equagéo 37
—t— 8 —t— L)
[T} [F1=(k}* -[T]- (A} 2 Na1
s Aocre B -2 |1 Vs
Nesta ltima equagio estao presentes as FORGAS NO SISTEMA GLOBAL [F} e os DESLOCAMENTOS NO SISTEMA GLOBAL KE= ﬁﬁE_ A
{A}. Assim, poderemos através desta relagdo obter a MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO NO SISTEMA GLOBAL. A equagao A2 —hp A2 Ap iuzi Né2
anterior ndo sera alterada multiplicando-se ambos os membros por uma mesma quantidade. Assim “pré-multiplicando” ambos 0s Global —p 2 M 4 ng
membraos por [T teremos: : ¥ L (38)
[TF : [T] {F}— [TT' K= )-8} ,\ A aplicagao numérica e a identificagéo da Numeragao dos Graus de Liberdade dos Elementos em uma montagem com elementos
T de treliga serdo feitas adiante por intermédio de um exercicio. Ao efetuarmos a montagem de uma estrutura constituida por
2 elementos de mola, os vetores de localizagdo foram referidos & numeragio dos nds no ambito da estrutura inteira. Para a treliga, 0
MATRIZ IDENTIDADE : mesmo ocorrerd com a identificagéo da numerago dos graus de liberdade para a estrutura inteira.
)= > 7] {a} "
Como [I]- =} teremos: Fi=[T1"-k]*-[1]- {a} 3 local
'& Y 4 Tvz
0O célculo da Matriz Inversa [T]~! ndo sera necessario, pois de (3.6) mt= [T]T E'd
= e
Assim: s ¥ s NO1 Uz
b J i )
Y- [ 00 e LN y e
| :
NO1 U
Forgas Nodais do Coeficiente entre Forgas Deslocamentos Global X
\Elemento no Sistema Nodais e Deslocamentos Nodais do Elemento o >
Global Nodais no Sistema Global, no Sistema Global 0 0 >
isto & Malriz de Rigidez do : = Global b
Elemento no Sistema Global
3 Figura 3.6 — Elemento de Barra de Treliga, considerando os Comp tes de Desl tos no Sistema Global.
1 4
Assim o produto das malrizes acima permita obter a Matriz de Rigidez de um Elemento de Barra no sistema Global.
e T 3.4. EXERCICIO DE APLICACAO PARA ESTRUTURA NA FORMA DE TRELICA
[KF =T - kP -[T] @8)
Neste caso de Aplicagdo seré resolvido um Modelo Estrutural constituide por uma montagem de Elementos de Barra de Trelica

Plana, como indica a figura 3.7. Embora seja uma Estrutura Simples, aproveitaremos este exemplo para desenvolver a montagem
de um modelo estrutural, considerando de forma geral o conceito de Graus de Liberdade. Iremos dssenvolvé-o de modo
Global Local ! sistematico, aplicando numericamente todas as etapas tratadas anferiormente, e a partir deste exemplo poderemas estabelecer

. . i . " alqumas generalizacdes importantes para as aplicagdes raticas de elementos finitos utilizadas no dia-a-dia com a utilizagdo des
Se fizermos a Multiplicagie das Malrizes, teremos a Matriz de Rigidez de um Elemento de Trelica Plana, em fungdo das E “‘gftwareg'de Anaugs:e o Eando o :ﬂélas 2 Zn o?wdaspa pn etemerthemo\a
Propriedades Geoméiricas do Elemento (A, L ), & da Propriedade do Material, representada pelo seu Madulo de Efasticidade l # P i P °
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Séo conhecidas as Forgas atuantes na Estrutura e representadas na figura 3.7. Objeliva-se Calcular os Deslocamentos Nodais, em
seguida as ReagGes nos vinculos ou Apoios da Estrutura, e finalmente as Forgas Internas em cada um dos Elementos.

v
AP
D ) 2P
- C—P
(0 (E)
0,8L (d) {b)
L i
_JL A (a) B X
« 0.6L
Dados:
P = 500 kgf

E = 21000 kgf/imm? para o Material de Todas as Barras.
As barras (&) e (f) tém comprimento L =1000mm = AC =BD & drea de segao transversal A = 300mm?
As barras (b) e (d) tém drea de sedo iquala 08-A .

As barras (a) e (c) tém drea de segdo iquala 06 A .

O encontro das barras (g) e (f) ndo constitui um nd, isto &, as barras ndo estao ligadas nesse ponto.

Figura 3.7 ~ Estrutura constituida por Barras de Trelica para Cilculo pelo Métoda dos Elementos Finitos.

3.4.1. DEFINICAO DO MODELO ESTRUTURAL COMO UMA MONTAGEM DE ELEMENTOS

Deve-se dividir a Estrutura Real em uma Montagem de Elementos, que sejam adequados para simular o problema fisico objeto
de investigagao. No modelo 'sao identificados os Nds, entre os quais os elementos sao definidos, isto &, entre os quais os elementos
“trabalham". '

Neste exemplo, o Modelo da Estrutura Reticulada surge naturalmente e corresponde & propria figura 3.7.

3.4.2. DETERMINE A MATRIZ DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO E REPRESENTE-A NO
SISTEMA GLOBAL

Vimos anteriormente que o elemento de treliga ¢ definido por dois nds, & no &mbito isolado do elemento associamos uma
numeragdo interna a ele, que sdo os nés 1 e 2. A partir da formulagdo de um elemento finito, ele estara disponivel na “Biblioteca
de Elementos” por intermédio de sua Matriz de Rigidez. Assim, qualquer que seja o elemento de trelica, e independentemente de
onde for ser utilizado, a sua Malriz de Rigidez é dada por:
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Ao representar a montagem de elementos no modelo, cada elemento davera referir-se ao Sistema que vale para a estrutura como
um todo, isto €, o Sistema Global de Coordenadas, para posteriormente montar-se a Matriz de Rigidez da Estrutura a partir das
Matrizes de Rigidez de cada um de seus elementos. A expresséo da Matriz de Rigidez de cada elemento no Sistema Global & dada
por (3.9). E fundamental, ao definir os Velores de Localizagdo de cada elemento, estabelecer os seus Nds 1 e 2, pois estes
definirdo a orientagdo do eixo local x do elemento. Essa definigio é arbitrdria, porém escolhidos esses nds, esta orientagao
devera permanecer inalterada, pois definird o dngulo e formado entre os eixos x local e X global.

Outro aspecto fundamental refere-se aos vetores de localizagio. Estes devem, em um procedimento automatizado, referir-se a
numerago em coordenadas da estrutura. Como cada né tem mais que um grau de liberdade, os graus de liberdade sao
identificados por intermédio de uma numerago, seguindo uma orientagao padronizada. Por exemplo, os Graus de Liberdade
sdo numerados “dentro” de cada nd, seguindo uma seqiiéncia inalterada. Assim, numera-se o Grau de Liberdade X de um né e
depois o grau de liberdade Y, e assim sucessivamenie em todos o0s nds.

Vale observar que, na prética, os Programas de Andlise por Elementos Finitos seguem internamente esse mesmo procedimento
para “administrar” o sistema de equagdes, como veremos adiante. O usudrio normalmente identifica um nimero de né, mas
“escondida” atrds dessa numeragdo estd definida a numeragio interna dos graus de liberdade. Neste exemplo, estamos
fazendo o papel do “software” de andlise, com o objetivo de entender os procedimentos do método, portante adotaremos essa
nomenclatura. Para que n@o haja confusdo entre nimero de nd, e nimero de grau de liberdade, os nés foram identificados por
intermédio de letras, apenas por motivo didalico.

Assim, na figura 3.8, foram feitas as numeragdes dos graus de liberdade da estrutura, seguindo a orientagdo estabelecida,
independentemente de qualquer condigio de restricao.

Nessa mesma figura foi identificada para cada elemento a definigio do eixo Jocal x, por intermédio da escolha arbitrdria dos nds 1
e 2. A partir dessa definicéo, cada elemento foi identificado em uma visio “explodida”, de modo a definir em cada caso o valor do
angulo ¢ Assim, para a estrutura em estudo, temos:

Niumerao Total de Graus de

. Liberdade do Modelo = 8
; " Para Estrutura de Treliga no
Numero Total de nés do Sistema Global

Modelo [ mm) | 8 Componentes de Forca
4NOS ’ . e
2 Graus de liberdade por No 8 Componentes de

Deslocamentos

Assim, as Matrizes que contém as Forgas Nodais de toda a Estrutura e os Deslocamentos Nodais serdo:

A 4
Fy A,
F3 Aq
Fy 4,
Bl e e
F Ag
Fr 4,
FS Ag
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s

Afigura 3.9 representa cada clemento do modelo identi

ficando os graus de liberdade associados aos nés 1 e 2 do elemento.

(3
B A
P RGH & 8
R oo
[ e
Foh ™ AF 3
Forgas e 21 % I 4 g
Y Deslocamentos e F3 B
Nodais A Fi As <
) y - 4
3 i ST {
DT 7 cT 5 LY 40 1e
| S TR | I P W
B A aaf N 4
s s £ sy 8
IS s A 29 4
U O ' i
| " | 4
(d)} s () Numeragdo dos ko
4 oo e ! graus de liberdade =
H ! M, : da estrutura inteira -‘ (-]
(] 1 4 T 5
& N6Zg—>»
a
- (b)
3 2 4 4 8 6
by Iy gy Ti I'=m
o net @ Ne2 Not NGz (@ Not
Fm o W,  gEreese=ess o 2
o ™~ ? N, @ 8 6 8
N \ PN H )' T 7 éTs TT
oo bX ' i Néto—» NéZp 5 — NOZ
1A (o | ]
1 N3 v *l 4 i)
L — Kl — #* d 0]
Not @) Ne2 X a=90° X No2 a=270° X = @ 2 'ZT L : T 4
er . No2b—» £ 5
£y N&t No1
; Figura 3.9 — ldentificagdo de cada elemento do modelo e 0s correspondentes graus de liberdade, numerados ao longo da esirutura
= inteira.
-
L A partir da figura anterior, utilizando a expressdo da Malriz de Rigidez de um Elemento de Barra Articulada, vamos montar a Matriz
£ de Rigidez de cada um dos elementos da estrutura. Na tabela seguinte sao identificados todos os valores necessarios para efetuar
Not X £ essa montagem &, em seguida, a exprassao geral da matriz de rigidez de um elemento de treliga no sistema Global.
Figura 3.8 — Além de representar cada no do Modelo da Estrutura, para cada nd da estrutura inteira é representada a numeragdo 01 ; g
; dos Graus de Liberdade. o ‘ Tabela 3.1 - Angulos c para as diversas barras do modelo da estrutura.
2 i ELEMENTO a A u Az u? Aop
¥ a 0 1 0 1 0 0
i R e 900 0 1 0 1 0
- IRy 1800 -t 0 1 0 0
1
i d 270° 0 -1 0 1 0
' e P 06 08 0,38 0,54 0,48
! - 4t o | . R
f ot -0,6 038 0,36 0,64 -0,48
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GL - Grau de Liberdade

Assim, substituindo os valores numéricos definidos na tabela anlerior, teremos as Matrizes de Rigidez de todos elementos da

estrutura objeto de andlise, dadas em seguida.

o (06A)E
[Kp= 06L

. (0BA)E
K™= el
R
036 048 -03% -0.48]1 "
048 084 048 —064i!
k= £E I
L ]-036 -048 035 048 5]
048 054 048 064 |i6:
6
No2,_§
©
2
T4
—r
Né1

RN
0 0 o o 3l
10 = |iy]
[Klb: O.SA).E I‘___;
0L 10 0 0 o 15
6 ke
N,ZT s | 0 -t 0 1 |6}
LI
(b)
4
3
Né&1
[
(0.8A)E 1

k= L980E
0,8.L 0 0 0 0

No1 —£
(d) 5
Nezd—y!

RN

036 -048 036 0481]i "

-048 084 048 —0p4l!

K= AE .

L |03 048 03 _gus

048 -064 -048 0p4

I

No2q—»

A i
F
No1

86

Elementos Finitos — A Base da Tecnologia CAE

3.4.3. MONTE A MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA A PARTIR DAS MATRIZES DE
RIGIDEZ DOS SEUS ELEMENTOS - SISTEMA DE EQUACOES DE EQUILIBRIO

Utilizando o Procedimento de Montagem definido anteriormente, podemos obter a Malriz de Rigidez da Estrutura a partir das

Matrizes de Rigidez de cada um dos seus elementos.

Devemos identificar em cada Matriz de Rigidez de Elemento, a sua contribuigdo nessa montagem. Por exemplo, os coeficientes |,J
(linha, coluna) da matriz de um elemento serdo adicionados na mesma localizagao I,J da Matriz da estrutura. Assim, por intermédio
desse procedimento, serdo obtidas as Equagées de Equilibrio da Estrutura, E obtida a Matriz Coeficiente que relaciona as Forgas
Nodais & os Deslocamentos Nodais para toda a Estrutura. A estrutura analisada tem 8 graus de liberdade, portanto a sua Matriz de
Rigidez tera dimensao 8 x 8. A Matriz de Rigidez da Estrutura contem todos os seus graus de liberdade identificados no vetor de
localizag&o. Inserindo os termos nas linhas e colunas correspandentes para montar [K], teremos:

’-I+O+O,36 1050404 DR
———————— D P S TP -
0+0+048 | 0+1+064 | g
+038 1040048 "9 ] I i3]
K]= AE| ____0i 0100 Q481 0+1+084)  0) 414}
B D A S I 070+ 15
__________ 0] 1 1 6]
_______ O O T Y I 7]
S T O8] OB} Oi T 01030-048| O+i+054|is]
. Graus de liberdade

Reagdes restntos
I 0 O O O O A .
- i LI Como néo ha
136 048 -1 0 '*0,35 -048 0 0 {AI;‘ deslocamentos

: ,

| . impostos nesse
048 164 0 0 1-048 064 0 1 | |idig—  casolodossio

~

-1 0 13 048, 0 0 036 048 i

| Lah

ap|-Lo 0 0 184l 0 1 oas_ose | [idy

T1-03 04 0 0 ;g‘ié&mh',ié“'ii """" 6“5 gl

; 1l lee

048 <088 0 1 {048 164 0 0 i [iags

It R

0 0 03 048l 0 13 -od8f |id]

\ ] |

1 [

0 1 o osey o 0 uas 1] (i

f

Pedago da Matriz
de Rigidez que
relaciona forgas

aplicadas e
deslocamentos
Incognitas

Forgas
Aplicadas

Esta dltima equagao matricial representa as equagaes de Equilibrio da Estrutura.

Deslocamentos a
calcular
- Incégnitas -

Se fizéssemos o produto matricial poderiamos representar as equagoes constituintes desse sistema. Na forma matricial essas
equagdes poderiam ser resolvidas de forma compacta. A titulo de ilustragdo, representantes o sistema de equagoes:
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REAGOES

FORGAS APLICADAS

3.4.4. DEFINA AS CONDIGOES DE CONTORNO DE DESLOCAMENTOS-AS RESTRIGOES-
PARA PREPARAR A SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

A Matiz de Rigidez da Estrutura completamente montada é Simétrica & Singular. J sabemos da impassibilidade de resolver esse

sistema devido a0 movimente de corpo rigido, pois o sistema completo representa a estrutura sem qualquer vinculo. Para as

condigaes de Restrigio, isto &, a estrutura restiita em A e B, correspondente aos graus de liberdade 1,2,3 e 4, as Forgas ;
Externas “aplicadas” na estrutura séo Fy F,e Fye F, Essas forgas extemas ndo sao aplicadas, mas sim Reagdes de Apoio e séo i
incognitas do Problema. Dessa forma, como vimos anteriormente, podemos estabelecer a relagao entre as forgas nodais aplicadas i3
¢ 0s correspondentes deslocamentos nodais. Assim, a relagdo enire as forgas F5 Fg FreFgeo0s correspondentes deslocamentos

Aj, Ay Aye Agé expressa pelos coeficientes representados nas localizagdes 5,6,7 € 8 da matriz de Rigidez. Portanto, uma parte

da Matriz de Rigidez é invertida para obter os deslocamentos nodais.

Assim com Fy = +2P = 1000kgf; Fy = +P = 500kgf e

1000
Fy 2P 1000 g568 3024 —6300 0] [Asg :
Fs Pl 500| _ 3024 10332 0 Q| |Ag ) ..
5[ )of[] of |-6300 o 8568 —3024||A; '
Bl L0 0 0 0 -3024 10332 |Ag |
- 51
Deve-se observar que este sistema de equagoes foi gerado a partir da condigao de que 0s componentes de deslocamento nos v

apoios fixos sao nulos. No caso geral, estes valores conhecidos poderiam ser ndo nulos, e a relagao entre forgas &
deslocamentos incluiria estes termos. Deve-se notar também, que somente sdo aplicadas Forgas associadas aos graus de
liberdade 5 e 6. Porém, os componentes'de forga associados 0s graus de liberdade 7 e 8 estdo representados na Matriz coluna

das cargas, & seus valores sao iquais a zero. O Quadro |V aproveita 2
todos os casos de modelos em elementos finitos.
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Fy=(048- A +164 A2+0~A3+0‘A4—0.48-A5—0.547A5+0-A7—1-A3)v'\9{

ey
Fi=(136-4y+0,48- Ay —1-A3+0 Ay —036-A5—048 Ag+0-Aq +0-8g)- A5/ A

$
F3=(41va1+0-A2-1,36-A3—0,48-.5.4+0-.£\5+0-AsLO,SS-&7+O‘4B‘A3)-A% “

T
F4:(0-A-,+0-A2-0,4B-A3+1,54-A4+D-A5—1-As+0.48-A7f0.54-A3)-A% &
3.10)
Fs=(v0|35,A|_0.43.A2+0.A3+0-A4+1,36-As+0,48-65—1‘A7+0-AB)-A5{ 5
FG:(_0_4B.A1_0|54.A2+0-53."1-Ad+G.48-A5+1,64-A5+0-A7+U-A3)-A5{ 3
Fp=(0Ay+0-4, 036 A3+0,48-A4—1—&5+0-A5+{.36-A7—0,48-1_\.51-"5{ £
Fy=(0Ay—1 A2+0,48‘A3-0,B4-A4+0-A5+0-A5—D.48-A7+1.64-Ae)7‘\% 3.,
'."_i

E

#.

%

o

fE = M = 6300 temos:

idéia deste exercicio e introduz a Generalizagao valida para
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QUADRO IV — GENERALIZANDO O PROCEDIMENTO PARA O CALCULO DOS DESLOCAMENTOS
PARA QUALQUER TIPO DE MODELO ESTRUTURAL

Para uma montagem de Elementos Finitos, podemos identificar no caso mais geral:

A | R et |
[T
L—eemtua sl

@}: LARLAY N {_lé@}
Fy Kt Kin E_"j (Ag}

Deslocamentos impostos conhecidos. Em
particular para apois fixos esses
componentes 53 nulos

Componentes de deslocamentos

Aplicadas
a determinar

As “MACROS” Matrizes podem ser multiplicadas, resultando:

Fi=kK ] {ak+ K. o] {ant 0

TR i SHIR AN (2
Resolve-se o Sistema ou Equagdo Matricial (2), pois i} [ 1] Ky, ] séo conhecidas e determina-se lags
Reloma-se 2 equagao (1) e com {4, }, determina-se i

Em particular, para apoios fixos tem-se {A|}: {0}: ZERQ, entdo

fl=k, ) o}
fl= B(IL u]'{ﬁu}

A seguir calcula-se as reagoes

Determina-se
inicialmente {4, }

3.4.5. DETERMINE 0S DESLOCAMENTOS NODAIS PARA A ESTRUTURA INTEIRA,

RESOLVENDO O SISTEMA DE EQUACOES, E POSTERIORMENTE, AS REAGOES DE
APOIO

A equagdo 3.11 permite efetuar o Calculo dos Deslocamentos para a Estrutura inteira, por intermédio da Inversdo de parte da Matriz
de Rigidez da Estrutura, como ja discutido no Exercicio do Elemento de mola do capitulo anterior. Naguela oportunidade o Calculo
da Matriz Inversa foi efetuado por Procedimento Formal, adequado para Célculo Manual de Matrizes de pequena ordem, tal como
249 ou 3x3. Para Matrizes de maior ordem, como aquelas encontradas em grandes sistemas de equagdes lineares simultaneas
utilizadas nas Aplicacdes do Método dos Elementos Finitos, e que constituem importante tarefa das Andlise Numéricas, outros
procedimentos diferentes daquele acima apresentado so utilizados. Um dos métodos mais conhecidos de solugdo de sistemas de
squactes lineares, é o Método de Gauss, da Eliminagdo. O Método Biésico de Gauss reduz as equagoes a forma triangular.
Para introduzir essa idéia, utilizaremos o Método de Gauss nas operagbes manuais de resolugao do Sistema deste exercicio, com
apenas pretensdes diddticas (ver Quadro V). A implementagao de rotinas para grandes sistemas de equagdes, e que fogem aos
objetivos deste texto, deveriam ser aprofundadas pelo leitor que pretende se envolver com a implantag@o dessas rofinas am
computador, como per exemplo, nos trabalhos de desenvolvimento de “softwares” de analise.
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QUADRO V — REVISANDO O METODO DE GAUSS

O Método de Gauss ou Método das Eliminagées Sucessivas, é um processo para resolugéo de Sistemas Lineares, que por
intermédio de Transformagdes Elementares, torna o Sistema dado em outro equivalente e de solugdo imediata, Tais
operagdes sdo basicamente:

i) Permutar entre si duas equagbes do Sistema. Isso permite, em termos préticos, agrupar as equacdes de forma
organizada. Por exemplo, para as equagGes do Quadro IV, os termos correspondentes as Reagdes de Apoio (Fi), ficariam
agrupadas na parte “superior’ da Matriz de Carga, e assim sucessivamente para os outros elementos do sistema, sem
alterar o Sistema.

ii} Multiplicar todos os termos de uma das equacées do Sistema por um nimero diferente de zero

iii) Multiplicar uma equacio do Sistema por um nimero diferente de zero, e adicionar o resultado a outra equagéo do
Sistema.

Esses procedimentos t&m o seguinte objetivo:

= Eiminar a 1% incgnita das equagdes, com €excegao da primeira equacdo. Isso pode ser feito torando seu coeficiente
igual a zero.

®  Eliminar a 2% incdgnita das equagbes, com excegdo da segunda equagéo. Isso pode ser feito tormando seu coeficiente
igual a zero.

® Eliminar a 3¢ incdgnita das equagées, com excecdo da terceira equagdo. lsso pode ser feito tornando seu coeficiente
igual a zero, e assim sucessivamente,

Por esse procedimento vai-se reduzindo o nimero de incdgnitas das equagdes seguintes sucessivamente, até que na
(itima equagéo teremes somente uma equagao a uma incognita- “Forward Reduction”

A partir desta dltima equagio reduzida, determina-se a Gltima incégnita, e voliando na equagao anterior e substituindo-se essa
Ultima incognita, determina-se a pendltima, & assim sucessivamente. “Backsubstitution”,

Esse procedimento € aplicado ao exemplo do presente exercicio como ilustragdo.

Aplicando esse procedimento ao sisterna de equagGes deste exercicio, teremos:

B568- Ag +3024- Ag ~6300- A, +0- A, = 1000 g

© ]3024.4,+10832- Ag +0-A, +0-A, =500 @
—~6300- Ag+0- Ag +B568- A, —3024- A, =0 @ -
0-Ag+0-A; -3024-A, +10332. A, (4

Passo 1: Subtrair um miiltiplo da equagdo (1), das equagdes (2) e (3) para obter zeros na primeira coluna de [K]. Isto significa que

[—::%)a primeira linha & adicionada & Segunda linha, e que (%g—:] vezes a primeira linha € adicionado 4 terceira

linha.

8568- Ag +3024- Ag - 6300- Ay +0- Ag =1000

0-Ag+22235- Ag + 39356 Ay — 3024 Ag =7353

(
0 Ag+92647- Ag +22235- Ay +0. Ay =147 [
(
0-A5+0-Ag—3024-A; +10332- Ag =0 (
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Passo 2: [_ 55223 ]vezes a equagao (2') é adicionado a equagao (3).

8568~ Ag +3024- Ag — 6300 Ay +0- Ay =1000 )
0-Ag +92647- g +22235- A7 +0- Ay = 1471 (2"
0-Ag+0-Ag +3402- Ay — 3024 - Ag =700 (@)
0-A5+0-Ag —3024- Ay +10332- Ay =0 (4"

Passo 3: (zsig Jvezes a equagao (3") é adicionado a equagdo (4).

8568 Ag +3024- Ag —6300- A7 +0- Ag =1000 (")

0 Ag+92647- Ag+22235 Ay +0- Ay =147 @

0 A5 +0:Ag+3402. A7 ~3024- Ag =700 (")

0-A5+0-Ag +0-Ap +7644- A =6222 (4"
N

Comegar resolvendo (4") — em seguida substituir nas equagdes anteriores. Assim:

Ag =0,08140 mm

(3") 3402-A, -3024<008140=700 — |4, =0,27812 mm
(2") 92847 Ag +22235-027812 =1471 — |Ag =—0,05087 mm
(1") 8568 A +3024- (-0,05087)- 6300 (0,27812)=1000 —» [Ag=033917 mm

Dessa forma, estao determinados os componentes de deslocamentos para toda a estrutura.

. 6222
) ==

As equagbes (3.10) permitirdo o Célculo das ReagGes de Apoio na Estrutura.

Assim com A; = A= Ag=A, = 0, e substituindo os valores dos deslacamentos anteriormente calculados, teremos os valores das

Forgas de Reagdo, com os respectivos sinais, que devem ser interpretados de acordo com a Convengdo de sinais, referida aos
eixos globais.

Fy=- 615,41 Kgf - Em sentido contrério ao eixo X.
F, =-1333,36 Kgf — Em sentido contrario ao eixo Y.
F4 = -384,62 Kgf - Em sentido Contrario ao eixo X.
F4=1833,31 Kgf - No mesmo sentido do eixo Y.

Note que as Forgas Externas aplicadas na estrutura e as reagdes de apoio estdo em equilibrio, como & representado na figura 3.10
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Figura 3.10 - Forgas Aplicadas e Reagbes de Apoie para Estrutura em Equilibrio,

3.4.6. DETERMINE AS FORCAS INTERNAS EM CADA ELEMENTO A PARTIR DO
CONHECIMENTO DOS DESLOCAMENTOS NODAIS ASSOCIADOS AO ELEMENTO

Apés obter o Campo de Deslocamentos para a Estrutura inteira, pedemos identificar para cada elemento isolado, quais sd0 0s
componentes de deslocamentos nodais associados ao elemento, isto &, em cada um dos graus de liberdade. Dessa forma poderd
ser definida a configuragao deformada do mesmo. Esse procedimento € efetuado elemento por elemento, pois conhecemos a Lei
que exprime a Forca Interna no mesmo em fungéo dos deslocamentos nodais. Essa idéia, como vimos no exemplo da mola, é geral
para todas as montagens de elementos finitos. A deformagdo obtida nos diversos elementos de uma estrutura, decorre do campo
de deslocamentos a que esta esta submetida. No caso da barra de trelica, a semelhanga da Mola, a condigdo de deformagao &
obtida pela diferenga dos deslocamentos dos Nés que definem o elemento. Deve-se notar que a Lei de Deformagao Interna do

Elemento foi formulada no Sistema Local de Coordenadas, e no Quadro 11l vimos que Forga Interna = E—LA—.d , onde d representa a
diferenga dos deslocamentos uy e u,.

A expressao da Deformagéo é sempre definida no Sistema Local, até porque quando o elemento finito & formulado, n@o se conhece
antecipadamente qual ser a sua posigio em uma montagem qualquer. Como a Estrutura completa foi resolvida no Sistema Global,
davemos transformar esses valores calculados exprimindo-os agora no Sistema Local. Assim:

AE ;
T = T.(u2 —uj) = Forga Interna em Elemento de barra quaiquer- Sistema Local
A figura 3.11 representa para um Elemento qualquer de barra, os componentes de deslocamentos nos Sistema Local e Global.
Utilizando a identificagao dos nds 1 e 2 do elemento, podemos representar 0s componentes de deslocamento no sistema global.
Representaremos genericamente por U e V os deslocamentos em X e ¥, e depois faremos a correspondéncia com a numeragao
dos graus de liberdade da estrutura inteira. Da equagdo (3.7), temos:

Vz T /x
U.
N nozi e

.
<
‘rz\\‘/“z

v, &

U1
No1<—

V‘k\/u‘ X

>

Figura 3.11 - Para cdleulo da forga Interna na Barra, 0s deslocamentos U, V), Uy, V; globais devem ser transformados para o

) AE |
sistema local, para calcular F, :T (ug—uy ).

92 Elementes Finitos — A Base da Tecnologia CAE

.

o e o
e &

s

-
(T

Wi

e

&

g

ARt i

Uy Ao 0 0] (Y
v - I8 0 o |V,
R UENENS I R T
vy 0 0 - Al Ve
Queremos calcular uy e us, portanto:
up=A-Up+p-Vy
Up=h-Ug+p-Vp

Fazendo Ug —uy =AUy +p- Vo =& -Up— Vg =2 (Up = Uy )+ (¥, —V;) representado na forma matricial:

o~ )=l HL—{U2-U1}

V-V
AE U, - U,
Assim: e L i [ }J.]e Vg - V1 (3.12)

/

Como a expressdo & calculada elemento
por elemento, para cada elemento e,
temos a sua drea de seg3o e 0 material
correspondente. Assim cada elemento
pode ter geometria & material diferentes
do outro,

Definimos a sua posicao de cada elementa na
montagem por intermédio do seno e cosseno do
angulo « e identificamos os Deslocamentos
Globais associados a ele.

Assim, com a expressio 3.12 podemos calcular as Forgas Internas em tados os elementos do Madelo da Estrutura, Como essa
expressdo relaciona os deslocamentos globais a0s nds 1 e 2, deve-se apenas identificar na numeragdo geral dos graus de
liberdade da estrutura quais sdo esses componentes, A figura 3.12 identifica essa correspondéncia e organiza essa relagao em
forma de tabela.

Na montagem da matriz de rigidez da Estrutura, foram consideradas inicialmente as Matrizes de Rigidez de cada Elemento. Para
cada elemento, foram contabilizadas as caracteristicas geomeétricas € as propriedades do material associade ao elemento. Desta
forma, em principio cada elemento poderia ser constituido de um material diferente.

Esta é uma caracteristica geral dos modelos em elementos finitos. Apds a resolugéo do sistema de equagGes para a estrutura
inteira, o calculo das forgas internas em cada elemento considera as caracteristicas de cada elemanto separadamente em termos
de propriedades geométricas e de material.
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Global
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Elemento U, vy U, \2

(a) Ay Ay Ag Ay

(b) Ay B A5 8

(c) Ag Ag 4, Ag

(d) Ay ag Ay 4y

te) & [ As g

(f Ay Ay Ay Ag

s Figura 3.12 - Correspondéncia entre o5 Deslocamentos Globais U,V e A.

Por exemplo, para a barra (b) teriames:

AE Up-Us| (08-AxE Ag -4y
= = : =fom ORI
{ L L B {Va*‘ﬁ} [ 08-L } b {AE"A4
033917 -0
B=E0l 1) {— 0,050&7-0}
F, =-3205 kgf

0 sinal negativo da Forga interna indica que esta é de Compressaoc na barra.

= T . kg! 1,34 kgt /mm? | Tenséo Normal de Compresséo na Barra.

A 08-300

Q

Utilizando o Quadro Il pederiamos calcular:
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Utilizando a correspondéncia estabelecida entre U, V e A para os diversos graus de liberdade podemos calcular as Forgas Internas
para os demais elementos de forma andloga:

Ay 0
¥, =6.300- =6300-f1 0} }=0=> =
T, =6.300-[i 0} [A 702} [ ]{0} =, =0

027812 -0, _
T, =6.300-[-1 0 { } 6300 - [~ 1 0]{ e g }:0:;%}}:&84,62 kgt (Tragdo)

0,08140 — (— 0,05087)

Ty =6.300-[0 =6300-[0 -1]- g ReTe1S = Ty = +512,82 kf (Tragdo)
0-0,08140
As 033917 -0 P
=6300-[06 08 6300-[06 08 =+102568 kgf Trag
i bs el {Aa s az} s 08} { 0,05087 - 0} =% g e
Ay —Ag 0278120 )
F, =6300-[-06 08] =6300-[-06 08 = 64104 kgf Compressao
Fe [ ]{Aam} [ ]{Oﬂm_a =G 5 (Compressiio)

3.5. ASPECTOS GERAIS IMPORTANTES NA FORMULACAO DE QUALQUER
ELEMENTO FINITO

O Elemento de Treli¢a foi utilizado como ‘pano de fundo” para se introduzir o conceito de transformagao entre sistemas de
coordenas, Ao representarmos o equilibrio de um elemento finito per intermédio do seu diagrama de corpo livre, as forgas que
justificam o equilibrio do elemento podem estar referidas tanto ao sistema local como ao sistema global de coordenadas. O
interesse de uma ou oulra representacao jd foi discutido anteriormente, E importante, porém, observar que as transformagdes da
representagdo do equilibrio de forgas de um sistema para outro é possivel por intermédio da Matriz da Transtormacdo. Esse
conceito geral € valido para todos os elementes finitos. A particularidade associada a cada fipo de elemento, esté no nimero de
componentes de forga que justificam o equilibrio do elemento, e natureza dessas foras. Alguns elementos transferem apenas
forgas nodais, por exemplo o Elemento de Trelia, outros, como por exemplo o Elemento de Viga que estudaremos a seguir,
transferem forcas e momentos. Mas sempre serd possivel representar esses componentes em um sistema ou outro. Assim, todo
elemanto finito terd a sua matriz de transformagéo, e de forma andloga a treliga, a sua dimensdo estd associada ao numero de
componentes de forga considerados no elemento. Da mesma forma, o elemento admitird a representagio da sua rigidez, por
intermédio da sua Matriz de Rigidez, tanto no sistema local como no sistema global. A equagdo (3.8) que reprasenta a
transformagao da Matriz de Rigidez de um Elemento do Sistema Local para o Sistema Glabal & de aplicagao geral para todos os
elementos finitos, desde que para cada Matriz de Rigidez do Elemento considerada no Sistema Local [k, seja utilizada a Matriz de
Transformagdo associada ao Elemento. A figura 3.13 ilustra essa idéia geral. Os exemplos representados do elemento de viga no
espago, elemento sélido na forma de um paralelepipedo e o elemento de casca serdo estudados e formulados adiante, e foram
colocados aqui apenas no sentido de enfatizar a idéia da Transformagéo da Matriz de Rigidez do Sistema Local para o Sistema
Global no carater mais amplo possivel.
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