Simulacion a Eventos Discretos

Tema 4: Modelado estocéstico (parte 3)



Objetivo

e Nos interesa modelar las caracteristicas estocasticas de los sistemas.

e Utilizamos variables aleatorias con su correspondiente distribucion de
probabilidad.

e Por ejemplo: la cantidad de arribos en un determinado periodo de tiempo
(o el tiempo entre arribos), la duracién de una actividad.



Datos
Necesitamos datos para construir las distribuciones adecuadas.

e Si se dispone de datos existentes, debemos determinar la mejor forma de
utilizarlos; es importante conocer cémo fueron recolectados.

e Si es posible recolectarlos, es imprescindible definir claramente los
requerimientos.

e Ante ausencia de datos, debemos establecer hipdtesis adecuadas.



Datos

i Para qué se usan?

e Reproducir en la simulaciéon la situacién observada (trace-driven
stmulation).

e Definir una distribucion empirica de probabilidad.

e Ajustar una distribucion tedrica paramétrica (Poisson, Normal, etc.).



Recomendaciones

e Usar trace-driven simulation para validar los modelos.

e Usar una distribucidén empirica cuando no es posible ajustar a alguna
distribucién tedrica.

e Siempre tratar de usar una distribucién tedrica, porque: elimina
irregularidades en los datos, permite generacién de valores extremos
(fuera del rango de los datos observados) y tiene una representacién
compacta.



Distribuciones teoricas

Debemos determinar los valores de sus pardmetros de forma de ajustar a
los datos.

Distribuctones continuas: tienen pardmetros de ubicacidn, escala y forma
(Exponencial negativa, Normal, Weibull, etc.).

Distribuciones discretas: Poisson, Binomial, etc.



Distribuciones teoricas
Proceso de ajuste:

1. Verificacidn de independencia de los datos.

2. Hipdtesis acerca de familias de distribuciones.
3. Estimacion de pardmetros.
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. Determinacién de la bondad del ajuste.

En este curso asumimos 1 y 2 dados; realizamos 3 y 4.



Verificacion de la independencia de los datos

e Es un aspecto importante, dado que la independencia de los datos
es una hipdtesis asumida por métodos de estimacidon de parametros

(mdxima verosimilitud) y de determinacién de la bondad del ajuste
( Chi-cuadrado).

e Métodos: graficos de correlacidn y de dispersidn (ver Law, 2015).



Hipotesis acerca de familias de distribuciones

e Implica determinar la forma de la curva, sin preocuparse (en esta etapa)
por los parametros especificos.

e Se utilizan diferentes estadisticos de las distribuciones, calculados a partir
de los datos: minimo, maximo, media, mediana, varianza, coeficiente de

variacién (ver Law, 2015).



Hipotesis acerca de familias de distribuciones

Graficamente se utilizan histogramas (para distribuciones continuas) y
graficos de lineas (para distribuciones discretas). Por ejemplo:

Arribos al banco

30
20
||
Illlll
S0-60

0-10 10-20 20-30 3040 40-50

Cantidad de observaciones

[

P 60-70 oo

T

Tiempo entre arribos (segs.)

10



Familias de distribuciones: algunas aplicaciones

Binomial: Nimero de piezas defectuosas en un lote de tamano dado.
Poisson: Cantidad de arribos de clientes en un intervalo de tiempo dado.
Normal: Proceso resultante de la suma de varios otros.

Exponencial: Tiempo entre eventos, procesos sin memoria.

Uniforme: Incertidumbre completa, todos los valores tienen la misma
probabilidad.

Triangular: Solo se conocen los valores minimo, maximo y mas probable.
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Estimacion de parametros

Observaciones: Xq,...X,,

Funcién de probabilidad: f(x)
Pardmetro(s): 6

Funcién de probabilidad paramétrica: fy(x)

Objetivo: encontrar el valor de 6 en funcién de Xi,...X, que mejor
ajusta la distribucidén a las observaciones.
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Estimacion de parametros

Estimadores de mdzima verosimilitud (MLE, siglas en inglés): determinan
el valor de 8 asumiendo que se observaron los datos X1, ... X,, porque son
los mas probables.

La funcién de verosimilitud se define como:

V(0) = fo(X1)fo(X2) ... fo(Xn)

Queremos maximizar V(0) = dV (0)/d0 = 0
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Estimacion de parametros

Ejemplo: el estimador de maxima verosimilitud para la distribucién
exponencial negativa se obtiene se la siguiente forma:

V(A =1/dexp(—=X1/A) ... 1/ dexp(— X, /A)
In(V) = —nn(A) = (1/A) 252y, Xi

AV/dA =0y d?V/d\2 <0=A=5._, X;/n

1=1..n

Otras distribuciones requieren la aplicacion de métodos numéricos para
la maximizacién de la funcién de verosimilitud V' (6).
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Estimacion de parametros

Estimadores de maxima verosimilitud para otras distribuciones:

Distribucidn Funcién de probabilidad MLE [ MLE &
i=1 Xi i1 (Xi—f1)*
Normal \/2;76Xp (—(z — p)2/202) Zz_Tl \/Z 1(n )

T.L_ lnXZ ,Ln: l?’LXZ—A 2
Lognormal x\/ﬁexp(—(lnm—u)Z/QgQ) Zz—}% \/Z 1 ( 2 1)
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Estimacion de parametros

Objetivo: determinar la “calidad” del ajuste de una distribucién a los datos.

Procedimientos heuristicos: comparacién de frecuencias, graficos de
probabilidad (ver Law, 2015).

Test de bondad de ajuste: test de hipdtesis donde
Hy ={las X; son muestras |ID de una distribuciéonF'}

Por ejemplo: Chi-cuadrado, Kolmogorov-Smirnov.
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Test Chi-cuadrado

Los datos X1, ... X, se dividen en k categorias.

O;: cantidad de datos observados en la categoria j.
E;: cantidad de datos esperados en la categoria j, segun la distribucion
considerada. E; = nP; donde P; es |a probabilidad tedrica de la categoria 7.

El estadistico

X* = Zj:l..k(Oj - EJ)Q/EJ'

tiene una distribucién Chi-cuadrado con k& — 1 grados de libertad.
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Test Chi-cuadrado
Siendo X%—l,l—a el valor de la tabla de la distribucién Chi-cuadrado.
® Si x* > Xj_11_q: rechazar Hy
o Si x? < Xi_11_qo: No rechazar Hy

donde « es la probabilidad de cometer el error de rechazar Hy cuando es
verdadera (error de Tipo ).
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Test Chi-cuadrado
Recomendaciones:

e Construir categorias equiprobables.
e Asegurar que nP; > 5 Vj en 1..k.

e No olvidar las “colas’ de las distribuciones.
Observaciones:

e El test tiende a no rechazar Hy cuando hay pocos datos (n pequefio) y
a rechazar Hy cuando hay muchos datos (n grande).
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Distribuciones empiricas

Cuando no es posible encontrar un patrén seglin una distribucién tedrica
conocida (pero hay datos), entonces se puede utilizar una distribucién
empirica.

Para eso se construye una tabla de k pares de valores (z;, F'(z;)), donde
F es la distribucién (acumulada) de observaciones (F' mondétona creciente

con j, FF <1).

Luego se muestrean valores de la distribucion F' utilizando el método
de la transformacién inversa (ver clase anterior).
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Ausencia de datos

Cuando no hay datos (por ejemplo, si el modelo estd en una etapa de
demostracién preliminar de un proyecto), la entrada de la simulacién debe
configurarse con otro enfoque.

Fuentes alternativas: especificaciéon de productos, juicio de expertos,
limitaciones fisicas, naturaleza del proceso.

Distribuciones mas usadas cuando no hay datos o son muy escasos:
uniforme, triangular, beta.
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