Ejercicio 7 (Resolicién de ecuaciones diferenciales). Consideremos el signiente problema: hallar
y: [a,b] — R tal que
V'(z) + g(x)y(z) = f(z) para z € (a,b) X
(E)
y(a) = a, yb) = 3,

donde f,¢: (a,b) — R son funciones conocidas. Se desea hallar una aproximacién numérica de la
solucién de (E).

a) Dividir al intervalo [a,b] en N subintervalos de largo h = 252 v tomar como incognitas los \” -
valores de y en los puntos de subdivisién interiores a [a, b]. Estos son de la forma y = y(z;), 4. L, XN
S Vo N — 1, con l \ —
ri=a+th, i=0,...,] N J—
En los extremos del intervalo zp = a y xx = b la funcién y es conocida: y = y(z0) = y(a) = a A N e
eyn =ylzn) = y(b) = 5.

L= A ., NA
b) Parai=1....,] N — 1 considerar la aproximacién
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Usando desarrollos de Taylor alrededor de z¢, v asumiendo que la funcién y es tan regular como
sea necesario, mostrar que el error de aproximacion es O(h?). \3 BN \é \ \3 (RN
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¢) Imponer la ecuacion (E) en cada uno de los puntos r; parai =1

...... V —1 y obtener un sistema
lineal de ecuaciones
Yio1+ (gh? = 2y +yipr = ik i=1,....] N -1
donde f; = f(2;) v ¢; = g(x;) parai=1,....N — 1, y ademas yp = a, yy = 3.
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d) Escribir el sistema anterior en forma matricial Ax = b con A de dimensiones (N —1) x (N —1),
y X, b de dimensiones (N — 1) x 1. Resolver en Octave el problema (E) con
a=0, b=5 a=0, B=sen(5), f(z)=sen(x)(e*—1), g(r)=_¢€".

e) Para N = 50, graficar el resultado obtenido y compararlo con la solucién exacta y(z) = sen(x).
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Ejercicio 8 (Algoritmo de Thomas). Sea A = (ai;) una matriz n x n tridiagonal, es decir, a;; =0
si |i — j| > 1. Se tiene la siguiente descomposicién LU de A:

A = /
@ D 0 .- 0 1 0 0 - 0 et up 0 -~ 0
an a3 i I 1 0 . 0 & uw ™ x
@ - 0
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a) Demostrar que| ug | AT n — 1 y caleular férmulas para las entradas I,
B ey nde Ly para ¢, k=1 n de U en funcién de las entradas a;; de A. ‘

b) Escribir un programa x = tridiagonal(A,b) que resuelva el sistema Ax = b para una matriz
tridiagonal. Notar que, usando los resultados obtenidos en la parte anterior, se puede hallar una
descomposicion LU de forma eficiente. Este método suele ser llamado algoritmo de Thomas.

¢) Usar el algoritmo de Thomas para resolver, como en el Ejercicio 7, la ecuacion diferencial [ (A \ =

y"(:):—l.Sy[.r)+sun(-§1). te0.1, u(0)=y(1)=1.

Comparar la solucién de la ecuacion diferencial con las aproximaciones obtenidas usando dife-

rentes valores de h (por ejemplo h = 107%, k=1,2,3,...). Ky Q‘\ + G =
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d) Demostrar que el costo computacional de usar el algoritmo de Thomas para resolver el sistema
Ax = b con A € M, (R) tridiagonal es O(n).
[
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Ejercicio 9 (Descomposicion de Cholesky). El algoritmo de Cholesky permite factorizar matrices /(’ [ '\\FAVQ

simétricas definidas positivas de forma eficiente. N TSN E'\(—L

Recordemos que una matriz A € Mp(R) es simétrica si A = A" y es definida positiva si se

cumple cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:
A o = g [SWA'S]

s la forma cuadritica X" Ax es positiva para todo vector x no nulo;

—
= todos los valores propios de A son positivos; O (’*’OT‘W‘“’Q
» existe una matriz R € M,(R) triangular superior tal que A = R'R. Esta es la llamada 9

descomposicion de Cholesky.

Usando la iltima condicién arriba e igualando los elementos en la férmula A = R*R, obtenemos
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Qjj = Z rkitkj, 1<].
k=1

Usar estas ecuaciones en un orden adecuado para computar los elementos de R de forma eficiente. L uek \\w\ﬂc s
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Ejercicio 10 (Numero de condicién de matriz diagonal). Sea D = diag (d;.--

- .dy) una matriz (_b
s o . : n NS P " T P T aa s - 2 ae
diagonal con elementos {d;}]' ;. Sea || - || la norma matricial asociada a alguna de las normas
vectoriales || - |1, | - l|l2 0 || - ||oo. Demostrar que
—

~——

~

||1D|| = max |dif.
1<i<n

Suponiendo que D es no singular, determinar ||[D~!| y hallar una expresién para el nimero de

condicién k(D).
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