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Inferencia estadistica y modelos

0 Inferencia estadistica y modelos
o Estimacion puntual, intervalos de confianza y test de hipétesis
0 Tutorial 1: Inferencia sobre la media

0 Tutorial 2: Inferencia por regresion lineal

‘ My FACULTAD DE
INGENIERIA

“ UDELAR Paola Bermolen -« Inferencia Estadistica 2/43



Probabilidad e Inferencia

Probability theory

T

Data-generating process Observed data

\_/

Inference and data mining

» Teoria de la probabilidad es un formalismo para manejar la incertidumbre
@ Dado un proceso de generacién de datos, ¢ cudles son las propiedades de los
resultados?

» Inferencia estadistica trata al problema inverso
@ Dados los resultados ¢,qué podemos decir del proceso de generacién de dichos
resultados?
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Inferencia estadistica

» Inferencia estadistica refiere al proceso por el cual
= Dadas observaciones X = [x1,...,xp]" de Xy,..., Xy ~ F

= Se busca extraer informacién sobre la distribucion F

» Ej: Inferir un atributo de F como su media
» Ej: Inferir la CDF F completa, o la densidad PDF f = F’

» Muchas veces las observaciones son de la forma (y;, x;), i =1,...,n
= Y es el resultado o respuesta y X es el predictor o atributo

» P: ;Cual es la relacion entre las variables aleatorias (VAs) Y and X?

» Ej: Aprender E [Y | X = x] como funcién de x

» Ex: Predecir un valor no observado y. a partir del valor X, = x,
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Modelos
» Un modelo estadistico especifica un conjunto F de CDFs al cual F puede
pertenecer

» Un modelo paramétrico es de la forma F = {f(x;0) : 0 € ©}
® Parametro(s) 0 es desconocido y toma valores en un espacio de parametros ©
® Espacio © tiene dim(©) < oo, 0 no creciente con el tamano de la muestra n

» Ej: Datos vienen de una distribucién Gaussiana

1 7()(—1,)2
]-"N:{f(x;u,a): e o ,/,LE]R,0>O}

V2ra?
Modelo paramétrico con dos parametros desconocidos: 8 = [u, 0] y
@ =R x R+

» Un modelo no paramétrico tiene dim(©) = oo, 0 dim(©) crece con n
» Ej: Fiot = {Todas las CDFs F}
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Modelos y problemas de inferencia

» Dada una muestra independiente x = [x,...,X,]” de Xi,...,Xo ~ F
= usualmente la inferencia estadistica se aplica en contexto de modelos

Ej: Estimacion paramétrica unidimensional

® Sean observaciones Bernoulli con parametro p
® El problema es estimar p (i.e., la media o esperanza)

Ej: Estimacién paramétrica bidimensional
@ Sean observacionesc con PDF f € Fy, i.e., Gaussianos
@ El problema es estimar los parametros py o
® Quizas interese solo i, y o se considera como un parametro extra

Ej: Estimacion no paramétrica de la CDF

@ El problema es estimar F asumiendo solamente que
F € Frt = {Todas las CDFs F}
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Modelos de regresion

» Sean observaciones de la forma (Y1, Xq),...,(Yn, Xn) ~ Fyx
= El objetivo es aprender la relacion entre las VAs Y and X

» Un enfoque tipico es modelar la funcion de regresion
r(x) =E[Y|X=x] = /Z yhyix(y)dy
= Equivalente al modelo de regresion Y =r(X) +¢ E[e] =0
» Ej: Modelo de regresion lineal paramétrica
r€ Frin=A{r:r(x)=pBo+ Bi1x}

» Ej: Modelo de regresion lineal no-paramétrica asumiendo solo regularidad

re Fsop = {r : /OO (r"(x))2dx < oo}

—00
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Regresion, prediccidn y clasificacion
» Dada una muestra (y1,X1), ..., (¥n, Xn) de (Y1, X1), ..., (Yn, Xn) ~ Fyx
® Ej: x; es la presion en sangre del individuo i, y; ahos de vida

» Modelar la relacién entre Y'y X através de r(x) =E[Y | X = x|
= P: ¢ Problemas clasicos de inferencia en este contexto?

Ej: Regresion o ajuste de curvas
® El problema es estimar la funcion de regresion r € F
Ej: Prediccién
® El objetivo es predecir Y, para un nuevo individuo en base a su X, = x.
@ Si se tiene una estimacion de la regresion 7, podemos definir y, := 7(x.)
Ex: Clasificacion
® Las VAs Y; pueden ser discretas , e.g. vive 0 muere codificados como +1
® El problema de prediccion en este caso se denomina clasificacion

‘ Q FACULTAD DE
INGENIERIA

“ UDELAR Paola Bermolen -« Inferencia Estadistica 8/43



Conceptos fundamentales en inferencia

0 Inferencia estadistica y modelos
o Estimacion puntual, intervalos de confianza y test de hipétesis
0 Tutorial 1: Inferencia sobre la media

0 Tutorial 2: Inferencia por regresion lineal
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Estimadores puntuales
» Estimacion puntual refiere a un unico “best guess” sobre F

» Ej: Estimar el parametro 3 en un modelo de regresién lineal
Flin= {f r(x) = 5TX}

» Def: Dada la muestra X = [x1,...,xp]" de Xy,..., X, ~ F, un estimador
puntual § del parametro 6 es alguna funcién

0=9(Xi,..., %)
= El estimador f se calcula a partir de la muestra y es por tanto una VA.

= La distribucién de @ se denomina sampling distribution

» La estimacién es el valor especifico del estimador para una muestra dada x
— Se suele escribir §, en referencia explicita al tamano de la muestra.
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Sesgo, error estandar y error cuadratico medio
» Def: El sesgo de un estimador § esta dado por bias(f) := E [é} -0

» Def: El error estandar es el desvio estandar de 6
se = se(f) := /var [é}

= En general, depende de la distribucién desconocida F, pero se puede
estimar se

» Def: El error cuadratico medio (MSE) es una medida de la calidad de §
MSE = E [(é - 9)2}
» Los valores esperados se toman respecto de la distribucion
n
f(xt,.. .. %n; 0) = [ [ f(xi:0)
i=1
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Descomposicion sesgo-varianza del MSE
Teorema

EIMSE =E [(GA — 9)2} se puede escribir como

MSE = bias?(f) + var M
Demostracion.

» Sead = } Entonces

E [0

E|@-0F] =E[(@-0+5-0F]
—E (- }+2e O)E |6 -] + (0 - 6)?
= H bias?()

myy »o®eda Ultima igualdad vale ya que E {9 0} m -0=0
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Propiedades deseables de los estimadores puntuales
» ;Propiedades deseables para un estimador # del parametro 9?
» Def: Un estimador es insesgado si bias(d) = 0, i.e., si E M =0
= Un estimador insesgado es “acertado” en promedio

» Def: Un estimador es consistente si 6, Lo 0,i.e. paratodoe >0

lim P (yé,, — 9| < e) = 1

= Un estimador consistente converge a 6 a medida que hay mas datos

» Def: Un estimador insesgado es Normal asintéticamente si

0, — 0 1 2 5
lim P <x|=—— [ e Y
nI‘)mOO ( se - X> V 27T /oo

= Esto es, para muestras suficientemente grandes 8, ~ N (6, se?)
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Ejemplo: lanzar una moneda

Ej: Selanza la misma moneda n veces y se registra el resultado

» Se modelan las observaciones como Xi, ..., X, ~ Ber(p). ¢ Estimacion de p?

» La opcion natural es el estimador dado por la media muestral/promedio
1 n
5_ 15"y
p=- ,2 ,

» Recordar que para X ~ Ber(p): E[X] = py var[X] = p(1 —p)

» El estimador p es insesgado ya que

1 1
n;X:] —n;E[Xi]—p

E[p] =E
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Ejemplo lanzamiento monedas (cont.)

» El error estandar es

AN RN p(1 —p)
se =, |var [n;X,] = nz;var[)(/]: —

= Pero p es desconocido. Estimacién del error estandar se = @

» Dado que pj, es insesgado, resulta que MSE = E [(p, — p)?] = M —0

@ Entonces p converge en sentido del error cuadratico, de donde p,, LA p
@ Se deduce que p es un estimador consistente del parametro p

» Ademas, p es asintéticamente Normal por el Teorema Central del Limite
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Intervalos de confianza

» Estimacion de regiones de © donde # pertenece con probabilidad alta

» Def: Dada una muestra i.i.d Xi,..., X, ~ F,un 1 — « intervalo de confianza
del parametro 0 es un intervalo C, = (a, b), donde a = a(Xj,..., Xn) Yy
b= b(Xi,...,Xs) son funciones de los datos tales que:

Pe€Cnh)=1-a, paratodof € ©
= En palabras, C, = (a, b) captura a 6 con probabilidad 1 — «
= El intervalo C, se calcula a partir de la muestra y por tanto es aleatorio
» Sellama 1 — « la cobertura del intervalo de confianza

» Ej: es comun reportar 95 %-intervalos de confianza, i.e., a = 0,05
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A una lado de la distribucién Normal
» Sea X una VA Normal estandar, i.e., X ~ N(0,1) con CDF &(x)

¢(X)=P(X§x)=\/%/x e % du

T 4a/2 "4 /2

> Se define z, /o = ®7'(1 — (a/2)), i.e., el valor tal que

P(X>2zy2) =a/2yP(~Zyp <X <2y0)=1-0a
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Intervalos de confianza basados en la Normal

» Los buenos estimadores puntuales 6, son normales cuando n — o, i.e.,
On ~ N (6,s€%)

= Propiedad util para construir intervalos de confianza de 6
Teorema
Supongamos que 0, ~ N (0, s“ez) cuando n — co. Sea ¢ la CDF de una Normal
estandar y sea z,, = »~'(1 — («/2)). Se define el intervalo
Cn - (én - Zoz/2SAev é\fl + 2(1/2§e)‘

Entonces P (6 € Cp) — 1 — «a, cuando n — oo

» Estos intervalos tienen la cobertura correcta solo aproximadamente (para

valores grandes de n)
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Demostracion.
» Sea la VA normal centrada y escalada

» Por hipétesis X, — X ~ N (0,1) as n — co. Entonces,

P@eCy=P (9,, — Z, 088 < 0 < §n+za/gs“e)

0, —0
=P - - ”
( a/2< = <Z/2>

—)P(—Za/2<X<Za/2):1—Oé

» La ultima igualdad vale por definicion de z, /2
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Ejemplo lanzamiento de moneda (una vez mas...

Ej: Dadas las observaciones Xi, ..., X, ~ Ber(p). ¢ Estimaciéon de p?

» Estudiamos propiedades del estimador media muestral/promedio
5o 15 x,
p=- ; ,
» Por el Teorema Central del Limite, se tiene que
bw/\/(p,b“n_ﬁ)) con n — oo

» Entonces, un 1 — « intervalo de confianza aproximado para p es

. /(1 —p) . [p(1 - F
Cn:<p_za/2 M’p+za/2 p(np)>
AN i
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=5

Test de Hipétesis
» Para test de hipotesis empezamos con alguna teoria de base que creemos
es valida

® Ej: Los datos proviene de una distribucion Normal centrada
» P: ¢Los datos brindan evidencia suficiente para rechazar dicha teoria?
» Lateoria a testear se llama hipétesis nula, y se escribe Hy

= Se plantea también una hipoétesis alternativa a la nula, H;

» Formalmente, dada una muestra i.i.d. X = [xq,...,x5]T from Xy,..., X, ~ F

(i) Se define un estadistico del test T(x), i.e., una funcién de la muestra

(ii) Se define una regién critica (de rechazo) R de la forma

R={x:T(x)>c}

» Silos datos x € R se rechaza Hp, en otro caso decimos que no hay evidencia

suficiente para rechazar Hy

>l problema es seleccionar un estadistico del test T y el valor critico ¢
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Testeando si una moneda es justa

Ej: Se considera el lanzamiento de una misma moneda n veces y se registran
los resultados
» Modelamos los resultados como Xj, ..., X, ~ Ber(p). ; Podemos saber si es
justa la moneda?
» Sea Hy la hipotesis nula de que la moneda es justa, y H; la alternativa
= Podemos escribir las hipbdtesis como Hy : p=1/2 versus H; : p#1/2
» Consideramos el estadistico del test dado por
TG, Xo) = 1‘

pn—E

i=1

» Parece razonable rechazar Hy si (Xj,...,X,) € R, donde
R = {(X1,...,Xn) : T(X~|,...,Xn) > C}

ey nco/eremos que esto es un Wald test, de donde ¢ = z, »se.
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Tutorial 1: Inferencia sobre la media

0 Inferencia estadistica y modelos
o Estimacion puntual, intervalos de confianza y test de hipétesis
0 Tutorial 1: Inferencia sobre la media

0 Tutorial 2: Inferencia por regresion lineal
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Inferencia sobre la media

» Sea una muestra i.i.d de n observaciones Xi,..., X, ~ F

» P: ;Como podemos hacer inferencia sobre la media . = E [X1]?
= Problema préactico y canoénico en inferencia estadistica

» Un estimador natural de ;. es el promedio/ media muestral

1 n
fin = E 21 Xi
=
= Justificado ampliamente por la ley (fuerte) de los grandes numeros

lim i, =p casi seguramente
n—oo

» Es un ejemplo simple de estimador por método de los momentos (MM). ..

.y también del estimador por maxima verosimilitud (MLE)
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Método de los momentos

» En inferencia paramétrica queremos estimar § € © C RP en
F={f(x;0):0 € ©}
» Para1 <j < p, se define el j-ésimo momento de X ~ F como

o) = aj(6) =E | X| = /OO XIf(x; 0)dx

—00

» De la misma manera, el j-ésimo momento muestral es un estimador de o,
esto es

1Tn o
A j
Gj=—> X
i=1
= El j-ésimo momento «;(8) depende del parametro desconocido 6
= Pero &; no depende de 6 ya que es, una funcién solo de la muestra
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Estimador por método de los momentos

» El primer método para estimacion paramétrica es el método de los momentos

= EMM no son 6ptimos pero son tipicamente muy sencillos de cacular
» Def: El estimador por método de los momentos (EMM) &, es la solucién al

sistema

a1(0,) = &y
az(0p) = a2

= Es un sistema de p ecuaciones (no-lineales) con p incégnitas

» Ej: Volviendo a estimar la media y, p=1y u = 60 = a4(0) de donde

M = &y = ZX

26/43
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Ejemplo: modelo de datos gaussianos
Ej: Supongamos que Xi, ..., X, ~ N (i, 0?), i.e., el modelo es F € Fy
» P: ;Cual es el EMM del vector de parametros 6 = i1, 0?]7?
» Los primeros p = 2 momentos estan dados por

a1(6) =E[Xi] =, 02(8) =E[XF] = 0% + 42

» EIEMM 6, es la solucién al siguiente sistema de ecuaciones

» La solucion es:

‘ Q FACULTAD DE
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U%"’/‘%:EZX/?
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Estimador de maxima verosimilitud
» A veces “el” método en estimacion paramétrica es maxima verosimilitud
» Consideremos una muestra i.i.d. Xi,..., X, fde una PDF f(x; 0)

» La funcién de verosimilitud £,(0) : © — R se define como

n

£a(0) = [ 1(X:0)

i=1
= Ln(0) es la PDF conjunta de la muestra, vista como funcion de 6
= La log-verosimilitud es £,(0) := log L(0)

» Def: El estimador por maxima verosimilitud (MLE) 6, esta dado por
0, = arg m@éx Ln(0)

» Muy util: £,(0) y ¢n(6) alcanzan su maximo en el mismo valor
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Ejemplo: muestra de datos Bernoulli

» Supongamos Xj,..., X, ~ Ber(p). {Cual es el MLE de p = p?
= La densidad conjunta es f(x; p) = p*(1 — p)'=*, x € {0, 1}
» La funcién de verosimilitu es

La(p) = [T f(Xiip) = [T P (1 = p)' =% = p™(1 — p)"=*
i=1 i=1

= La log-verosimilitud es ¢,(p) = Splog(p) + (n — Sp) log(1 — p)
» EIMLE p, es la solucién a la ecuacion

9ln(p) :&_n—Sn:0
op p=Pn Pn 1—Pn
» La solucion es .
. . S 1
n= b= nn :EZXI
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Ejemplo: modelo de datos Gaussianos

» Supongamos Xi, ..., Xp ~ N(u,1). ¢Cuale es el MLE de u?
= La PDF conjunta es f(x; u) = \/% exp{ — %} X€ER
» La funcién de verosimilitud es

n n
_ ) (Xi — m)?
= 117X ) O<e><p{ —Z?}
i=1 =1
= La log-verosimilitud es ¢5(u) oc — S0 4 (X; — 1)?
» TEI i, es la solucién a la ecuacion

Oln(p)
op

n
=2 Z(X/ — fin) =0
=1
» La solucion es, una vez mas, la media muestral

AML ZX

KW=fin
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Propiedades del MLE
» MLE tiene propiedades deseables bajo condiciones grales de la densidad f

P1) Consistencia: 6, P, 9 cuando el tamario de la muestra n crece

P2) Equivariancia: Si , es el MLE de 6, entonces g(d,,) es el MLE de g(0)
P3) Normalidad asintética: Para n grande, se tiene que 0, ~ N (6, sAeZ)
P4) Eficiencia: Para n grande, f, alcanza la cota inferior de Cramér-Rao

» Eficiencia significa estimador insesgado con varianza minima

» Ej: Se puede usar el MLE para construir un intervalo de confianza para p, i.e.,

Cn= (/-IZII}I/,L - Za/2SAe> /aII}]/IL + Za/2SAe)

= Por Normalidad asintética, P (v € Cn) = 1 — a para n grande

= Para el modelo N (u, 1), aM- + 2%2 tiene cobertura exacta
‘Q FACULTAD DE
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El test Wald

» Considero el siguiente test de hipotesis sobre la media
Ho:pw=po versus Hy:p# po

» Sea /i, la media muestral, con error estandar estimado se

» Def: Dado a € (0, 1), el test Wald rechaza H, cuando

T(X:,..., Xn) = ’“”Sie’“’ > Zoo

> Si Hy es verdadera, 222 ~ A/(0, 1) por el TCL
= Probabilidad de rechazar Hy errbneamente no es mas grande que «

» El valor de « se llama nivel de significancia del test
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El p-valor

» Reportar “rechazo Hy” 0 “ no rechazo Hy” para tal a no es tan informativo
= Podemos preguntar para cada «, si se rechaza o no a ese nivel

» Sea Typs := T(x) el valor del estadistico del test para la muestra observada

p/2

— lobs Tobs

p/2

» La probabildiad p := Py, (| T(X)| > Tops) se llama p-valor
= Valor més chico para el cual el test rechaza Hy
» Un p-valor chico (< 0,05) indica poca evidencia para soportar la hip. nula Hy
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Tutorial 2: Inferencia por regresion lineal

0 Inferencia estadistica y modelos
o Estimacion puntual, intervalos de confianza y test de hipétesis
0 Tutorial 1: Inferencia sobre la media

0 Tutorial 2: Inferencia por regresion lineal
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Regresion Lineal
» Sean observaciones de la forma (Y1, X1),...,(Yn, Xn) ~ Fyx
= El objetivo es aprender la relacion entre las VAs Y and X
» Un primer enfoque es modelar la funcion de regresion

rx)=E[Y|X=x] = /Oo yhyix(y|x)dy

» El modelo simple de regresion lineal especifica que dado X; = x;

Yi=Bo+biXi+e, I=1,...,n
® Las y;'s se modelan como muestras ruidosas de la recta r(x) = By + S1x
® Los errores ¢; son i.i.d., con E[¢;|X; = x;] = 0y var [¢;| X; = x]] = 02
» Bajo el modelo lineal, la regresion equivale a inferencia paramétrica

P(x) < [Bo. B1]”
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Regresion Lineal Multiple

» Mas general, supongamos que se observan datos (y1,X1), ..., (¥n, Xn)
= cada input X; = [Xi1,. .., x,-p]T es un vector p x 1 de atributos

» El modelo de regresion lineal multiple especifica que

p
y/:ZX/jﬁj-l-e/:,BTX,'-i-G/, i=1,....n
j=1
® Tipicamente x;1 = 1 para todo /i, dado un término de corte
® Los errores ¢; son i.i.d., con E [¢;|X; = x;] = 0 y var [¢;|X; = x;] = o2
» De manera compacta(matricial) se representa como y = X3 + ¢, definiendo
i X141 .. Xip B €1

Yn Xm .. Xnp Bp €n
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Estimador de Minimos Cuadrados

» Un estimador clasico 3 minimiza la suma cuadratica de los residuos (RSS)

n

RSS(8) = > (vi—B"x)? = |y — X8|

i=1

T

= Residuos (errores) son las distancias de y; al hiperplano r(x) = 8'x

» Def: El estimador de minimos cuadrados (LSE) Bn es la solucion a

A

B, = arg mﬁl’n RSS(3)

» Resolviendo la optimizacién resultad que, el LSE es 3, = (X"X)"'XTy
= Definido solo si X" X es invertible < X tiene rango completo p
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Geometria del LSE

» En minimos cuadrados se busca el vector § = X3 € span(X) més cercano a'y

T

A

0
X3
span(X)

» Solucion: Proyeccion ortogonal de y sobre span(X), i.e.,
¥ = Px(y) = X(X"X)"'X7y = uU"y

» Elresiduo y — y pertenece al complemento ortogonal (span(X))*

|y oo Asi tenemos que RSS(3) = ||y — ¥||? is minima
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Propiedades del LSE
» LSE 3, = (X"X)~'X"y es una combinacién lineal de las VAs y
P1) Insesgado: E [Bn | X} = (3 con var {ﬁn | X} = o?(XTX)~!
P2) Consistencia: fi,, Lt 3 cuando el tamarfio de la muestra n crece
P3) Normalidad asintética: Para valores grandes de n, se tiene que
Bn ~ N(B,0%(X"X))
P4) Silos errores e ~ N(0,52l), entonces 3, ~ N(8,02(XTX)~") exactamente; y
Eficiencia: No hay otro estimador insesgado de 3 con varianza més chica
> Ej: Se pued usar el LSE para construir intervalos de confianza para cada j;:

Ch= <3j — Z,258(B)), B + Za/ZSAe(Bj)>

= Dada la normalidad asintética (o exacta), P (5j € Cs) 1 —

= Observar que se(5;) = &/[(X7X)~1];, donde 42 = Rﬁff)
NN o

“ UDELAR Paola Bermolen -« Inferencia Estadistica 39/43



Test de hipétesis y prediccion
Ej: Sea el test de hipotesis respecto del parametro f;
Ho : B} = 5}0) versus  Hj : B # /B}O)
» Dada la normalidad asintética (o exacta) del LSE, un test al nivel « es

Rechazar Hy si T; == |——
se(5))

> 2Zy)2

Ej: Podemos predecir un valor no observado Y, = y. a partir del valor x. como
T2
y* - X* ﬁ

» Se puede deinir una nocién de error estandar para y,, e intervalos de
confianza
= debe tener en cuenta la variabilidad en la estimacién de 3 y de e,
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LSE como MLE

» Supongamos que condicionado a X; = x;, los errores ¢; son Normales i.i.d.

= La PDF condicional es f(¢; | ;) =

\/m €xp { 202}

» Asumiendo que ¢ es conocida, la funcion de verosimilitud (condicional) es

5 n . aTy)2
£a(8) = [T %5 8) o exp { = 3 P20 )
i=1 =

= La log-verosimilitud es /,(3) « —RSS(3)

> EIMLE 3Y" maximiza la log-verosimilitud, entonces
,@ﬁ/”_ = arg m,éaix ln(B) = arg mﬁl'n RSS(B) = B,ﬁs

» Ejercicio: Bajo el modelo Gaussiano lineal, el LSE es también un MLE

‘ Q FACULTAD DE
INGENIERIA

UDELAR N P
“ Paola Bermolen -« Inferencia Estadistica

41/43



Ridge regression
» LSE penalizado con /> se conoce como ridge regression

~ridge

B = argmin RSS(3) + A8

> Para ) > 0, el estimado “ridge"3"%%° — (XX + A" 'XTy
e Diferente del LSE 3" := arg mins RSS(8)

A ridl
® Essesgadoy sesgo(ﬂ” ge) crece con A
@ Esta bien definido incluso si X no tiene rango completo

o : : . ~LS

» La pérdida de sesgo se gana en potencial de reducir varianza < var [B }
® Ej:var {BLS} es grande cuando X es cercana a déficit de rango, (X" X)~! inestable

» De la descomposicion sesgo-varianza del MSE, compromiso(\) puede dar

~ ridge) - MSE(BLS)

INGENIERIA
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LSE penalizado por complejidad
» Ridge es un ejemplo de una clase mas grande de LSE penalizado por
complejidad
B = arg min RSS(3) + \J(5)

® Funcion J(+) penaliza (i.e., restringe) los parametros en 8
@ El espacio de parametros restringido © resulta en modelos ‘menos complejos’
® Tuneo de )\ balancea bondad de ajuste y complejidad

» Ej: penalizacién con norma ¢4 resulta en sparsity, i.e., seleccién de variables

X
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