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De redes a grafos

» Redes son sistemas complejos de elementos interconectados.

» Grafos son una representacion matematica de tales sistemas.
= brinda un lenguaje formal para hablar de redes

» Componentes:
nodos, vértices V

» Interconexiones:
aristas E

» Sistema: redes,
grafos G(V, E)
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Grafos

°o . g
Definicion (Grafo)

Llamamos grafo G(V, E) a un conjunto V de vértices o nodos conectados por un
conjunto E de aristas. Los elementos de E C V x V son pares no ordenados de
vértices distintos (u, v), u,v € V
» Enlafigura = Vértices V = {1,2,3,4,5,6}
= Aristas E = {(1,2),(1,5),(2,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6)}
» Usualmene se dice que el grafo G tiene orden N, := |V/|, y tamafo N, := |E]|

‘ Q FACULTAD DE
INGENIERIA
‘ ‘ uoAR Paola Bermolen < Teoria Bésica de Grafos 4/42




Vértices y aristas en redes reales

red vértice arista
Internet Computer/router Cable or wireless link
Metabolic web Metabolite Metabolic reaction
WWW Web page Hyperlink
Food web Species Predation
Gene-regulatory web  Gene Regulation of expression
Friendship web Person Friendship or acquaintance
Power grid Substation Transmission line
Affiliation web Person and club  Membership
Protein interaction Protein Physical interaction
Citation web Article/patent Citation

Neuron

Neural web

Synapse

xS
UDELAR
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Grafos simples y multi-grafos
» En general, los grafos pueden tener self-loops y multi-aristas
= Un grafo con esas caracteristicas se llama multi-grafo

@@
% o0 ®

» Como cambia la definicién de grafo?
» La mayoria de los trabajos y lo que vamos a hacer se basa en grafos simples,

sin self-loops ni multi-aristas °A°
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Grafos dirigidos
» En grafos dirigidos, los elementos de E son pares ordenados (u, v), u,v € V
= implica que la arista (u, v) es distinta de la arista (v, u)
= las aristas dirigidas se llaman semiaristas o arcos

» Y alos grafos dirigidos, para abreviar, les decimos digrafos

= Por convencion, el arco (u, v) sale de u 'y apunta a v (los arcos se
representan con flechas)

» Ej: relaciones no simétricas como seguidores en Twitter o citas en articulos
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Grafos con pesos

» Muchas veces los vértices o las aristas tienen asociados valores numéricos
= tales grafos se llaman grafos con pesos

» Los valores pueden corresponder a medidas de un proceso definido en la red

» Ej: tréfico que cursa un enlace, cantidad de autos en una cierta ruta,
nodo/persona infectado o no por covid, etc.

» Las multi-aristas en general se codifican mediante pesos
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Representaciones de algunas redes tipicas

Red Grafo asociado

WwWw Multi-grafo (con loops), dirigido, sin pesos
Amistades en Facebook No dirigido, sin pesos

Red de Citas Dirigido, sin pesos, aciclico

Red de Colaboracion No dirigido, sin pesos

Llamadas telefonicas Dirigido, con pesos

Interaccion de proteinas  Multi-grafo (con loops), dirigido, sin pesos
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Subgrafos
Definicion (Subgrafo)

Dado un grafo G = (V, E) y un subconjunto de vértices V' C V, el subgrafo
inducido por V' es el grafo formado por los vértices V' y todas las aristas de G

que unan vértices en V.
© O
» Ejemplo: Grafo inducido por V' = {1,4,5}
© O
N et G

‘ ‘ UDELAR Paola Bermolen < Teoria Basica de Grafos 10/42



Relacion de adyacencia
» Concepto necesario para estudiar la conectividad de un grafo

» La adyacencia es un concepto local muy simple

= dos vértices u, v € V son adyacentes si estan conectados por una
arista, es decir, si (u,v) € E

= dos aristas eq, e, € E son adyacentes si comparten algun vértice v € V
/\0
» Ejemplo = los vértices 1 y 5 son adyacentes; 2 y 4 no lo son

= la arista (1,2) es adyacente a (1,5), pero no a (4,6)
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Grado

» Una arista (u, v) es incidente a los vértices uy v
Definicion (Grado)
El grado d, del vértice v es el nimero de su aristas incidentes

Definicion (Secuencia de grados)
La secuencia de grados ordena los grados de todos los vértices en orden

no-decreciente 3 3
2 °A°\ 2
o .0
-0 0
» Ejemplo = grados de los vértices en rojo, e.g., dy =2y ds = 3

= secuencia de grados: 2,2,2,3,3,4
N iR
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Propiedades del grado

» Los valores de los grados vande 0 a N, — 1

» La suma de la secuencia de grados es el doble del tamafo del grafo

Ny
> dy =2|E| = 2N,

v=1

= El nUmero de vértices con grado impar es par (jEuler!)

Definicion (Grado en digrafos)
Para grafos dirigidos se definen los grados de entrada d" y grados de salida a2
como el nimero de aristas entrantes y salientes a v, respectivamente

» ¢ Se cumple la propiedad anterior?
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Grados en digrafos

3,

1 22
0,2 O 2.0
;90
o -0

\,ev S

> Ejemplo = grado entrante en rojo y grado saliente en azul
= Ejemplo, di" = 0,d% =2y gi" = 3, d2 = 1

» Suma de los grados:

Ny ) Ny
Yol =" de = |E| = N,
v=1 v=1
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Densidad

» Grado medio del grafo:
Ny

1 2N,
C=— d e
Ny ;_31 TN,
2 f 0 - . Ny(Ny—1)
» La méaxima cantidad de aristas (grafo simple) es —~—5—
» Se define la densidad p del grafo como
o Ne 2N, ¢ _c
FTRMND T NN -T) T N1 N,

» Ladensidad (0 < p < 1) se puede pensar como la probabilidad de que dos

vértices elegidos al azar sean adyacentes
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Sparsity
» Se dice que un grafo es sparse si cuando n — oo, se cumple que p — 0

» No hay definicion no asintotica: informalmente se usa p chico:
® hay pocas aristas presentes comparadas con el maximo posible

» Muy importante para los aspectos computacionales
» Las redes reales en general son “sparse”

» Si al agregar nodos a la red el grado medio permanece constante entonces
se cumple que p — 0y la red es sparse

» Lo mismo sucede si al agregar nodos el grado medio crece a menor velocidad
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Movimientos en un grafo y conectividad
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Movimientos en un grafo
Definicion (Paseo)
Un paseo de largo / entre vy y v; es una secuencia alternada de vértices y aristas
adyacentes entre si

{w,e1,v1,...,Vi_1,€,V}, donde g; es incidente a v;_1, v;

Definicion (Camino)
Un camino es un paseo sin nodos ni aristas repetidas

°/\°
o . O
00
» Un paseo es cerrado si vy = v;.
ey »@od)n ciclo es un paseo cerrado sin nodos repetidos excepto vy = v,

INGENIERIA
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Conectividad

» Un vértice v es alcanzable desde u si existe un camino de v av

Definicion (Grafo conexo o conectado)
Un grafo es G es conexo (0 conectado) si cada vértice es alcanzable desde

cualquier otro vértice

092%o
Q@ O
» Si las aristas puente son removidas, el grafo se desconecta
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Componentes conexas
Definicion (Componente)
Una componente es un subgrafo conexo maximal

» Maximal significa que no se puede agregar mas nodos sin que deje de ser

conexo
-

» Ejemplo = Las componentes son {1,2,5,7}, {3,6} y {4}
= El subgrafo {3, 4,6} no es conexo, y el {1,2,5} no es maximal
» Los grafos desconectados tienen 2 o0 mas componentes

oy oo La componente mas grande se denomina componente gigante
INGENIERIA
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Componentes gigantes
» Las redes reales de gran tamafno tipicamente tienen una componente gigante
» Ejemplo: relaciones romanticas en un liceo de US [Bearman et al’'04]

ol

Ve i

» P: ;Porque es razonable que haya una sola componente gigante?
» R: Basta una sola arista para unir dos componentes gigantes
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Conectividad para digrafos

» Conectividad es un poco mas sutil para digrafos. Dos nociones:

» Def: Un digrafo es fuertemente conectado si para cada par u,v € V, ues
alcanzable desde v (via un camino dirigido) y vice versa

» Def: Un digrafo es débilmente conectado si es conectado al ignorar las
direcciones de las aristas

S5

.

» El grafo el ejemplo débilmente conectado pero no fuertemente conectado
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Familias de grafos
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Grafos completos y cliques

» Un grafo completo K, de orden n tiene todas las posibles aristas

VAN

K, K, K, Ks

» P: ;Cudl es el tamano de K,? ;Grado medio? ;Densidad?
» R: NUmero de aristas en K, = @ c=n—-1yp=1

» En andlisis de redes aparecen como objeto de interés los cliques, i.e.,
subgrafos completos

= Nocidn extrema de comunidad o grupo cohesivo
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Grafos regulares

» Un grafo regular de orden d tiene todos sus vértices de grado d

» El grafo completo Kj, es (n — 1)-regular
® Los ciclos son (sub) grafos 2-regulares

» Los grafos regulares aparecen con frecuencia en:

@ fisica y quimica, en el estudio de estructuras de cristales
@ referencias geo-espaciales y pixel-models en procesamiento de imagenes
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Arboles y grafos dirigidos aciclicos
» Un grafo aciclico es un grafo sin ciclos (camino cerrado con las aristas todas
dirigidas en el mismo sentido)
» Un arbol es un grafo no dirigido conexo aciclico (no hay loops).
» Ejemplos: rios, evolucidn, red de citas de papers

Tree Directed DAG
tree

» Un arbol dirigido es un grafo dirigido cuyo grafo no dirigido subyacente es un
arbol

= La raiz es el Unico vértice con caminos a todos los otros vértices

~ rﬁgmﬁgnsar en un grafo dirigido aciclico que no sea un arbol
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Grafos bipartitos
» Un grafo G(V, E) se dice bipartito si

= V se puede dividir en dos conjuntos disjuntos V; y V> tales que

= cada arista en E tiene un extremos en V4, y el otro en V>

v3

v5

» Util para representar por ejemplo, membresias o redes de afiliacion
= Vértices en V; pueden ser personas, y vértices en V5 clubs
= El grafo inducido G( V4, E1) reine miembros del mismo club
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Hipergrafos y grafos bipartitos

» En algunos casos las aristas unen mas de dos vértices (affiliation networks)

= Un grafo con esas caracteristicas se llama hipergrafo

» Una manera mas sencilla de representarlos es con grafos bipartitos

= Se crean nuevos Vértices (tantos como grupos) y se conectan los
vértices a los grupos a los que pertenecen.
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Grafos planares

» Un grafo G(V, E) se dice planar si puede ser dibujado en el plano de modo
tal que no haya dos aristas que se crucen entre ellas

= Los arboles son grafos planares r

» Los grafos planares se pueden dibujar en el plano usando solo lineas rectas

» Util para representar o mapear redes con componentes espaciales: rios,
carreteras (sacando puentes)

» Los arboles son planares
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Grafos planares

» Dificil determinar si un grafo es planar pero hay algunas condiciones
necesarias que relacionan, vértices, aristas y caras (ej: v—e+f=2,¢c < 6)

» Teorema de los cuatro colores:
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Teoria algebraica de grafos
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Matriz de adyacencia

» Teoria algebraica de grafos refiere a la representacién matricial de grafos

» ;Coémo representamos la conectividad de un grafo G(V, E) en una matriz?

Definicion (Matriz de adyacencia)

Dado un grafo simple G(V, E), se define la matriz de adyacencia a una matriz
binaria y simétrica A € My, «n, tal que:

A [ 1 sileE
Y71 0, en otrocaso

» Los vértices los numeramos con valores 1,..., N,
» Para grafos dirigidos, la matriz de adyacencia puede no ser simétrica

» Para grafos con pesos la matriz no es binaria, se define A; = w;
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Ejemplos matriz de adyacencia
» Ejemplos para grafos simples y digrafos

1 1
4 3 4 3
2 2
01 0 1 010 1
100 1 0000
Ab=1o001 ]| A=|l0o00 o0
1110 0110

» Ejercicio: ;Como queda la matriz de adyacencia asociada a un grafo
bipartito? ¢y a un grafo dirigido aciclico?
AN i
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Propiedades de la matriz de adyacencia

Dada una matriz de adyacencia A € M, ¢qué puedo decir del G
asociado? Supongamos binaria y simétrica (G simple)

» Cantidad de vértices N, = n
» Cantidad de aristas ) | Aj = 2N,
i7j
. . NV
» La suma por filas (o columnas) nos da los grados de cada veértice ) A; = d
J=1
» Para digrafos A no es simétrica y las sumas por filas o columnas difieren:

= se obtienen los grados entrantes y salientes
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Matriz de adyacencia y conectividad

» Caminos: ¢podemos deducir si existe un camino entre dos vértices a partir
de la matriz asociada? ;y si existe un camino de largo r?

Teorema (Caminos de largo r)

Sea A" la potencia r-ésima de A, con entradas Af-jr), entonces Af-j’) da el numero
de caminos de i aj de largor in G

» Caminos de largo 2 entre el mismo vértice:
tr(A2)/2 = N,
» Caminos de largo 3 que empiezan y terminan en el mismo vértice
(triangulos):

tr(A3)/6 = #A
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Espectro de la matriz de adyacencia

» Si A es simétrica, entonces tiene n valores propios reales y se cumple que
A= PDP! con D = diag(\1,---,An)y P' = P!
» Relacion con la cantidad de aristas y triangulos:
Ne =1r(A%)/2 = (A2 +---+)3) y #A=tr(A%/6 =3+ +13)

» G es d-regular siy solo si 1 es un vector propio de A asociado al valor propio
di.e.,
A1 =Ad1

» ; Espectros iguales < grafos iguales?
= jLamentablemente NO! Ver ejemplo

‘ Q FACULTAD DE
INGENIERIA

‘ ‘ UDELAR Paola Bermolen + Teoria Basica de Grafos 36/42



Espectro de matrices

Definicion (Valores y vectores propios)

Dada una matriz A € Mp.(R") se dice que A € R es un valor propio de A si
existe un vector v € R" no nulo tal que Av = \v. El vector v se llama vector propio

de A asociado al valor propio A

» Los vap’s son raices del polinomio caracteristico x(\) = det(A—A/) =0
» Los veps’s son un subespacio vectorial Sy = N(A — Al).

= se cumple que 1 < mg(A) < mg(\) < ndonde mg(\) es la dimension
de S, y ma(\) es la multiplicidad como raiz de x(\)

> A es diagonalizable < A = PDP~" con D diagonal (vaps en la diagonal) <
existe una base de R” formada por vep’s de A < ma(\) = mg(\) para todo
vap A de A
N et
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Espectro de matrices

> Si A€ Mpxn(R") es simétrica, es diagonalizable y se cumple A = PDP! con
D diagonal (vaps en la diagonal) y P ortogonal

= existe una base ortonormal de R"” formada por vep’s de A
» Las matrices de adyacencia de grafos no dirigidos son simétricas
» Las matrices de adyacencia de grafos dirigidos no son necesariamente
simétricas
» Si A€ Mm«n(R") (no cuadrada) entonces se utiliza la descomposicién en
valores singulares: A= USV! con S diagonal, Uy V ortogonales
= D esta formada por los valores singulares o; = v/)\; con \; vap de A'A
= el numero de valores singulares no nulos es el rango de A
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Laplaciano del grafo
Definicion (Laplaciano del grafo)

Dado un grafo simple G = (V, E), se define el laplaciano del grafo a una matriz
simétrica L € My, «n, tal que

di, Sii=j
Li=¢ -1, si(i,j)eE |,

0, enotrocaso

» Definiendo D matriz diagonal con D;; = d; de grados, resultaque L=D — A

1 2000 2 10 -1
020 0 1 2 0 -1
P=19 01 0 L=1 0 o0 1 _1
4 3 000 3 1 10 3
2
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Propiedades del Laplaciano

» Se puede extender a grafos no dirigidos con pesos, usando la matriz de
pesos y el grado la suma de los pesos de las aristas adyacentes.

No hay una forma natural de extender la definicion a digrafos
Dada una matriz L € Mp«,, laplaciano del grafo G, ;qué puedo decir de G?

Cantidad de vértices: n= N,
Cantidad de aristas: tr(L) = >, . dv = 2| Ne|
Suma por filas

YYVY VY'Y

n n
dLj=d-> Aj=d—d=0
j=1 j=1

=1 es un vector propio de L asociado al valor propio 0
= L no es invertible y rango(L) < n
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Espectro del Laplaciano

» Regularidad - smoothness: Dado un vector x € RV de “valores en los
vértices” de un grafo G, se cumple que

x'Lx= " (x - x)°
(i.)eE
x"Lx = ||Dx||? = (Dx)!(Dx) = x" D'Dx
con D el operador diferenciacién. Es una medida de regularidad de funciones
definidas en G.

» Semidefinida positiva: se deduce de lo anterior ya que x"Lx > 0 para todo
x € RM
= Todos los valores propios de L son no-negativos
= Ya vimos que 0 es siempre valor propio y es entonces el mas chico
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Teoria espectral de grafos

Espectro y conectividad: El segundo valor propio mas chico A, es distinto de
0 (M2 # 0), siy solo si G es conexo

= si 0 tiene multiplicidad algebraica 1, entonces G es conexo.

= X2 se denomina “spectral gap”
L tiene K valores propios nulos (multiplicad algebraica K) si y solo si G tiene
K componentes conectadas

= forma de bloques de L
El vector propio asociado a A, se llama vector de Fiedler y se usa como un
primer método de clusterizacion
Ejericio: grafo de Barbell de tamafno n = 3 (dos grafos completos K, unidos

por una arista). Hallar valores y vectores propios del Lapaciano. ;Qué
observan?
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