V. GRAFICAS Y MATRICES DE ADYACENCIA

EN ESTE capitulo estudiaremos con detenimiento una aplicacién im-
portante de la teoria de matrices no negativas.

Dada una grafica A asociaremos con ella una matriz no negativa
simétrica A, llamada la matriz de adyacencia de A. A esta matriz A,
podemos aplicarle la teoria desarrollada en los capitulos III y IV; en
particular consideraremos los valores propios de A, (que son ndimeros
reales). Queda de esta manera establecida una relacién entre las pro-
piedades combinatorias de la grifica A y las propiedades algebraicas
de la matriz A, . Consideraremos esta relacién en las dos direcciones,
esto es:

a) ciertas propiedades “grificas” o combinatorias de la grafica A se
reflejan como propiedades de los valores propios de A,;

b) ciertas propiedades algebraicas o numéricas de los valores propios
de A, se reflejan como propiedades de la grifica A.

Algunas de las ideas que veremos tienen aplicaciones interesantes
en otras dreas de las matemadticas: en la seccién 2 obtendremos una
clasificacién de graficas dependiendo de las propiedades de ciertas for-
mas cuadraticas asociadas a ellas. Esta clasificacién tiene un papel
importante en el estudio de las dlgebras de Lie y en la teoria de repre-
sentaciones de dlgebras. Algunas de las consideraciones realizadas en
la seccion 3 estdn asociadas con la determinacién del llamado indice
de Jones en la teoria de torres de dlgebras. Veremos también algunas
aplicaciones de esta teoria espectral de grdficas a otras disciplinas (fisica
¥ quimica).

1. EL POLINOMIO CARACTERISTICO DE UNA GRAFICA

1.1. Una gréfica A estd formada por una coleccién finita de vértices,
que denotaremos por A,, y por un conjunto finito de aristas A, que
conectan entre si algunos de estos vértices. Podemas suponer que A, =
{1,...,n}.

Definimos la matriz de adyacencia Ay = (a;;) de tamafio n X n de
la manera siguiente:
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160 ALGEBRA LINEAL AVANZADA
nimero de aristas entrety j,  sii# j;
a
Y 2 veces el niimero de lazos en i, sii=j.

Observemos que la matriz A, es una matriz simétrica no negativa.
El polinomio caracteristico p,(t) = det (tI, — A,) se conocerd como
el polinomio caracteristico de la grdfica A. Por (I11.2.7), las raices de
este polinomio, esto es, los valores propios de A,, son niimeros reales
que podemos ordenar como

M AL < <AL

(En caso de que la grifica A esté claramente especificada escribiremos
solamente ); en lugar de A\2.)

Ejemplos
a) Consideremos la gréfica lineal con n vértices

1 2 n-1 n

que llamaremos una gréfica de tipo A,,.
La matriz de adyacencia A, de esta grifica es

0 1 0
1 0

An = o, e 1
0 10

Si p,,(t) es el polinomio caracteristico de esta matriz, desarrollando
por menores obtenemos inmediatamente

Py (t) = tpp_y(t) — Pr_s(t),

que es un caso especial de una férmula que probaremos mas adelante.
Deseamos calcular las raices de p,(t).
Consideremos la funcién

sen [(n + 1)arccos «]

V11— 2?

Un(2) =
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Ejercicio: Demuestre que U, (z) tiene la expresién polinomial
(»/2] A .
U, (z) = g(—l)'( ,. )

que se llama el polinomio de Chevyshev de la sequnda clase.
Obtenemos inmediatamente que

n0=t=0,(3), nw=r-1=7,(}),

y en general, por induccién

t
2

Palt) = 12y () = Pacs® = W,y (5) = Vs (5) = 0 (5)

Entonces el espectro de p, (t) consta de los nimeros

< 27r .> .
2 cos i, t=1,...,n.
n+1

b) Consideremos ahora el circuito con n vértices

1

N
L /

~~_

que llamaremos una grifica de tipo A,,.
La matriz de adyacencia de esta grifica es

[0 1 0 0 17

1 0 1 0 0
An: (o) 1 0 ) : 3

! 1 0

00 0 1

1 0 1 0]
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excepto en el caso de que n < 2, en que

A

=(2) y fi,=[g (2,]

El polinomio caracteristico p,(t) satisface

In/2] s B i
- - ¢ —1) i
Po(t) = =2+ 2 (-1 o= ( . )

3 ?
1=0

Como es facil verificar por induccién. Tenemos entonces que

. _ nt
pn(t) - n + 1 pn—l(t)'

De aqui que los valores propios de A, son los nimeros
2T, .
2 cos (—z ; i=1,...,n.
n

AN

Ejercicios
1. Definimos el polinomio de Chebyshev del primer tipo como
T,(z) = cos (narccos z).

Entonces 5,(t) = 2 [T, () - 1].
2. El espectro de la gréfica de tipo D,, (n > 3)

estd dado por los niumeros

2i+1 ﬁ)
2n — 2 :

0y 2cos (
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3. El espectro de la grifica de tipo D,, (n > 4)

1 n

\3 s e — p— 1
/ \
2 n+41

es la unién (atencién con las multiplicidades) de los espectros de las
graficas de tipo A, y A, _,.

1.2. Sea A una grifica y Ay = (a;;) su matriz de adyacencia. Las

potencias A% = (afj)) tienen también informacién relevante asociada
a la grafica A.

En efecto, fijemos una orientacién A para la gréfica A. Para cada
arista ¢ —*—j en A con orientacién i —2—j en A, llamamos

-1 . . sz . s 2
i+—>——j a la flecha de orientacién contraria (también en caso que
i = j tenemos @ y @™!). Un camino en A de i a j es una sucesién

(818, By« -+ » B9,
de forma que §; es @ 0 a™' para alguna flecha a en A y el final de g;
es el principio de §;,,, con i el principio de 8, y j el final de 3,,. Este

camino tiene longitud m.

Ejemplo: Sea A la grifica

A 1/ \'s — 4
2
o oy
A: 1/———~\3 — 4
og o,
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Fijamos una orientacién A para A. Algunos caminos de 1 a 4 de lon-
gitud 6 son:

-1 -1 -1,-1
a1a2 a3 a1a2 a4 ’

-1 Y -1
0,05 0,0 00,

SIpet
a0 a0 o)

Lema. Sea A = A, la matriz de adyacencia de A y Ak = (agf)) las
potencias de A. Entonces a;;’ es el nimero de caminos de longitud k
deiajenA.

Demostracion: Para k = 1 esto es trivial. Supongamos que el resultado
es cierto para k. Entonces

k+1
( ) = Eatl Qg j-
Claramente, cada camino de ¢ a j de longitud k + 1 se escribe

(ilﬂn 00 7ﬂk’ﬂk+1|j),

donde Sy, es de la forma o a~! para una arista {——j. Fijada £,

(%)

estos caminos se pueden construir de a;,’ a,; maneras diferentes. Luego,

ag?"' ) es el ntimero de caminos de longitud k+ 1 de i a j en A, 0

1.3. El radio espectral de una grifica A es por definicién el radio es-
pectral de su matriz de adyacencia:

p(A) = p(Aa)-

Por el Teorema de Perron-Frobenius p(A) es un valor propio de A.

Observemos que A, es irreducible si y solamente si A es una gréfica
conexa. Entonces para una gréfica conexa A, p(A) es un valor propio
simple del polinomio caracteristico p, ().
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Proposicién. Sea A una grdfica coneza, i,j € A,. Entonces

p(A) = lim sup \"/ af;-c) .

Demostracién: Sea n el nimero de vértices de A. Sean

A LA <A =p()

los valores propios de A,.
Como A, es simétrica, podemos encontrar una base ortonormal

Vyy..+,V, cON v; vector propio de A con valor propio A; (II1.2.5). En-
tonces

Ap =VDVY donde V = (v,,...,v,) = (v;;) y D= (A,...,A,).

Obtenemos asi,

k .
() Z”w Vs s, para toda 1, j.

8=1

Como hemos visto en (IV.3.2 (3)), existe una constante ¢ > 0 tal
k . e
que a( ) < eAk. Luego, como el vector v,, tiene entradas positivas,

0< o2, <al¥) /2 < ¢, para k par.
Entonces, lim sup Valk) = A, = p(A).
Para 1 < ¢ < n, usando la conexidad de A, obtenemos una s > 1 tal
que a( ) > 0. Entonces
ag;?ag;"’) < a,(:) para k> s.

Asi, lim sup {/a Ef;} > p(A). La otra desigualdad es clara, de donde

lim sup \/ (k) = p(A). Una vez mds, por la conexxdad de A, se puede
obtener el resultado general. ]

Corolario. Sea A’ una subgrdfica de A. Entonces p(A') < p(A). 0O



166 ALGEBRA LINEAL AVANZADA

Tendremos oportunidad de ver que el radio espectral p(A) de una
grifica es un importante invariante de A. En cierta forma contiene una
gran cantidad de informacién sobre la estructura combinatoria de A.

Ejercicios

1. Complete los detalles de la prueba de la proposicién anterior.
2. Sea A una gréfica de tipo A,, o de tipo D,,, entonces p(A) < 2.
3. De entre todas las grificas conexas con n puntos, la grifica con
menor radio espectral es la gréfica lineal A, que tiene radio espectral

2cos (F?-Fl") L
4. Sea A una gréfica de tipo A, o de tipo D,,, entonces p(A) = 2.
5. Sea A una grifica con radio espectral p. Entonces p < 2 (respec-
tivamente p < 2) si y solamente si cada componente conexa de A es
una subgrifica (respectivamente una subgrafica propia) de una de las
graficas de la siguiente coleccion

P
| 1

N7

Estas graficas tienen radio espectral igual a 2 y desempefian un papel
relevante en diferentes dreas de las matematicas. Se les conoce de varias
maneras: diagramas de Dynkin extendidos, diagramas euclidianos o
grdficas parabolicas, entre otros.

1.4. Hay varios procedimientos de reduccién para calcular el polino-
mio caracteristico de una grafica una vez que se conoce el de algunas

|
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subgraficas. Veremos aqui algunos de estos métodos y los aplicaremos
en ejemplos importantes.

a) Sea z, un vértice de la grafica A con grado 1y sea z, el vecino de
z, en A. Sea A la grifica obtenida A quitando el vértice z, y A, la
grafica obtenida quitando tanto z, como z, (ver el siguiente diagrama).

Proposicién. Con la notacidn anterior tenemos

pa(t) = tpa, (1) — Pa, (1)

Demostrqczon: Sea A, = {2,,2,,2,,...,%,}, entonces la matriz de
adyacencia es

0 1 0 e 0

1 ay ay - ay
A, = 0 a,

; . A A,

0 a,,

Al desarrollar por menores obtenemos

Pa(t) =det (1L, — Ap) = tpa (1) — pa,(?). u

Un caso particular de esta férmula lo encontramos en el ejemplo
(1.1.a). Por medio de esta férmula se puede calcular inductivamente el
polinomio caracteristico de cualquier gréfica 4rbol (o sea, una grifica
sin ciclos).
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b) Podemos generalizar el resultado de (a) de la manera siguiente.
Sea A una grifica obtenida al unir el vértice z, de la grifica A, con el
vértice z, de la grafica A, por medio de s aristas, como en el dibujo

Sea A! (respectivamente A}) la subgrifica de A, (respectivamente
A,) obtenida al quitar el vértice z, (respectivamente z,).

Proposicién. En la situacion descrita se tiene

Pa(t) = pa, (P4, (1) — $*pa; (Dpay(1)-

Demostracion: Sea n, (respectivamente n,) el nimero de vértices de
la gréfica él. (respectivamente A,) y n = n, + n,. La matriz tI, — Ay
puede escribirse como

[ 0 0 -s
0 0 O
tl, — Aa, ; ;
0 0 0
thh-Aa=1| ¢ ¢ 0
© 0
20 tl, — Aa,
| —s 0 0 i

Al desarrollar det (tI, — A5 ) por menores respecto al primer renglén,
obtenemos

pa(t) = pa,(t)pa,(t) — (-1)"sdet B,

donde B se obtiene al suprimir el primer renglén y la dltima columna
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de la matriz anterior. Desarrollando segin la primera columna de B,
tenemos

det B = —(—1)"""spps (t)pay (1). o

c¢) Sea A una gréfica sin lazos y con vértices Ay = {1,...,n}. Para
cada ¢, definimos A; como la subgrafica de A obtenida al suprimir el
vértice 7 de A.

Proposicién. El polinomio derivado p,(t) es igual a

Pa) = Y o (1)

=1

Demostracion: Usamos la expansién de (b;;) = B = tI, — Ay como
sigue

pA(t) =det B = Z (—1)sgnabla(1) T bna(n),

oES,
donde S, es el grupo de permutaciones de {1,...,n}. Con base en que
b;=t1=1,...,n, tenemos
palt) = 3 (18 f(o)! = T bises
€Sy, a(i)#i

f(e)21

donde f(o) es el nimero de puntos fijos de o, o sea, la cardinalidad
del conjunto {i:0(¢) = i}. Sio € §, y o(i) = ¢, podemos definir o;
como una permutacién de los vértices de A; simplemente restringiendo
la accién de o. Asi,

n

Pa®= D D0 JTbjoy =20 | Do 0¥ [T by,

;’(f;sznl o(i)=i J# i=1 :(E.i—:'.- iy
n n
= Edet (o= Ap,) = ZPA.' @). O
=1 i=1

Ejemplo: Si consideramos el ciclo An con n vértices, todas las graficas
obtenidas al suprimir un vértice resultan de tipo A, _,. Luego, p'A ) =
np .A"_1 (t) n
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d) Dadas dos grificas A y A’ sin lazos ni aristas miltiples, con 7 y
n' vértices respectivamente, definiremos la grdfica suma A + A’ de la
siguiente manera:

Los vértices de A + A’ son el conjunto A, X Af; existe una arista
entre (z,,9,) ¥ (2,,9,) si y solamente si ¥, = z, y hay una arista en
A, entre y, y y,, o bien, si y, = y, y hay una arista en A, entrez, y z,.

Proposicién. Sean A y A’ dos grdficas como antes, entonces los va-
lores propios de la matriz de adyacencia de A + A’ son de la forma
A + u para valores X € Spec (A, ), p € Spec(Aar).

Demostracién: Dadas dos matrices A = (a;;) de tamafiom xny B =
(b;;) de tamafio p X g, el producto de Kronecker A ® B es la matriz
de tamafio mp X nq que se obtiene de A al sustituir la entrada a;; por
el bloque a;; B. Entonces las entradas de A® B consisten en todos los
mnpq productos posibles de entradas de A por entradas de B. Si los
productos de matrices AC' y BD estén bien definidos, es facil verificar
que

(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD).

Dadas las gréficas A y A’ sin lazos ni aristas multiples, tenemos
Aprar = (Aa @ L) + (I, ® Apr)-

Sea v,,...,v, una base ortonormal de R"™ tal que Apv; = A;v;, de

forma que A, < +-+ <\, son los valores propios de A,. Similarmente,
sea w,,...,w, una base ortonormal de R™ tal que Apw; = p;w;.
Consideremos el conjunto de vectores v; ® w; € R™ que satisface:
AA+AI(U1: ® 'U)J) = (AA ® Inl)vi ® ’U)J + (In ® AAl)vi ® ’U)‘7
= AAvi ® ’U]J + v, ® AAI’U)]' = (At + “j)vi ® ’U)J

Ademés es sencillo ver que los vectores v; ® w; forman una base de
!

R™ n]
Ejercicios

1. Verifique la férmula (A ® B)(C @ D) = AC ® BD.

| 4B
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2. Muestre la expresién usada para la matriz de adyacencia de A +A’
en la demostracion anterior.

3.51{v,,...,v,} (respectivamente {w,,...,w,,}) es una base de R"
(respectivamente de R™), entonces {v;Qw;:i =1,...,n, j=1,...,n
es una base de R™. ;Cuédndo es ésta una base ortonormal de R"™?

4. Considere la grifica con nm vértices

n
e

T

mIIIIIl
A

R

\

Escriba esta grdfica como suma de otras mds simples y calcule los
valores propios de su matriz de adyacencia.

2. UNA CLASIFICACION DE GRAFICAS

En esta seccién obtendremos una clasificacién de graficas en tres gru-
pos de acuerdo con las propiedades de ciertas formas cuadraticas. Esta
clasificacién tiene una relevancia especial en varias ramas de las ma-
tematicas. Aqui la obtendremos para ilustrar el uso de diversos con-
ceptos que hemos encontrado a lo largo del libro.

2.1. Sea A una gréfica conexa, finita y sin lazos, con conjunto de
vértices A, = {1,...,n}. Definimos una matriz B, de la siguiente
manera: B, = (b;;) de tamafio n X n, de forma que b; = 2y —b;; es
el ndmero de aristas que unen i a j para ¢ # j. Observamos entonces
que By = 21, — A,, donde A, es la matriz de adyacencia asociada
a A. Consideremos V = R"™ y el cono positivo V*. Entonces 9Vt =
{v e Vt: existe alguna 1 < i < n, con v(i) = 0}. Si un vector u en V*
no estd en OV, escribiremos u 3> 0.
Por el resto de la seccién denotamos B, = B, B(v) = Bv.

Lema. B~} (Vt)nov*t = {0}.
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Demostracion: Supongamos que 0 # y € B~ (V)N dV ™. Por la co-
nexidad de A, hay una arista i——j con y(¢) > 0y y(5) = 0. Entonces

0 < B(y)(5) =D b y(k)
P

= b y(5) + biy(D) + D by (k) < bjy(i) <0,
ki,

lo que constituye una contradiccion. O

2.2. Obtenemos una primera clasificacién de las grificas en familias de
la siguiente manera:

Proposicién. La matriz B satisface una y sdlo una de las propiedades
sigutentes:
a) BT*(VY)c VT,
b) B™'(V*t) = Ru para un vector u > 0. En este caso B(u) = 0.
¢) BTY(VH)nVv* = {0}.

Demostracién: Claramente B satisface una de las condiciones (a), (b’),
(c), donde

(b)) B (VH) ¢ VY y BT'(VF)nVT # {0}

Ademés, B no puede satisfacer simultdneamente (a) y (b’) o (b’)
y (¢).

(S1)1p0ugamos que B satisface (a) y (c). Entonces ker B ¢ B™'(V*) =
{0} y B es isomorfismo. Luego, hay vectores 0 # v € V' con 0 #
B7'ue V*, porloque 0 # B'u e B'V* nV*, una contradiccién.

Asi, es suficiente demostrar que B satisface (b) si y sélo si satis-
face (b").

Supongamos que B~'(V*) ¢ Vt y B=Y(VT)n VT # {0}. Sea v €
B~ (V*) tal que v ¢ V' ysea 0 # u € B~ (VY)nV*. Por (2.1),
u > 0. Probaremos que B~'(V*) = R". Seaz€ B™'(V*).Siz ¢ VT,
podemos encontrar A > 0 de forma que z + Au € V™.

| 4
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Entonces z + Au € VT N B~ (V1) = {0} y z € Ru (en particular
-v € Rw).

Si0# 2 €Vt el argumento anterior también implica que v € R.z.
Como también v € Ru, entonces z € Ru. En particular Ru = Ry C
B~Y(V*1).

Como B(u) > 0y B(v) > 0 con —v € Rtu, se sigue que B(u) = 0.

Esto muestra que (b’) implica (b). El converso es claro. O

2.3. Decimos que la gréfica
A es eliptica si B satisface la condicién (a) en 2.2,
A es parabdlica si B satisface (b) y
A es hiperbdlica si B satisface (c).

Proposicién
i) A es eliptica si y sdlo si existe u > 0 con B(u) > 0;
i) A es parabdlica si y sdlo si existe u > 0 con ker B = Ru;
ili) A es hiperbdlica si y sdlo si existe u > 0 con B(u) < 0.

Demostracion: (i) Supongamos que A es eliptica. Entonces
ker BC B~Y(VY)c VT,

pero como ker B es un espacio vectorial, ker B = {0}. En particular,
para cualquier v > 0, existe u € V con B(u) = v. Entonces u €
B (V™). Por (2.1), u > 0.

Para el converso, supongamos que u > 0 satisface B(u) > 0. Cla-
ramente B no satisface ni (b) ni (c). Luego, A es eliptico.

(ii) Supongamos que A es parabdlica. Entonces ker B ¢ B™'(V*') =
Ru y B(u) = 0 con u>> 0. Entonces ker B = Ru.

Si ker B = Ru con u > 0, claramente B no satisface ni (a) ni (c).

(iii) Supongamos que A es hiperbdlica, esto es, B~ (V*)nV+ = {0}.

Consideremos la matriz C' de tamafio 2n X n

e In
o= 5]
2n
con renglones C,,...,C,,.. Sea K = " R*C,; el cono poliédrico ge-
=1
nerado por los vectores C,,...,C,,. Demostraremos que X = V. En

efecto, sea w = (w,,...,w,) € K+, entonces 0 < w(C;) = wCy =
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w(i) (1 €< n). Ademas,

Cn+1 w? w(Cn+1 )
B(w) = = > 0.
Czn'wT w(C,,) ,

Luego, w € B~(VY)nV*t = {0} y w = 0. Esto es, Kt = {0}. Por
(IV.15), Kt =Vy K =V.
Tomemos cualquier vector w < 0. Existen nimeros A,,...,A,, >0

con w = %5 XNCi Seay = (Apprse+orAy,). Entonces w = (A,,...,A,)+

=1
B(y), y por tanto B(y) < 0. Por continuidad, existe u 3> 0 con B(u) <
0. El converso es claro, como en los puntos (i) y (ii). o

2.4. Sea B como antes y 1 < 7 < n. Por BY) denotamos la submatriz
principal de B obtenida de B al eliminar el renglén y la columna i-
ésimos. Claramente B(®) = By, donde A esla grafica obtenida de
A al eliminar el vértice 7 y todas las aristas conectadas con este vértice.

En general, si A’ es una subgrifica plena de A, entonces By, se
llama una submatriz principal de B. '

Corolario. Si A es eliptica o pardbolica, toda subgrdfica propia indu-
cida de A es eliptica.

Demostracion: Si A es eliptica, hemos visto que B es invertible y por
tanto B’ = B,, no satisface (b) para ninguna subgrafica inducida A’
de A. Tampoco (c), puesto que si B'(u) < 0 con u > 0, comple-
tando v = (v,,...,v,) con v; = u(i) si ¢ € Ay, v; = 0; si no, tenemos
B(v)(i) = B'(u)(i) < 0'si i € A}. Entonces B(v) € B} (VT)\Vt, 1o
que contradice que A es eliptica.

Sea A parabélica y B(u) = 0 para u > 0. Consideremos A’ una
subgrafica propia de A y supongamos que A’ es parabdlica con v > 0
y B'(v) = 0. Completamos w = (w,,...,w,) con w; = v(i) si i € Ayy
w; = 0 si no. Entonces B(w) € B~ (V") pero B(v)(i) = 0si i € Ab;
luego B(v) no puede ser miltiplo de u > 0. Contradiccién. Como en
el caso eliptico, A’ tampoco es hiperbélica. Luego A’ es eliptica. O

2.5. Teorema. La grdfica A es parabdlica si y solamente si A es uno
de los diagramas de Dynkin extendidos. Para cada diagrama indicamos

| .
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sobre _los vértices las coordenadas del vector mds pequerio 0 < u con
coeficientes enteros tal que B(u) = 0.

/1‘ —1\
A, 1 1
\ e
y R =
1 1
. \2 e
" - —_ 2
1/ \1
B 1 — 2 — 3 — 2 — 1
|
2
|
1
B, 1 — 2 — 3 — 4 — 3 — 2 —— 1
|
2
E, 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — 6 — 4 — 2
|
3

Demostracion: Supongamos que A es parabdlica y sea 0 € u tal que
B(u) = 0, donde B = B,. Tenemos entonces un sistema de ecuaciones

> byl (%):2 i=1,...,n. (%)

it

Como los coeficientes b,; son enteros, este sistema tiene soluciones
racionales y por lo tanto enteras, y podemos suponer que u es la minima

solucién con coeficientes enteros positivos. Como para cada par (z,7)

en b;. # 0, tenemos % < % < 2; por tanto cuando mucho hay 4

aristas conectadas con cada vértice.



r
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. e ., : & uliy) 4 u(ip)
Consideremos primero el c(a.sc; en (q.u;, |b1-0joh| > 2 para a;glin p.a; j,; se tiene tgo W:) = 2. Como % < =73, entonces m = 1. Luego 1o
iy # jo- Entonces |b; ; | = 2, u(i,) = u(jo) y no hay ninguna j € 1%, Jo u(3,) . ) ’ ’
. — < 2/3, que contradice lo que ya habiamos demostrado). De
con b; ; # 00b;; #0. Como A es conexo, entonces A es de tipo A, (i) /3, que contra que y: ) aqui
0

que tengamos 1u(i,) < u(j,) v (u(i,) = 2u(j,) o bien 2u(i,) = 3u(j,)
o bien 3u(i,) < 4u(j,)) para cada s = 1,2,3. Las tnicas soluciones de
la ecuacién (*) son entonces:

i h
N f

N[ =

=32

ol ny S o
+

2;
2
3

Wity Wi

Consideremos el primer caso, % + % + 1 = 2. Obtenemos
Podemos suponer entonces que |b;;| < 1 para todo i # j.
Supongamos que i, es un vértice con 4 vecinos {dys 351 dsrdi} en A

Entonces u(i,) = 2u(j,) para s = 1,...,4 y no hay otra j ¢ {1y ds:8= J1 \
1,...,4} con b; ; #00b;; # 0 para alguna s = 1,. ..,4. Luego A es R
de tipo D,: . /
Ja
c
Uu: \ 2c — 2¢ —

.

para un escalar c¢. La grafica continda mientras no tengamos otro

®
/ °
% ®
H vértice con 3 vecinos. Es facil ver que en este caso obtenemos una

grifica de tipo D,,.

Supongamos que i, tiene exactamente 3 vecinos {J11J20ds} en A.

ot Para el caso, % + % + % = 2, tenemos
ntonces

1 ) , i _ ’ ‘ |

5 S u(]s)/u(zo) S 1 para s = 1-;2,3- - 7, i A
Es mas, si 1/2 < u(j,)/u(i,) < 2/3, entonces la j,-ésima ecuacion del
sistema (*) no puede resolverse, lo que es una contradiccion. Esto a |
su vez implica que las desigualdades 2/3 < u(j,)/uli;) < 3/4 ta.mpoco
son posibles (en efecto, supongamos que iy, 2, ..., iy, SO0 los vecinos de
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w i+ — 20 — 3¢ — 2¢ —
2¢

La tinica solucién posible es cerrar la grifica para obtener E,. Simi-

= 1,245
larmente, %+%+%=2dalugaraE,,y ;+5+5=2dalugara
8Por dltimo, en el caso de que cada vértice tiene cuando mas 2 vecinos,
tenemos que u(i) = u(j) para cada par ,j. Luego debemos obtener

A - . .
nEl converso es claro ya que los vectores u 3> 0 construidos satisfacen
BA(U) = 0. O

Corolario. Sea A una grdfica eliptica. Entonces A es una de las si-
guientes grdficas (conocidas como diagramas de Dynkin ).

Ay o o 6 ¢ o o 0 .
.

D,: \ . ° o o .
° /

Eq: o o . . o
o
E;.: = s == o =. & —/ ¢
o
Eg: o o . ° o . .

Demostracién: Por (2.4), A no contiene ninguna subgrafica parajbélica,
(= diagrama de tipo Dynkin extendido). Los diagramas de Dyr'ka son
aquellas graficas que no contienen ninguna subgrafica parabdlica. 0O
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FEjercicios

1. Indique cudl es la relacién entre la clasificacién de los diagramas
Dynkin extendidos obtenida en esta seccién y la obtenida en el Ejercicio
1.3 (4).

2. Sea A una gréfica sin lazos y con n vértices. Definamos la forma
cuadritica ¢: Z" — 2" dada por g(z) = 2BazT. Demuestre lo si-
guiente:

a) A es una grafica Dynkin si y solamente si ¢ es positiva definida.
b) A es de tipo Dynkin extendido si y solamente si la forma q es
no negativa.

3. Obtenga las expresiones explicitas de las formas cuadraticas cons-
truidas en el ejercicio anterior y muestre que tienen las propiedades
indicadas.

3. RELACIONES ENTRE EL ESPECTRO Y LA ESTRUCTURA DE UNA GRAFICA

Hay muchas propiedades de la estructura de una grifica A que pue-
den “leerse” a partir de las propiedades del espectro de la matriz de
adyacencia A,. Si bien algunas de estas propiedades no estdn deter-
minadas por el espectro, frecuentemente se puede determinar un rango
de variacién que deben satisfacer las propiedades.

En los resultados de esta seccién supondremos que el espectro de
la matriz de adyacencia estd dado (o bien que puede determinarse).
Nuestro propésito es estudiar lo que esta informacién nos dice sobre
las propiedades estructurales de la grdfica.

3.1. Comenzaremos por ver algunos ejemplos sencillos. Sean A una
graficay A, < ... < A, el espectro de la matriz de adyacencia A, =
(a;;)-

a) La traza tr Ay es dos veces el ndmero de lazos en A. De manera
que A no tiene lazos si y solamente si tr A, = 0.

b) Supongamos que A no tiene lazos. Entonces

n n
Zz\f =trd} = Zaﬁ-) = 2m,
i=1 i=1

donde m es el nimero total de aristas en A.
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¢) Una subgrifica A’ de A con vértices {a, b,c} se llama un tridngulo
de A si A’ es de la forma

a — b
c
El nimero de tridngulos t en A es:
1 n (3) 1 n s
= - o= =) N
t 6 ‘=Elaﬂ 6 Z t

=1

Proposicién. Sip(A) > /m, entonces A contiene al mcnos un tridn-
gulo.

Demostracidn: Los valores propios de A son A; < A, < -+ < A, =
p(A). Se tiene:

g 1
Mo=p(A)>m=g 3 N=g(+:+X),

=1
Ao> A2 b N
A > AN 4 N A 2N A

Si t es el nimero de tridngulos en A, tenemos

n n—1
6= X > - AP >0

=1 =1

Luego, t > 0. a

Corolario. Si A es un drbol con n vértices, entonces

p(A) < vVn—1.

Demostracion: Para un arbol se tiene m <n — 1. o
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3.2. El resultado de “conteo” de tridngulos en una grifica A se puede
extender como veremos a continuacién.

Una subgrafica C de A se llama un i-ciclo en A si C es de la forma

o
~.

Denotemos por ¢;(A) el nimero de i-poligonos en A.

Proposicién. Sea A una grdfica sin lazos ni flechas miiltiples. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A es bipartita, esto es, existe una funcion b: A, — {0,1} de modo
que si b(xz) = b(y) entonces z,y no son adyacentes en A (también se
dice que A es 2-colorable).

b) Para todo i impar, ¢;(A) = 0.

¢) El polinomio caracteristico

pA(t) =t"+ altn_1 + a2t""'2 +--+a,

tiene a,,,, = 0 para toda s.

d) El espectro Spec(Ap) es simétrico respecto a 0, esto es, si A €
Spec(A,), entonces —A es un valor propio de A, de la misma multi-
plicidad que .

Demostracion: (a) = (b): es claro. Supongamos que (b) es satisfecho
y probemos (a). Sea A, = {1,...,n} y hagamos b(1) = 0. Para todo
vértice ¢ adyacente a 1, hagamos b(z) = 1. Si y es adyacente a z con
b(z) = 1, hacemos b(y) = 0. Observemos que no hay incompatibilidad
en esta definicién. En efecto, si la hubiese tendriamos un 3-ciclo

S
l ey

en A. Es claro que podemos continuar definiendo b: A, — {0,1} para
demostrar que A es bipartita.




182 ALGEBRA LINEAL AVANZADA

(b) = (c): Sea (b;;) = B = tI, — Aj; el coeficiente a,,,, de pa(t) es

Ggopr = 3, (1% T bivgy

f(o)=n—28—1 o (1)#i
D D G Vi | S
f(a):n—2s—1 0'(1)¢"

donde f(o) denota la cardinalidad del conjunto de puntos fijos de o.
Si a,,4, # 0, entonces para alguna permutacién o € S, con f(o) =
n — 25 — 1 se tendria ] ip(iy # 0. Consideremos la subgrafica A

a(i)#i
pce . /
de A formada por los vértices i tales que o(i) # i. Observemos que &’
tiene un nimero impar de vértices. Elegimos z,,...,2; vértices en A

representantes de las o-6rbitas, esto es, si
2? = {o'2;:5=0,1,2,...},

entonces
/ ¢ [od (2 ag S y
Aozlumi, a:iﬂa:jz(b, 7*#]
=1

Por tanto, debe haber alguna érbita z? de cardinalidad impar. La
subgrafica correspondiente a esta 6rbita es

z; o’z;

X P
o, e
donde m es non, de manera que ¢, # 0. / ,
(c) = (b): Si tuviésemos un m-ciclo A" con m non y A = {z,,
y &g} CON Ay o ...y 5 # 0, tomamos m minima posible con esta
Ao )
propiedad. Definimos ¢ € S, con o(z;) = x4, (1 = 1,...,m - 1)3
o(z,) =z, yo(r)=xparaz ¢ A]. Luego sgno = 1. Ademas, si
p€e S, con flp) =n—-—my (I)I¢.“iso(i) # 0, entonces sgne = 1
©(?)F#1

(proceda como en (b) = (c)). Obtenemos entonces:

a,, = Z H a’ilp(i) Z H (11-0'(1:) > 0.

€S, w(i)#i o(i)#i
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(c) = (d): Si n es par, entonces pa(t) = ¢,(¢*) para un polinomio
¢,(z) de grado n/2; si n es impar, entonces p, (t) = tg,(#*), donde q,(z)
es un polinomio de grado (n — 1)/2.

Sean p,, ...,y las raices del polinomio ¢;(z) (i = 1 0 2 dependiendo
de si 7 es par o non). Entonces las raices de pa(t) son p,, ..., py, ~p,,
...y, —Hr y ademds 0 si n es impar.

(d) = (c): Sean p,, ..., py, =y, ..., —py las raices de p,(t) diferen-
tes de 0, tomadas con multiplicidad. Ademas, 0 es raiz de p,(t) con
multiplicidad n, > 0. Entonces

k
pa(t) = 1" JJ(¢ = w)(t + ) = t7oq(#),

=1

donde ¢(z) = f-‘=l(x — 47) es un polinomio de grado k. Luego, los
coeficientes impares a,,,, de ps(t) son iguales a 0. o

Ejercicio: Complete los detalles de la demostracién (c) = (b).

3.4. Para una gréfica bipartita A bastan dos colores para pintar los
vértices de manera que dos vértices adyacentes no tengan el mismo
color. Esta propiedad estd contenida en el espectro de A, . Considera-
remos ahora una importante generalizacién.

El nimero cromatico x(A) de una gréfica es el minimo nimero de
colores que se requiere para pintar los vértices de A de modo que dos
vértices adyacentes no tengan el mismo color.

Teorema. Sea A una grdfica, entonces se tiene

() < p(A) +1.

Demostracion: Sea m(A) el minimo nimero de vértices adyacentes a
algin vértice de A.

Observemos primero que existe una subgrafica inducida A’ de A tal
que

m(A') > x(A) - 1.

En efecto, sea A’ la subgréfica més pequeiia de A que no puede ilumi-
narse con x(A)—1 colores. Supongamos que z € Al tiene sélo d vecinos
con d < x(A) — 1. Consideramos A" la subgrafica de A’ obtenida al
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quitar z. Por definicién de A', la grafica A" puede iluminarse con
x(A) — 1 colores. Si y;,...,Y € A" son los vecinos de z, podemos dar
a z un color diferente del de cualquier y;, ¢ = 1,...,d, de forma que A’
pueda todavia iluminarse con x(A) — 1 colores. Ello es contradictorio.
Luego, m(A') > x(A) - 1.

Sea Aps = (b;;) la matriz de adyacencia de A’ y supongamos que A’
tiene m vértices. Con base en (1.3) y (IV.3.3), tenemos

m
p(A) 2 p(A") 2 min {2 bij} =m(A") 2 x(A") - 1. 0
Jj=1
Ejercicio: Muestre que la igualdad x(A) = p(A) + 1 es vélida si y
solamente si A es de uno de los siguientes tipos:

a) A, con n impar,

b) una grdfica completa K, o sea, cada uno de los n vértices de A
estd unido por medio de una arista con cada uno de los otros n — 1
vértices.

3.5. Ejemplos y ejercicios: Sean A una grifica con n vértices y Ap =
(a;;) su matriz de adyacencia. Sea p el radio espectral de A.

1. Sea D(A) = ll"l?.K{Z: a,-j} el grado mdzimo de A. Pruebe que
p > V/D(A). ! )

2. Si A es conexa pero no es un arbol ni un circuito A, entonces
p> o+ ©~*/?, donde ¢ = 1(v/5 + 1) es la razén durea.

3. Se dice que A es 7-regular si A no tiene lazos ni aristas miltiples
y f: a;; = T para cada i = 1,...,n. Suponga que A es r-regular y

7=1
pruebe:

a)p=r.
b) Si A, €A, < +++ < A, son los valores propios de A,, entonces

n
S A% =ar.
1=1
c)r—nS)\ign—2—r,i=1,...,n—1.

4. Una grafica A es regular si y solamente si Ap aceptaa(1,1,...,1)
como vector propio.

1
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4. ALGUNAS APLICACIONES

En esta seccién veremos algunas aplicaciones de la teorfa espectral
de g';l‘aﬁ(:i.lfz‘ en problemas de quimica. Como no profundizaremos én la
justl'ﬁcamon del problema ni en la teorfa quimica subyacente, podemo:
consn_derar la aplicacién de la teorfa de graficas a estos proble}na.s comcs)
una ilustracién cualitativa o heurfstica. ‘

4.1, Contsideraremos ciertos compuestos quimicos formados por car-
bono e hidrégeno, los llamados hidrocarburos conjugados.

La va,lencia, del carbono es 4, o sea, un 4tomo de carbono forma
enlaces con dtomos vecinos para constituir moléculas al compartir cua-
tro de sus electrones. En los compuestos que nos interesan o de estos
enlaces’ se efectian compartiéndose electrones (llamados o-electrones)
con 3’ atomos diferentes de carbono o de hidrégeno; el cuarto enlace se
efectiia por medio de un electrén (llamado r-electrén) que se comparte
con cua;l'c!uler carbono, para este segundo 4tomo, el electrén compartido
es también un 7-electrén. En particular, dos 4tomos de carbono pueden
compartir dos electrones: un o-electrén y un 7-electrén, dando lugar

a los'enlaces dobl'es .mdicados en los conocidos diagramas quimicos.
Consideremos el siguiente ejemplo.

i
H—f/c\ﬁ ﬁ E_E—Z
—c\\? o—c—r
H
Y BN




o
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El esqueleto de una molécula puede representarse en forma grafica
como sigue: se toma un vértice por cada dtomo de carbono; dos vértices
son adyacentes si y s6lo si hay un o-electrén que define un enlace entre
los 4tomos de carbono correspondientes.

Estas “graficas moleculares” satisfacen propiedades especiales: son
conexas, no tienen lazos ni aristas miltiples, el maximo grado de un
vértice es 3, y pueden dibujarse en el plano. El problema que nos ocupa
es determinar el espectro de la grafica molecular y con su ayuda calcular
otras cantidades de interés en quimica. A este problema y algunas

soluciones se les conoce como Teoria de Hiickel. N

4.2. En caso de que la grifica molecular A de un hidrocarburo conju-
gado sea bipartita, se dice que la molécula es alternante (o hidrocarburo
alternante). En este caso se sabe que el hecho de que 0 € Spec (Ap)
es sinénimo de inestabilidad quimica de la molécula. El problema de
que 0 € Spec(A,) es también relevante para moléculas no alternan-
tes, pero la relacién con la estabilidad quimica no estd tan claramente
establecida.

Sea A una grifica bipartita. Consideraremos el problema de saber si
0 € Spec(Ap). Sea n(A) la multiplicidad algebraica de 0 en el espectro
de AA'

Ejercicios
1. Muestre que si A es un ciclo de longitud par 2m, entonces n(A) =
SN

2. Si A es una grafica lineal de longitud n, entonces n(A) = -

(-1)"].

Proposicién. Sea A un drbol con n vértices y sea q el mdzimo niumero
de aristas no adyacentes dos a dos. Entonces

n(A)=n - 2q.

Demostracion: Sea
pA(t) ="+ altn—-1 +--+ a’n—lt +a,

el polinomio caracteristico de A,. Entonces n(A) = n — min {i:a; =
0, j > i}. Deseamos entonces probar que 2¢ = min {iza; =0, j > i}.
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Sea 7 > 2¢; probaremos que a; = 0. En efecto,
a; = — Z (SLjReS H Qs (i)
f(o)=n—j o(i)#i
donde 0 € §,. Para 0 € S, con f(o) = n — j, supongamos que

a(‘I.;[# @i5(;) # 0. Como j > 2¢, los pares {(i,0(%)): 0() # i} determinan

un c?njunto de aristas donde al menos dos de ellas tienen un vértice
comin, como en la figura,

i —— o(i)=j — a(j)=o*(3)

ya que si o(é) = o(j), entonces también i = 5. Como o es una permu-
tacion de orden finito m > 3, obtenemos un ciclo con m vértices en A.
Esto contradice que A es un arbol. Asf, [] ai5;) =0y a; =0.
a(t)#£i

Por (.)tra parte, sean {(4,0(i)):i = 1,...,q} parejas de vértices que
determinan un conjunto de aristas no adyacentes dos a dos. Podemos
suponer que 0 € 5, con ¢” = 1y o(z) = z, para z ¢ {1, ..., ¢,0(1)
..., 0(q)}. Entonces sgng = 0y f(o) = n — 2¢ con [] Bio (i) 96’

i
0. Como antes podemos ver que si ¢ € S con fl) a(;) ’;l —2qy

(l;[;e.aiw(i) # 0, entonces ¢” = 1y sgn ¢ = 0. Por tanto,
(t)#1

azq = — Z H aw(i) S — H a,—a(,-) < 0.

F(p)=n—2q o(i)#: a(1)#i

Entonces, n(A) = n — 2q. o

4.3. Los vértices de una grifica bipartita A pueden numerarse de forma

tal que
1 0 B
A_[BT 0]1

en efecto, si b: A, — {0,1} es una coloracién, podemos suponer que

b=*(0) = {1,...,m} y (1) = {m + 1,...,n}. La matriz B se llama
la matriz de incidencia de A.
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Lema. Si A es una grdfica bipartita con n vértices y con matriz de
incidencia B, entonces

n(A)=n-2rg B.

Demqstracz’o’h: Sea B una matriz p X ¢ con rango r = rg B. Existen
entonces vectores z,,...,%,_, € RY, y,,... yYp—r € R? tales que

Bz; =0, BTyj=0, i=1,...,q—-7r, j=1,...,p—1.
Definimos &; = () € R", §; = (%) € R" tales que
Apd; =0, Ap9; =0, i=1...,9—7, j=1...,p—1

Adem4s, estos vectores son linealmente independientés. Luego, n(A) >
n—2r.8i Apz=0conz= ), y € R?, z € R, entonces

Bz=0, BTy=0.

Se sigue que z (respectivamente y) es combinacién lineal de z,,...,2,_,
(respectivamente Ypsore ,yp_r) y zloesde &,,..., 5:q_,, Grseeespy. Se
sigue el resultado. : .0

En particular, se sigue que una condicién necesaria de equlhbrlo
para un hidrocarburo alternante con gréfica A es que la matriz de
incidencia B sea invertible. En particular, la molécula tiene un nimero
par de 4tomos de carbono.

4.4. El siguiente resultado es crucial para calcular n(A) en grificas
bipartitas.

Proposicién. Sea A una grdfica bipartita y sean A', A” dos subgrdficas
inducidas. Supongamos que

a) la grdfica A" es bipartita con matriz de incidencia B' de tamano
px ¢ yrg B’ = min {p,q};

b) la grdfica A se obtiene uniendo algunos vértices de A’ con algunos
vértices de A”. Entonces

n(A) = n(A") + n(A").

rF
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Demostracidn: Sea B (respectivamente B’, B") la matriz de incidencia,
de A (respectivamente A’, A"). Entonces

BI
[ BII

Podemos suponer que p < ¢. Entonces rg B’ = p. Luego B puede
reducirse por operaciones elementales a una matriz de la forma

Bl
[ BII

que tiene rango rg B’ + rg B”. Luego, 1g B = rg B’ + rg B". Por (3.3),
7(A) =n—21g B = n(A") + p(A"). a

Corolario. Sea A una grdfica bipartita con un vértice x con sdlo un
vecino y. Sea A’ la grdfica que se obtiene de A al quitar z y y, entonces

n(A) = n(A').

Demostracion: La gréfica inducida con vértices {z,y} satisface la con-
dicién (a) de la proposicién anterior. O

El proceso de eliminacién de aristas dado por el corolario se conoce
como “desmantelamiento de grificas”.

Ejemplo: El valor de 7 es el mismo para siguiente familia de grificas.
0_'—0|__—0/ \n——o‘—— /.\

A: | | 'l .]—.__.

\ Za g N
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VAN N\
. 2
% N

Luego, n(A) = 2.
Ejercicios

1. Muestre que las siguientes parejas de graficas tienen el mismo valor
de 7.

oll . y ./]\—_ /.\.

AN, N,

2. Calcule 7 para la grafica.

./.\. —

I I |

.\./. :




