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Importante

= Este es un material preparado para la edicién 2023 del curso de Métodos Numéri-
cos y, si bien estda basado en el apunte de tedrico anterior, hemos hecho muchos
cambios, correcciones, agregado y quitado material. Si encontras errores, te
agradecemos escribir en el foro de la pagina del curso.

= Las notas estan siendo escritas durante la segunda mitad de 2023, por lo que van a
estar siendo actualizadas a lo largo del semestre. En particular, vamos a ir agregando
capitulos a medida que vayamos avanzando en el curso. Como se trata de una
primera version, es inevitable que haya errores de tipeo, o alguna inconsistencia; en
la medida que hagamos correcciones sobre lo que ya esta escrito, en el texto van a
estar en rojo y vamos a dejarlas detalladas en la lista de actualizaciones.

= Si tenés comentarios o sugerencias sobre estas notas, te invitamos a escribir a

jpborthagaray@fing.edu.uy.

Notacion

Pautamos aqui muy brevemente alguna notacién que utilizamos en las notas del curso.

» Cuando escribamos un simbolo de igualdad con dos puntos por delante, esto denota
que se trata de una definicion. Por ejemplo, si ponemos a := b+ c estamos definiendo
la variable a como la suma de b y ¢; en cambio, si ponemos a = b + ¢ esta relacion
se deduce de las definiciones de a, b, c.

= Escribimos los nimeros reales usando la fuente normal, y los vectores en negrita;
en general, usaremos mintsculas para todos ellos. Asi, tendremos z € R y x € R™.
En cambio, escribimos las matrices usando maytsculas con fuente normal: A €
Msn(R). Al conjunto de matrices cuadradas n x n lo denotamos simplemente

como M, (R).

= Cada demostracién de un lema, proposicion, teorema o corolario, concluye con el
simbolo [J. En cambio, toda observacion, definicion o ejemplo concluye con el simbo-
lo A.

Definicién 0.0.1 (O “grande” y o “chica”). Dadas dos funciones f,g: D CR - R,y
un punto a interior a D, escribimos f(z) = O(g(x)) en a si existen K > 0 y un entorno
de a tales que

f(2)] < Klg(=)]

para todo x en dicho entorno. Intuitivamente, f(z) = O(g(x)) en a quiere decir que f no
crece mas rapido que g cerca de a.


mailto:jpborthagaray@fing.edu.uy
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Por otra parte, escribimos f(z) = o(g(x)) en a si para todo € > 0, existe un entorno de a
tal que
()] < elg(=)]

para todo x en dicho entorno o, equivalentemente, si

h’mM =0.

z=a g(x)

Intuitivamente, el hecho de que f(z) = o(g(z)) en a quiere decir que f es de magnitud
menor que g cerca de a.

La notacién O y o se extiende, de forma andloga, al caso en que a = . A
Observacion 0.0.1. De la definicién se deduce que, si f(z) = o(g(z)) en a, entonces f(x) =
O(g(x)) en a. Por otra parte, si f(z) = O(g(z)) en a entonces no se deduce que g(z) =
O(f(z)) en a. A
Ejemplo 0.0.1. Sean f(z) =z y g(z) = sen(x) 4+ 2. Tenemos
f(x) =O(g(x)) en 0,  g(z) = O(f(x)) en 0,  f(z) = olg(x)) en +o0.
A
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Lista de versiones y actualizaciones

» 26 de enero: Correccién en demostraciones de la Proposicién 2.5.5 y del Teorema
4.7.1, en Ejercicio 2.3.1, y en definiciones 6.1.2 y 6.4.5.

= 15 de diciembre: Correccion de frase en Observacién 3.3.2 y Seccion 4.6, de indices
en Ejemplo 5.7.1, y de error de tipeo en Seccion 6.4.5.

= 30 de noviembre: Correccién en intervalo al final de Seccién 3.3.2 y aclaracién en
Ejemplo 6.4.1.

= 17 de noviembre: Correccién en Ejemplo 5.2.2 y en férmula en Seccién 6.4.1.

» 6 de noviembre: Segunda parte del Capitulo 6. Correccién de algo de notacién
en demostracién de Proposicién 5.5.2. Correccion de varias instancias de domi-
nios/codominios equivocados en Seccion 6.1.

= 2 de noviembre: Primera parte del Capitulo 6.

» 24 de octubre: Correcciones varias en demostracién del Teorema 5.2.1. Correccion
en Observacién 5.2.1. Agregado de Observacién 5.3.4

= 19 de octubre: Capitulo 5.

= 29 de septiembre: Correccién de subindices en Seccién 3.4.2 (Interpolacién que “pre-
serva forma”). Capitulo 4.

= 13 de septiembre: Correccién en notacion del polinomio nodal en Seccion 3.3 y de
error de tipeo en Corolario 3.4.3. Pequenos ajustes de escritura a lo largo de la
Seccion 3.4.

= 6 de septiembre: Correcciéon en demostracion del Lema 2.6.3.
= 5 de septiembre: Correcciéon en Algoritmo 2.3 y Definicion 2.6.3.
= 31 de agosto: Capitulo 3.

= 28 de agosto: Correccién en Seccion 2.2.3. Refraseo en enunciados de Teorema 2.6.5
y Corolario 2.6.6.

= 21 de agosto: Correccion en Observacion 2.5.1, de error de tipeo en demostracién
de la Proposicion 2.5.1, de error de tipeo en demostracién del Teorema A.4.1 y
de errores en Seccién A.5.1. Simplificacién en demostracion de Proposicion 2.5.1.
Refraseo en comienzo de Seccién 6.4.3 y de explicacién en Seccién 2.5.4.

= 14 de agosto: Correccién de signos en Ejemplo 2.1.1, de términos en Observacion
2.2.1, de error de tipeo en comienzo de Seccion 2.2.2, y de signos de multiplicadores
en Ejemplo 2.2.1.
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10 de agosto: Capitulo 2. Correcciéon frases en Ejercicio 1.2.2 y definiciones 1.4.3 y
1.4.4. Correccién en “Distribucién de ntiimeros” (Seccién 1.4.1) y en un signo en la
demostracion de la Proposicion 1.4.1.

4 de agosto: Correccién referencias en Ejemplo 1.2.2.

2 de agosto: Correcciéon en Ejemplo 1.5.3. Borrado de g > 0 en Definiciéon 0.0.1.
Correccién de negritas a partir de pagina 17. Indice agregado.

30 de julio: Algunas correcciones de errores de tipeo en las secciones 1.1, 1.2, y 1.3.

27 de julio: Primera versién: Capitulo 1 y Apéndice A.



Capitulo 1

Aritmética de punto flotante y
errores

1.1. Introduccion. Aproximaciones y errores.

Consideremos un proceso o sistema real del cual se desea conocer el comportamiento de
determinadas cantidades a partir de cierta informacién de base. Podemos considerar dos
estrategias para resolver problemas de este tipo:

= Experimentacion. A través de la realizacién de experimentos es posible obtener
valores reales del comportamiento que se desea estudiar. A pesar de esto, en mu-
chos casos la experimentacion resulta costosa (ensayos de materiales, inspeccién de
recursos naturales), y en otros casos se tardaria demasiado (politicas econémicas,
sistemas biol6gicos).

= Modelamiento computacional. Utilizando herramientas de las ciencias exactas
es posible formular problemas matematicos que modelan o describen el comporta-
miento de dichos sistemas. A través del uso de métodos numéricos es posible resolver
estos problemas y asi predecir el comportamiento de los sistemas, aunque obteniendo
un error con respecto al proceso real en todos los casos.

En este curso nos enfocamos en la segunda estrategia y en ciertos aspectos relativos a
la misma. Para lograr nuestro cometido, en primer lugar requerimos modelos que nos
permitan capturar las caracteristicas que consideramos relevantes sobre el fenémeno a
estudiar. El modelo que elijamos conllevara un conjunto de ecuaciones que representan
como varian las cantidades que nos interesan al cambiar los parametros de base. Para
determinar los valores de dichos parametros de base, que necesitaremos en nuestras ecua-
ciones, debemos hacer mediciones. Una vez que tenemos un modelo y mediciones, nos
encontramos un conjunto de ecuaciones a resolver; a menos que estas ecuaciones sean muy
sencillas, no podremos resolverlas en una cantidad finita de operaciones. Necesitamos una



METODOS NUMERICOS FACULTAD DE INGENIERIA — IMERL

estrategia de aproximacion para estimar sus soluciones, lo que requiere el diseno de algo-
ritmos. Finalmente, seguramente realicemos un programa computacional que implemente
nuestro algoritmo y nos devuelva una solucién computacional a nuestro problema.
Esquematicamente, tenemos los siguientes pasos.

(MODELO —{ MEDICIONES —{ ALGORITMO SOLUCION
COMPUTACIONAL
cantidades relevantes, instrumentos discretizacion valores estimados

teoria, ecuaciones

Ejemplo 1.1.1. Deseamos determinar la velocidad terminal de caida de un objeto ca-
yendo del cielo, esto es, la velocidad vy con la que llega al piso.

= Para el modelado, seguramente utilicemos las leyes que nos da la mecanica new-
toniana. /Debemos incluir el efecto del rozamiento del aire? No hacerlo conduce a
un modelo muy simple (caida libre), pero que no seria apropiado si, por ejemplo,
queremos determinar la velocidad de caida de una hoja de un arbol. En algunos
casos, como en la caida de una gota de lluvia, puede ser relevante que el modelo in-
cluya que la masa del objeto pueda cambiar con el tiempo (porque la gota podria ir
absorbiendo pequenas gotitas del aire). Un buen modelo debe ser lo suficientemente
rico como para capturar los fendmenos que nos interesan con la precisién que nos
interesa, pero también lo suficientemente simple como para ser tratable.

= Una vez determinadas las ecuaciones modelando la caida del objeto, éstas involucran
ciertos parametros que debemos medir o estimar, como por ejemplo la altura
y velocidad inicial de la caida, o la constante gravitatoria. En caso de incluir el
rozamiento del aire, también podrian ser relevantes la forma y masa del objeto y
el coeficiente de rozamiento. Para una gota de lluvia cuya masa va variando, es
necesario incluir en el modelo la humedad del aire que la rodea, que también debe
ser determinada.

» Nos encontramos ahora ante un sistema de ecuaciones (en este ejemplo, diferen-
ciales) que debemos resolver. En algin caso es posible que podamos resolverlas
analiticamente, pero en general necesitaremos una estrategia para aproximar las
soluciones. Esto es lo que se conoce como una discretizacion; hacia el final de es-
te curso aprenderemos métodos para tratar con ecuaciones diferenciales ordinarias.
Podemos aproximar las ecuaciones diferenciales involucradas mediante un sistema
de ecuaciones algebraicas si, por ejemplo, reemplazamos las derivadas por cocientes

incrementales,
f(z) ~ flo+ h})L —f(@) con h > 0 “chico”.

= Finalmente, debemos resolver nuestro sistema de ecuaciones algebraicas. El tamano
del sistema implica que seguramente sea inviable resolverlo “a mano”, y buscare-
mos implementar un programa computacional para realizar la tarea. La salida

10
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(output) de este programa deben ser las cantidades que deseemos estimar, como por
ejemplo la velocidad terminal de caida del objeto.

A

Este curso se concentra en los dos ultimos puntos discutidos en el Ejemplo 1.1.1: el di-
seno, implementaciéon y analisis de métodos para la solucién de problemas de ingenieria.
Asumimos que tenemos dadas las ecuaciones o los problemas que queremos resolver. Bus-
camos desarrollar herramientas que nos permitan tratar computacionalmente con estos
modelos, comparar diferentes métodos entre si, entender en qué casos uno puede ser mejor
que otro, estimar sus costos computacionales, e introducir nociones basicas del area de la
matematica llamada Andlisis Numérico.

1.1.1. Errores

Al resolver problemas reales mediante modelos computacionales, los errores son algo in-
evitable. En cada una de las etapas de las descritas en el Ejemplo 1.1.1 se cometen errores.
En referencia a los cuatro puntos mencionados en ese ejemplo, podemos tener:

s Errores de modelo: un aforismo muy popular en estadistica dice:
Todos los modelos estan mal, pero algunos son tiles.

Es inviable pretender que nuestro modelo pueda tener en cuenta toda la complejidad
del problema que queremos estudiar. Es necesario hacer simplificaciones.

= Errores de medicién: no siempre podemos recolectar toda la informacién que
queremos, y nuestras mediciones no pueden ser infinitamente precisas.

= Errores de aproximacion: las ecuaciones que nos da el modelo generalmente
no pueden ser resueltas de forma exacta con una cantidad finita de operaciones.
Debemos utilizar algoritmos que nos permitan llegar a soluciones a menos de una
cierta tolerancia para el error.

= Errores de redondeo: las maquinas no trabajan con nimeros reales sino con una
aritmética de precision finita, llamada de punto flotante. Al representar nimeros
reales en punto flotante, introducimos una nueva fuente de error.

Ademés de estos errores, no podemos descartar los errores humanos (en cualquiera de las
etapas) y los errores de instrumentos (como fallas en el equipamiento para medir, defectos
de hardware). En este curso no vamos a tener en cuenta estos ultimos factores.

En este capitulo nos centramos en los errores asociados a la representacién de punto flo-
tante y de operaciones entre nimeros representados en punto flotante. En el resto del

11
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curso, nos vamos a enfocar en errores de aproximacién para diversos métodos, pero en la
Seccién 1.2 vamos a mostrar con algunos ejemplos a qué nos referimos con la expresién
“errores de aproximacion”. La Seccién 1.3 define los conceptos de error absoluto y relativo
y nos da algunas pautas sobre cémo los errores se pueden propagar al aplicar funciones u
operaciones aritméticas elementales. En la Seccion 1.4 introducimos el sistema de nume-
racion que usan las computadoras, vemos algunas constantes especiales y consideramos
su capacidad de representar niimeros reales. Finalmente, la Seccién 1.5 se enfoca en cémo
los distintos tipos de error pueden aparecer y propagarse en un algoritmo.

1.2. Errores de aproximacion: una ventana a algunos
temas del curso

El alma de este curso es el estudio de métodos para realizar discretizaciones (u apro-
ximaciones) que nos permitan resolver algunos problemas. Aunque tal vez en cursos an-
teriores el foco no estuviese en este punto, ya tenemos alguna experiencia en este tema.
A continuacién mostramos algunos ejemplos, y en los capitulos siguientes consideramos y
profundizamos en muchisimos maés.

1.2.1. Sumas de Riemann

Del curso de Calculo Diferencial e Integral en una Variable, sabemos que el concepto de
determinar el area encerrada entre el grafico de una funcién real f y el eje de las x en un
cierto intervalo esta dado por la integral de f entre a y b. A su vez, dicha integral esta
dada por el infimo de las sumas superiores o el supremo de las sumas inferiores de f en
dicho intervalo. Por lo tanto, podemos aproximar la integral de f entre a y b mediante
sumas de Riemann (inferiores o superiores) para una particién lo suficientemente fina.

1
I:/ e dx
0

estd bien definida (el integrando es mondtono creciente en el intervalo [0, 1]) pero el valor
de I no puede escribirse usando una cantidad finita de funciones elementales: no conocemos
una primitiva de ¢**"*. Podemos considerar una particién uniforme del intervalo [0, 1] con
n + 1 puntos, P, = {ag,a1,...,a,}, esto es, a; = i/n con i = 0,...,n, y computar las
sumas inferiores y superiores asociadas a P,

Ejemplo 1.2.1. La integral

i
L

n—1

1 i
Si(f, Pn) = A1 — Q; inf e"F = —esen(ﬁ)7
FP) =3 (wn —a) i =3
= g
S*<f’ Pn) - Z (ai+1 — (li) sup eSnT — _esen( n )
=0 xe[ai7ai+1} i=0 n

12
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Por ejemplo, usando una particién Pjy con n = 10 intervalos, esto nos conduce a
1,566 ... = S.(f, Pio) < I <S*(f, Pip) =1,698....

Esto nos da cotas bastante groseras para el valor de I: haciendo el promedio entre nuestra
cota superior y nuestra cota inferior, deducimos que I = 1,632 4+ 0,066. Si esta precision
fuese suficiente para los calculos que necesitamos, podriamos quedarnos satisfechos. Si no
lo fuese, podriamos tomar mayor cantidad de puntos.

n S«(f,Py) | S*(f,P,) Estimacién de I
10 | 1,56609... | 1,69807... | 1.6320813 £ 0,06599
100 | 1,62527... | 1,63847... | 1,6318717 £ 0,00659
1000 | 1,63120... | 1,63252... | 1,6318696 % 0,00066
10000 | 1,63180... | 1,63193... | 1,6318696 £ 0,00007

En principio, podriamos seguir aumentando n hasta tener una aproximacién de [ tan
precisa como queramos. Llama la atencion que, cada vez que aumentamos n en un factor
de 10, el margen de error también se reduce en un factor de 10. iSera esto casualidad? ¢Es
posible disenar algin método que nos permita estimar I de forma mas eficiente, logrando
que el margen de error se reduzca mas rapido? A

Ejercicio 1.2.1. Implementar un cédigo de Octave que permita reproducir los resultados
de la tabla de arriba. A

1.2.2. Desarrollos de Taylor

El Teorema de Taylor nos indica que toda funcién lo suficientemente regular puede ser
aproximada mediante funciones polinomiales, los llamados polinomios de Taylor. Ademas,
contamos con expresiones para el error cometido al hacer estas aproximaciones por poli-
nomios (las llamadas formas de Lagrange o de Cauchy para el resto).

Si tenemos una funcion que no podemos evaluar de forma sencilla, los polinomios de
Taylor nos ofrecen aproximaciones a los valores de dicha funcion.

Ejemplo 1.2.2. Queremos aproximar el ntiimero real y = sen(107!) con 4 digitos de
precision. Utilizando los Teoremas A.1.1 y A.1.2 del capitulo de repaso tenemos, para
f(z) = sen(z) (que es infinitamente derivable) y evaluando el polinomio de orden k
alrededor de a = 0 en el punto z = 107},

sen®(0)

o (107H* +rp(1071),

sen(107) = sen(0) + cos(0)107 " + ... +

donde
~ sen™1(6,)

r(1071) = %+U'uwwﬂ,y 0, €[0,107"].
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Si usamos k = 1, obtenemos la aproximacién sen(107!) ~ 107! = 0,1, y podemos estimar
el error cometido usando que la funcién seno esta acotada entre —1 y 1:

—sen(6,) < 1072  0.005
2 - T

1072
2

107 = |

Esta aproximacién no es lo suficientemente buena para nuestro objetivo, por lo que in-
tentamos con un polinomio de mayor grado. Notemos que poner k& = 2 no nos aporta
ningtin otro término (porque sen®(0) = —sen(0) = 0), por lo que tomamos k = 3 para
obtener sen(1071) ~ 1071 — 22— = 0,09983. Podemos acotar el error de esta aproximacion

6
mediante
sen(6,,) < 1074

24 - 24

Esto quiere decir que nuestra aproximacion ya es tan precisa como queriamos.

1074 = 4,16 x 107S.

[r3(1071)] =

Més ain, podemos observar que poner k = 4 no aportaria ningin otro término (porque
sen®(0) = sen(0) = 0), de modo que la aproximacién anterior corresponde al polinomio
de Taylor de grado 4 y por lo tanto podemos mejorar nuestra estimaciéon de error:

107
- 120

sen(f,) . -

~ 83 x 1078
120 8.3 x 10

4 (1071)] =

1.2.3. Calcular raices cuadradas como un Herdn

En el siguiente ejemplo, asumiremos que tenemos a mano una calculadora que solamente
nos permite realizar las operaciones bésicas (suma, resta, multiplicacién, divisién). En
muchas aplicaciones es necesario calcular raices cuadradas. Hace unos dos mil anos la ne-
cesidad de tener estimaciones precisas era cada vez mayor y lamentablemente los celulares
de la época no tenian calculadora, por lo que habia que hacer las cuentas “a mano”. El
método que describimos a continuacién se debe a Heron de Alejandria.

Ejemplo 1.2.3. Queremos estimar el nimero real v/7 y lo vamos a hacer a partir de
una sucesién {a,} definida por recurrencia. La idea es que, si a, < v/7 (respectivamente,
a, > +/T) entonces 7/a, > /7 (respectivamente, 7/a,, < v/7), por lo que el punto medio
entre a, y 7/a, puede dar una mejor aproximacién a v/7 que cualquiera de estos dos
numeros. Por lo tanto, dado a,, € R, consideramos

1 7
an+1:§ an—l—a— .

Sélo necesitamos un iterado inicial para tener definida nuestra sucesién. De forma sencilla,
podemos estimar que 2 < V7 < 3. Como primera estimacién, tomemos ag = 3. Esto
da lugar a la sucesion cuyos primeros iterados mostramos a continuacién. En negrita,
marcamos las cifras correctas en a,,.
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n an, az —7
0 3 2
1 8 — 2.6666 0.1
127 3 ~ 4
2 21 = 2,64583 ~ 4,3 x 10
3 | 32257 ~ 2,645751312335958 | ~ 6,7 x 10~°

Vemos que, en cada iteracion de este procedimiento, la cantidad de digitos correctos
esencialmente se duplica. Esto se puede justificar de la siguiente forma: sea ¢, = “"\;%ﬁ;
en la Seccién 1.3 definiremos a esta cantidad como error relativo de la aproximacion a,,.

Es facil verificar que se cumple

2

En
Entl = ————, 1.1
"1+ ey) (L)
lo que significa que el error relativo se reduce cuadraticamente y por lo tanto es esperable
que la cantidad de digitos correctos se vaya duplicando de un iterado al siguiente. A

Ejercicio 1.2.2. Aproximar v/7 usando polinomios de Taylor de grado 1 y 2 alrededor
del punto a = 3, como en el Ejemplo 1.2.2. Notar que usando el polinomio de grado 1 se
tiene la misma aproximacién que a; arriba, pero con polinomios de grado 2 se tiene una
aproximacién bastante peor que as. A

Ejercicio 1.2.3. Sea a € R*. Generalizar el método del Ejemplo 1.2.3 para estimar /a
e implementarlo en Octave. A

1.3. Errores

La nocién de errorse refiere a una discrepancia entre lo que computamos y lo que queremos
computar. En esta seccién introducimos la diferencia entre error absoluto y relativo y
estimamos cémo una discrepancia en las entradas afecta a la salida al evaluar una funcién
o al realizar operaciones aritméticas elementales (suma, resta, producto, divisién).

1.3.1. Errores absolutos y relativos

Para estimar el error cometido al aproximar una cierta cantidad, es importante distinguir
la magnitud absoluta del error de su magnitud relativa. Por ejemplo, supongamos que A
y B son dos deportistas que corren una carrera y A llega 10 segundos antes que B. Para
poder decir si A le gan6 a B “por mucho” o “por poco” necesitamos conocer cuanto durd
la carrera: no es lo mismo si la carrera fue de 100 metros que si fue un maratén de mas
de 42 kilémetros.

Definicién 1.3.1 (error absoluto). Sean z € R un ndmero real dado y z € R una
aproximacién de x. Definimos el error absoluto como la diferencia entre z y =,

€y =T — .

15
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A

Definicién 1.3.2 (error relativo). Sean z € R un nimero real dado con x # 0y € R
una aproximacién de x. Definimos el error relativo como el error absoluto normalizado
por z,

A

Observacion 1.3.1. Las definiciones anteriores implican que los errores absoluto y relati-
vo tienen signo: pueden ser positivos o negativos. Elegimos esta convencién porque nos
permite relacionar las cantidades x y  mediante las sencillas identidades T = x + e, y

z=(1+¢,) . (1.2)

En general, en las aplicaciones nos interesa la magnitud de los errores y no su signo. En
esos casos, tenemos que estimar o acotar |e,| o |, A

La definicién de error absoluto se puede generalizar a espacios vectoriales, en particular al
espacio R™. En ese caso, dados un vector x € R" y una aproximacion x € R", definimos
el error absoluto mediante

e, =x—x€R".

Para generalizar nuestra definiciéon de error relativo, como no podemos dividir por el
vector X, necesitamos introducir una norma en nuestro espacio vectorial. Por ejemplo, si
| - || denota la norma euclidea en R”, podriamos definir el error relativo mediante

Ex ;= —— para X # 0;

notar que esto no es exactamente lo mismo que definimos en R, por lo que en caso de ser
necesario vamos a aclarar qué definicion de error relativo estamos utilizando.

1.3.2. Funciones reales: nimero de condicion

Queremos evaluar una funcién derivable f: I — R, donde I C R, y suponemos que
tenemos la capacidad de computar f exactamente. Nos preguntamos cémo un error en
la entrada puede afectar a nuestra evaluacién de f. Dado un nimero real x # 0 tal que
f(z) # 0, consideramos una aproximacion z € R. En virtud de (1.2), podemos relacionar
de forma sencilla a z € R con el error relativo de esta aproximacion.

Nos interesa computar y := f(z), pero dado que tenemos acceso a z, lo mejor que podemos
hacer es computar y = f(Z). Podemos estimar el error relativo en y usando un desarrollo
de Taylor de primer orden para f alrededor de x:

y—y_f@)-fl@) fl)@-—2)  [flz@-—z) [
Y f(x) /() flx) ()

16

Ey =



METODOS NUMERICOS FACULTAD DE INGENIERIA — IMERL

Por lo tanto, observamos que el error relativo en y = f(z) se relaciona con el error relativo
en r mediante un cierto factor. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.3.3 (ndmero de condicién). Llamamos nimero de condicién de f en
el punto z al nimero
f(a)z

f(x)

. (1.3)

k() = ‘
Vagamente,

» si ky(x) ~ 1, diremos que el problema de evaluar f en x estd bien condicionado;

» r¢(z) > 1, diremos que el problema de evaluar f en z estd mal condicionado.
A

Remarcamos que el hecho de que el problema de evaluar f en z esté bien o mal con-
dicionado solamente tiene que ver con la funcion f. No estamos asumiendo nada sobre
cémo estamos computando f. En matematica, los nimeros de condicién dan una pauta
de la sensibilidad en la salida de una operacién (como evaluar una funcién) respecto a sus
entradas. Al trabajar con sistemas de ecuaciones lineales, vamos a retomar este concepto
y dar una definicién andloga a (1.3).

1.3.3. Propagacion de errores en operaciones aritméticas

Sean x e y dos numeros reales, para los que tenemos almacenados respectivas aproxi-
maciones T e y. En esta secciéon analizamos lo que ocurre con la magnitud del error de
aproximacién al realizar las operaciones aritméticas elementales (suma, resta, producto,
divisién). Recordamos la identidad (1.2),

T=(1+¢,)x, 7= 14¢y)v. (1.4)
Suponemos que €, y €, son “chicos”, en el sentido de que su producto satisface €,¢, <
min{e,, e, }.
Producto. Multiplicamos las dos igualdades en (1.4) y obtenemos
zy=ay(l+e,)(1+¢,) may(l+e, +¢y),
de donde deducimos que, en el producto xy, se tiene el error relativo
Exy N Ex + Ey.

Esto implica que, en el peor de los casos, el error relativo en el producto entre dos nimeros
es comparable en magnitud al peor de los errores relativos en ellos.
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Divisién. Suponiendo que ni y ni  son nulos, dividimos las dos igualdades en (1.4) y
usamos el equivalente' —— =~ 1 — ¢ para obtener

1+t
T x(l+e) = T
—=—————r—(14+e)l-¢g)r =1+, —gy).
gy oy (l+e) vy Yy Y

Esto implica que, en la divisién z/y, tenemos el error relativo
Exfy N Ex — Ey.

En consecuencia, en el peor de los casos, el error relativo en la divisién entre dos niimeros
es comparable en magnitud al peor de los errores relativos en ellos. Recordamos que los
errores relativos son tomados con signo, por lo que el signo negativo en €, no tiene ningin
significado especial.

Suma y resta. Como restar es sumar el opuesto de un nimero, solamente considera-
mos la suma; naturalmente, podemos suponer que x,y # 0. Escribimos directamente la
definicién de €,4, y usamos las dos identidades en (1.4):

T+y—(r+y = y

Epty = = €x + €y
+y Tty Tty r+y "

, . y - .
Aqui, vemos que aparecen los factores 77 C T multiplicando a €, y €,, respectivamente.
Distinguimos tres casos.

= Sizy > 0 (es decir, si e y tienen igual signo), entonces los factores que multiplican
a g, y € son ambos positivos, suman 1, y podemos acotar

z , Yy p ,
x < — x|y - x|y = z|s .
[ S x+ymax{|€ | |€y|}+x+ymax{|€ |, ley} = max{lea|, gy [}

En este caso, el error relativo en la suma = + y no es peor en magnitud que el peor
de los errores relativos en z e y.

» Sizy <0y |z| > |yl (o |z] < |y|), entonces los factores que multiplican a €, y ¢,
no son mucho mayores que 1 en valor absoluto y tenemos

eyl S leal + leyl-

T
€ S — | || T
ol < | el |2

En este caso tenemos que, en el peor de los casos, el error relativo en la suma = + y
es comparable en magnitud con el peor de los errores relativos en x e .

IEste equivalente no es otra cosa que el polinomio de Taylor de orden 1 de la funcién f(t) = %ﬂ

alrededor del origen.

18



METODOS NUMERICOS FACULTAD DE INGENIERIA — IMERL

» Sizy <0y 2= —y, entonces tendremos x + y ~ 0. Esto nos pone en problemas:
ilos factores que multiplican a €, y €, pueden ser muy grandes! Este fendmeno lleva
el nombre de cancelacion catastroéfica.

Vamos a ilustrar por qué se usa el tan dramatico término “cancelacion catastréfica” con
un ejemplo.

Ejemplo 1.3.1 (cancelacién catastréfica). Buscamos las raices del polinomio 2% — 56z +
1 = 0. Es facil mostrar que estas raices son

ry =28+ V783 ~ 55,982; 1y =28 — V783 =~ 0,017863.

Supongamos que solamente tenemos 5 cifras de precisiéon. Con ellas, 28 se computa
exactamente y /783 se aproxima como 27,982. Tenemos errores relativos eo5 = 0y
£z ~ —4,90 x 1076,

La raiz r; se puede calcular sin error considerable (e incluso mejor que el de v/783) pues

estamos sumando numeros positivos,

71 =28 + 27,982 = 55,982 ¢, ~ —2,45 x 1079,

Sin embargo, el calculo de la raiz ro implica una resta de dos valores muy préoximos,
T2 =28 — 27,982 =0,018, ¢, ~7,7x 1072

Observamos que el error relativo en 7, aumenté en magnitud en un factor de aproxima-
damente 1500 respecto al error relativo en las entradas que utilizamos. Este aumento de
magnitud puede causar que un error tolerable en las entradas (nuestras aproximaciones
de 28 y 1/782) dé lugar a un error no tolerable en la aprozimacion de ry: esto es lo que se
llama una cancelacion catastroéfica.

Es importante evitar computar r, en la forma en que lo hicimos. Una forma de lograrlo
es reescribir el polinomio original como

2?2 —56x+1=(x—1r)(x —1ry) =2% — (ry +72)T + 1170,

Podemos determinar ry igualando los coeficientes término a término y usando el valor ya
calculado para ry. Si utilizamos el término independiente se tiene

1
riry =17 =— ~ 0,017863, ¢,, ~ 8,9 x 107°.
1

55,982
En cambio, observar que si se usa el término en x se llega al mismo resultado que antes. A
Del ejemplo anterior, sacamos una importante moraleja: cuando nos enfrentamos a

problemas que implican restar niimeros de igual magnitud, es importante bus-
car reescribir las férmulas para evitar cancelaciones catastroficas.
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1.4. Aritmética de punto flotante

Independientemente de qué sistema de representacion estemos usando, en general un
numero real puede tener infinitos digitos. Intuitivamente, esto quiere decir que para al-
macenar exactamente un numero real podemos llegar a necesitar infinita informacién. En
consecuencia, las computadoras tienen que truncar en algin lugar las representaciones de
los nimeros. Ademas, la cantidad de numeros reales es infinita, por lo que tampoco es
esperable que las computadoras los puedan almacenar a todos: la cantidad de ntmeros
representables es finita.

Vamos a hacer pasar un poco de vergiienza a nuestra maquina. Hacemos la siguiente
operacién “a mano”:
141070 —1=10""°

Sin embargo, si ejecutamos la misma operacién (y en el mismo orden) en Octave, nos
encontramos con una sorpresa:

>> 1 + 1le-16 - 1 [Enter]
ans = 0

LPor qué ocurre esto? La maquina realiza las operaciones en el orden en que se le presentan,
por lo que primero suma 1+ 10716 y al resultado que obtiene le resta 1. El hecho de que el
resultado final sea igual a 0 quiere decir que, para la maquina, los ntimeros 1+ 10716
y 1 son indistinguibles.

En general, al almacenar un niimero x podremos guardar algin nimero proximo a éste
de entre el conjunto de nimeros que puede representar exactamente la maquina. A conti-
nuacion estudiamos este conjunto y algunas de sus propiedades basicas, luego analizamos
qué efectos puede tener este error de representacion (o almacenamiento), y finalmente
marcamos algunos cuidados que debemos tener en consecuencia.

1.4.1. Representacion de punto flotante

Un bit es la unidad basica de informacién usada en el cémputo: es un nimero binario
(un 0 o un 1). En la aritmética de punto flotante, cada niimero es almacenado por un
conjunto de bits. Hoy en dia, el estandar mas utilizado es el formato de precision doble
de la TEEE, en el que cada niimero es representado por 64 bits, esto es, una tira de 0’s o
1’s de longitud 64. De los 64 bits que forman a un nimero x, tendremos

= 1 bit para el signo (+);
» 52 bits para la mantisa (f);

= 11 bits para el exponente (e).
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Asi, los nimeros de punto flotante son aquellos que se pueden escribir de la forma
r==4(1+ f) x 2° (1.5)

Aqui, la mantisa es un nimero 0 < f < 1 tal que 2°2f es un nimero entero, esto es,
i 52
f:ﬁ, jG{O,l,...,Q —1}
Notemos que hay exactamente 2°? posibles valores para f, lo que se corresponde con el
hecho de que f sea representado por 52 bits.

En cambio, el exponente e es un nimero entero tal que —1022 < e < 1023. Observemos
que esta eleccién nos deja 2046 = 21 — 2 posibles valores para e; los dos valores restantes
para el exponente (e = —1023 y e = 1024) se reservan para ciertos nimeros especiales.

Distribucion de numeros

Analicemos con mas detalle como se distribuyen los nimeros de punto flotante. Para fijar
ideas, consideremos los posibles niimeros de punto flotante que se corresponden con signo

positivo y e = 0 en (1.5). Al variar la mantisa f, tendremos un conjunto de 2°% niimeros,
1 2 3 22 1
{17 1+ﬁ’ 1+ﬁ, 1+ﬁ’ 1+W}

Este conjunto es el conjunto de ntiimeros en el intervalo [1,2) que pueden ser representados
exactamente por una maquina que use el estandar de precisién doble. Notamos que este
conjunto es un conjunto de 2°2 nimeros equiespaciados, con una separacién igual a 2752,

Ahora, fijemos un valor de e mayor en (1.5), por ejemplo e = 4. Al variar la mantisa
f, nuevamente tendremos un conjunto de 252 ntimeros equiespaciados pero ahora en el
intervalo [2%,2°) = [16, 32),

1 2 3 252 —1

La separacién entre elementos consecutivos de este conjunto es 21762 = 2748

veces mayor que la separacién en el intervalo [1,2).

, esto es, 16

Deducimos, pues, que el conjunto de nimeros de punto flotante es finito y la
distancia entre niimeros consecutivos no es globalmente uniforme.

Redondeo y truncamiento.

Como hemos visto, los sistemas de representaciéon pueden representar una cantidad finita
de nimeros, por lo que al desear representar un niimero real x que quizas no esté incluido
en el mismo, el computador deberd aproximarlo con un nimero fl(z) que si lo esté. Para
esta aproximacion existen dos métodos habitualmente usados:
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= Redondeo: aproximar el real al nimero representable méas cercano. Si los nimeros
representables mas cercanos son dos, se aproxima al menor.

» Truncamiento: aproximar el real al nimero representable menor mas préximo.

De ahora en mas, en estas notas asumimos que nuestra maquina hace redondeo para
representar nimeros reales que no estén incluidos en el sistema de punto flotante que use.

1.4.2. Constantes de maquina y nimeros especiales

En esta seccion definimos algunas constantes relevantes respecto a un sistema de punto
flotante. Comenzamos con una que representa la capacidad relativa de aproximar niimeros
reales.

Definicién 1.4.1 (épsilon de maquina). Llamamos épsilon de mdaquina (¢)/) a la
separacién entre el nimero 1 y el siguiente niimero representable de un sistema de punto
flotante. A

Observacion 1.4.1. Para determinar el valor de €;; en el formato de precisién doble, nos
basta con observar que el menor nimero estrictamente mayor a 1 y representable en
precision doble se corresponde con las elecciones:

signo: +, exponente: e =0, mantisa: f = 27°2%

lo que arroja el nimero # = 1 + 27°2 en (1.5). Deducimos, por lo tanto, que en precisién
doble
ey =2""2~22x10716.

En Octave y Matlab, el comando eps nos devuelve el valor de €); para precisiéon doble,
que es el formato que nuestras maquinas usan por defecto:

>> eps [Enter]
ans = 2.2204e-16

A

Como los sistemas de punto flotante incluyen una cantidad finita de ntimeros, necesaria-
mente debe haber uno maximo y uno minimo (en valor absoluto) representables.

Definicién 1.4.2 (Realq: v Realy,y,). Llamamos Realyax al mayor niimero represen-
table exactamente en un sistema de punto flotante y Realy,i, al menor nimero positivo
representable en un sistema de punto flotante. A
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Observacion 1.4.2. Para determinar el valor de Real,,., en el formato de precisién doble,
basta con tomar el signo positivo, y el exponente y la mantisa mayores posibles:

signo: +, exponente: e = 1023, mantisa: f = 1 — 272,
lo que en (1.5) arroja
Real e, = (2 —27°%) x 2198 ~ 1,8 x 10°%.

De forma analoga, para determinar el valor de Real,,;, en el formato de precision doble
tomamos el signo positivo, y el exponente y la mantisa menores posibles:

signo: 4+, exponente: e = —1022, mantisa: f =0,

lo que da lugar a
Realm =1 x 271922 x 2.2 x 1073%,

En Octave y Matlab, los comandos realmax y realmin nos devuelven los valores de
Real,,.. v Real,,;, para precision doble, respectivamente:

>> realmax [Enter]
ans = 1.7977e+308
>> realmin [Enter]

ans = 2.2251e-308

A

Recordamos que los exponentes e = —1023 y e = 1024 se reservan para ciertos nimeros
especiales. Veamos algunos de estos casos.

Definicién 1.4.3 (overflow e Inf). Si un célculo en la maquina arroja un nimero mayor
que Real,,.,, decimos que se produce un overflow. El resultado de este calculo es un
numero de punto flotante llamado Inf, que se almacena con el exponente e = 1024 y la
mantisa f = 0. A

Definicién 1.4.4 (NaN). Si hacemos un célculo en la mdquina que no estd definido en
el sistema real, como por ejemplo 0/0 o Inf — Inf, el resultado de nuestro cédlculo es un
nimero de punto flotante llamado NaN?, que se almacena con el exponente e = 1024 y
una mantisa f # 0. A

Cero. Al ntmero 0 obviamente no se lo puede escribir en el formato (1.5). En el estdndar
IEEE 754, se tienen ceros con signo: uno positivo y uno negativo, y que formalmente se
tratan como objetos distintos. Estos niimeros se representan con el exponente e = —1023,
la mantisa f = 0 y el signo determina de qué cero se trata.

2NaN proviene del inglés Not-a-Number, que significa “no es un ntimero”.
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Subnormales. Finalmente, puede ocurrir que hagamos en la maquina un calculo cuyo
resultado sea un niimero real menor en valor absoluto que Real,,;,. En ese caso, se puede
hablar de un underflow. El resultado podria ser 0 (uno de los dos!), pero optativamente
el formato da lugar a una mayor representaciéon: los nimeros subnormales. Estos son
niumeros a los que el estandar IEEE 754 deja como optativos de incluir. Se encuentran

entre eps*realmin y realmin y se los representa con el exponente e = —1023 y mantisas
f=27%..,1-27%

1.4.3. Error de representacién en punto flotante

Consideremos un nimero x € R\ {0} y sea fl(z) su representaciéon en punto flotante
utilizando redondeo. Una pregunta muy relevante para nosotros es estimar el error come-
tido al aproximar z por fl(x). Como adelantamos antes de la Definicién 1.4.1, el épsilon de
méquina entra en juego para estimar el error relativo de esta aproximacién (ver Definicién
1.3.2). El siguiente resultado nos muestra que, independientemente de la magnitud de z,
el error relativo al representarlo en punto flotante permanece uniformemente acotado.

Proposicién 1.4.1 (aproximacién relativa con precisién doble). Sean x € R tal que
271022 < | < 2192 o fi(x) su representacion de punto flotante en formato de precisién
doble. Entonces, se cumple

i)~ 5] _ en

2] <5 (1.6)

lex| =
donde ey; = 2752 es el épsilon de mdquina de dicho formato.

Demostracion. Sea x tal que 271922 < |z| < 210%4; sin perder generalidad, asumimos que
x es positivo. Consideremos los intervalos de la forma [2¢,2°1) con e entero y tal que
—1022 < e < 1023. Como estos intervalos son disjuntos dos a dos y la unién de todos
ellos es [271022 21024) 'necesariamente x tiene que estar en uno de ellos. Esto es, existe un
tinico e entero con —1022 < e < 1023 y «, € [0,1) tales que

r=(14+aq,) x 2°

Sia, <1-— 2_—252, entonces la representacion de punto flotante de x usando redondeo es
un numero fl(z) de la forma

A(z) = (1+ f,) x 2°

Notemos que el exponente es el mismo que en z, y la mantisa es f, = k27°2 para algtin
k =0,...,2°2 — 1. Si restamos, dividimos por z y simplificamos las exponenciales, nos
encontramos con que

ﬂ(ZE) - . f:l: — Oy

x 1+,

Finalmente, tenemos que 1+ «, > 1, y como estamos usando redondeo se cumple |, —
—52 . . _ . ’
fzl < QT; notar que como el espaciado entre mantisas es de 27°2, la mantisa més cercana
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a o, no puede estar a una distancia mayor que la mitad de este espaciado. Tomando valor
absoluto en la igualdad anterior y acotando, se llega a (1.6).

—52 .,
2 5— < a, < 1, entonces la representaciéon de punto flotante de x

Por otra parte, si 1 —
usando redondeo es
fi(z) =1 x 271,

Dejamos como ejercicio verificar que en ese caso también se cumple (1.6). [

Observacion 1.4.3. La condicién sobre |z| en la Proposicién 1.4.1 es necesaria para evitar
que fl(x) sea Inf o 0, aunque la cota inferior puede mejorarse si se usan nimeros subnor-
males. También observemos que esta proposiciéon refiere al error relativo al aproximar con
redondeo un numero en punto flotante; si nos interesa estimar el error absoluto en esta
aproximacién, usando la Definicién 1.3.1 tenemos

|z] £ 0r
S

leo| = |ve,| <

Por lo tanto, mientras nuestra mejor cota para el error relativo al aproximar un
numero real es uniforme, nuestra mejor cota para el error absoluto depende
de la magnitud de dicho niimero real. A

1.5. Propagacion de errores en punto flotante

En la Seccién 1.4 discutimos la capacidad de la aritmética flotante de aproximar nimeros
reales, y en la Seccién 1.3 estudiamos cémo los errores se pueden ver afectados al evaluar
funciones o realizar operaciones aritméticas en forma ezacta. Aqui combinamos ambos
temas: analizamos cémo se propagan los errores al utilizar aritmética de punto flotante.

1.5.1. Advertencias

La aritmética en punto flotante no es ni asociativa ni distributiva: las operaciones se
hacen por etapas y en cada operacién se aplica el redondeo correspondiente. Por lo tanto,
colocar paréntesis puede alterar el resultado en punto flotante incluso cuando no lo hace
en aritmética real. Recordando que en el formato de precisién doble 5, = 2772 ~ 2,204 x
107%6, veamos un ejemplo.

>> (1 + 1e-16) + 1le-16 - 1 [Enter]

ans = 0
>> 1 + (le-16 + 1le-16) - 1 [Enter]
ans = 2.2204e-16

>> (1 + 1le-16) + (le-16 - 1) [Enter]
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ans = 1.1102e-16

.Por qué obtenemos tres resultados diferentes®? En el primer caso, la operacién entre
paréntesis da como resultado 1 (porque 1 + 1071¢ se redondea a 1), al sumarle a ese 1
el nimero 10716 se vuelve a obtener 1, y al restar 1 se obtiene 0. En el segundo caso,
primero se resuelve la suma entre paréntesis, cuyo resultado es 2.0000e-16. Al sumar 1
més dicho nimero el resultado es 1+eps (porque estamos usando redondeo), y al restar 1 se
obtiene como resultado final eps. Finalmente, en el tercer caso se resuelven las sumas entre
paréntesis en primer lugar: el resultado de la primera es 1 y el de la segunda es -1+0. 5xeps
(ver el ejercicio a continuacién). Al sumar ambas, el resultado final es 0.5%*eps.

Ejercicio 1.5.1. Explicar por qué al computar 1e-16 - 1 en Octave se obtiene el resul-
tado -1+0.5%eps. JAN

1.5.2. Analisis de error hacia adelante

Ahora combinamos ingredientes sobre propagacién de errores (secciones 1.3.2 y 1.3.3) con
lo que sabemos sobre aproximaciones de punto flotante (Seccién 1.4.3).

Como en la Seccion 1.3.2 , supongamos que queremos evaluar una funcién derivable f: I —
R en un cierto punto = € [ tal que y = f(x) # 0 y que tenemos la capacidad de
evaluar f exactamente en cualquier punto dado. En general, no tenemos acceso a =,
sino a su representaciéon de punto flotante fl(x). Por la Proposicién 1.4.1, sabemos que

f(z)-

Lo mejor que podemos esperar es que computemos § = f(fl(x)) ezactamente y que luego
aproximemos § usando punto flotante, esto es, que computemos g = fl(y) = fl(f(fi(z))).
De nuestra discusion sobre ntimeros de condicion, sabemos que

y—y EM
7 7l < =,
‘ S| S rp(@) =
Luego, usando la desigualdad triangular y que y =~ ¢, deducimos
y — () — 9 ) — (y) — v y — € €
‘y y‘g @) -9 +’y y‘z (y)A y‘+ U] P R S TR o
Y Y Y Y Y 2 2

Al término = + k() =£ lo llamamos error inevitable al computar f(z). Es la mejor
cota que podemos tener para el error relativo en caso de que pudiésemos computar f
exactamente. Para valorar la calidad de un algoritmo, mas que utilizar como referencia el
error en su salida, debemos comparar este error con el error inevitable. Si un algoritmo
para computar y = f(z) produce una salida § con error relativo comparable con el error
inevitable, diremos que el algoritmo es “bueno”. Esta no es una definicion matematica,
pero nos da una pauta de la calidad de un método dado. Veamos dos ejemplos.

3Para hacer las cosas peor, ilos tres resultados son incorrectos en aritmética reall
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Ejemplo 1.5.1. Queremos evaluar y = 1 — cos(x) para x = 107°. Estimamos el niimero
de condicién de f(z) = 1 — cos(x) en el punto 107° (ver (1.3)) usando que sent = ¢ y
1 —cost &~ t?/2 para t ~ 0,

—sen(107°)107°|

107°) = ~ 2.
s (1077) 1 — cos(1075)

Esto implica que el error inevitable al computar y = 1 — cos(107°) es aproximadamente
%5 M en otras palabras, tedricamente deberia ser posible computar y sin cometer un gran
error relativo.

Para computar y, la estrategia que parece mas obvia es la que harfamos si tuviésemos
14piz y papel: en primer lugar calcular y; = cos(107°), y luego computar y = 1 — y;. Esto
se corresponde con componer fo o f1(107°), donde

fi(z) = cos z, f(z)=1-2z

Analicemos la mejor cota que podemos obtener para la magnitud del error relativo en
este algoritmo. Razonando como hicimos para llegar a (1.7), tenemos

EM
|ey| < 5 T Kp, (Y1) e |,

EM EM
ey | < > 7t K () >

Aquf utilizamos que la magnitud del error relativo al aproximar x se puede acotar por =,
ya que z es la entrada de nuestro algoritmo. Combinando las dos expresiones, obtenemos

EM EM EM
ool < S+ k() (S + k(@) ).
2 2 2
Por lo tanto, nos basta con estimar los nimeros de condicién kg, (z) y Ky, (y1). Usando
nuevamente la definicién (1.3) y las aproximaciones sen(107°) ~ 10° y 1 —y; = 1 —
cos(1075) =~ 1071%/2, tenemos

—sen(107°)107° 10
w1 (@) ‘ cos(10-5) ’
K, (Y1) = ‘1 %yl ~ 2 x 10,

Sustituyendo, obtenemos la cota

le,| < %M 42 x 101 (%M 410710 %M> ~ ear x 1010,

iEsta cota es del orden de 10 mil millones de veces peor que el error inevitable! Esto nos
da la pauta de que este es un mal algoritmo: si lo implementamos computacionalmente,
estamos introduciendo cancelaciones catastroficas.
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Analicemos un algoritmo alternativo. Utilizamos la identidad trigonométrica
1 — cos(z) = 2sen®(z/2),

y computamos y; = f1(x) = /2, yo = fo(y1) = sen(y1), ys = fa(y2) = ¥3, ya = fays) =
2ys. Se verifica que (Ejercicio 1.5.2)

K (I) =1, Hfz(yl) ~ 1, ’K&f3<y2> =2, /if4(y3> =1
y por lo tanto este algoritmo da lugar a

ley] < %M +hip(ys) [%M + £ (y2) (%M i y) (%M T (”3)67]%)])

EM EM EM EM EM
Sz ) -
2+[2+ 5 T\3 T3 M

Q

Esta cota para el error relativo es comparable con el error inevitable: este es un buen
algoritmo. Notar que este segundo algoritmo evita restar nimeros de igual magnitud. A

Ejercicio 1.5.2. Completar los detalles de la estimacién del error para el segundo algo-
ritmo en el ejemplo anterior. A

Ejemplo 1.5.2. Consideremos el polinomio
p(x) = 2" — 72% + 212° — 352 + 352% — 212 + T2 — 1. (1.8)

Es facil verificar que p tiene una raiz en z = 1. Corremos en Octave unas lineas de cddigo
que nos permitan graficarlo para x € (0,99, 1,01):

>> x = linspace(0.99, 1.01,1);
>> y = x.77-T*x.76+21*xx. "5-35%x. "4+35%x. "3-21*x. "2+7*x-1;
>> plot(x,y)

El resultado se muestra a la izquierda en la Figura 1.1. El grafico no se parece en nada
al de un polinomio. Con nuestros conocimientos de cancelaciones catastréficas, podemos
entender que evaluar computacionalmente la expresién (1.8) para x ~ 1 es una mala
practica. Como alternativa, podemos darnos cuenta de que se puede factorizar

p(z) = (& — 1), (L9)

Usamos esta expresion en Octave y graficamos nuevamente

>> x = linspace(0.99, 1.01,1);
>> z = (x-1).77;
>> plot(x,z)
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Figura 1.1: Gréfico de p(x) usando (1.8) (izquierda) y usando (1.9) (derecha).

El resultado se muestra a la derecha en la Figura 1.1, y notamos que ahora si se parece a
lo que esperamos del grafico de un polinomio.

En teoria, las dos opciones que presentamos arriba nos permitirian graficar al polinomio
p en el intervalo (0,99,1,01). Sin embargo, al evaluar p(z) con z cercano a 1, la primera
introduce cancelaciones que se pueden evitar si se factoriza a p. La segunda opcién es
computacionalmente mucho mas robusta que la primera. A

Ejercicio 1.5.3. Justificar la ultima afirmacién del ejemplo anterior: realizar un anélisis
de error hacia adelante para computar p(z) con x cercano a 1 usando ambos métodos. A

Observacion 1.5.1. El analisis de error hacia adelante mide la discrepancia entre los va-
lores computados y los valores exactos que queremos aproximar. Un enfoque alternativo
para estimar el error consiste en, dado un algoritmo, preguntarse cuanta deberia ser la
discrepancia entre la entrada que usamos y la entrada exacta para que se produzca la
salida aproximada que obtuvimos. Esta alternativa se suele llamar andalisis de error hacia
atrds, pero no profundizaremos en ella. Para quien esté interesado, referimos a [Hea02,
Seccién 1.2.5]. A

1.5.3. Calculo de derivadas usando diferencias hacia adelante

Concluimos este capitulo con una aplicacion en la que se ilustra como pueden interactuar
dos tipos de errores distintos que discutimos en la Secciéon 1.1.1. Volviendo al Ejemplo
1.1.1, podemos pensar que estamos haciendo los ltimos dos pasos que alli mencionamos:
discretizacion e implementacion.

Sea f : R — R, de clase C?. Recordamos la definicién de la derivada de f en z € R,

flz+h) - flz)
- :

f(z) = }lllir(l) Af@)n donde Ajyp =
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Al ntiimero Ay, 5 se lo suele llamar cociente incremental (o diferencia hacia adelante) de
f en x con paso h. Queremos evaluar f'(z) numéricamente en un punto x en el que f(x) #
0, f"(x) # 0. Para simplificar nuestro andlisis, vamos a suponer que podemos almacenar a
xy ax+ h exactamente. Como queremos que nuestra maquina pueda distinguir f(z) de
f(z + h), ya sabemos que no podemos tomar h arbitrariamente pequeno. Una estrategia
razonable —y que ya propusimos en el Ejemplo 1.1.1- es aproximar

f(x) = Agayhs (1.10)

para pasos h > 0 pequenos y fijos*. Si estuviésemos trabajando con aritmética real,
entonces obviamente seria conveniente tomar h lo méas pequeno posible. Sin embargo,
si trabajamos con una maquina nos enfrentamos al riesgo de introducir cancelaciones
catastroficas en el numerador: si f(z) # 0, hacer f(z + h) — f(x) con h pequeno es
justamente lo que en la Seccion 1.3.3 dijimos que era peligroso computacionalmente. De
hecho, més que trabajar con (1.10), en la practica vamos a aproximar con

Podriamos haber puesto fl(h) en vez de h en el denominador, pero como no vamos a tener
cancelaciones, la simplificaciéon que hicimos no es relevante.

(1.11)

Estimemos la magnitud del error absoluto en la aproximacién (1.11). Observamos que hay
dos fuentes de error:

= El error de truncamiento, asociado a que en vez de tomar limite estamos dejando
fijo un h pequeno. Esperamos que este error se reduzca cuanto menor sea h.

» Kl error de redondeo, asociado a que estamos trabajando con precision finita
(punto flotante). Esperamos que este error aumente cuanto menor sea h.

Una forma de cuantificar esta observacion es utilizar una desigualdad triangular para
separar el error absoluto como la suma de las componentes de truncamiento y de redondeo,

A(f(x + h)) — A(f(x)) (1.12)
h

<|f'(@) = Apayn] + ’Af(xm -

= |err0rtruncamiento| + |err0rredondeo|'

Error de truncamiento

Comenzamos por acotar el primer término del lado derecho en (1.12). Este término tiene
que ver exclusivamente con reemplazar la derivada por un cociente incremental. Para

4Tomar h < 0 no reviste ninguna dificultad técnica adicional. Simplemente tomamos h > 0 para
alivianar la notacién.
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analizarlo, basta con utilizar un desarrollo de Taylor de primer orden en el punto z,
usando la expresion de Lagrange para el resto,

flx+h)= f(x) qu"(m)h—f—f”(c)h?2 para algiun ¢ € [z, + h].

Con esta expresién, podemos despejar y estimar

’eI‘I‘Ortruncamien‘co‘ = |f”(C)‘ 5

5
Como estamos asumiendo que f es de clase C* y ¢ € [z, z + h], entonces esperamos que

f"(¢) = f"(z). Obtenemos asi una estimacién para el error de truncamiento,

h
|err0rtruncamiento| ~ |f”(I)| E (113>

Deducimos que el error de truncamiento es de orden h: esperamos que decrezca linealmente
al decrecer el paso h.

Error de punto flotante

Por la Proposicién 1.4.1 y usando la expresién (1.2), sabemos que se cumple

A(f (@ +h)) = (L + e@em)f(z +h), A(f(x) = (1+ @) f(2),

con - -
M M
< — < —.
Ereml = 5 lerml = 5
Por lo tanto, podemos reemplazar fl( f(z+h)) y fi( f(z)) y utilizar la desigualdad triangular
y las cotas para los errores relativos para obtener

|f(x +h) Ef(z+h) — f(z) 5f(r)’

|errorredondeo| - n
< @t Wllesern| + (@) lesw)
- h
_ (G )+ F@)] e
- h 2
Como f es continua y f(z) # 0, podemos suponer f(x + h) = f(z), y concluimos que
lerroryedondeo| < W (1.14)

A diferencia del error de truncamiento, nuestra cota para este error es inversamente pro-
porcional al paso h. Esto significa que un paso demasiado pequeno puede incrementar el
error relacionado a la representacion en punto flotante.
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Paso 6ptimo

Tenemos entonces que, por un lado, se requiere un paso pequeno para minimizar el error de
truncamiento, pero por otro lado un paso demasiado pequeno puede dar lugar a problemas
de punto flotante. Una forma de encontrar el paso éptimo es combinar (1.13) y (1.14),
sustituir en (1.12) para obtener
h x
gl < 1£7()| & + LN
y buscar el valor hqpe > 0 en el que el lado derecho se hace lo menor posible. Esto se logra
de forma sencilla derivando el lado derecho de la desigualdad respecto a h y despejando.

Obtenemos
2|f(x)|em
Popt = 1] i M .
\ 1) (L15)

lo que da lugar a una cota 6ptima para la magnitud del error absoluto,

lepi@yopt] = V2@ ()] en (1.16)

En la Figura 1.2 ilustramos cémo se comportan las dos componentes del error y su suma al
variar h. Esta sencilla figura es ilustrativa del comportamiento cualitativo de los errores de
truncamiento y de redondeo, pero en la practica podemos ver algo un poco mas interesante.

. _ W@
“trunc — 2

—_— _ f@)lem
€red = h

— €total = Etrunc T €red

h

Figura 1.2: Cota superior del error total. Permite hallar h éptimo.

Ejemplo 1.5.3. Apliquemos la discusion anterior a aproximar la derivada de la funcion
f(z) = €” en el punto x = 1. Como f"(1) = f(1) = e, las expresiones (1.15) y (1.16) nos
indican que

hopt = v/ 2€M = 2752/2 =~ 2,1 X 1078, |ef’(ac),opt‘ = hopte ~ 577 X 1078'
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Implementamos en Octave un cédigo que tome varios h en el intervalo [1071¢,1071], calcule
las aproximaciones (1.11) y estime el error sabiendo que f'(x) = e.

n = 1000;

derivadas = zeros(1l,n);

h = 10."(-linspace(1,16,n)); % toma n puntos entre 10°{-16} y 10~{-1}
f = 0(x) exp(x);

x =1;

for k = 1:n
derivadas(k) = (f(x+h(k))-f(x))/(h(k));
end

errores = abs(derivadas - exp(1l)*ones(1,n));
loglog(h,errores) % genera un grafico con ejes logaritmicos

La salida de este codigo se muestra en la Figura 1.3. Observamos que, para h grande,
el error computado decrece linealmente al reducir h: esta es la regién en la que domina
el error de truncamiento. En cambio, para h pequeno el error se comporta de manera
erratica aunque muestra una tendencia a crecer al reducir h: en esta regién domina el
error de redondeo. La transicién entre una regién y la otra se da cuando h (y el error) son
del orden de 1078, consistentemente con nuestras estimaciones de hopt ¥ |€ f/(x),opt|.

102 T

10% |\ )

10

-10

L L L L L L I
1076 1074 10712 1010 108 100 1074 102 10°

Figura 1.3: Error computacional en el Ejemplo 1.5.3.

A

Ejercicio 1.5.4. En la Figura 1.3 se observa que para h ~ 1076 =~ £, el error absoluto
es del orden de una unidad. Estimar el error de redondeo para h = 1071°. A
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Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones lineales

2.1. Introducciéon

Un sistema de m ecuaciones lineales y n incégnitas consiste en un conjunto de relaciones
algebraicas de la forma

n
E aijmj:bi VZzlm,
J=1

que puede ser representado en notacion matricial como Ax = b:

a1 a19 RN Q1n T b1
921 9292 ce A9y, T2 b2

A= | | o | EMpsn(R), x=1| . | €R* b=| | €eR™
Am1 Am2 ... Omp Tn bm

Cuando m = n, decimos que el sistema es cuadrado, en ese caso, si el sistema tiene solucién
Unica si y sélo si det A # 0. En este capitulo trabajamos con sistemas de este tipo, a los
que llamamos compatibles determinados.

Asumiendo que el sistema Ax = b tiene solucién unica, nos planteamos céomo hallarla.
En general, los métodos de resolucién de sistemas lineales pueden ser clasificados en las
siguientes dos categorias.

= Aquellos métodos que, si tuviésemos precisién infinita, nos permitirian obtener la
solucion exacta luego de una cantidad finita de pasos. Estos métodos se dicen di-
rectos.

= Aquellos métodos que, en lugar de permitirnos obtener la soluciéon exacta x en una
cantidad finita de pasos, nos arrojan una sucesién de vectores {x*} C R" con x* — x
con k — oo. Estos métodos se dicen indirectos.
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Comenzamos mostrando un primer ejemplo de método directo, que ya hemos encontrado
en cursos de Geometria y Algebra Lineal.

Ejemplo 2.1.1 (Regla de Cramer). Dado el sistema Ax = b, la Regla de Cramer de-
vuelve cada entrada del vector solucién solamente como un cociente de determinantes que
dependen de la matriz A y del vector b. En efecto, se tiene

" det(A)’

donde A; es la matriz resultante al reemplazar la columna i-ésima de la matriz A por el
vector b.

Por ejemplo, para resolver el sistema Ax = b con

-] [

computamos los determinantes

det(A) = —4, det(A;) = ‘ _51 _11 _

y tenemos por lo tanto x = [1 2] A

Al analizar el costo de la ejecucion de algoritmos, muchas veces es relevante contar la
cantidad de operaciones que se realizan. Con este fin, introducimos la siguiente nocion.

Definicién 2.1.1 (flop'). Denotaremos por flop a una simple operacién de punto flo-
tante, como suma, resta, producto o division. A

En general, no nos interesa la cantidad exacta de flops que requiere un método, sino el
orden de magnitud de esta cantidad. Retomando el Ejemplo 2.1.1, supongamos que usamos
la regla de Cramer para resolver un sistema con A € M, (R). Calcular el determinante
de una matriz n x n desarrollando por filas o columnas requiere O(n!) operaciones, y la
regla de Cramer requiere que calculemos n + 1 determinantes de matrices n X n y los
dividamos n veces. Deducimos que una aplicacién ingenua de la regla de Cramer para
resolver un sistema de n x n tiene un costo computacional de O((n + 1)!) flops. Esto es
pésimo computacionalmente. Incluso aunque sea posible calcular determinantes de forma
eficiente (ver Observacion 2.2.2 mas abajo), es poco comun usar la regla de Cramer para
resolver sistemas grandes de ecuaciones lineales. No vamos a profundizar en este algoritmo.

En la Seccion 2.2 vamos a analizar con detalle otro método directo ya conocido de cursos
anteriores: el algoritmo de escalerizacion gaussiana. Luego, la Seccién 2.3 profundiza sobre
la descomposicién LU, que esté cercanamente relacionada con dicho algoritmo. Si bien la

'La palabra flop proviene del inglés floating point operations.
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descomposicion gaussiana permite tratar con sistemas Ax = b solamente asumiendo que
A es invertible y se pueden probar varios resultados en general, éstos se pueden mejorar
si la matriz A posee cierta estructura adicional. Comentamos brevemente sobre este tema
en la Seccion 2.4. La Seccién 6.4.3 estudia la estabilidad y convergencia del algoritmo de
escalerizacién gaussiana; esta seccion también incluye material sobre normas vectoriales
y matriciales, y el importante concepto de nimero de condicion. Finalmente, la Seccién
2.6 estudia diversos métodos indicrectos para la resolucién de sistemas lineales.

2.2. Escalerizacion gaussiana

El método de escalerizacién gaussiana es un método directo para resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales. Este algoritmo nos permite llevar un sistema Ax = b, con A
cuadrada y no singular, a uno equivalente de tipo triangular superior. En esta seccion,
en primer lugar analizamos cémo resolver sistemas triangulares de forma directa. Luego,
repasamos el algoritmo de escalerizacion gaussiana, sin y con pivoteo, y mostramos por
qué computacionalmente pivotear es importante, incluso en casos en los que en aritmética
real no seria necesario.

2.2.1. Sistemas triangulares

Comenzamos por abordar un caso particularmente simple de sistemas lineales. Recorda-
mos que una matriz A = (a;;) € M, (R) se dice triangular superior si

a;;j =0 paratodoi,j=1,...,n, conj <i.
Anélogamente, decimos que A es triangular inferior si

aij:O para todo 7,7 =1,...,n, con j > i.

Consideremos un sistema Ax = b con A € M,,(R) triangular inferior,

(111 O “e O bl
A CL.21 G.QQ . O 7 b — b2
Gp1l Gpa .. Gy by,

En forma de sistema de ecuaciones, tenemos

111 =b
Q1221 + Q2272 = by (2 1)
Ap1T1 + AnaXa ... QppTy, = by,
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Como estamos asumiendo que este sistema tiene soluciéon tnica, necesariamente tiene que
ser det A # 0. Al ser A triangular inferior, es facil verificar que

det A = a11a922 . .. App,

de modo que a;; # 0 para todo i = 1,...,n. Para resolver este sistema, parece natural
comenzar por la primera ecuacién en (2.1):
by

an T = by = X = .
a1

Luego, podemos usar el valor de x; que hallamos para continuar con la segunda ecuacion
en (2.1),

by — a1y
21T + Q999 = b2 = Ty = ———.
22
Podemos continuar sucesivamente: si conocemos 1, ..., x;_1, entonces podemos despejar

x; de la i-ésima ecuacion en (2.1) mediante

i—1
b=y agw;

Q;

Z;

Este método para resolver sistemas triangulares inferiores se denomina sustitucion hacia
adelante. En el Algoritmo 2.1, lo presentamos en formato de pseudo-cédigo.

Algoritmo 2.1: Pseudo-cédigo: sustitucion hacia adelante
Datos: A = (a;;) € M,(R) triangular inferior, b € R"
Resultado: x € R" solucién de Ax =b
Ty L

aii
para ¢ = 2 : n hacer
i1
Ti <= QL“ (bi — 2251 aij 5);
fin

Andlogamente, los sistemas de la forma Ax = b con A € M, (R) triangular superior se
pueden resolver de forma sencilla realizando una sustitucion hacia atras. Dicho método
consiste en comenzar por la iltima ecuacién para hallar z,,

y parat=n —1,...1 ir calculando

n
bi — D i1 Qij Tj

Qi

xT; =
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Observacion 2.2.1 (costo computacional de sustitucion hacia adelante o hacia atrés). Es
claro que los costos computacionales de hacer sustitucion hacia adelante o hacia atras son
iguales. Veamos con detalle el costo de hacer sustitucién hacia adelante: para computar
x; (i = 1,...,n) necesitamos hacer i — 1 productos, i — 1 sumas y una divisién. Por lo
tanto, en total necesitamos hacer

n n

D li—14i-1+1)=>) (2i—1)=

i=1 =1

operaciones. Deducimos que el costo computacional de resolver un sistema n x n triangular
usando sustitucién hacia adelante/atrds es de O(n?) flops. A

2.2.2. Escalerizacién gaussiana (sin pivoteo)

Sean A € M,,(R) una matriz no singular y b € R™. Para llevar el sistema Ax = b a uno
equivalente de tipo triangular superior, el algoritmo de escalerizacién gaussiana consiste en
realizar ciertas operaciones elementales en forma sucesiva. Dichas operaciones elementales
consisten en intercambiar filas o reemplazar una fila dada por una combinacion lineal entre
filas en la que la fila reemplazada tiene un multiplicador no nulo.

Recordamos en qué consiste el método de escalerizacién gaussiana. Para k =1,...,n, en
el paso k se tiene una matriz semi-escalerizada y con estructura

r,@ (1) oV (17

ayl Qiy ... ay ... ag,
e o e
22 DY DY 2”

AW |t :
0 0o ... a,(jc) e a,(;;)
Lo 0 ... ;’jj )]

Si a;’ij # 0, lo llamamos pivot del paso k; por el momento, asumimos que en todos los
pasos de nuestro algoritmo tenemos a,(;,) # 0. Notamos que la matriz A tiene estructura
triangular superior en sus primeras k filas, y el resto de la matriz es llena. Buscamos
llevar a 0 los elementos de la columna k-ésima que estan por debajo ile la diagonal. Para

ese fin, para cada ¢ = k + 1,...,n definimos el coeficiente l;; := —#5, al que llamamos
Ak

multiplicador, y actualizamos la fila i-ésima de la matriz A® y la entrada i-ésima del
término independiente b*) mediante

al( D .— (k —llkak

, Vi=k,...,n. 2.2
by ® / (22)
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Este procedimiento puede escribirse en la forma de pseudo-cédigo que mostramos en el
Algoritmo 2.2.

Algoritmo 2.2: Pseudo-cédigo: EG sin pivoteo

Datos: A = (a;;) € M, (R)

Resultado: A = (a;;) € M, (R) triangular superior, L = (l;3) € My(R) triangular
inferior y que tiene los multiplicadores del algoritmo de escalerizacion
gaussiana sin pivoteo

para k =1:n — 1 hacer

para ¢ =k +1:n hacer
1(i, k) < a(i, k) Jalk, k);
a(i, k) < 0;

para j =k +1:n hacer

| aing) < ali,g) - 15, k) < a(k, )

fin

fin
fin

Estimemos el costo computacional de usar escalerizacion gaussiana para llevar la matriz
A a una triangular superior mediante operaciones elementales. Contamos los flops de
acuerdo a los loops en el Algoritmo 2.2:

» loop en j: 2(n — k) flops,
» loopeni: (2(n—k)+1) (n—k)=2(n—k)*>+ (n—k) flops,
= loop en k: S"1—1[2(n — k)2 + (n — k)] flops.

Agrupando segun k y usando que

—1)n 2n—1
k’ n ij (n )’

n—1

k=1
obtenemos:

n—1
flops(EG) :Z 2n® — dnk + 2k* +n — k:)
k=1

:(2n2—|—n)(n—1 (4n+1) nz:kz—i—an_:kQ
= (2n2 + ) (n—1)—(4n+1)(n_21)”+2("_1>%(2"_1) :(9(2%)_

Por lo tanto, si resolvemos un sistema cuadrado n x n usando escalerizacién gaussiana y
sustitucion hacia atras, requerimos

0<2g)+0( 2y = 0(27;) Flops.
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Observacion 2.2.2. Al hacer escalerizacién gaussiana sin pivoteo, el determinante de A
permanece inalterado. La matriz resultante al terminar la escalerizacion es triangular su-
perior, y por lo tanto se puede calcular su determinante multiplicando todos los elementos
en la diagonal. Como en la diagonal hay n elementos, y por lo tanto tenemos que hacer
n multiplicaciones para calcular el determinante de una matriz triangular, este procedi-

miento para calcular el determinante de una matriz requiere de O (%) flops. A

2.2.3. Escalerizacion gaussiana con pivoteo parcial

En la seccién anterior asumimos que en cada paso de la escalerizacién gaussiana se tuvo
(k)

a,(ck) = 0. Esto es necesario para que esté bien definido el multiplicador I, = az—’;), que es el
kk

factor por el que multiplicamos a la fila k-ésima en las combinaciones lineales que hacemos
en el paso k. Sabemos que la condicion a;’;) # 0 no es necesaria para que el sistema tenga
solucion tnica: en caso de que a,(;;) = 0 podemos intercambiar la fila k-ésima por una fila
que esté mas abajo y seguir con nuestro algoritmo de escalerizacion gaussiana. Este paso

de intercambiar filas se llama pivoteo.

iPor qué pivotear?

Desde el punto de vista de la aritmética real, esto es, si tuviésemos precision infinita,

pivotear sé6lo es necesario cuando se llega a que agz) = 0 para algin paso k. Cuando

trabajamos con aritmética de punto flotante, pivotear es importante cuando a,(;z) ~ 0.

[lustramos esta idea con un ejemplo.

Ejemplo 2.2.1 (el peligro de no pivotear). Queremos resolver el sistema Ax = b, donde

10 -7 0 7
A=1-3 2009 6/, b= |3901],
5 -1 5 6

pero tenemos una maquina que solamente nos permite computar 5 digitos significativos y
usamos redondeo. Es sencillo verificar que el sistema tiene como solucién unica x = [0 —
1 1]*. Como tenemos aﬁ) = 10, podemos calcular los multiplicadores ly; = —2 = —0,3,

10
I3 = % = 0,5 y reemplazamos
filag < filag—Ioy * filay, filag < filag—I3; * filay,

lo que nos da el sistema ampliado

0 -7 0| 7
[A® | b®] =0 —0,001 66,001, (2.3)
0 25 5|25
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2 o
Ahora, nos encontramos con que aéQ) = —0,001. Como es distinto de cero y no somos

conscientes del peligro en el que nos estamos metiendo, usamos este elemento como pivote

y computamos el multiplicador I3, = —% = —2500. Al computar

ﬁla3 — ﬁlag—lgg * ﬁlaz,

nos encontramos con una limitaciéon de maquina: tenemos ag?:’,)) = 5+ 2500 x* 6 = 15005
pero para calcular b® tenemos que hacer

2500 % 6,001 = 15002,5 — 15002 = b® = 2.5 + 15002 = 15004,5 > 15004.

El sistema ampliado luego de este paso es

10 -7 0 7
[A® | b®] =0 —0,001 6 |6,001
0 0 15005 | 15004

Como ya quedé escalerizado, podemos realizar una sustitucién hacia atras:

15004
15005!133 = 15004 = T3 = m — 0,99993 (nada mal),
6,001 — 5,9996
—0,0012y + 625 = 6,001 = 5 = — 0 00’1 = —1,4 (bastante mal),
7—9.8
100 —Teeg =7T= 21 = T —0,28 (un desastre).

Vale la pena comparar la solucién exacta del problema, [0, —1, 1]*, con la que obtuvimos,
[—0,35, —1,5, 0,9993]": comenzamos con un muy pequeno error en rz, que se propago
peligrosamente al realizar la sustitucion hacia atrés. A

i:Doénde estuvo el problema en el ejemplo anterior? En que al tomar pivotes pequenos,
se da lugar a multiplicadores grandes. A su vez, al realizar las combinaciones lineales
entre filas, multiplicadores grandes dan lugar ecuaciones con coeficientes grandes respecto
a las entradas de la matriz original. Esto hace que pequenos errores relativos de redon-
deo sean grandes en términos absolutos y abre la posibilidad de introducir cancelaciones
catastroficas, tal como nos ocurrié al despejar x5 en el Ejemplo 2.2.1.

Una forma habitual de mitigar este problema de propagacion de errores es asegurar que
los multiplicadores sean menores o iguales que 1 (en valor absoluto). Esto se
logra, por ejemplo, con la estrategia de pivoteo parcial.

Pivoteo parcial. En el paso k-ésimo de la escalerizacion, se toma como pivote al mayor
elemento (en valor absoluto) de la parte no reducida de la columna k-ésima de la matriz

A, esto es,
wre mix 1a®] =
g max |a,, |=

= pivote: a
re{k,...,n} P P Pk
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Una vez hallado el nuevo pivote, se intercambia la fila en la que esta con la fila k-ésima
en la matriz ampliada y se continia con la escalerizaciéon gaussiana.

Es evidente que la estrategia de escalerizacién gaussiana con pivoteo parcial requiere
mas operaciones que la de escalerizacion gaussiana sin pivotear. En el paso k-ésimo, es-
tamos agregando k operaciones de comparar los elementos \af,l,?\, r =k,...,n. Por lo
tanto, el pivoteo parcial agrega O(n?) operaciones, lo que es de menor orden que el costo
computacional de realizar una escalerizacion gaussiana. Deducimos, pues, que el costo
computacional de realizar escalerizacién gaussiana con pivoteo parcial y sustitucién hacia
atras para resolver un sistema n x n de ecuaciones lineales es de

3
O (2%) Flops.

Ejercicio 2.2.1. Rehacer el Ejemplo 2.2.1, pero utilizando una estrategia de pivoteo
parcial: en (2.3) intercambiar la segunda y tercera filas y seguir adelante con el algoritmo.
Mostrar que usando la misma maquina con 5 digitos de precision el resultado obtenido es
exacto. A

2.3. Descomposicion LU

En la Seccién 2.2 analizamos el algoritmo de escalerizaciéon gaussiana (sin pivoteo y
con pivoteo parcial) para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales Ax = b con
A € M, (R). Una consecuencia directa de este algoritmo es que nos da una forma intere-
sante de factorizar la matriz A como producto de una matriz triangular inferior por una
triangular superior, a menos de permutaciones. En esta seccion profundizamos en este
hecho; concretamente, demostramos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1 (descomposicion LU). Sea A € M,,(R) no singular. Entonces, existen

= una matriz de permutacion P,
= una matriz triangular inferior L, cuya diagonal estd formada por unos, y

= una matriz triangular superior U,
tales que wvale la identidad PA = LU.

En el teorema anterior aparece un término que no definimos atin, que es el de matriz de
permutacion.

Definicién 2.3.1 (matriz de permutacién). Una matriz P € M, (R) se dice de per-
mutacion si P se puede obtener intercambiando filas o columnas de la matriz identidad

I e M,(R). A
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Observacion 2.3.1. Sean P € M,,(R) una matriz de permutaciéon y A € M,,(R). Es facil
verificar que PA permite intercambiar filas de la matriz A, mientras que AP intercambia
columnas de A. Como ejercicio, en caso de no ser claro para el lector, se puede comprobar

10

Computacionalmente, no es eficiente almacenar una matriz de permutaciéon como una
matriz llena, ya que sabemos que sus elementos son todos 0 o 1, y que en cada fila/columna
tiene exactamente un tunico 1. Es mas eficiente utilizar vectores de permutacion, que
indican en qué orden se deben intercambiar las filas o columnas de la identidad. Por
ejemplo, consideremos

este hecho tomando una matriz A € My(R) genérica y P = [O 1] .

pP= ., p=1[4213], q=1[3241].

O = O O
o O = O
_— o O O
o OO

Entonces, siguiendo con la Observacién 2.3.1, dada una matriz A € M, (R), para calcular
B =PA o C = AP en Octave, simplemente podemos escribir

>> B
>> C

Alp,:);
AC:,q);

A

La descomposicion PA = LU del Teorema 2.3.1 estd intimamente relacionada con el
algoritmo de escalerizacién gaussiana. Para demostrar el teorema, escribimos la operacion
elemental “reemplazar una fila dada por una combinaciones lineales entre filas en la que
la fila reemplazada tiene un multiplicador no nulo” en forma matricial.

Definicién 2.3.2 (matriz de multiplicadores). Una matriz de multiplicadores es una
matriz M = (m;;) € M,(R) triangular inferior, tal que debajo de la diagonal solamente
tiene elementos no nulos en una tdnica columna y cumple |m;;| < 1 para todos i, j. AN

Ejemplo 2.3.1. Sean

1 00 6 —6 6
M=1|1/2 10|, A=]|-3 2 1
~1/3 0 1 2 0 -1

Entonces, el producto M A transforma a A en la matriz que

filag < filas + 1/2 * filay, filag < filag — 1/3 * filay,

esto es,
6 —6 6
MA= {0 -1 4
0 2 =3
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El ejemplo anterior ilustra como entran las matrices multiplicadoras en el algoritmo de
escalerizacién gaussiana: usando la notacion de la Seccion 2.2.2, si en el paso k-ésimo

escribimos la matriz multiplicadora M) que se obtiene “colgando” los opuestos de los
(k)

. _ ak
coeficientes (;;, = @,

1 0 0
0
M, — o 1 O ’ (2.4)
0 ... _l(k+1),k 1 :
0 ... —lnk 0 ... 1

entonces la operacién (2.2) sobre la matriz A se puede escribir en forma compacta como
realizar el producto M A.

Bosquejo de demostracion del Teorema 2.5.1. Dada la matriz A € M,,(R), escribimos las
operaciones elementales asociadas al algoritmo de escalerizacion gaussiana en el paso k-
ésimo:

» permutar la fila k-ésima con la fila j-ésima (j > k) se corresponde con multiplicar
a izquierda por una matriz de permutacion Py, que es la matriz identidad con las
filas k y j intercambiadas?;

= reemplazar una fila dada por una combinacion lineal se corresponde con multiplicar
a izquierda por una matriz de multiplicadores M.

Ademsds, sabemos que al final del algoritmo de escalerizaciéon gaussiana se llega a una
matriz triangular superior, a la que llamaremos U. Asi, sabemos que existen P, ..., P, 1
y My, ..., M, tales que

Mnflpnfan,QPn,Q . M2P2M1P1A - U

Usando el Ejercicio 2.3.1 (ver abajo) sucesivamente, la identidad de arriba se puede rees-
cribir como

My 1M, 5...M{Py 1Pys...PLA=1U,

donde Mj, ..., M,_ son matrices de multiplicadores. Finalmente, definimos

- - —1
P = Pnilpnfg...Pl, L = <Mn,1Mn,2...M1> .

2Observar que si en el paso k-ésimo no se hace pivoteo, entonces se puede tomar P, = Id.
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Tenemos que P es una matriz de permutacion, que L es triangular inferior con unos en
la diagonal (ver el Ejercicio 2.3.2 abajo) y se cumple la identidad deseada,

L'PA=U= PA=LU.
[l

Ejercicio 2.3.1. Sea P € M,,(R) de permutacién que se obtiene al permutar las filas i
y j de la matriz identidad y sea M € M, (R) de multiplicadores con términos no nulos
debajo de la diagonal en la columna k, con k < i, j. Demostrar que existe M € M,, (R) de
multiplicadores tal que PM = M P. Concretamente, demostrar que M es la matriz que
se obtiene al intercambiar los elementos m;;, y m;;. de la matriz M. AN

Ejercicio 2.3.2. Demostrar que el producto de matrices de permutacion es de permu-
tacion. Demostrar que el producto de matrices triangulares inferiores con unos en la
diagonal es triangular inferior y con unos en la diagonal. Demostrar que la inversa de una
matriz triangular inferior con unos en la diagonal es triangular inferior y con unos en la
diagonal. A

Observacion 2.3.2 (costo computacional de la factorizacion LU). Como realizar el algorit-
mo de escalerizacion gaussiana tiene un costo de O ( ) flops, deducimos que el costo
de computar una descomposicion LU de una matriz A es del mismo orden. A

Observacion 2.3.3 (uso de la descomposicién LU para resolver un sistema). Supongamos
que queremos resolver un sistema de la forma Ax = b, y ya conocemos una descomposicion
de la matriz A como en el Teorema 2.3.1, PA = LU. Multiplicando nuestro sistema a
izquierda por P, obtenemos

LUx = Pb.

Llamamos b’ := Pb e y := Ux. El sistema de arriba se puede pensar como la composicién
de dos sistemas triangulares: por un lado el sistema Ly = b’, y por el otro el sistema Ux =
y. Uno puede primero hallar y, y luego utilizar y para hallar x. Como los dos sistemas
involucrados son triangulares, se los puede resolver usando sustitucion hacia adelante y
sustitucion hacia atras, respectivamente. El costo de cada una de las resoluciones es de
O(n?) flops, por lo que contar con una descomposicién LU de la matriz A nos permite
resolver el sistema Ax = b con O(n?) flops. A

Observacion 2.3.4 (resolver muchos sistemas con una misma matriz). En algunas aplica-
ciones, podemos encontrarnos con la necesidad de resolver muchos sistemas en los que

aparece la misma matriz A € M, (R), esto es, para vectores b, ... b(™ € R, tenemos
que hallar xM, ... x(™ € R” tales que
AxWM =pM o Ax™ = pm).

Una forma de lograr esto es aplicar escalerizacién gaussiana m veces; el costo computacio-

2mn3

nal de este procedimiento es de O ( ) flops. Notamos que el tratamiento sobre la
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matriz A en cada algoritmo de escalerizacién es el mismo, por lo que hacerlo todas las
veces parece ser un desperdicio de recursos. Una alternativa es computar una factorizacion
PA = LU una sola vez, almacenar estas matrices, y luego usar el método descrito en la
Observacién 2.3.3 para resolver los m sistemas. El costo computacional de este segundo
procedimiento es de

2 3
@) <% + mn2) flops.

2.4. Matrices dispersas y de banda

El algoritmo de escalerizacion gaussiana se puede realizar con cualquier matriz M,,(R), y
su costo es de O <¥> flops en general. Esta estimacién del costo computacional es una

cota superior, y es valida incluso en el peor escenario posible. Si la matriz A posee cierta
estructura adicional, entonces se la puede explotar para desarrollar métodos o bien mas
eficientes o bien que posean otras propiedades. Un ejemplo de esto es la factorizacion de
Cholesky para matrices simétricas y definidas positivas que se discute en el practico del
curso.

Aqui nos centramos en matrices que “tienen muchos ceros”. Como mostramos a continua-
cién, definimos esta caracteristica de un modo un tanto vago.

Definicién 2.4.1 (matrices dispersas (o ralas)). La dispersidad de una matriz A €
M., (R) es la fraccién de sus elementos que son cero. Diremos que una matriz A € M,,(R)
es dispersa (o rala)? si su dispersidad es cercana a 1. A

Las matrices dispersas aparecen en muchisimos problemas tanto de ingenieria como de
otras ramas y su manipulacion eficiente es un vivo tema de investigacion.

Sea A una matriz dispersa con elementos no nulos. Esto quiere decir que A “tiene muchos
ceros” y por lo tanto no es eficiente almacenarlos. Una técnica de almacenamiento mas
apropiada consiste en guardar el valor de los elementos no nulos de A junto con sus indices
de fila y columna,

(41, Ju, i)
<227 J2, ai2,j2) . ¢ :
. si una entrada a,;; no estd en la lista, entonces es nula.

<?;m7 jm7 almﬂm)

Observemos que, si tratamos a una matriz A € M,,(R) como si fuera una matriz llena,
entonces requerimos almacenar n? ntimeros de punto flotante. En cambio, si la tratamos

3A veces, se utiliza el inexistente término esparsa para nombrar a estas matrices; esta palabra parece
) 9
derivar del inglés sparse.
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como una matriz dispersa y tiene m elementos no nulos, entonces requerimos almacenar
3m numeros de punto flotante. Deducimos, pues, que si 3m < n?, se logra una interesante
reduccién de espacio de almacenamiento al tratar a A como dispersa. En Octave, para
indicar que se trate a una matriz como dispersa, se usa la funcién sparse.

Observacidon 2.4.1. En general, que A sea dispersa no implica que A~! también lo sea. A

Una clase de matrices dispersas muy especial y que aparece en multiples aplicaciones es
la de aquellas matrices cuyos elementos no nulos se concentran alrededor de la diagonal.

Definicién 2.4.2 (ancho de banda). El ancho de banda de una matriz A € M, (R)
es la maxima distancia entre sus elementos no nulos y la diagonal. Equivalentemente,
decimos que A € M,,(R) tiene ancho de banda k si a;; = 0 para todo |i — j| > k. A

Como casos particulares de la definiciéon anterior, tenemos:

» toda matriz diagonal tiene ancho de banda igual a 0;

= a las matrices que tienen ancho de banda igual a 1 se las llama tridiagonales.

A las matrices tridiagonales es posible realizarles una factorizacion LU en forma extre-
madamente eficiente, computando matrices L triangular inferior y U triangular superior
y ambas con un ancho de banda igual a 1. Dicho procedimiento se llama algoritmo de
Thomas y en el practico demostramos que tiene un costo computacional de O(n) flops.

Es importante recalcar que, si A € M,,(R) es una matriz dispersa pero sin una estructura
especial (como ser tridiagonal), entonces en general el método de escalerizacién gaussiana
requiere O(n?) flops. En diversas aplicaciones, incluyendo en el estudio de redes eléctricas,
modelos en economia, procesos fisicos como difusion y radiacién, y elasticidad, suelen
aparecer matrices de este tipo con potencialmente miles o millones de incégnitas. En
estos casos, el costo computacional puede volver inviable utilizar escalerizacion gaussiana.
En la Seccién 2.6 exploramos la opciéon mas utilizada en estas aplicaciones, que son los
métodos indirectos.

Los comandos backslash y 1u.

En Octave y Matlab, tenemos disponibles los comandos \, llamado backslash, y 1u.

Dados una matriz A € M,,(R) y un vector b € R", el comando
>> x = A\ b;

nos devuelve un vector x con la solucién computacional al sistema Ax = b. En general,
la funcién backslash chequea en primer lugar si la matriz A posee una cierta estructura
especial: si es triangular, realiza una sustitucion hacia adelante o atras, segin corresponda;
si es simétrica y definida positiva, utiliza el algoritmo de Cholesky para producir una
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descomposicion particular. En caso de que A no tenga una estructura especial, backslash
efectia un algoritmo de escalerizacién gaussiana con pivoteo parcial.

Por otra parte, el comando
>> [L,U,P] = 1lu(A);

nos devuelve tres matrices L, U, P como en la Seccion 2.3: L es triangular inferior, U es
triangular superior, P es de permutacion, y vale PA = LU. Estas matrices son calculadas
realizando un algoritmo de escalerizacién gaussiana como describimos en esa seccién.

2.5. Estabilidad y convergencia

Por lo que hemos estudiado en el Capitulo 1, sabemos que en la resoluciéon numérica de
sistemas lineales cometeremos errores. Para los métodos directos de resolucion de sistemas
lineales, la inica fuente de error es la representacién de niimeros reales con precision finita.
En cambio, para los métodos indirectos que discutimos en la Seccion 2.6, a esta fuente
de error debemos agregarle errores asociados a que en general no obtendremos la solucion
exacta del sistema en una cantidad finita de pasos. En esta seccién inspeccionamos como
se puede definir el error al resolver un sistema lineal y qué se puede decir acerca del error
cometido al utilizar el método de escalerizacién gaussiana con pivoteo parcial.

2.5.1. Normas de vectores y matrices

Para estudiar la convergencia de un método, nuestro punto de partida debe ser definir
una nocién de cercania en los espacios con los que trabajamos. Aqui recordamos algunas
nociones sobre normas en espacios vectoriales en general e introducimos algunas nociones
sobre normas de matrices.

En primer lugar, consideremos el espacio vectorial R™ con las operaciones habituales de
suma de vectores y de producto entre niimeros reales y vectores. Recordamos que una
norma es una funcién | - ||: R™ — R que verifica las siguientes propiedades:

L [u|>0VueR", y|u|=0 & u=0;
2. [|Aul| = [Al[|u]] YA € R, Yu € R™;

3. [[u+v[ < fJulf + [[v] Vu,v € R".

En este curso, es de interés la siguiente familia de normas en R"™.
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Normas *. Sea 1 < p < co. Dado un vector x = [z1,...,2,]" € R", la norma 7 del

vector x esta dada por
n 1/p

Ixllp = { Y lal”

i=1

Algunos casos destacables de normas P son los siguientes.

» Para p = 1, se obtiene la norma de taxi (o de Manhattan), ||x|; = >_"" | |z

» Para p = 2 se obtiene la norma Euclidea, ||x||; = />, 2%.

Observacion 2.5.1. La norma Euclidea tiene la importante propiedad de provenir del pro-
ducto interno usual en R™. Recordamos que este producto interno es (-, -) : R" x R" — R,
(x,y) := x"y. A veces también usaremos el punto - para denotar al producto interno en

R™ x -y = (x,y). Es sencillo verificar que ||x||s = /X - x para todo x € R". JAN
Norma (*. Dado x = [z1,...,z,)" € R", se define la norma ¢ (llamada norma

infinito, del maximo, o de Chebyschev) del vector x mediante

elloo := mdix |,

El siguiente ejercicio justifica la notacién || - || para la norma del maximo.

Ejercicio 2.5.1. Sea x € R™ un vector fijo. Demostrar que

lim x|, = [[x]|oo-
o
[Sugerencia: primero, demostrar que si a1, ..., son tales que |o;| < 1 parai =1,...,ny se

tiene |ag| = 1 para algin k, entonces lim,_,o (3 ;-4 \ai|p)1/p = 1. Luego, si x # 0, aplicar esta
propiedad con a; = ﬁ La afirmacién es trivialmente cierta si x = 0.] A

De cursos anteriores de édlgebra lineal, sabemos que el espacio de matrices M, «,(R), con
las operaciones habituales de suma de matrices y de producto de matrices por niimeros
reales, tiene estructura de espacio vectorial. Para definir normas, puede ser tentador iden-
tificar matrices en M,,«,(R) con vectores en R"™" y utilizar las normas (¥ o > de vectores
que discutimos arriba*. Aquf nos concentramos en normas de matrices definidas de otra
forma, las llamadas normas de operador, que estan asociadas a identificar las matrices en
M xn(R) con transformaciones lineales R™ — R™.

4Un caso particularmente relevante es p = 2, que da lugar a la llamada norma de Frobenius, y a la
que vamos a considerar cuando trabajemos en problemas de minimos cuadrados.
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Definicién 2.5.1 (norma inducida o norma operador). Sea | - ||, una norma vectorial.
Definimos la norma matricial inducida por | - ||, (0 norma operador asociada a
-1l - 1 Minxn(R) — R, mediante
||AX||
A

Ejercicio 2.5.2. a) Verificar que las normas inducidas son efectivamente normas. Esto
es, demostrar que la norma dada por (2.5) verifica las tres condiciones que mencionamos
al comienzo de esta seccion.

b) Demostrar que se cumplen las igualdades

A
ax 1A% x || Ax]||, = méx [|Ax][,.

||X||v IIXIIvgl lx]jo=1

Il =

Esto muestra que el valor de la norma inducida de una matriz A por una cierta norma
vectorial || - ||, es igual al méximo que logra “estirar” (segin la norma || - [,) la matriz
A a los vectores de norma || - ||, igual a 1.

A
Observacion 2.5.2 (normas diferentes). En la Definicién 2.5.1 aparece la norma vectorial

|- |l aplicada tanto a vectores x € R™ como a vectores Ax € R™. Esta definicién se puede
extender al caso en que se tienen normas diferentes en R y en R™, pero en este curso no

vamos a profundizar en esa extension. A
Definicién 2.5.2 (normas compatibles y submultiplicativas). Sean || - |5 una norma
matricial y || - ||, una norma vectorial.

Decimos que || - |3 es compatible con || - ||, si se cumple que

[Ax[l, < [ Allarlixllo; VA € Minn(R), VX € R

Decimos que || - |3 es submultiplicativa si se cumple que
[AB|[ar < |Allar [|Bllar, VA € Mpn(R), B € Muyp(R).
A
La siguiente proposicién muestra que la definicién anterior aplica a las normas matriciales
inducidas.

Proposicién 2.5.1 (compatibilidad y submultiplicatividad de las normas operador). Sea
|- || la norma matricial inducida por una norma vectorial || - ||,. Se cumplen las desigual-

dades
[Ax[[, < [|A[l[[x][l, VA€ Mpmxn(R), ¥x € R",

[AB|| < [[A[lI Bl VA € Mpmun(R), B € Myyp(R). (2.6)
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Demostracion. Comenzamos por demostrar la primera desigualdad. Sean A € M5, (R)
y x € R". Si x = 0 entonces la desigualdad vale trivialmente, por lo que podemos asumir
x # 0. Utilizamos la definicién (2.5) para obtener

[ AX]]. Azl
[Ax]}, = “lIxflo < { mds [l = ALl
1% 5 el
Para demostrar la segunda desigualdad, consideramos A € M,,,«,(R) y B € M,,»,(R),
y suponemos que || - || es la norma operador asociada a una norma vectorial || - ||,. Dado
x € RP, usamos dos veces la compatibilidad entre estas normas para escribir
ABx||, All||B All||B
|AB] i JABX < m4 1Al Bl < mé HAIBI=l. _ 1A ||B].
<20 xfl, T oxro Ixf, x20 [|x]l,
O]
Corolario 2.5.2. Sea || - || una norma matricial inducida y k € N. Entonces, para toda
A e M, (R) vale
LA*[F < [|A]I*.

Demostracion. Es una consecuencia directa de la propiedad de submultiplicatividad (2.6)
de las normas inducidas. O

A partir de este punto, cuando escribamos normas no haremos referencia explicita a qué
tipo de norma estamos considerando (matricial o vectorial), sino que esto se deduce del
argumento que tome la norma en cada caso. Asimismo, cuando escribamos una norma
matricial, por defecto asumimos que es una norma operador asociada a una cierta norma
vectorial.

Ejemplos de normas inducidas. A continuacién profundizamos en qué formas toman
las normas matriciales inducidas por algunas de las normas vectoriales /7. Especificamente,
nos concentramos en las normas operador asociadas a las normas ¢!, (2, y (>,

Proposicién 2.5.3 (norma inducida por la norma infinito). Sea |- ||oo la norma matricial
inducida por la norma €*° vectorial. Se cumple que

|Alloe = ngaXmE; lai;| VA = (aij) € Mpyxn(R). (2.7)
p

Esto es, la norma matricial inducida por la norma £°° es igual al mdzrimo de las normas
' de las filas de la matriz.

Demostracion. Sea A = (a;;) € Myxn(R). Si A es la matriz nula, entonces (2.7) vale
trivialmente. Asumamos A no es nula y tomemos un vector x € R™ con ||x||.o = 1, lo que
implica que

|z;| < m’?X|xk| =||x[|lc=1 Vji=1,...,n.
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Usamos esta propiedad junto a la desigualdad triangular, y la definicién de norma ¢*°
vectorial para obtener

Zawx] < Enax Z]aua:]] < max Z]a”|

Por lo tanto, utilizando la segunda parte del Ejercicio 2.5.2, llegamos a la desigualdad

HAxHoo: maX |(Ax);| = maéx
1,....m i=1,....m

n

— < 3 o X

| A4lloo = méx [lAx]o < mdx > 1 |ais] (2.8)
]:

Para probar que se cumple (2.7), alcanza con probar que la cota hallada se alcanza. Es
decir, basta con hallar un vector y € R" con ||y|l« = 1 tal que la desigualdad de arriba
sea de hecho una igualdad. Para este fin, consideremos un indice ig € 1,...,m tal que la
fila ig de la matriz A tiene la mayor norma ¢! entre todas las filas de A,

n n
> laig| = i_%léxmz |aij],
j=1 =t

y consideramos el vector y € R” cuyas coordenadas son el signo de las entradas de la fila
io de A:y := [sgn(a1),sen (i), - - -, 5g0(ain)]’; esto da lugar a que a;,;y; = |as,;| para
todo j = 1,...n. Como sus entradas son todas —1,0,1 y no pueden ser todas iguales a 0
(porque A no es la matriz nula), se tiene ||y|jcc =1y

n
E Ai5Y;
,m
j=1

1Al = max, [Ax[[oc > [[Aylloc =  mix

[[x[loc=1

n n
> Z QoY = Z |ai0j|'
j=1 j=1

Esto prueba que la igualdad en (2.8) se alcanza cuando x =y y concluye la prueba. [

Sea A € M,xn(R). Asi como la norma matricial de A inducida por la norma ¢ es igual al
méaximo de las normas ¢! de las filas de A, la norma matricial de A inducida por la norma
¢ es igual al méximo de las normas ¢! de las columnas de A. Dejamos la demostracién
de esta propiedad como ejercicio.

Ejercicio 2.5.3. Sea || - ||; la norma matricial inducida por la norma ¢ vectorial. Demos-
trar que vale la igualdad

| Al = Jﬂ}axnz_; laij] VA = (aij) € Mupxn(R).

[Sugerencia: seguir la estrategia de demostracién de la Proposicién 2.5.3. Primero, probar de
forma directa la desigualdad ||A|1 < méxj—i_ n > iy |aij| y luego demostrar que la cota se
alcanza cuando se toma y = ej, el jo-ésimo vector de la base canénica de R", donde jp es el
indice de la columna de A que tiene mayor norma £'.] A
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La norma matricial inducida por la norma euclidea también tiene una caracterizacion
importante. En ella aparecen los llamados valores singulares de la matriz. Vamos a pro-
fundizar en ellos cuando tratemos problemas de minimos cuadrados.

Proposicién 2.5.4 (norma inducida por la norma euclidea). Sea ||-||2 la norma matricial
inducida por la norma (* vectorial. Para toda A € Myxn(R), se cumple que

IA]l2 = /A, (2.9)

donde A1 es el mayor valor propio de A'A. El nimero o1(A) := /A1 se llama el primer
valor singular de la matriz A.

Observacion 2.5.3. Antes de demostrar la proposicién, observemos que el enunciado tiene
sentido: que A'A tiene valores propios reales y son no negativos. Dada A € M., (R) es
sencillo verificar que la matriz A'A € M,,(R) es simétrica; por lo tanto, el Teorema Es-
pectral para matrices reales y simétricas nos asegura que A'A es diagonalizable. Ademds,
A'A es semidefinida positiva, pues para todo x € R” tenemos

(A"Ax) - x = x'A'Ax = (Ax)"(Ax) = || Ax]||5 > 0. (2.10)

Esto quiere decir que para toda A € M,,x,(R), todos los valores propios de A*A son
mayores o iguales que 0. Por lo tanto, tiene sentido tomar raiz cuadrada en (2.9). A

Demostracion de la Proposicion 2.5.4. Por la definicion de norma inducida y operando
como en (2.10), tenemos

|All2 = max ||Ax||y = ”HﬁéX VxtALAX. (2.11)
x 1

lIx[l2=1 2=

Por la Observacién 2.5.3, la matriz A'A es diagonalizable, de modo que existe una base
ortonormal de R", {vy,...,v,}, formada por vectores propios de A*A. Asumimos que para
cadai =1,...,n, el vector propio v; tiene valor propio asociado \; (notar que \; > 0 por
(2.10)) y que A\; > Ay > ...\, > 0.

Sea x € R tal que ||x||2 = 1. Podemos escribir x en esta base como

n
X = E oV, con o; =X vy :XtVZ‘.
=1

Notemos que entonces podemos usar la ortonormalidad de la base de vectores propios
para escribir

n t n n n

2 _ ot ¢ 2

1= x| =xx= E ;v E a;v; | = E QO ViV = E a;.
i=1 j=1 i=1

ij=1
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Por lo tanto, usando propiedades elementales del producto de matriz por vector, la defi-
nicion de los coeficientes «; y el hecho de que Ay > \; para todo 7, tenemos

x' At Ax = xt(AtAx) =x! Z a; Al Av, = x¢ Z QN V; = Z Oéf)\i < A
i=1

i—1 i=1
Tomando raiz cuadrada en la desigualdad anterior y tomando maximo entre todos los
vectores con ||x||s = 1, deducimos que ||Alls < V1.

Para probar que vale ||A|l2 > +/A1, basta con encontrar un vector y tal que ||y|ls =1y
| Ay|l2 = V/A1. Elegimos y como un vector propio de A*A asociado al mayor valor propio
A1. Usando la definicién de norma euclidea, tenemos que

[Ay[ls = Vy' At Ay = ¥y = VAVyly = Vadllyll: = vV

Esto concluye la prueba. O

Observacion 2.5.4 (advertencia sobre valores singulares de matrices diagonalizables). De
Geometria y Algebra Lineal 2 sabemos que si A € M,,(R) es diagonalizable, entonces
A! también es diagonalizable y que sus valores propios coinciden. Sin embargo, en gene-
ral, no se cumple que los subespacios propios coincidan. Esto implica que incluso si A
es diagonalizable, los valores propios de A’A en general no son iguales a los
cuadrados de los valores propios de A. A

2.5.2. Errores y residuos: un ejemplo

Dados una matriz invertible A € M,,(R) y un vector b € R", queremos resolver el sistema
Ax = b computacionalmente. Supongamos que tenemos un algoritmo —como por ejemplo
el método de escalerizacién gaussiana o uno de los que veremos mas adelante en este
capitulo— que nos permite hallar una aproximacién x. Tal como vimos en la Definicion
1.3.1, consideramos el error (absoluto)

e =x—x€R"

Naturalmente, es deseable que este error sea pequeno, pero para poder determinarlo ne-
cesitamos conocer la solucion del sistema. En la practica, no parece razonable esperar
conocer la solucion exacta del problema que queremos resolver, por lo que es relevante
contar con otra forma de medir la discrepancia entre nuestra solucién aproximada y la
solucién del problema exacto. Definimos el residuo como

r.= Ax —b e R"
El residuo mide por cuanto “le erra” a b nuestra solucién aproximada cuando la multi-

plicamos por A. Una diferencia fundamental entre el residuo y el error es que el residuo
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es computable: para calcular r no se necesita conocer cudl es la solucién del sistema que
queremos resolver. Ademas, el error y el residuo se relacionan mediante

r:= Ax — b = Ax — Ax = Ae;

como A es invertible, esto demuestra que e = 0 si y s6lo si r = 0. Sabemos que no
es realista esperar que e = 0, pero quizas si podamos aspirar a que e sea “chico”, en
el sentido de que alguna norma de e sea pequena. Si no conocemos la solucién exacta a
nuestro sistema, no podemos calcular e exactamente, pero si podriamos calcular el residuo
r y alguna norma de este vector. Una pregunta fundamental es entonces: si ||r|| es pequena
(para alguna norma vectorial ||-||), ¢esto implica que necesariamente ||e|| sea pequena? La
respuesta corta es: no. La respuesta mas larga es: depende de la matriz A. A continuacion
profundizamos en este tema, empezando con un ejemplo.

Ejemplo 2.5.1. Este ejemplo estd tomado de [Mol04, Seccién 2.8]. Consideremos el sis-

tema Ax = b, con
0,780 0,563 0,217
A= {0,913 0,659] b= [0,254} ' (2.12)

Resolvemos este sistema usando una maquina con tres digitos de precision y truncamiento,
y usando el algoritmo de escalerizacién gaussiana con pivoteo parcial.

Hacemos pivoteo (intercambio de la primera y segunda fila), calculamos el multiplicador

by = —gzg% ~ —(,854, y el sistema ampliado nos queda:

0,913 0,659 | 0,254
0 0,001 0,001.]"

Haciendo sustitucién hacia atras, obtenemos la solucién aproximada

L [F0443
=

Si no conocemos la solucién exacta del sistema, podemos calcular el residuo en nuestra
solucién,

_ —0,000460
r=Ax-b= [—0,000541} '

Nos quedamos tranquilos porque el residuo es pequeno®: por ejemplo, ||r|le = 5,41 x 1074
Sin embargo, se puede comprobar que la solucién exacta del sistema es

=[]

5En este ejemplo usamos la norma £ simplemente por elegir una. El lector puede repetir el anélisis
con cualquier otra norma vectorial, y el resultado cualitativamente sera el mismo.
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iLe erramos feo! Hicimos las cosas de la mejor forma que pudimos, pivoteando®, y sin
embargo nuestra solucién tiene un error

—1,443}

e:x—x:{ 9

Claramente, en este caso, tener un residuo pequeno no nos garantiza que el error también
lo sea: aqui tenemos |le[|s = 2. A

LQué fallé en el ejemplo anterior? La matriz A es invertible, por lo que el sistema es
compatible determinado, pero estd muy cerca de ser singular. Si entendemos las dos
ecuaciones en el sistema como las ecuaciones de dos rectas en el plano, y que por lo tanto
resolver el sistema es equivalente a hallar la interseccién entre ambas rectas, tenemos
una situaciéon como en la Figura 2.1 (izquierda). Observamos que las dos rectas son casi
paralelas, y que la solucién X que computamos, si bien no esta cerca de x, si esta cerca
de ambas rectas. Esto es precisamente lo que mide el residuo: qué tan cerca estan de
satisfacerse todas las ecuaciones que conforman el sistema.

En general, el algoritmo de escalerizacion gaussiana con pivoteo parcial nos
asegura que el residuo resultante es (relativamente) pequeno. Si eso implica
que el error sea pequeno o no, dependera de como sea la matriz del sistema.
En la Secciéon 2.5.4 hacemos formal esta afirmacion, y cuantificamos qué tan grande puede
ser el error (en alguna norma dada) en funcién del residuo obtenido.

Supongamos, en cambio, que al representar las ecuaciones de un sistema (2 x 2) Ax =b
tuviésemos una situaciéon como en la Figura 2.1 (derecha). En ese caso, las rectas estén
lejos de ser paralelas, y por lo tanto estar simultaneamente cerca de ambas rectas implica
estar cerca del punto de interseccion. Para un sistema de esa forma, obtener una solucion
aproximada con residuo pequeno da lugar a un error pequeno.

2.5.3. Numero de condicién

El Ejemplo 2.5.1 nos muestra que obtener un residuo pequeno no nos garantiza que el
error lo sea. El factor de amplificaciéon de residuo a error se relaciona con el llamado
numero de condicion de la matriz, que definimos a continuacion.

Definicién 2.5.3 (ntimero de condicién de una matriz). Sean A € M, (R) una matriz
invertible y || - || una norma matricial. El nimero de condicién de A respecto a || - ||
es el numero k(A, || - ||) definido mediante

(A1) = [LAIIAT

Cuando no exista ambigiiedad respecto a la norma matricial que estamos considerando,
simplemente escribiremos x(A) = k(A, || - ||). A

6Se puede verificar que si no hubiésemos pivoteado la solucién seria muchisimo peor: el sistema nos
hubiera quedado indeterminado (!!).
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 2.1: Izquierda: solucién computada X y solucién exacta x del sistema (2.12). De-
recha: un sistema que, al resolverlo y obtener residuo pequeno, podemos asegurar que el
error es pequeno.

Observacion 2.5.5. Sea A € M,,(R) una matriz invertible. Es claro que el valor de x(A, || -
||) depende de la norma que estemos utilizando. Sin embargo, remarcamos que su magnitud
no depende de la norma considerada. A

La siguiente proposicién nos indica que el nimero de condicién de A es una medida del
cociente entre lo maximo que se puede “estirar” y lo maximo que se puede “comprimir”
un vector al multiplicarlo por ella.

Proposicién 2.5.5. Sean A € M, (R) una matriz invertible y || - || una norma matricial
inducida por una norma vectorial || - ||,. Se cumple
o L
X||v
H<A7 H ) H) =, [ Ax|[, * (2'13)
20 T,
Demostracion. Por el Ejercicio 2.5.2, ya sabemos que ||A] = méxyxzo Hﬁ:ﬁ"'j”, por lo que
resta demostrar que
_ 1
A7 = ——ag
HHH£0 T
Para probar esta igualdad, basta notar que
L
o T~ 255 ]

y como A es invertible, cualquier vector y € R"™ se puede escribir como y = Ax con
x € R". Esto implica entonces que

1 A1
. A, — max 1= vl AT,
miny o y#0  [|ylls
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O

Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es que el nimero de condiciéon
de toda matriz es mayor o igual a 1. En Octave, la funcién cond permite calcular x(A)
respecto a varias normas vectoriales. Calcular niimeros de condicién puede ser costoso
computacionalmente, pero la funcién condest nos permite estimar en forma eficiente el
ntimero de condicién respecto a la norma inducida por la norma ¢! vectorial.

Ejemplo 2.5.2. Fijemos la norma matricial inducida por la norma vectorial ¢*°. Usando
la Proposicién 2.5.3, para la matriz A dada en (2.12), tenemos

|A]| o = 1,572.
Invirtiendo A, y nuevamente usando la Proposiciéon 2.5.3 tenemos

_ [659x10°  —5,63 x 10°

-1
A7 = —-9,13 x 10° 7,8 x 10°

= [|[A™ oo = 1,693 x 10°.
En consecuencia, k(A, | - ||so) = 2,66 x 10°. Esta es una matriz mal condicionada. A

Error residual. El nimero de condicién de una matriz A juega un rol central en la
relacion entre la magnitud de errores y residuos en soluciones aproximadas. Sea X una
aproximacién a la solucién del sistema lineal Ax = b. Recordamos que el residuo se define
mediante r := AX — b y que por lo tanto el error e = X — x y el residuo se relacionan
mediante r = Ae, o equivalentemente e = A~ 'r.

Si consideramos una norma vectorial || - || en R™ y su norma operador inducida (que
también denotaremos mediante || - ||), como éstas son compatibles (Proposicién 2.5.1),
tenemos las desigualdades

el = llAell < [|Allllell, el = A7 e[l < [[ATH] [lz]].
Combinando ambas desigualdades, llegamos a

] -
14[ = lefl < A7 lx])- (2.14)

Por otra parte, usando forma anéloga las identidades equivalentes b = Ax y x = A™'b,

obtenemos b
= < x| < LA b)) (2.15)
|A]

Combinando (2.14) y (2.15), deducimos

1 el _ el Syl
< o S AT
[A[AZH I = fIx] bl
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y usando la Definiciéon 2.5.3 concluimos

L el el Jiel
<A ol = Tl = " o (2.16)

Notemos que el término en el centro arriba es un error relativo en x, mientras que el
término % corresponde a un residuo relativo. La identidad (2.16) nos dice entonces que
este residuo relativo y el error relativo al aproximar la solucién de nuestro sistema Ax = b
estan relacionados mediante el nimero de condicién de la matriz A. En otras palabras,
si k(A) no es muy grande, residuos relativos pequenos se corresponden con
errores relativos pequenos; en cambio, si x(A) es grande, el hecho de que el
residuo relativo sea pequeno no nos permite asegurar que el error relativo lo

sea.

2.5.4. Analisis de perturbaciones

A continuacion, analizamos qué tan sensible es la solucién ezacta de un sistema Ax = b al
perturbar sus parametros. Esto es, suponiendo que tenemos un error de representacion en
A o en b, nos preguntamos cuanto puede cambiar la solucién del sistema. El nimero de
condicion de la matriz A juega un rol preponderante en la relacion entre el error relativo
de la solucién y el error relativo en las perturbaciones. En lo que sigue, fijamos una norma
vectorial y consideramos la norma matricial inducida por ella; notaremos todas estas
normas mediante || - ||.

Perturbacién en el lado derecho (b — b + d,). Dados A € M, (R) invertible y
b € R", sea x la solucién del sistema Ax = b. Consideramos una perturbacién en el lado
derecho de la igualdad, que ahora sera de la forma b + dy,. Escribimos la solucién de este
sistema perturbado como x + 4, y por lo tanto tenemos

{AX:b

o _ -1
A(x +6,) = b + 6 = Adx=0p = 0x=A 0p.

Tomando normas en ambos lados de la ultima igualdad y aplicando la compatibilidad de
la norma inducida (Proposicién 2.5.1), tenemos

10x[l = [[A™"db | < JA7H ] 10w ]l-
Por otra parte, haciendo un razonamiento analogo, tenemos
b=Ax = [b] <|A][x].
Multiplicando las dos desigualdades anteriores, deducimos entonces que vale

H(SXH -1 H‘SbH
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Recordando la Definicién 2.5.3, concluimos

] 5]
< Kk(A) —.
=" o]

Perturbacién en la matriz (A +— A+ 64). Dados A € M, (R) invertible y b € R",
sea x la solucién del sistema Ax = b. Consideramos una perturbacién en la matriz del
sistema, que ahora serd de la forma A+ 4 y asumimos que esta nueva matriz también es
invertible. Escribimos la solucion de este sistema perturbado como x + d,, y por lo tanto
tenemos

AX - b -1
{ (A+64)(x+0) =b = Adx+0a(x+0x) =0 = 6 =—A0a(x+ )
Tomamos norma de ambos lados de la tltima igualdad, usamos la Proposicién 2.5.1,
multiplicamos y dividimos el lado derecho de la igualdad por || A|| y usamos la Definicién
2.5.3 para llegar a

[104]

16x]l < IATHHI8all lIx + 0x]| = £(A) Al 1% =+ dxll,

y concluimos la estimacién

16x 6.4

e+ ol = ) =10

Aplicacién a escalerizacion gaussiana con pivoteo parcial.

Ahora estamos en condiciones de interpretar cémo se comportan los errores y residuos al
realizar el algoritmo de escalerizacion gaussiana con pivoteo parcial para resolver numéri-
camente un sistema de la forma Ax = b. El ingrediente que nos falta es el siguiente
resultado, que asumimos sin demostracion.

Teorema 2.5.6 (Wilkinson, 1961). Consideremos un sistema de ecuaciones lineales de
la forma Ax = b, con A € M, (R) invertible y b € R". Sea X la solucion computacional
obtenida al realizar escalerizacion gaussiana con pivoteo parcial. Entonces, X es la solucion
(exacta) a un sistema de la forma

(A+ E)x=b, (2.18)

donde E € M,(R) es una matriz cuyos elementos son (en valor absoluto) del orden de
los errores de redondeo al representar la matriz A.

Analicemos el enunciado del Teorema 2.5.6. El hecho de que los elementos de E sean del
orden de los errores de redondeo al representar la matriz A significa que, para cualquier
norma matricial, tenemos

IE] < peml|Al
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para alguna constante p > 0, que podemos esperar cumpla p < 10. Por lo tanto, ese
teorema nos garantiza estar en una situacién en la que nuestra solucién computacional x
es la solucién exacta a un sistema al que le hemos perturbado la matriz A, la perturbacion
es 04 = F, y tenemos un cierto control en norma sobre esta perturbacion. Notamos que
dx =X — X = ey que por lo tanto la férmula (2.17) se puede reescribir como

@ S H(A) PEM
1Al
Como el lado izquierdo de la desigualdad anterior es como el error relativo en x (pensando
en que ||X|| =~ ||x]|), concluimos que al realizar escalerizacién gaussiana con pivoteo
parcial, el error relativo que se tiene no es peor que del orden del épsilon de
maquina multiplicado por el nimero de condiciéon de la matriz del sistema. En
particular, si la matriz del sistema estd bien condicionada, podemos estar tranquilos de
que nuestra solucion computacional es de buena calidad.

llell < k(A)

%[~

En cambio, la férmula (2.18) nos dice que podemos escribir el residuo comor = Ax—b =
—EX y por lo tanto tenemos

Il _LED
TATT=] = Jaf =7

El lado izquierdo de la desigualdad anterior es como un residuo relativo, ya que toma la

norma del residuo y la normaliza por el producto || 4] |X||". En conclusién, al realizar

escalerizacion gaussiana con pivoteo parcial, el residuo relativo que se tiene es

del orden del épsilon de maquina.

2.6. Meétodos indirectos

En el computo cientifico y en aplicaciones en ingenieria y ciencias, uno trabaja con siste-
mas que involucran miles o millones de incognitas. Para sistemas de tal escala, el costo
computacional de algoritmos como la escalerizacion gaussiana puede ser prohibitivo. Sin
embargo, en muchas de estas aplicaciones los sistemas que tenemos que resolver son disper-
sos aunque pueden no tener una estructura de banda. Para sistemas de este tipo, resulta
apropiado trabajar con métodos iterativos o indirectos para aproximar a la solucion.

A diferencia de los métodos directos, que si tuviésemos precisién infinita darian lugar
a la solucion exacta de sistemas lineales, los métodos indirectos se basan en aproximar
sucesivamente dicha solucién. Concretamente, se consigue una sucesién de vectores cuyo
limite es la solucion del sistema, y se computan elementos de dicha sucesion hasta que se
satisfaga algun criterio de parada. En esta seccién estudiamos algunos métodos indirectos
y sus propiedades de convergencia.

"Para entender por qué esta es una buena normalizacién del residuo, puede servir pensar en el sistema
como si A, x y b tuviesen dimensiones (de largo, de tiempo, etc). Las dimensiones del residuo tienen que
ser iguales que las del vector b, que a su vez deben ser iguales al producto de las dimensiones de A por
las de x.
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2.6.1. Meétodo de Jacobi

Consideremos un sistema Ax = b, con A € M,,(R) invertible y b € R™:

a;r alg ... Q1n T b1
ao21 Q29 ... Qon i) b2
Anl Ap2 -+ Qpnl |ZTn b,

La solucién exacta x cumple la identidad b; = Z?Zl a;jxj para todot=1,...,n. En caso
de que fuera a; # 0 podriamos despejar la coordenada i-ésima de x en funcién de las

restantes mediante

bi — >0 0,
Qi

xT; =

Esta igualdad no parece servir de nada, ya que requiere conozcamos el vector x pa-
ra hallar una coordenada del vector x. Sin embargo, si tuviésemos una aproximacién
xF = [2% ... 2%]!, podrfamos utilizarla para definir una nueva aproximacién x**1 =

[28 . 2F 1 como

o= 21 0447, Vi=1,...n. (J)

Qi

Para que esta férmula nos defina una sucesién de vectores {x*}, necesitamos un iterado
inicial x! € R". El algoritmo iterativo (J) que hemos obtenido se llama método de
Jacobi. El Algoritmo 2.3 nos da una primera forma de implementarlo: ademas de la
matriz y vector del lado derecho de nuestro sistema, debemos ingresar un iterado inicial
x € R", una tolerancia tol> 0, y una cantidad mdrima de iteraciones max_it> 0. El
algoritmo genera una sucesion de vectores {x*} hasta que la diferencia entre dos iterados
sucesivos tenga norma menor que tol (para alguna norma a especificar) o que se haga
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una cantidad max_it de iteraciones y no se haya llegado a una solucién satisfactoria.

Algoritmo 2.3: Pseudo-codigo: Jacobi, primera version.
Datos: A = (a;;) € M, (R) sin ceros en la diagonal, b € R", x” € R", tol> 0,
max_it> 0
Resultado: x € R" aproximacion a la solucién de Ax = b
k=0;
err = Inf;
mientras err > tol & k < maz_it hacer
para ¢ = 1:n hacer
b’i_zj#i aija:? )

aii ’

‘ AR
fin

err + norm(x**! — x*);
k=k+1,;

fin

x = x*;

’

Observacion 2.6.1. Un comentario muy relevante sobre el método de Jacobi (y que nuestro
Algoritmo 2.3 no refleja en totalidad) es que es paralelizable. Para calcular cualquier
coordenada del iterado x**1 se requiere el iterado x*, pero no se precisa ninguna otra
coordenada de x**1. Esto hace que cada coordenada de x**! se pueda calcular en forma
independiente. AN

En este punto, bien podriamos preguntarnos si la sucesién que genera el método de Jaco-
bi converge siempre a la solucién del sistema Ax = b, y en caso de que la respuesta sea
condicional, bajo qué condiciones podemos garantizar que lo haga. Si tenemos probada
la convergencia del método, otra pregunta importante en la practica es a qué velocidad
lo hace. La respuesta a ambas preguntas involucra al llamado radio espectral, que intro-
ducimos en la Seccién 2.6.5. Antes de llegar a ese punto, vamos a proponer otro método
indirecto y a considerar generalizaciones.

2.6.2. Meétodo de Gauss-Seidel

Supongamos que implementamos el método de Jacobi tal como lo describimos en el Al-

goritmo 2.3. Esto quiere decir que las entradas del vector x**! se van calculando de a
una; supongamos que empezamos por 277! y vamos avanzando coordenada a coordenada

hasta llegar a %1 Para i > 1, al calcular azf“ Jacobi propone que utilicemos las entradas

del vector x*. Sin embargo, en vez de usar solamente las coordenadas de x* podriamos

considerar ya ir usando las entradas més recientes que fuimos obteniendo: 2, . .. ,xffll.
En forma de ecuacién, esta variante se escribe
b= X0t = 50 0147}
<i v >1 Y .
o= ! z / L Vi=1,...n. (GS)

QA
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Esta iteracion da lugar al llamado método de Gauss-Seidel, y nuevamente requerimos
un vector x° € R™ para que la sucesién de aproximaciones {x*} esté bien definida.

Observacion 2.6.2. Al igual que para el método de Jacobi, para que el método de Gauss-
Seidel esté bien definido requerimos que a; # 0 para todo i =1,...,n. A

Ejercicio 2.6.1. Modificar el Algoritmo 2.3 para obtener una implementacion del método

de Gauss-Seidel. A\

Al igual que con Jacobi, algunas preguntas validas respecto al método de Gauss-Seidel
incluyen bajo qué condiciones podemos asegurar que es convergente y, en caso de que
lo sea, cual es la velocidad de convergencia del método. En este punto, recomendamos
detenernos y comparar (J) con (GS). Mientras que Jacobi propone computar las entradas
de x**1 usando solamente las de x*, Gauss-Seidel propone computar las entradas de x*+1
usando las entradas de x**1 que ya estén disponibles y en caso contrario usar las entradas
disponibles de x*. Teniendo en cuenta esta observacién, podemos extraer dos conclusiones
preliminares: por un lado, que es viable realizar implementaciones en paralelo del método
de Jacobi (tal como ya mencionamos), mientras que no es clara la viabilidad de esto para
el de Gauss-Seidel; por otro lado, que en caso de converger y con igual tolerancia, es
esperable que el método de Gauss-Seidel —que incorpora informaciéon mas actualizada— lo
haga en menos iteraciones que el de Jacobi.

2.6.3. Expresion matricial de Jacobi y de Gauss-Seidel

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con A € M, (R) invertible y
b € R™. Aqui nos abocamos a escribir las iteraciones (J) y (GS) en forma matricial. Las
expresiones que obtengamos nos permitiran, en la Seccion 2.6.4, poner los métodos de
Jacobi y de Gauss-Seidel en el marco mas general de los métodos iterativos matriciales y
estudiar su convergencia en ese contexto.

Consideramos la descomoposicion de la matriz A como la suma de sus componentes trian-
gular inferior —F, diagonal D, y triangular superior —F"

N —F
A= D =(—E)+ D+ (—F). (2.19)
—E
Utilizando esta descomposicion, escribimos los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel en forma

matricial.

Jacobi. Podemos reescribir la férmula (J) como

x! .= DY (E+ F)x* + D™'b. (J-mat)
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El camino que seguimos en la Seccién 2.6.1 para obtener esta formula puede ser entendido
de la siguiente forma. Como Ax =by A=D — E — F, tenemos Dx = (E+ F)x+by
por lo tanto

x=D'(E+F)x+D'b.

Esta ultima ecuacién da lugar a (J-mat) si cambiamos x — x
x — x* del lado derecho.

k+1 del lado izquierdo y

Gauss-Seidel. En forma matricial, la férmula (GS) se escribe como
x*tt = (D - E)"'Fx* +(D — E)™'b. (GS-mat)

Para llegar a dicha identidad, nuevamente usamos que Ax =by A =D — F — F, pero
ahora escribimos (D — F)x = Fx+ b y por lo tanto

x=(D—-E)'Fx+(D—-E)'b.

Esta ecuacién se corresponde con (GS-mat) al cambiar x — x**1 del lado izquierdo y
x — x* del lado derecho.

2.6.4. Meétodo iterativo matricial

Los métodos indirectos para resolver sistemas lineales son iterativos. Por lo tanto, resulta
titil expresarlos como x*! = g(x*) para alguna funcién g. Como estamos resolviendo
sistemas lineales y queremos que sea g: R" — R", tiene sentido pensar en que g es una
funcién lineal® de la forma

g(x)=Qx+r, con@ e M,R), reR"

Por lo tanto, vamos a considerar métodos iterativos matriciales de la forma

{ X1 = Oxk 4 r

S (MIM)

Esta es lo que se llama una iteracién estacionaria, porque tanto la matriz ) como el
vector r permanecen incambiados a lo largo de la iteracion. En principio, también es
posible considerar iteraciones no estacionarias en las que x**! = Q*x* + r*, esto es, en
vez de trabajar con una tnica funcién g tenemos una sucesién de funciones {g*}. No vamos
a profundizar en métodos iterativos no estacionarios para resolver sistemas de ecuaciones
lineales.

Observacion 2.6.3. Los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel son métodos iterativos ma-
triciales. En efecto, tanto (J-mat) como (GS-mat) pueden escribirse como en (MIM),
tomando:

8La expresién “funcién lineal” aqui utilizada no tiene que ser entendida en el sentido de “transforma-
cién lineal” sino como “transformacién afin”.
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» para Jacobi, Q; = DY (E+ F), ry = D 'b;
» para Gauss-Seidel, Qgs = (D — E)™'F, rgs = (D — E)"'b.
Aqui, tomamos la descomposicién A = D — E — F' que introdujimos en (2.19). A

Evidentemente, si queremos que la iteracion (MIM) nos sirva para aproximar a la solucién
de un sistema Ax = b, la matriz () y el vector r no pueden ser cualquier cosa. Lo minimo
que queremos que se cumpla es que x* — x con k — oo.Tomando limite en la primera
férmula en (MIM), esto quiere decir que se tiene que cumplir

Xx=@x+r= Ax=bh.
Formalizamos este requerimiento con la siguiente definicién.

Definicién 2.6.1 (punto fijo y consistencia). Dada una funcién g: R" — R", decimos
que x* € R" es un punto fijo de g si se cumple g(x*) = x*. En particular, para (MIM),
x* es un punto fijo si y sélo si x* = @Qx* + r. Si la solucion x* del sistema Ax = b
es un punto fijo para la iteracion que define g, entonces decimos que esta iteracién es
consistente.

Proposicién 2.6.1 (ecuacién del error). Sea x* un punto fijo de g: R" — R", g(x) =
Qx +r vy, para cada k > 0, definimos el error e* := x¥ — x*. Entonces, se cumple
e" = Q%" Vi >o. (2.20)

Demostracion. Razonamos por induccién. La igualdad (2.20) es verdadera para k = 0,
pues Q° = I. Supongamos ahora que vale para un cierto k > 0, esto es, que ¥ = Q¥e’ y
probemos que entonces también vale para k 4+ 1. Combinando (MIM) con el hecho de que
x* es un punto fijo de g y operando de forma elemental, tenemos

ek+1 — Xk+1 —x* = ka +b— (QX* + b) — Q(Xk . X*) — Qek — Qkﬂeo.
[l

Otra forma de interpretar los métodos iterativos matriciales para resolver el sistema Ax =
b es la siguiente. Supongamos que conocemos una matriz M € M, (R) invertible y cuya
inversa podemos computar con facilidad. En ese caso, tenemos la equivalencia

Ax=b e 0=b-Axe Mx=Mx+b—-Ax < Mx= (M - A)x+b.
La ultima igualdad anterior nos invita a considerar
X = MY (M — A)x" + M 'b. (MIM?)
Es claro que (MIM’) nos da (MIM) si tomamos Q = M~ (M —A) y r = M~'b. Si pudiése-

mos tomar M = A, entonces habriamos resuelto nuestro problema, porque tendriamos
x! = A7'b y en una iteracién nuestro método encontraria la solucién exacta al sistema.
La dificultad esta en que obviamente no tiene sentido que pretendamos conocer la inversa
de la matriz A; lo que podemos hacer es buscar una M que se “parezca” a A y que sea

“facil de invertir”. Considerando la descomposicién (2.19), podemos tomar
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» M = D, la parte diagonal de A: esto da lugar al método de Jacobi (J-mat);

» M = D — FE, la parte triangular inferior de A: esto da lugar al método de Gauss-
Seidel (GS-mat).

Observacion 2.6.4. A partir de (MIM’), notemos que
lfim Mx*™ = lfm (M — A)x* + b,

k—00 k—00

por lo que si tuviésemos x* — x* entonces

Mx* = lim Mx*™ = lim (M — A)x*+b= (M - A)x*+b
k—o0 k—o00

y deducimos que Ax* = b. En otras palabras, si (MIM’) converge, lo hace a la solucién del

sistema Ax = b. Ademés, si tomamos Q = M (M — A) y r = M~'b —lo que recordamos

da lugar a (MIM)—, entonces (2.20) nos indica de qué forma se reduce el error: necesitamos

estudiar como se comportan las potencias “grandes” de la matriz (). Para ello, necesitamos

una nueva herramienta tedrica que presentamos en la préoxima seccion. A

2.6.5. Radio espectral

Sabemos que para el analisis de la convergencia de un método iterativo matricial de la
forma (MIM) es clave entender qué ocurre al tomar potencias de la matriz de iteracién Q.
En particular, si () permite que algunas direcciones de R™ “se estiren”, entonces al hacer
Q" estas direcciones se irdn estirando cada vez més. De acuerdo a la relacién para el error
(2.20), esto implicarfa que si tenemos la mala suerte de que el error inicial €® tenga una
componente no nula en una direccion de “estiramiento” entonces no podemos esperar que
e* — 0. Deducimos de esta introduccién informal que para que (MIM) sea convergente
es necesario que () no “estire” ninguna direccion.

En esta seccion vamos a dar elementos tedricos para formalizar el razonamiento anterior.
De nuestros conocimientos de Geometria y Algebra Lineal 2, sabemos que la intuicién de
“estirar direcciones” tiene que ver con la nocién de vectores y valores propios. La siguiente
nocién nos permite tratar con la idea de que @) no “estire” ninguna direccién en forma
compacta.

Definicién 2.6.2 (radio espectral). Sea A € M, (R) una matriz cuyos valores propios
(complejos) escribimos como Ay, ..., \,. El radio espectral de A, que denotamos por
p(A), se define como

p(A) = max |\

1<i<n

A

Intuitivamente, la Definicién 2.6.2 nos dice que el hecho de que una matriz @@ € M, (R)
no “estire” ninguna direccién es equivalente a que p(Q) < 1°. Ademds, si bien no es una

9Es claro por definicién que p(A4) > 0 para toda matriz A € M, (R).
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norma matricial, el radio espectral es una especie de infimo entre todas las normas de
dicha matriz.

Proposicién 2.6.2. Sea || - || una norma matricial inducida (Definicion 2.5.1). Tenemos
que

p(A) < (Al VA € My(R).

Demostracion. Sea A € M, (R). Vamos a demostrar la proposicién para el caso en que
A es diagonalizable. Sean A el valor propio de A tal que |A| = p(A), y v un vector propio

correspondiente con ||v|| = 1. Entonces, usando la definicién de norma inducida, tenemos
Al = mis [ 4x]) > [l4v] = [Av] = [N = p(4). 221
O

2.6.6. Criterios de convergencia

En esta seccion establecemos una condicién necesaria y suficiente para la convergencia de
métodos iterativos matriciales en general. Luego, la utilizamos para obtener una condicion
suficiente y sencilla de verificar en la practica para la convergencia de los métodos de Jacobi
y de Gauss-Seidel. Comenzamos con un resultado auxiliar.

Lema 2.6.3. Dada una matriz A € M,(R), tenemos que

lim A* =0 siy sélo si p(A) < 1.

k—oo

Observacion 2.6.5. Remarcamos que, en el lado izquierdo del si y sélo si anterior, 0 re-
presenta a la matriz nula. A

Demostracion del Lema 2.6.3. Nuevamente, demostramos el resultado asumiendo que A
es diagonalizable.

(=) Probamos el contrarreciproco. Si p(A) > 1, entonces existe A valor propio de A tal
que |A] > 1. Sean v un vector propio asociado a A y || - || una norma matricial inducida,
entonces

A
vl

Como ||A¥|| 4 0, no puede ser A¥ — 0 con k — .

| A¥|| > = |A\* £ 0 con k — oo.

(<) Como asumimos que A diagonalizable y sus valores propios son {A,...,A\,}, la
condicién p(A) < 1 quiere decir que |A;| < 1 para todo ¢ = 0,...,n. Por lo tanto, si
consideramos la matriz diagonal

0 X ... 0
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tenemos D — 0. Como existe una matriz P invertible tal que A = PDP~!, tenemos
AF = pPDFP™! — 0.
O

Tenemos los elementos necesarios para demostrar una condicién necesaria y suficiente
para que un método iterativo matricial sea convergente. Comenzamos observando que la
convergencia de la sucesién {x*} C R"™ es equivalente a que la sucesién de normas del
error {||e*||} C R converja a 0.

Lema 2.6.4. Sean {x*} C R", x* € R", " = x* —x* para todo k > 0, y || - || una norma.
Entonces, se tiene limy, x* = x* si y sélo si limy, e¥ = 0 si y sélo si limy, ||e*| = 0.
Demostracion. Queda como ejercicio. O

Teorema 2.6.5. La iteracion estacionaria (MIM) es convergente para todo x € R™ si y
sélo si p(Q) < 1.

Demostracién. (=) Supongamos que (MIM) es convergente para todo x° € R". Sean
x* = lim, x* y ef = x¥ — x*. La férmula del error (2.20) nos garantiza que e* = Q*e°

para todo k > 0. Por lo tanto,

ka leo ek
(0] = sup IV o IR e
v2o ||V

o0 (€] eozo (€] koo

Como ||QF|| = 0, deducimos que Q* — 0 y por el Lema 2.6.3 tenemos p(Q) < 1.

(<) Supongamos ahora que p(Q) < 1. Por el Lema 2.6.3, sabemos que Q¥ — 0 y por lo
tanto ||Q*|| — 0. Dado un x° € R" cualquiera, usamos la ecuacién del error (2.20) y la
compatibilidad de las normas inducidas (Proposicién 2.5.1),

4] = Qe < Q] — o.
Por el Lema 2.6.4, deducimos que (MIM) converge a x*. O]

Combinando el teorema anterior con la Proposicién 2.6.2, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 2.6.6. Consideremos la iteracion (MIM). Si para alguna norma matricial
inducida tenemos que ||Q|| < 1, entonces la iteracién es convergente para todo x°.

El corolario anterior es de gran utilidad practica ya que nos da un criterio relativamente
sencillo para asegurar la convergencia de un método iterativo matricial estacionario: basta
con que exista una norma matricial inducida para la que ||@Q] < 1. En particular, para
los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel, podemos ser atin més concretos.
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Definicién 2.6.3 (matriz diagonal dominante). Sea A = (a;;) € M,,(R). Decimos que A
es diagonal dominante por filas si se cumple

n

|ai| > Z lai;|, Vi=1,...,n.

j=1j#i
Analogamente, decimos que A es diagonal dominante por columnas si se cumple

n

|aj;| > j{: lagl, Yi=1,...,n.

i=1,i#]

A

Que A sea diagonal dominante es una condicion suficiente para que los métodos de Jacobi
y de Gauss-Seidel sean convergentes. Comenzamos estudiando la convergencia de Jacobi.

Proposicién 2.6.7 (condicién suficiente de convergencia de Jacobi). Si A € M, (R) es
diagonal dominante por filas (o por columnas), entonces para todo x° € R™ la sucesidn
generada por Jacobi (J-mat) converge a la solucion del sistema Ax = b.

Demostracion. Hacemos la demostracién para el caso en que A es diagonal dominante por
filas. Nuestra estrategia consiste en demostrar que, en la norma matricial inducida por la
norma vectorial £*°, tenemos [|@Qs||oc < 1, y luego usar el Corolario 2.6.6 para concluir la
convergencia del método.

Usamos la descomposicion A = D — E — F introducida en (2.19), y recordamos que el
método de Jacobi corresponde a tomar Q; = D™'(E + F) en (MIM). Por lo tanto, la
matriz de iteracién de Jacobi es Q)5 = (g;;) con

[0 sii=j
= —% sii#j

[£27)

Por otro lado, como A es diagonal dominante por filas, para todo i = 1,...,n, tenemos
j=1,4# j=lj#i "
Esto implica que para todo 7 =1,...,n se cumple
]
il = <1
Z |q”| Z . |au‘|
J=1 J=Lj#i

y, usando la Proposicién 2.5.3, deducimos ||Q /|l < 1. Como encontramos una norma
inducida en la que (); tiene norma menor a 1, concluimos que el método de Jacobi es
convergente. O
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Ejercicio 2.6.2. Completar la demostracién de la Proposicién 2.6.7: demostrar la con-
vergencia del método de Jacobi en caso de que A sea diagonal dominante por columnas.

[Sugerencia: usar la misma idea que en la proposicién, pero demostrar que en este caso la matriz
de iteracién @Q; cumple ||@/||1 < 1 para la norma matricial asociada a la norma ¢! vectorial.] A

Para el método de Gauss-Seidel, ser diagonal dominante también es una condicién sufi-
ciente para la convergencia, pero la estrategia de demostracién que seguimos es un poco
diferente que para el método de Jacobi.

Proposicién 2.6.8 (condicién suficiente de convergencia de Gauss-Seidel). Si A €
M, (R) es diagonal dominante por filas (o por columnas), entonces para todo x° € R" la
sucesion generada por Gauss-Seidel (GS-mat) converge a la solucion del sistema Ax = b.

Demostracion. Sea A € M, (R) diagonal dominante, y la descomponemos como A =
D — E — F de acuerdo a (2.19). Recordamos que Gauss-Seidel se corresponde a tomar
Qas = (D—FE)7'F en (MIM). La estrategia que proponemos es demostrar que p(Qgs) < 1
y usar el Teorema 2.6.5.

Para probar que p(Qgs) < 1, basta probar que ningtin A € C con |A| > 1 puede ser valor
propio de Qgg. Sea A € C con |\| > 1. Usando la expresién Qgs = (D — E)~'F y el hecho
de que D — E es invertible, tenemos

det(Qgs — ANI) =0 < det((D— E)'F—X)=0 < det(F —AD + \E) = 0.

Ahora, si [A\| > 1y A= D — E — F es diagonal dominante (ya sea por filas o columnas),
entonces Ay = F — AD + AE también es diagonal dominante y por el Teorema de
Gershgorin deducimos que Ay no puede ser singular. Por lo tanto, det(A4,) # 0 y en
consecuencia det(Qgs — AI) # 0. Esto significa que si |[A\] > 1 entonces A no puede ser
valor propio de Qgs, lo que implica p(Qgs) < 1 y por el Teorema 2.6.5 concluimos la
convergencia de la iteracion de Gauss-Seidel. O

Observacion 2.6.6. El criterio de A ser diagonal dominante en las proposiciones 2.6.7 y
2.6.8 tiene la ventaja de ser bastante sencillo de verificar, pero enfatizamos que es una
condicién suficiente y no necesaria. En cambio, la condicién p(Q) < 1, que puede ser més
complicada de verificar en la practica, si es necesaria y suficiente para la convergencia de
un método iterativo matricial (Teorema 2.6.5). A

Ejemplo 2.6.1. Consideramos el sistema Ax = b, con

3 -1 0 -1 -3

1 -4 1 1 0
A= 0o -1 3 -—-1}|" b= 3|7

-2 0 -1 4 11

cuya solucién exacta es x = [1 2 3 4]*. Es muy sencillo verificar que la matriz A es diagonal
dominante por filas, por lo que tenemos garantizada la convergencia de los métodos de
Jacobi y de Gauss-Seidel independientemente de cémo tomemos el iterado inicial x°.
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Implementamos en Octave el Algoritmo 2.3 y uno andlogo para Gauss-Seidel (Ejercicio
2.6.1) con tol = 1e-6y tomamos x” = 0. Observamos que el método de Jacobi converge
en 43 iteraciones, mientras que el de Gauss-Seidel lo hace en 25 iteraciones. A

2.6.7. Velocidad de convergencia

Tenemos a mano criterios para asegurar la convergencia de métodos iterativos matriciales,
pero ain no sabemos cémo determinar qué tan rapida es la convergencia. Consideremos
la iteracién (MIM), y asumimos p(Q) < 1, de modo que sabemos que la iteracién es
convergente: x* — x* con x* punto fijo (Definicién 2.6.1) de (MIM). Considerando el error
en el paso k-ésimo, e := x* — x*, tenemos que éste cumple la ecuacién (2.20), e* = Q*e®.
Para evaluar qué tan rapida es la convergencia, vamos a estudiar el comportamiento
asintético del factor de reduccién del error

le**1]

le*]

donde || - || es una norma vectorial arbitraria.

En esta seccién, razonamos asumiendo que @ € M, (R) es diagonalizable en R. En ese

caso, tenemos que existen A,...,\, € R valores propios de (), y llamamos A\; al mayor
en valor absoluto, de modo que p(Q) = |A\{| < 1. Supongamos que el valor propio A; tiene
multiplicidad algebraica ¢ (y ponemos A\; = ... = )¢), y tomamos una base {vy,...,v,}

de R™ formada por vectores propios de Q).

En general, debemos asumir que el iterado inicial es tal que el error e’ tiene una com-
ponente no nula en el subespacio propio asociado a A;. iTendriamos mucha suerte si no
fuera asi! Expandimos €” en la base de vectores propios de Q, €” = > a;uv;, y por lo
tanto tenemos

n /—1 n )\k:
ek = Qk 0 — E O./Z‘/\fl)i = /\]1C E ;v + E OZZ‘A_ZUi .
i=1 i=1 i=0+1 1

Como |X;| < |M\| para todo i = ¢ + 1,...n, la dltima suma arriba tiende a 0 cuando
k — oo. Por lo tanto, tenemos

/-1
o I DB S g

koo bl ke R 2] g

= M| = p(Q).

. g kot .
Deducimos que asintéticamente H‘ﬁek”” ~ p(Q) < 1: cuanto menor sea p(()), mas

rapida serd la convergencia en (MIM).

Observacion 2.6.7. Una pregunta relevante en este punto es la de como estimar compu-
tacionalmente el radio espectral de una matriz dada o, equivalentemente, como calcular
su valor propio de mayor moédulo. Si bien existen algoritmos eficientes con este fin, a
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los efectos de este curso simplemente proponemos utilizar los comandos eig o eigs de
Octave para estimar los valores propios de la matriz y luego quedarse con el de mayor
modulo. A

Ejemplo 2.6.2. Volvemos al Ejemplo 2.6.1. En ese ejemplo, podemos verificar que las
matrices de iteracién son
o 1/3 0 1/3
|14 0 1/4 1/4 B
Q=10 13 0 13| @es=
/2 0 1/4 0

1/3 0 1/3
112 1/4 1/3
1/36  1/12 4/9
25/144 1/48 5/18

o O OO

Usando el comando eig, encontramos que tienen valores propios
Ay~ {0,71,-0,55,-0,16,0}, Ags =~ {0,563, —0,44 +0,167,0}.

Por lo tanto, tenemos
0,53 =~ p(Qgs) < ,O(QJ) ~ 0,71 <1,

y verificamos que ambos métodos son convergentes y que Gauss-Seidel lo hace mas rapi-
damente que Jacobi. Esperamos que asintéticamente Gauss-Seidel decrezca la norma del
error con un factor de ~ 0,71/0,53 ~ 1,33 mayor velocidad que Jacobi. A

Criterios de parada

Otra pregunta sumamente relevante en la practica es como establecer un criterio de parada
para los métodos iterativos, esto es, cudndo podemos asumir que un iterado x* estd lo
suficientemente cerca de la solucion del sistema x*. Idealmente, tenemos una tolerancia
e > 0 y paramos cuando ||x¥ — x*|| < e. Sin embargo, esto requiere de que conozcamos
x*, lo que es precisamente nuestro objetivo.

En el Algoritmo 2.3, propusimos el criterio de parada ||x**! —x*|| < . Nos preguntamos

qué podemos decir sobre el error e* cuando ese criterio se cumple. Tomamos una norma
matricial inducida || - || y asumimos que @ cumple ||Q|| < 1: para una matriz diagonal
dominante por filas (respectivamente por columnas), ésta podria ser la norma operador
asociada a la norma (> (respectivamente, asociada a la norma ¢'). Usamos la ecuacién
del error (2.20) para escribir

ch—l—l o X* — ek+1 — Q( k X*) — Q(Xk o ch—f—l) + Q(Xk-H . X*).

Tomamos normas de ambos lados de esta igualdad y usamos la desigualdad triangular y
la compatibilidad de normas (Proposicién 2.5.1) para obtener

" = x| < QI — < + QI [l — 7.

F1 — x*|| de esta desigualdad y usando que ||x* — x*™|| < ¢, concluimos

1< <1l

”Xk—H . X*H S i | ”ch o Xk+1|| < =l

=1l (1 —lel)
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Esto implica que el criterio de parada que pusimos en el Algoritmo 2.3 es significativo
siempre y cuando ||Q]| no esté cerca de 1.

Alternativamente, en caso de que ||@Q|| & 1, entonces un criterio més seguro puede ser el

de usar los residuos: computar
r¥ = Ax* — b,

elegir una norma vectorial || - ||, y detenerse cuando
el < ellb]. (2.22)

De acuerdo a nuestra estimacién (2.16), que este criterio se cumpla implica que el error

ef = xF — x satisface

=]

9]

Por lo tanto, el criterio (2.22) nos pone en una situaciéon andloga a lo que nos ocurre
con escalerizacion gaussiana con pivoteo parcial: si la matriz del sistema A estd bien
condicionada, entonces tendremos un buen control sobre el error relativo, mientras que
para sistemas mal condicionados perdemos este control.

< k(A)

[~

< k(A)e.

2.7. Meétodos de relajacién

Los métodos de relajacion buscan lograr la convergencia de métodos iterativos que origi-
nalmente no son convergentes, o acelerar la velocidad de convergencia de aquellos que si
lo son.

Supongamos que tenemos un método iterativo, como por ejemplo el de Jacobi o el de
Gauss-Seidel, al que denotamos genéricamente con (M). Este método nos indica cémo
producir iterados x%,. Los métodos de relajacién consisten en elegir w > 0, llamado
parametro de relajacién, y dado x* computar

P = oxh (1 — w)xF (R)

Cualitativamente, la iteracién (R) es muy distinta de acuerdo a si w es mayor o menor a
1.

» Si0 < w < 1, entonces (R) hace una combinacién convexa entre el paso sugerido por
el método xﬁjl y el iterado anterior x*. Esto se llama hacer una sub-relajacién
del método (M). Al sub-relajar estamos “frenando” a (M): si (M) era convergente,
ahora la convergencia serd mas lenta; si (M) no era convergente, la relajacién ayuda

a estabilizarlo.

10Una forma similar de entender este criterio es que p(Q) no esté cerca de 1.
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= Si w > 1, notemos que el paso Xl]‘{j Yen (R) estd multiplicado por un factor mayor
a 1: el mensaje que estamos dando es que confiamos tanto en la convergencia de
(M) que incluso queremos acelerarla. Esto se llama hacer una sobre-relajacién del
método (M), y puede lograr acelerar la convergencia del método en caso de que ya
fuera convergente.

Naturalmente, al variar w en (R) tenemos una familia de distintos métodos relajados. Si
el método (M) corresponde a una iteracién

Xﬁjl = QMXk + T,
entonces (R) es un método iterativo matricial estacionario (MIM) de la forma

X = (wQn + (1 — w)) xF +wryy .

(& J

~~
=:QRr =TR

De nuestra discusién anterior en este capitulo, deducimos que (R) es convergente si y sélo
si p(Qr) < 1y que la convergencia serd mas rapida cuanto menor sea p(Qr). Por lo tanto,
el valor de w optimo es aquel que minimiza el radio espectral de (Jy.

Observacion 2.7.1. Como casos particulares, podemos aplicar (R) a los métodos de Jacobi
y de Gauss-Seidel. Dada A € M,,(R), teniendo en cuenta su descomposicion A = D—E—F
en su partes diagonal, triangular inferior y triangular superior, obtenemos los métodos

x" = (WD HE+ F) + (1 —w)) x" + wD™'b, (J-R)
x*i= (w(D—-E)'F+ (1 -w)l)x*+w(D—-E)"'b. (GS-R)
A

Ejemplo 2.7.1. Volvemos al Ejemplo 2.6.1/2.6.2. Ya sabemos que tanto los métodos de
Jacobi como de Gauss-Seidel son convergentes, pues p(Q;) ~ 0,71, y p(Qgs) ~ 0,53;
comenzando con x” = 0, para una tolerancia tol = 1e-6, lo hacfan respectivamente en
43 y 25 iteraciones. Analizamos ahora la convergencia de (J-R) y (GS-R).

Variamos w € (1, 2), y calculamos el radio espectral de las matrices resultantes. Nuestros
resultados se pueden observar en la Figura 2.2. En ambos casos, notamos que tomar w un
poco mayor a 1 efectivamente permite reducir el radio espectral de la matriz de iteracion,
que existe un valor éptimo wepy ¥y que existe un valor wyay tal que el radio espectral se
vuelve mayor a 1 —y por lo tanto los métodos no convergeran— si w > wyp4x.

Para Jacobi, en este ejemplo tenemos wopr =~ 1,086, lo que arroja p(Q _g) ~ 0,69; para
ese valor y con el mismo iterado inicial y tolerancia que en el Ejemplo 2.6.1, el método
relajado converge en 39 iteraciones. La pequena diferencia entre la cantidad de pasos
necesarios es coherente con el hecho de que el radio espectral de la matriz éptimamente
relajada es solamente un poco menor que el de la matriz de iteracion sin relajar.

En cambio, para Gauss-Seidel tenemos wopy =~ 1,287, que da lugar a p(Qgs—r) =~ 0,40;
para ese valor y con el mismo iterado inicial y tolerancia que en el Ejemplo 2.6.1, el método
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22 T T T T T T T T 12

Figura 2.2: Radios espectrales de las formas relajadas de Jacobi (izquierda) y Gauss-Seidel
(derecha) para el sistema del Ejemplo 2.6.1, en funcién del pardmetro de relajacién w.

relajado converge en 18 iteraciones. Comparado con el método sin relajar, aqui redujimos
el radio espectral en un factor aproximado de 0,40/0,53 =~ 0,75, lo que es consistente con
el cambio en la cantidad de iteraciones necesarias (17 vs. 25). A

Definicién 2.7.1 (método JOR). Para w > 1, el método de Jacobi sobre-relajado (J-R)
es llamado JOR!. A

Notamos que no se estila “ponerle un nombre” al método de Gauss-Seidel (GS-R). Esto
se debe a que una pequena variante de lo que propusimos es lo que mas se emplea en la
practica.

Definicién 2.7.2 (método SOR). Dados A € M,,(R) y b € R", consideramos el sistema
Ax = b y la descomposicion A = D — E — F. Para w € (0,2), el método de sobre-
relajacion sucesiva (SOR) consiste en tomar en (MIM)

Qsor = (D —wE) ' (1 —w)D+wF), rsop:=w(D—wE) 'b. (SOR)
A

Observacion 2.7.2. Para entender un poco mas por qué afirmamos que el método SOR
es una variante del de Gauss-Seidel relajado, podemos operar y escribir las matrices y
vectores en (GS-R) y (SOR) como

QGSfR =1- W(D - E)ilA, rqs—r = W(D - E)ilb,
Qsor =1—w(D —wE) A, rsor = w(D — wE) 'b.

No profundizamos sobre la derivacion de este método. El lector interesado puede consultar
el material [Pical, disponible en la pagina del curso. A

" Este nombre proviene del inglés Jacobi Over-Relaxed.
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Naturalmente, el valor de w se elige de modo de minimizar p(Qsor); si w = 1, entonces
SOR recupera el método de Gauss-Seidel. Finalmente, remarcamos que si w > 2, entonces
el método es divergente ya que p(Qsor) > 1'2.

Ejemplo 2.7.2. Nuevamente consideramos el sistema del Ejemplo 2.6.1/2.6.2/2.7.1. Apli-
camos el método SOR para la resolucién del sistema, variando w € (1,2). La Figura 2.3
muestra los resultados que obtenemos al calcular p(Qsor): obtenemos wepy ~ 1,18 y
p(Qsor) =~ 0,33. Para la eleccién 6ptima de pardmetros y con la misma tolerancia e
iterado inicial que antes, tenemos convergencia en 16 iteraciones. A

Figura 2.3: En azul, radio espectral de la matriz QQsor para el sistema del Ejemplo 2.6.1,
en funcién del pardmetro de relajacion w. Para comparacién, la curva en negro es la misma
que en la Figura 2.2 (derecha) y corresponde al método de Gauss-Seidel relajado.

12Esto es un ejercicio de practico.
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Capitulo 3

Interpolacién polinomial

3.1. Introduccién. i{Por qué interpolar?

El problema de interpolacién consiste en encontrar una funcién ¢ desconocida a partir de
un cierto conjunto (finito) de datos, respetando los valores de los datos. Por ejemplo, si
realizamos una actividad experimental y medimos observaciones {(z;, ¥;) }i—o,..n, €ntonces
podemos querer que ¢ cumpla ¢(z;) = y; para todo i. Evidentemente, si no tenemos mas
informacion sobre ¢, este serd un problema con infinitas soluciones, ya que cualquier
funcién ¢ cuyo gréfico pase por los datos podria ser solucién (ver Figura 3.1). Una forma
natural de evitar este inconveniente es restringir la clase de funciones posibles en la que
podemos elegir ¢; en este curso nos centramos en la llamada interpolacion polinomial (o
polinémica), que justamente consiste en requerir que ¢ sea un polinomio o un polinomio
a trozos.

Figura 3.1: Cualquiera de las curvas dibujadas pasa por los tres puntos marcados.
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Ademas del ejemplo que mencionamos en el parrafo anterior, el problema de interpolacion
tiene variados usos en la practica, ya sea como un fin en si mismo —buscando una funcién
cuyo grafico pase por ciertos puntos— o como herramienta auxiliar para llevar adelante
otras técnicas. Mencionamos unos pocos ejemplos.

= Si tenemos una tabla de evaluaciones de una cierta funcién (desconocida) f, y nos
interesa evaluar esta f en algiin punto que no esté en la tabla, entonces necesitaremos
“asignarle” valores a f en los puntos que no estén en nuestra tabla. Precisamente,
hacer esto es definir una interpolacion ¢ de los datos de nuestra tabla y luego evaluar
© en puntos que no estén en la tabla.

» En forma similar, dada una tabla de evaluaciones de una cierta funcién (desconocida)
f, nos puede interesar aproximar la derivada o la integral de esta funcién f. Para
ello, podemos nuevamente construir una interpolante de los datos de la tabla y
utilizarla para derivarla o integrarla analiticamente.

» El CAD!, o diseno asistido por computadora consiste en utilizar computadoras para
ayudar en la creacién, modificacion, analisis u optimizacion de un diseno. Es posible
que el lector tenga experiencia en el uso de programas como AutoCAD: uno podria
preguntarse cémo hacen programas de ese tipo para definir curvas y superficies y
que al abrir y cerrar los archivos éstas no cambien. . Tiene que almacenar todos los
puntos de la curva o la superficie? /Puede almacenar las “férmulas” de curvas y
superficies? Un estandar en este tipo de programas es el uso de las llamadas splines,
que introducimos en la Seccién 3.4.2, o variantes de ellas. Como dato anecddtico,
algunos de los avances algoritmicos mas importantes para el tratamiento de curvas y
superficies, como son los algoritmos de De Casteljau y de De Boor, fueron motivados
por necesidades concretas de la industria automotriz de mediados del siglo XX.

La Seccion 3.2 estd dedicada a la definicién del polinomio interpolante a través de un
conjunto dado de puntos y a distintas formas de representarlo y computarlo. Luego, en
la Seccion 3.3, considerando que estos puntos estén dados por la imagen de una cierta
funcion, estimamos la discrepancia entre dicha funcién y la interpolante, y nos encon-
tramos con que no siempre interpolar por méas puntos implica una mejor aproximacion.
Finalmente, la Seccién 3.4 esta destinada a las llamadas interpolaciones polinomiales a
trozos, en particular la interpolacién lineal y tres tipos de interpolantes ctibicas distintas.

3.2. Polinomio interpolante

Consideramos el problema clasico de interpolacién polimomial: dados n + 1 puntos en el
plano {(z;,y;)}izo,..n con z; # x; si i # j, buscamos un polinomio p tal que p(z;) = y;

!Del inglés Computer-Aided Design.
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para todo ¢ = 0,...,n. La primer pregunta que surge es qué requerimientos tiene sentido
pedirle a p: {puede ser un polinomio de cualquier grado?

Razonemos intuitivamente. Si tenemos un tnico punto (zg,¥o), entonces hay un tnico
polinomio de grado 0 que cumple lo estipulado, la funcién constante p(z) = yo, y ob-
viamente hay infinitos polinomios de grado mayor o igual a 1 cuyos gréaficos pasan por
(20, Yo). Si tenemos dos puntos {(zo, yo), (z1,%1)}, entonces en general —salvo que yy = y1—
no podemos esperar que el grafico de una funciéon constante pase por esos dos puntos. En
cambio, si sabemos que existe una unica recta por los puntos (zg, yo), (x1,%1) y podemos
considerar la funcién lineal cuyo grafico sea dicha recta: para n + 1 = 2 puntos, hay una
unica funcion lineal que cumple lo estipulado. Si consideramos polinomios de grado més
alto, entonces tenemos demasiados grados de libertad y no tenemos una solucién tunica.

Del razonamiento de arriba parece deducirse que, si esperamos que nuestro problema de
interpolacién por n 4+ 1 puntos tenga soluciéon y que ésta sea unica, entonces debemos
requerir que el polinomio p sea de grado n. El siguiente teorema demuestra que esta
intuicién es correcta.

Teorema 3.2.1 (polinomio interpolante). Sea n > 0 un nidmero entero. Dados n + 1
puntos en el plano {(z;,yi) }izo,..n con x; # x; i1 # j, existe un dnico polinomio p, de
grado menor o igual que n tal que p,(z;) = y; para todo i =0,...,n.

Definicién 3.2.1 (polinomio interpolante). Al polinomio definido por el teorema anterior
lo llamamos el polinomio interpolante por los puntos {(z;,¥:)}i—o,. n- JAN

Demostracion del Teorema 3.2.1. Procedemos por induccion en n.

Paso base. Si n = 0, entonces tenemos un unico punto (xg,%o) y, tal como razonamos
antes, el unico polinomio de grado 0 cuyo grafico pasa por ese punto es po(x) = yo.

Paso inductivo. Supongamos tenemos demostrado el teorema para n puntos, y veamos
que entonces la afirmacién también es verdadera para n 4 1 puntos.

Dados n + 1 puntos {(z;,9i)}i=0..n, consideremos los primeros n de ellos,
{(x:,yi) }izo....n—1. Nuestra hipdtesis inductiva dice que existe un dnico polinomio p,_;
de grado menor o igual que n — 1 cuyo grafico pasa por estos n puntos. Es de esperar
que el gréfico de p,_; no pase por el punto (x,,y,). Buscamos ahora un polinomio p,, de
grado menor o igual a n, al que vamos a escribir como

Pn(2) = ppa(2) + q(2), (3.1)

donde ¢ es otro polinomio de grado menor o igual que n. Remarcamos que todo polinomio
de grado n se puede escribir de esta manera.

Si evaluamos la identidad (3.1) en los primeros n puntos, como vale p,_1(z;) = y; para

todoi=0,...,n— 1y queremos que sea p,(x;) = y; para todo i =0,...,n — 1, entonces
tiene que cumplirse que ¢(z;) = 0 para todo i = 0,...,n — 1. Por lo tanto, como es de
grado n, el polinomio ¢ tiene que ser de la forma

q(z) = ap(z —x0)(x —21) ... (T — T1p1), (3.2)
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y a, € R es una incognita a determinar. Para hallar a,,, nos resta imponer que p,(z,) = yx:
evaluando (3.1) en x, y usando la expresién para ¢, tenemos

Yn = pn(xn) = pnfl(xn> + an<$n - IO)(xn - .1’1) cee (mn - xnfl)-
Como z,, # x; para cada i = 0, ..., n, podemos despejar a,:

Yn — pn71<xn)
(2 — 20) (T — 1) .o (T — Tp1)

(3.3)

Ay —

Asi, tenemos determinado un polinomio p,, de grado menor o igual a n que cumple p,,(z;) =

y; para todo ¢ = 0,...,n. La unicidad de p, se deduce de que todo polinomio de grado
menor o igual a n se puede escribir como (3.1) y del hecho de que el a,, que hallamos es
Unico. O

El teorema anterior nos da condiciones para que el problema de interpolar datos con una
funcién polinomial tenga solucién tnica. A continuacién, exploramos distintas formas de
hallar este polinomio interpolante.

3.2.1. Forma de Vandermonde
Del Teorema 3.2.1, sabemos que para n + 1 datos en el plano {(x;, v;) }i=o,..n cOn x; # z;

si ¢ # j, existe un unico polinomio p, de grado menor o igual a n que interpola a esos
puntos. Una primera forma de expresar a este polinomio p,, es de forma desarrollada,

po(T) = chxj. (3.4)

Naturalmente, basta con hallar los coeficientes cq, ..., ¢, para determinar a p,. Si im-
ponemos que p,(z;) = y; para todo i = 0,...,n, obtenemos un sistema de ecuaciones
lineales:

Yo = pn(T0) = co+c1mo+ ...+ cuxf
Yy = pn($1) = ¢c+cr1+...+ Cnx?

Yn = pPn(zn) = cotcrzn,+...+cpal

Remarcamos que aqui las incognitas son los coeficientes ¢y, ..., ¢, del polinomio p,; los

0 s bn )
puntos (o, %o), - - - » (Tn, yn) son datos de nuestro problema. En forma matricial, el sistema
anterior se puede escribir como

1 oz 22 ... 20| | Yo
1 z 2° 2| e
2y |a n
= (3.5)
1 2 n
T, 22 ... 2| |cn Un
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Definicién 3.2.2 (matriz de Vandermonde). A toda matriz que presenta una progresién
geométrica en cada fila, tal como la matriz que aparece en el sistema (3.5), se le llama
matriz de Vandermonde. A

Observacion 3.2.1. Si x; # x; si @ # j, entonces la matriz de Vandermonde asociada
es invertible. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2.1, que nos asegura la
existencia y unicidad del polinomio interpolante. Si escribimos el polinomio interpolante
como en (3.4), entonces el Teorema 3.2.1 puede interpretarse como que el sistema (3.5)
sea compatible determinado. En consecuencia, la matriz de dicho sistema, que es la matriz
de Vandermonde, es invertible. AN

Ejemplo 3.2.1. Tenemos la siguiente tabla con tres datos:

1| o Yi
0] 1/4|-3/4
1 1 -1
2| 5/2| 3/2

Sabemos que existe un unico polinomio ps de grado menor o igual a 2 tal que su grafico
pasa por esos tres puntos. Si escribimos p, como en (3.4), nuestras incégnitas son los
coeficientes cq, ¢1, ¢2, y las podemos hallar resolviendo el sistema (3.5), que en este ejemplo
toma la forma

1 1/4 1/16] |co —3/4
1 1 1 al =1 -1
1 5/2 25/4] |co 3/2
Podemos resolver este sistema en forma sencilla usando cualquiera de las técnicas que
Co —4/9
discutimos el capitulo anterior, y llegamos a la solucién |c¢;| = [—13/9|. Deducimos
Co 8/9
entonces que el polinomio interpolante por los datos de la tabla es
4 13 8 4
r)=————x+ -x°. 3.6
pa(e) = =5 ——ut g (3.
Se puede verificar que este polinomio verifica ps(z;) = y; para i = 0,1,2, y su gréfico es
el que esta representado por la curva azul en la Figura 3.1. A

La forma de Vandermonde tiene la ventaja de que nos permite reducir el problema de
hallar el polinomio interpolante a resolver un sistema lineal de ecuaciones compatible
determinado. Sin embargo, no es un método muy usado en la préactica y es especialmente
no recomendable en caso de tener que interpolar a través de muchos puntos. Esto se debe
fundamentalmente a las dos limitaciones que mencionamos en las siguientes observaciones.

Observacion 3.2.2 (condicionamiento de matrices de Vandermonde). Un gran problema
de usar la forma de Vandermonde es que, si bien las matrices de Vandermonde
son invertibles, en general estan mal condicionadas. Por ejemplo, consideremos el
siguiente cédigo de Octave:
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>> x = linspace(0,1,21);
>> V = vander(x);
>> condest (V)

ans = 6.7512e+16

En la primera linea, usamos el comando linspace para definir un vector fila x que tiene
21 elementos equiespaciados en el intervalo [0, 1], esto es, x= [0,1/20,...,1]. La segunda
linea usa la funcién de Octave vander para definir la matriz de Vandermonde V asociada
a los nodos x(i), y la tercera estima el nimero de condicién de V asociado a la norma
(' (recordar la Definicién 2.5.3). Observamos que el resultado es bastante desalentador:
nuestra estimacion es que (V) es del orden de 10'°. Esto implica, por ejemplo y teniendo
en cuenta lo que hemos discutido en la Secciéon 2.5.4, que si quisiéramos interpolar por
21 puntos cuyas abscisas sean las del vector x y usdramos la forma de Vandermonde
resolviendo el sistema (3.5) mediante escalerizacién gaussiana con pivoteo parcial, nuestra
mejor cota para el error relativo en los coeficientes seria del orden de 1. En otras palabras,
ipodriamos obtener un error del 100 % en los coeficientes del polinomio!

Notar, sin embargo, que esto no implica que nuestra evaluacion del polinomio interpolante
sea mala, ya que al hacer escalerizacién gaussiana con pivoteo parcial el residuo es del
orden de €, independientemente del condicionamiento de la matriz. A

Observacion 3.2.3 (agregar datos en la forma de Vandermonde). Otra limitacién de la
forma de Vandermonde surge si queremos agregar puntos por los que interpolar.
Supongamos que tenemos la misma tabla de datos que en el Ejemplo 3.2.1, hallamos p,
como alli se indica, pero ahora disponemos de un nuevo dato adicional (x3,ys3). Esto es,
queremos hallar un polinomio p3 de grado menor o igual a 3 que interpole por los puntos
(xo,%0), - - -, (x3,y3). Si usamos la forma de Vandermonde, entonces el trabajo que hicimos
para hallar p, no servird de mucho, porque vamos a tener que rearmar el sistema
(3.5) pero ahora con la matriz de Vandermonde asociada a los 4 puntos zg, 1, Z2, 3. En
general, al usar (3.4) no existe una relacién directa entre la solucién del sistema que nos
da los coeficientes de p, con el que nos dé los coeficientes de ps3, por lo que tendremos que
empezar de cero nuevamente. A

3.2.2. Forma de Lagrange

Las dificultades de la forma de Vandermonde que discutimos en las observaciones 3.2.2 y
3.2.3 tienen que ver esencialmente con que usamos la representacién (3.4), esto es, a la
eleccién de la base monomial {1, z, 2%, ..., 2"} para el espacio vectorial de los polinomios
de grado menor o igual a n. Esta base monomial no tiene ninguna relacion con los puntos
que queremos interpolar.

La forma de Lagrange consiste en usar una base particular —y que si depende de los
puntos que queremos interpolar— para escribir p,, de otra forma.
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Definicién 3.2.3 (polinomio de base de Lagrange). Dados o, ..., x, con x; # x; sii # j
vy k €{0,...,n}, el polinomio de base de Lagrange L’ es el tinico polinomio de grado
menor o igual a n que cumple

1 sig=k
Lﬁ(mﬂ')_{o sijAk

En otras palabras, L* es el polinomio interpolante por
(.CU(), 0)7 R (fEk,l, O)? (xka 1)7 (:Ck+17 0)7 ) (xna O)
A

Observacion 3.2.4 (forma explicita de los polinomios de base de Lagrange). Dados
Zo,..., Ty cOn T, #Fxjsii#jyke{0,...,n} se tiene

koon (@—mo). (2 —mp1)(@ = Tpya) . (2 — 2y)
Ln(w) = (xr, — o) ... (o — 1) (T — Tpa1) - (T — Tn)

(3.7)

En efecto, basta con observar que el polinomio dado en (3.7) verifica la Definicién 3.2.3 y
usar la unicidad del polinomio interpolante dada por el Teorema 3.2.1. A

Hallar la funciones de base de Lagrange puede ser laborioso, pero una vez calculadas
{L’;}k:O,,,m, el polinomio interpolante se puede expresar en forma sumamente sencilla.

Proposicién 3.2.2 (interpolacién en forma de Lagrange). Dados n+1 puntos en el plano
{(xi,yi) Yico,..n cOn x; # xj sii# j, el polinomio interpolante por esos puntos es

pu() = ukli(x), (38)

donde {L’fl}k:(],,.m es la base de Lagrange dada por la Definicion 3.2.5.

Demostracion. El lado derecho de (3.8) define un polinomio de grado menor o igual a n
y se verifica, para cada i = 0,...,n,

Z kL () = yi.
k=0

Por lo tanto, el lado derecho de (3.8) coincide con el polinomio interpolante por
{(Iiuyi)}izo,...,n- ]

Ejemplo 3.2.2. Volvemos al Ejemplo 3.2.1 y a la tabla de tres datos alli presentada.
Usando la expresion (3.7), encontramos que la base de Lagrange asociada a los puntos
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{1/4,1,5/2} es

o, (z—=1)(x—-5/2) 16
(x —1/4)(z —5/2 8

(z — 1/4)(z — 1) 8

Ly(r) = (5/2—1)(5/2—1/4) 27

(x —1/4)(x —1).

La Figura 3.2 muestra estas tres funciones de base. Por lo tanto, usando los valores de las
coordenadas y de la tabla de datos, deducimos que el polinomio interpolante es

2
3 3
pale) = 3 uelA(e) = ~7L4(e) — Ll(o) + 5L4(0).
Dejamos para el lector verificar que esta expresion coincide con (3.6). A
2
1,5

0,5
> 0
—0,5 |
l —T |
- L; ¥
15 e L% i
—9 | | | | |

Figura 3.2: Funciones de base de Lagrange correspondientes al Ejemplo 3.2.1/3.2.2.

Observacion 3.2.5 (algunas ventajas de la forma de Lagrange). Escribir el polinomio inter-
polante en la forma de Lagrange tiene la ventaja de que nos da una expresién compacta,
y de que no tenemos problemas de condicionamiento para determinar los coeficientes en
caso de que haya un numero elevado de puntos. Ademas, como la base de Lagrange sola-
mente depende de los {z;}, si cambiamos el valor de un cierto y; —pero dejando fijos los
{z;}-, encontrar el nuevo polinomio interpolante es extremadamente sencillo: simplemente
debemos cambiar el factor multiplicando a LF en (3.8). A

Observacion 3.2.6 (algunas desventajas de la forma de Lagrange). Si queremos obtener
una expresion explicita para el polinomio interpolante usando la forma de Lagrange,
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entonces la evaluacién de (3.7) para hallar la base correspondiente puede ser costosa.
Ademas, si queremos evaluar p,, en algin punto que no sea xy, . .., T,, entonces serd mas
costoso computacionalmente hacerlo si lo tenemos escrito en la base de Lagrange que si
lo tenemos escrito en la base monomial. En forma andloga, la forma de Lagrange puede
ser mas dificil de manipular a la hora de integrar o derivar el polinomio interpolante, lo
que es un uso relevante de esta herramienta (ver la Seccién 3.1).

Por otra parte, al igual que ocurre con la forma de Vandermonde, la forma de Lagrange no
es demasiado amigable con agregar nuevos puntos para interpolar: si se agrega un nuevo
punto, sera necesario recalcular la nueva base. A

3.2.3. Forma de Newton

Las formas de Vandermonde y de Lagrange comparten la limitacién de que no son practi-
cas de manipular en caso de que vayamos agregando nuevos puntos por los que queremos
interpolar. Esto esta en contraste con el espiritu de nuestra demostracion del Teorema
3.2.1: alli, hicimos una induccién en la cantidad de puntos, agregando datos secuencial-
mente. La forma de Newton consiste en construir el polinomio interpolante p,, mediante
este mismo proceso inductivo.

Volvamos a la demostracion del Teorema 3.2.1, pero ahora con una perspectiva algoritmica
y yva sabiendo que dicho teorema es verdadero.

= Sitenemos un unico punto (zg, o), entonces el polinomio interpolante es p(x) = yo.

= Si ya tenemos el polinomio interpolante p,_; a través de los primeros n puntos
entonces, usando (3.1), (3.2) y (3.3), tenemos

(Un — Pn1(zn))(x — 20) (T — 21) ... (T — xnfl)'

pn(x) = pn—l(I) + (xn _ 930)($n — 1'1) - (:L‘n — IEn—l)

Otra forma de escribir esta ultima identidad es
pn(x) = ap+ ar(x — xo) + as(z — zo)(x — 1) + ...+ an(x —x0) ... (. — 2p_1). (3.9)

Ejercicio 3.2.1. Sean los coeficientes {a;}i—o..n dados por (3.3). Verificar que el lado
derecho de (3.9) es efectivamente una expresién para el polinomio interpolante por los
puntos {(;,¥;) }i=o,...n-

[Sugerencia: evaluar el lado derecho en zy, ..., x, y usar la unicidad del polinomio interpolante.]

A

Observacion 3.2.7 (sobre la demostracién del Teorema 3.2.1). Nuestra demostracion del
Teorema 3.2.1 esta relacionada con la forma de Newton y motivada por ella. Ese teorema se
puede demostrar de varias formas alternativas. En particular, referimos a [Hea02, Seccion
6.3.1] para una demostraciéon basada en la forma de Vandermonde y a [SM03, Teorema
6.1] para una inspirada en la forma de Lagrange. A
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Observacion 3.2.8 (algoritmo de Horner). La expresion (3.9) da lugar a un algoritmo
eficiente para evaluar p,, el llamado algoritmo de Horner. Este consiste en reescribir
dicha férmula como

Pn(T) :a0+(x—x0)la1+(x—x1) a2+(az—x2)[a3+...}H.

El Algoritmo 4 muestra cémo esta expresién puede ser implementada de forma muy
sencilla.

Algoritmo 3.1: Algoritmo de Horner
Datos: ag,...,a, € R,z € R
Resultado: y = p,(2)

Y £ Qp;

para j=n—1:—1:0 hacer
\ Y a;+ (v — 2;5)y;

fin

A
Observacion 3.2.9 (diferencias divididas). Una vez que tenemos determinados los coefi-
cientes {a;}i=o..n, €l algoritmo de Horner nos permite evaluar p,, de forma eficiente. Para
determinar estos coeficientes, bien podriamos utilizar (3.3) directamente, aunque en esta
expresion también hay una “recursion escondida”.

Esta recursion se explota en el llamado método de diferencias divididas, que descri-

bimos a continuacién. Se parte? de f[z;] = f(z;) = y; y se toma, parai=1,...,n,
S Thi1, Trgas oo ) — flTh, Tigrs -+ Trpin .
flee, Tpaty oy Tpai] = [ ’ o Tkt 7k SRR A ], k=0,...,n—i.
Th+i — Tk

Una vez halladas estas diferencias divididas, simplemente se tiene

ap = flzo], a1 = flwo, 2], ..., an = flxo, 21,..., 0]

Ejemplo 3.2.3. Volvamos al Ejemplo 3.2.1/3.2.2, y expresemos el polinomio interpolante
p2 en la forma de Newton.

En primer lugar, hallamos los coeficientes ag, a;, a; mediante el método de diferencias
divididas. Recordando los valores de la tabla de datos de este ejemplo, tenemos

flwo) = =3/4,  flea] = =1,  flao] =3/2 (i=0,k=0),
flzo, z1] = f[x;j :i([)-fo] = _11__(1_/1/4) = —% (i=1,k=0),
flom) = L2 0 = B S = G=1k=)
f[a:o,:m,m] = f[xhx;j : i?oyxl] = 5/53/;5_11/23) = g, (Z =2,k= O).

2A no asustarse con la expresiéon f[-]: ies solamente notacién!
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Deducimos que los coeficientes de p, en la forma de Newton son

3 1 8
ap = flzo) = T m= flxo, z1] = 3 @= flxo, x1,22) = 9’

y por lo tanto?

pa(z) = ag + (x — o) [a1 + az(z — 21)] = —2 + (m — i) {—% + g(m — 1)} .

Queda como ejercicio para el lector verificar que esta expresion coincide con (3.6). A

3.3. Interpolacion de funciones

Hasta aqui nos hemos concentrado en el problema de hallar el polinomio interpolante a
través de ciertos datos. A continuacién, profundizaremos en un aspecto central en muchas
aplicaciones: la capacidad de aproximar del polinomio interpolante.

Concretamente, en esta seccion asumimos que los datos estdn tomados al muestrear
una cierta funcién f: R — R desconocida. Esto es, dados n 4+ 1 puntos en el plano
{(xi, f(x:)) }izo,..n con x; # x; si @ # j, consideramos el tnico polinomio p, de grado
menor o igual a n que cumple p(x;) = f(z;) para todo ¢ = 0,...,n y nos preguntamos:
iqué tan cerca estan f y p,?

Una pregunta importante en este punto es cémo definir “estar cerca” o “estar lejos”
para dos funciones. De nuestra experiencia de Calculo, sabemos que las normas inducen
distancias?; en este curso vamos a trabajar con la siguiente norma de funciones.

Definicién 3.3.1 (norma del supremo). Sea f: D — R una funcién. Definimos la norma
del supremo de f en D, que escribimos como || f|| g (p), mediante

[ fllLe< (D) = sup | f(x)]. (3.10)

A

Observacion 3.3.1. La norma del supremo (3.10) es andloga a la norma ¢ en R"™ que
consideramos en el Capitulo 2, con la obvia diferencia de que el espacio de funciones
D — R es de dimension infinita. Si estamos trabajando con funciones continuas en un
dominio cerrado y acotado, por el Teorema de Weierstrass el supremo es en realidad un
maximo. A

3 Aqui usamos la expresién anidada de Horner solamente para ilustrarla, pero bien podriamos haber
utilizado la férmula (3.9).

4Por ejemplo: si a R™ le damos una norma #? como las que introdujimos en el Capitulo 2, podriamos
definir la distancia entre dos puntos x,y € R"™ como dp(x,y) := ||z —y||,. Para p = 2, esto se corresponde
con nuestra nocién habitual de distancia en el plano/espacio.
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3.3.1. Error de interpolacion

En esta seccién, vamos a analizar el error de interpolacion polinomial. Dadas las funciones
[y pn, la norma || f — pyl|zee(fas) consiste en tomar todos los puntos x € [a,b], evaluar
la discrepancia | f(z) — p,(x)|, y luego tomar la mayor de estas discrepancias. Para esti-
mar el error de interpolacién polinomial, procedemos de forma analoga: en primer lugar,
damos una expresion de la discrepancia para puntos arbitrarios (Teorema 3.3.1) y luego
estimamos qué tan grande puede ser esta discrepancia.

Para simplificar la notacién, dadas f y p, como en el parrafo anterior, definimos® el error
de interpolacién polinomial como

en = f — pn.

Notar que e,: [a,b] — R es una funcién: para cada punto x € [a,b] tenemos un valor
ey (). Teniendo en cuenta la Definicién 3.3.1, nos interesa estimar [|e, |z ({a,5)-

Teorema 3.3.1 (error de interpolacién polinomial). Sean f de clase C™*! en un intervalo

la,b], los puntos xg < x1 < ... < xz, en el intervalo [a,b], y p, el polinomio interpolante
por {(x;, f(xi) }izo,. n- Entonces, para cada x € [a,b] existe un v, € (a,b) tal que
FU ()

en(x) = f(z) — po(x) = (x —zo)(x —21) ... (T — p). (3.11)

(n+1)!

La férmula (3.11) nos dice que el error de interpolacién en un punto dado x € [a,b]
depende de la derivada (n+ 1)-ésima de f en un cierto punto (desconocido y que depende
de z) del intervalo [a,b] y del producto de las distancias (con signo) entre = y los nodos
de interpolacién zg,...,x,. Si nos interesa acotar el error de interpolacién polinomial,
entonces debemos estimar la magnitud de estos términos: volvemos a este punto en la
Observacién 3.3.2 mas adelante. Por el momento, y para alivianar un poco la notacion,
introducimos la siguiente definicién.

Definicién 3.3.2 (polinomio nodal). Sean los puntos o < z; < ... < x, en el intervalo
la, b]. Definimos el polinomio nodal por zy,...,z, como w,: |a,b] — R,

wp(x) == H(x — ;).

i=0
A
Demostracion del Teorema 3.3.1. Fijemos un punto z € [a, b]. Es claro que si x = z; para

algin i entonces f(x;) — p,(z;) = 0, por lo que podemos suponer que = # x; para todo
1=0,...,n.

®Observar que aqui estamos definiendo el error con el signo opuesto a como lo hicimos en el Capitulo
1. De todas formas, nos interesa la magnitud (valor absoluto) de este error y no su signo.
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Consideramos la funcién auxiliar G : [a,b] — R dada por

wn (1)
wn ()

G(t) :=en(t) — en(x) (3.12)
Remarcamos que la variable que toma la funcién G es ¢, y que el punto x permanece
fijo. Como f es de clase C™*! resulta que G también es de clase C™*!. Por otra parte,
observamos que G(z;) = 0 para todo i = 0,...,n, y que ademds G(z) = 0. Por lo tanto,
G tiene al menos n + 2 raices distintas en el intervalo [a, b].

Sean zp < z1 < ... < zp41 las n + 2 raices que sabemos que G tiene en el intervalo [a, b].
Aplicando el Teorema de Rolle en cada intervalo [z;, z;11] (1 = 0,...,n), podemos asegurar
que G’ tiene al menos n + 1 raices distintas en el intervalo (a,b). Aplicamos nuevamente
el Teorema de Rolle en cada subintervalo definido por las raices de G’ y hallamos que G”
tiene al menos n raices distintas en (a,b). Podemos seguir asi hasta llegar a la derivada
(n+1)-ésima de G, y deducir que existe al menos una raiz 7, € (a,b) de la funcién G+,

Observemos la definicién (3.12) de la funcién G: involucra a los polinomios p,,, que es de
grado n, v wy,, que es de grado n + 1. Luego, la derivada de orden n + 1 de p, es nula, y

la de w,, es una constante:
wi"D(t) = (n+1)!

Por lo tanto, tenemos
(n+1)!

wa(z)

GUHD(t) = fHI(2) — e ()

y evaluando en 7,,

+1)!

0=Gr () = FOHD (4 ) — ¢, (n+ D!

(Vz) = [ () — en() )

Finalmente, despejamos e, (x) de esta tltima igualdad y obtenemos (3.11). ]

La utilidad principal del Teorema 3.3.1 radica en poder acotar el error de interpolacién.

Corolario 3.3.2 (estimacién del error de interpolacién polinomial). Bajo las mismas
hipotesis del Teorema 3.3.1, tenemos las estimaciones

Jwn (@) |LF | 2o a8

len(@)] < (n+ 1)

YV € [a, b, (3.13)

lwall oo qagspy 1N 2o (fas)
(n+1)!

lenllzoo (o) < (3.14)

Demostracién. Ambas estimaciones son consecuencia directa de (3.11). Dado x € [a, b,
tomando valor absoluto en (3.11) y acotando |9 (v,)| < || f® V|| oo (fap)), deducimos
(3.13). Luego, como ademas vale |wy, ()| < ||wn Lo ((ap), tomando supremo en z € [a, b]
obtenemos (3.14). O
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Ejemplo 3.3.1. Consideramos la funcién f: [0,1] — R, f(z) = sen(z) cos(x), y tomamos
n + 1 puntos equiespaciados en dicho intervalo,

Consideramos el polinomio interpolante p, a través de {(x;, f(z;)}izo.. n. La Figura 3.3
muestra la funcién f y los polinomios interpolantes pi, ps, p3, que son lineal, cuadrati-
co y cubico, respectivamente. Nos preguntamos como acotar el error de interpolacion
polinémica en la norma del supremo en funcién de n.

n=1 n=2 n=3
05 ] 05 ] 05 =~
7
’
7
’,
’
’
7 .
’ v
’ y/
’ t/
’ 1
’ /
’ 1
U
, 1
1
025 J/ 1 o025) b - 025
7’ 1
’ !
’, 1
’ l
4 1
’
1
’

, [

U

7 U

’ Y
4 U
4 1
4 i

’
’
’
’,
/s
0 - 0 0 -
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 3.3: Interpolacién polinomial de la funcién f: [0,1] — R, f(z) = sen(x) cos(z).

Es sencillo verificar que f es infinitamente derivable® y que se cumplen
f'(x) = cos®(x) —sen®(z), f"(x) = —4sen(z)cos(x), f"(x) = —4(cos®(z) —sen*(x)),... .

Acotando (groseramente) el valor absoluto de las funciones seno y coseno por 1, deducimos
que para todo x € [0, 1] valen

(@) < 2,|f" ()] < 4,]f"(2)| <8... y, en general, |f")(z)| < 2" ¥n > 1,

lo que podemos escribir como || f™|| (o1 < 2" ¥n > 1. Por otra parte, como esta-
mos trabajando en el intervalo [0, 1], para todo x € [0, 1] podemos acotar (nuevamente,
groseramente)

v — ;] <1 Vi=0,...,n,

6Esto se suele escribir como f € C*°.
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lo que implica

sl = s o) = s T e < 1.

Por lo tanto, usando (3.14), obtenemos la estimacion

2n+l
enl oo e
”’“(“m—(n+n!
Por ejemplo, si usamos polinomios de grados n = 5, n = 10, o n = 20, esta ultima
desigualdad quiere decir que

26
|f($) —p5($)‘ < a = 879 X 10_2 Va € [07 1]7

2H
|f(x) — pro(x)] < = 51 x107° V€ [0,1],
221

\_2y~4ﬂx10“ Va € [0,1].

|f(z) — pao(®)

A

Observacion 3.3.2. En el Ejemplo 3.3.1, obtuvimos que al aumentar la cantidad de puntos
por los que interpolamos f, el error de interpolacién decrece. En principio esto parece muy
natural, ya que al aumentar la cantidad de puntos estamos capturando “mas informacién”
sobre f. Sin embargo, esto no se deduce ni del Teorema 3.3.1 ni del Corolario 3.3.2.
Notemos que en los lados derechos de las estimaciones (3.11), (3.13), (3.14) aparecen:

» un factor 1/(n + 1)!, que obviamente decrece al aumentar n;

= ¢l polinomio nodal w,,, del que no sabemos mucho cémo se comporta al variar n, y
al que tal vez podamos aspirar a controlar como hicimos en el Ejemplo 3.3.1;

» un término involucrando la derivada (n+1)-ésima de f, que evidentemente depende
de f y por lo tanto esta fuera de nuestro control.

Si estamos en una situacién como la del Ejemplo 3.3.1, en que podemos estimar
|wn || o< ([0,1) de forma razonable, y las normas del supremo de las derivadas de
la funcion f no crecen “demasiado rapido” respecto a n, entonces es de esperar
que al aumentar la cantidad de puntos por los que interpolamos, el error de
interpolacién decrezca. En estos casos, vale la pena hacer una interpolacién polinomial
de grado alto. A
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3.3.2. Fenémeno de Runge

La Observacién 3.3.2 nos deja entrever que quizas no siempre sea buena idea aumentar el
grado polinomial al interpolar una funcién. En esta seccion mostramos que, efectivamente,
al aumentar el grado polinomial no necesariamente se gana en precisién. Especificamente,
el llamado fenémeno de Runge, que describimos a continuacion, tiene que ver con
la presencia de oscilaciones cerca de los bordes del intervalo al realizar interpolacion
polinomial de grado alto.

El marco en el que trabajamos es similar al del Ejemplo 3.3.1. Consideramos la llamada
funcion de Runge f: [—1,1] — R,

1
J@) = o5
y la interpolamos usando n + 1 puntos equiespaciados en [—1, 1],
9
T = —1—}——2, 1=0,...,n.

n
La Figura 3.4 nos muestra la interpolacion polinomial que se obtiene al tomar n = 5,
n = 10, n = 20. Observamos que el polinomio interpolante genera unas oscilaciones
siniestras cerca de los extremos del intervalo [—1,1]. En particular, notamos que no se
cumple ||ey, || foo(—1,17) — 0 con n — oo. De hecho, se tiene ||e, || foo(—1,17) — o0.

n=5 n=20

15F 15+

-0.5F b -0.5 1 -0.5F

Figura 3.4: Fenomeno de Runge: interpolar la funcién de Runge sobre puntos equiespa-
ciados.

LA qué se debe tan mal comportamiento del polinomio interpolante? Recordemos los tres
puntos que marcamos en la Observaciéon 3.3.2. Se puede demostrar —es una cuenta larga y

93



METODOS NUMERICOS FACULTAD DE INGENIERIA — IMERL

tediosa— que las derivadas de la funcién de Runge crecen rdpidamente al aumentar n. De
hecho, la magnitud de estas derivadas crece més rapido que (n + 1)!, que era el término
“bueno” que teniamos a nuestro favor. Por lo tanto, para que el error de interpolacién
decrezca necesitamos la ayuda del polinomio nodal. La elecciéon de nodos equiespaciados
hace que el polinomio nodal w, no nos dé la ayuda que necesitamos, y el resultado es
desastroso.

Surge, entonces, la pregunta de qué hacer cuando interpolamos una funcién cu-
) )

yas derivadas de orden alto crecen rapidamente en magnitud. Proponemos dos

alternativas:

1. Mantenerse con interpolaciones de grado bajo. Esto logra evitar las oscilacio-
nes que observamos en la Figura 3.4. Como una interpolacién de grado bajo en un
intervalo “grande” puede ser poco precisa, la estrategia habitual consiste en dividir
el intervalo en subintervalos pequenos y en cada uno de estos subintervalos aplicar
una interpolacion de grado bajo. Vamos a explorar en detalle esta estrategia en la
Seccién 3.4.

2. Elegir los nodos de interpolacién de forma mas astuta, de modo de lograr que
l|lwn || Loe((=1,1)) sea lo menor posible. Comentamos muy brevemente esta alternati-
va. Los nodos de Chebyschev en el intervalo [—1, 1] son

T )
ri=—cos|— ), 21=0,...,n,
n

y tienen la propiedad de minimizar

n
relt] 11 v =zl = flenfle= v

La Figura 3.5 nos muestra las interpolaciones polinomiales ps, p1g, p2o de la fun-
cién de Runge utilizando los nodos de Chebyschev. Notemos que no se observan las
oscilaciones presentes en la Figura 3.4 y que efectivamente una buena eleccion de
los nodos por los que interpolamos nos puede permitir estabilizar estas oscilacio-
nes. De hecho, se puede demostrar que con esta eleccion se tiene la convergencia
llen || oo (j=1,17) = 0 con n — co. Referimos a [QS06, Seccién 3.1.2] para mas detalles.

3.4. Interpolacion a trozos

Como adelantamos al final de la Secciéon 3.3.2, una alternativa a considerar interpolaciones
polinomiales de grado alto en un intervalo grande consiste en partir este intervalo en
subintervalos pequenos y considerar interpolaciones de grado bajo en cada uno de estos
subintervalos. Al hacer esto, se puede buscar también imponer ciertas propiedades de
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n=5 n=20

0 L
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 3.5: Interpolacién polinomial de la funcién de Runge sobre nodos de Chebyschev.

suavidad o regularidad sobre la funcion interpolante. Esta estrategia se conoce como
interpolacion a trozos.

A la luz del fenémeno de Runge (Seccién 3.3.2), una ventaja aparente de considerar inter-
polaciones polinomiales a trozos de grado bajo es que se mitiga la aparicién de oscilaciones,
asociadas a interpolaciones de grado alto de funciones con poca regularidad (recordar la
Observacién 3.3.2).

iDe qué grado polinomial deberiamos considerar nuestras interpolantes? Si tenemos un
conjunto de datos {(x;, y;)}i=o0....n, parece natural la idea de “unir los puntos” con seg-
mentos de recta: esto se corresponde a una interpolacién lineal a trozos, que analizamos
en la Seccién 3.4.1. El resultado de esta interpolacion es una curva que no es derivable en
los puntos zy, . .., x,, como la que mostramos en la Figura 3.6 mas abajo.

Supongamos que deseamos que nuestra funcion interpolante —a la que llamaremos p—
sea un polinomio a trozos y con mejores propiedades de regularidad. Para fijar ideas,
supongamos que queremos que p sea una funcion derivable. Como p es un polinomio en
cada intervalo [z;,z;11] (i = 0,...,n — 1), basta con lograr que p sea derivable en los
nodos interiores xy, ..., T,_1. Fijemos uni € {1,...,n—1} y analicemos lo que ocurre en
el nodo z;. Imponer que p sea derivable en z; es equivalente a lograr que

p|[:v¢71,:r¢ p‘[:r“:vl+1] ) y p/|[xiil7xi}($z =Dp | .CC ) (315)

xz 7mz+1]

Por lo tanto, si queremos que el polinomio interpolante sea derivable, debemos prescribir
de alguna forma el valor de p/(z;); llamemos d; a ese valor, que por el momento asumimos
conocido. Si nos restringimos a un intervalo [z;, z;41] (¢ = 0,...,n — 1), requerimos que p
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cumpla 4 condiciones:

p(%‘) = Yi, P(%H) = Yit+1, P’(%‘) = d,, Pl($i+1> =diy1.

Como tenemos 4 restricciones, si queremos tener un problema con solucién tnica parece
natural que lo podamos lograr con 4 grados de libertad. Por lo tanto, en cada intervalo
[z, xi11] (i =0,...,n — 1) el polinomio p debe ser un polinomio ciibico.

Maés en general, al hacer interpolaciones polinomiales a trozos, las funciones
interpolantes se suelen tomar como polinomios de grado impar en cada subin-
tervalo. En esta seccién nos restringimos a funciones lineales y ciibicas a trozos.

3.4.1. Interpolacion lineal a trozos

Conceptualmente, la interpolacion lineal a trozos es extremadamente simple: dados n + 1
puntos en el plano {(z;,¥;)}ico,..n con xy < 3 < ... < x,, se considera la funcién
L: [z, x,] — R cuyo gréfico se corresponde con “unir los puntos” con segmentos de recta
en orden.

Definicién 3.4.1 (interpolacién lineal a trozos). Dados n + 1 puntos en el plano
{(xi,yi) bico,..n cOn kg < 21 < ... < ,, su interpolacién lineal a trozos es la funcién
L: [xg,x,] — R tal que, en cada intervalo [x;, z;41] (¢ =0,...,n — 1) coincide con el poli-
nomio interpolante por los puntos (z;, ¥;), (Zi11,¥i+1). En otras palabras, L es la funcién
dada por

L(z) == y; + (z — ;) (ii—:i) Vo€ [z (i=0,...,n—1). (3.16)

A

Observacion 3.4.1. La interpolante lineal a trozos L es una funcién continua, pero no es
derivable en los nodos interiores xq,...,T,_1. AN

Dados ryp < 1 < ... < z,, la implementacién de un algoritmo que computa la interpo-
lacién lineal a trozos por (xg, o), .- ., (Tn,Yn), evaluada en un cierto punto v € [xg, z,),
se puede lograr como se muestra en el Algoritmo 3.2. Alli, hacemos uso de las siguientes
variables auxiliares:
la variable local s := x — x;, para z € [x;, T;11],
_ Yit1 — Y

las diferencia dividida ¢, :== ——, parai=0,...,n — 1.
Ti+1 — T4

Usando s como nueva variable, podemos reescribir (3.16) compactamente como

L(s) =y + 80, Vs€[0,x1 —x;] (i=0,...,n—1).
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Algoritmo 3.2: Implementacion de una interpolacién lineal a trozos.

Datos: {(zi,¥:)}iz0..n cOn Ty < 1 < ... < Tp, y Un punto v € [zo, =]
Resultado: w = L(v) segun la Definicién 3.4.1
0 <—diff(y)./diff(x) % computar las diferencias divididas;
% hallar el indice i tal que x(i) <= v < x(i+1);
i=1;
mientras z(i) < v hacer
| i i+1
fin
% computar la variable local y evaluar L;
s < v — x(i);
w < y(i) + s0(3) ;

Ejercicio 3.4.1. El Algoritmo 3.2 computa todas las diferencias divididas, lo que es
innecesario si solamente nos interesa evaluar L en un punto. Sin embargo, esto puede
ser 1util si queremos evaluar L en varios puntos a la vez. Modificando el Algoritmo 3.2,
implementar un codigo que permita evaluar L en un vector de puntos v.€ R™ de forma
eficiente, asumiendo que las entradas de v estan ordenadas de forma creciente y pertenecen
al intervalo [zg, z,]. A

En forma similar a la Seccién 3.3, cabe preguntarse qué tan bien podemos aproximar a
una cierta funcién f si usamos su interpolacion lineal a trozos. Concretamente, si tenemos
que y; = f(x;) para todo i = 0,...,n, y construimos la interpolante lineal a trozos L,
queremos estimar la discrepancia entre f y L. Nuestra herramienta principal es el Teorema
3.3.1.

En efecto, supongamos que f es de clase C2, tomemos n+ 1 puntos 7o < 1 < ... < T,y
L la interpolante lineal a trozos por {(x;, f(x;) }i—o,.. . Consideremos un punto x € [z, x,)
fijo: si x = x; para algin ¢ = 0, ..., n, entonces el error de interpolacién es nulo. Si x no
coincide con ninguno de los nodos, entonces x € (z;,x;;1) para algin i = 0,...,n — 1.
Observemos que en ese intervalo estamos haciendo una interpolacién lineal (n = 1) de f,
por lo que podemos usar (3.11): existe un v, € (x;, ;1) tal que

J"(02)

f@) = L(z) = = (z — @i)(2 — i), (3.17)

Esta formula nos da una representacion del error de interpolacién; si queremos estimar
su magnitud, entonces debemos acotar el lado derecho de la igualdad de forma andloga a
como hicimos en la demostracién del Corolario 3.3.2.

Teorema 3.4.1 (estimacién del error de interpolacién lineal a trozos). Sean n+ 1 puntos
T < Ty < ... < Ty, [ una funcion de clase C* en el intervalo [xg, z,], y L la interpolante
lineal a trozos por los puntos {(x;, f(xi))}izo.. n. Entonces, si x € [x;,x;41] para i €
{0,...,n — 1}, se tiene

@) - L) < 1 '/”L”;[“’”“” (= 2) (2111 — 7). (3.18)
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Ademas,
“f//HL‘X’ T0,Tn ‘
1f = Ll (oo < =g =2 mix [y — (3.19)
7=0,....,n—1
Demostracion. Sea x € [z, x;+1] para algun i € {0,...,n — 1}. Tomando valor absoluto

en (3.17), y como v, € (z;, ;1) podemos acotar

| ()l S Lo (i)

y se deduce (3.18). Para probar (3.19), observemos que la funcién nodal

w(x) = (v — x;) (i1 — ), T € [T, ],

alcanza su méaximo en r = %

|21 —xi]?
2

, el punto medio del intervalo [z;,z;11], y éste vale

. Por lo tanto, si x € [z;, z;41], tenemos

" 2
|f(37)—L($)‘ S Hf “L ([xiyzit1]) |CUH_14 ZL‘Z| .

2
Finalmente, usando que ||f"||ro(uiwia) < ooz ¥ que |z — z;* <
MA&X;—o. 1|41 — x;]?, obtenemos

”fHHLOO 0,2 ‘
f(o) = L) < el mdx g -l

Como esto vale para todo x € [zg, x,], deducimos (3.19). O

Ejemplo 3.4.1. Interpolamos la funcién de Runge, con la que ya trabajamos en la Seccion
3.3.2. Consideramos f: [-1,1] = R, f(x) = usamos n + 1 puntos equiespaciados
en [—1,1],

L
1425227

2t
i =—14+—, 1=0,...,n,
n
y construimos la interpolante lineal a trozos de f por estos nodos. Esto es, en la Definicién
3.4.1 tomamos y; = f(z;) para i = 0,...,n. La Figura 3.6 nos muestra el resultado
tomando n + 1 = 21 puntos, y se contrasta notablemente con el panel derecho de la
Figura 3.4: la interpolacion lineal a trozos evita que la funcién interpolante oscile.

También podemos estimar el error de interpolacion usando el Teorema 3.4.1. La derivada
segunda de la funciéon de Runge es

50 (75 — 1
f//<.f1}') — ( z ) 7
(1 + 2522)3
que en valor absoluto alcanza su méximo en z = 0 y es f”(0) = —50. Por lo tanto,

£ oo (1,17 = 50.
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Lineal a trozos con n=20 subintervalos

Figura 3.6: Interpolacién lineal a trozos de la funcién de Runge.

Por otra parte, estamos tomando nodos equiespaciados, por lo que todos los subintervalos
tienen la misma longitud: tenemos el intervalo [—1, 1] partido en n = 20 subintervalos,

por lo que tenemos
1

|IZ‘+1—JI1‘|:1—O \V/Z:O,,’I'L—l
Reemplazando en (3.19), obtenemos que, al realizar una interpolacién lineal a trozos de
la funcién de Runge con 21 nodos equiespaciados, el error en norma del supremo se puede

acotar mediante
50 1 1

Ly < 2 =
||f ||L (-11) = 8 102 16

Mas en general, si en lugar de 21 usaramos n + 1 nodos equiespaciados, entonces cada
subintervalo tendria longitud

2
’$i+1_xi‘:_ VZ:O,,W,—l
n

y llegariamos a la cota del error

50 /2\% 25
1f = Lllpoo(-11) < - (—) =

~— 8 \n n?’
Notemos que || f — L[ zeo(-1,1) — 0 cuando n — oo: a diferencia de lo que ocurria en la
Figura 3.4, ahora tenemos que la sucesion de interpolantes lineales a trozos por n puntos
equiespaciados converge a la funcion. A

3.4.2. Interpolacion ciibica a trozos

La interpolacion lineal a trozos nos da una funcién que no es derivable, y quizés en ciertas
aplicaciones queramos que el grafico resultante sea mas agradable a la vista. Tal como
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ya analizamos (recordar la discusién alrededor de (3.15)), la siguiente opcién natural es
buscar interpolantes cibicas a trozos.

A continuacién discutimos varias alternativas posibles para construir tal interpolante,
dependiendo del tipo de problema que tengamos y de qué propiedades deseemos que
nuestra interpolante tenga. El marco general para las tres interpolantes que analizamos
(de Hermite, splines, y “que preserva forma”) es el siguiente. Dado un conjunto de n + 1
ternas de nimeros reales {(z;, i, d;) }i=o....n, cOn g < ... < ,, buscamos una funcién p
que cumpla:

-----

m paracadai=0,...,n—1,p sea un polinomio de grado 3,

[%3,541]
» paracadai=0,...,n— 1, p(z;) = y;, P'(x;) = d;.

Es conveniente tratar este problema en cada subintervalo por separado. Para probar que
existe un tnico polinomio cibico en el intervalo [z;, z;11] que cumple

p(-l”z) = Yi, p($i+1) = Yi+1, p/(ﬂ?i) = d;, p/(37i+1) = djt1, (3-20)

podemos razonar “a la Vandermonde”’, planteando a p en la base monomial, p(z) =

co + 1 + cox? + ¢33, imponiendo estas ecuaciones y llegando a un sistema lineal 4 x 4
cuyas incognitas son cg, ¢y, c2, c3. Nos vamos a ahorrar el trabajo de ensamblar y resolver

este sistema y simplemente vamos a dar su solucién: para x € [x;,2;41] (i =0,...,n—1),
3h;s? — 283 hf — 3h;s% 4 2s°
p(x) = 5 Y + 13 Yi
! ! 3.21
s%(s — hy) s(s — hy)? (3:21)
+ h,2 di+1 h2 d’L

Aqui, introdujimos la notacién
hi = @iy — a5,

y usamos la variable local que definimos en la Seccién 3.4.1,
Si= — x;.

Ejercicio 3.4.2. Verificar que el polinomio dado por (3.21) cumple las condiciones (3.20).

A

La diferencia entre las tres alternativas que analizamos a continuacion radica en cémo
tomamos las pendientes dy,...,d,. Dependiendo del problema que nos interese, éstas
podrian ser conocidas o no. En caso de que no lo sean, tenemos la libertad de elegirlas a
nuestro criterio.

"Notar que, como el sistema resultante es 4 x 4, no tenemos los inconvenientes que comentamos en las
observaciones 3.2.2 y 3.2.3.
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Interpolacién de Hermite

La interpolaciéon de Hermite parte de una base similar a la de la Seccién 3.3: asumimos
que nuestros datos vienen dados por muestrear una cierta funcién f. Especificamente,
asumimos que existe f: [zg,x,] — R suficientemente regular y tal que

vi = f(x;), di=f'(z;), Vi=0,...,n.

Como las pendientes d, ..., d, son conocidas, simplemente debemos reemplazar los va-
lores correspondientes en (3.21) y logramos construir una interpolante ciibica a trozos
p: [xo,x,] = R, que cumple p(z;) = f(x;), p'(x;) = f'(x;) para todoi =0,...,n.

Definicién 3.4.2 (interpolante cibica a trozos de Hermite). A la funciion p: [zg, z,] = R
construida como se describe arriba se le llama la interpolante ctubica a trozos de
Hermite de f por xzg,...,x,. A

Observacion 3.4.2. En general, la interpolacion de Hermite refiere a interpolar una funcion
f incorporando no solamente sus valores en los nodos (los yo = f(x0),...,yn = f(xn))
sino que también los valores de las derivadas de f en los nodos hasta un cierto orden.
Si queremos que las primeras k derivadas de nuestra interpolante de Hermite a trozos
coincidan con las primeras k derivadas de f, entonces la interpolante debe ser un polinomio
de grado 2k + 1 en cada subintervalo. Por ejemplo, si queremos que nuestra interpolante
tenga iguales derivada primera y derivada segunda en todos los nodos, obtendremos la
llamada interpolante quintica de Hermite, que es un polinomio de grado 5 a trozos. En
este curso nos restringimos a la interpolacién cibica de Hermite, que es la mas utilizada
en la practica. A

De forma anéloga a lo que hicimos en las secciénes 3.3.1 y 3.4.1, podemos estimar el error
de interpolacién al usar interpolantes cibicas a trozos de Hermite. Comenzamos con una
férmula de representacién del error andloga a (3.11).

Teorema 3.4.2 (error de interpolacion cibica de Hermite). Sea f: [a,b] — R una funcion
de clase C*, y consideremos su interpolante cibica de Hermite p por los puntos a y b, esto
es, p es el unico polinomio de grado 3 que cumple p(a) = f(a), p(b) = f(b), p'(a) = f'(a),
p'(b) = f'(b). Entonces, para todo x € [a,b] existe un 7, € (a,b) tal que

(x — a)*(z — b)°

e(w) i= f(z) = pla) = TUUEZIE f (), (3.22)

Demostracion. Sea x € [a, b]. El resultado es trivial si z = a o x = b, por lo que asumimos
x € (a,b). Consideramos la funcién auxiliar G: [a, b] — R,

G(t) = e(t) — e(x) ((; = 332&__?)2.

Como G(a) = G(b) = G(x) = 0, por el Teorema de Rolle podemos asegurar que G’ tiene al
menos dos raices, una en el intervalo (a, x) y otra en el intervalo (x,b). Pero ademés, como
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€ (a) = f'(a) — p'(a) = 0, es sencillo verificar que G’'(a) = 0, y andlogamente G’(b) = 0.
Por lo tanto, deducimos que G’ tiene al menos cuatro raices distintas en el intervalo [a, b].
Ahora argumentamos como en la demostracién del Teorema 3.3.1: aplicando el Teorema
de Rolle sucesivamente llegamos a que G® tiene al menos una raiz en el intervalo (a,b),
a la que llamamos ,, y tenemos

4!
S P

Como p es un polinomio de grado 3, e®(v,) = f®(y,) y despejando e(x) obtenemos
(3.22). O

0=G" (V) = e (V) —

Observacion 3.4.3. En este punto, recomendamos comparar las demostraciones de los
teoremas 3.3.1 y 3.4.2. En ambas demostraciones hacemos aparecer una funcién auxiliar,
dependiente de una cierta variable ¢, que computa el error en ¢t menos el error en x
multiplicado o por un cociente entre polinomios nodales. En ambas demostraciones el
argumento se basa en aplicar el Teorema de Rolle sucesivamente, y para la interpolacion
de Hermite explotamos el hecho de que tenemos €’(a) = €/(b) = 0 elevando al cuadrado el
cociente entre polinomios nodales, lo que nos permite “ganar” dos ceros adicionales para
G’ y por lo tanto llegar a un resultado mas fuerte que si solamente hubiésemos hecho una
interpolacion por (a, f(a)), (b, f(D)). A

Del Teorema 3.4.2 podemos deducir cotas del error de interpolacion cibica de Hermite,
y aplicando estas cotas en cada subintervalo llegamos a estimaciones para el error de
interpolacién cibica a trozos de Hermite.

Corolario 3.4.3 (estimacién del error de interpolacién cibica a trozos de Hermite). Sean

n+ 1 puntos xg < 11 < ... < T, [ una funcién de clase C* en el intervalo [wg, z,], y p
la interpolante cubica a trozos de Hermite por xy, ..., x,. Entonces, si x € [x;,x;11] para
i€{0,...,n— 1}, se tiene
Hf(4)||L°° Z4i,Ti
f(2) = pla)] < o (2 @) (@i — @) (3.23)
Ademds,
_ WMo 3.24
Hf p|’Loo([$07$nD — 384 ji%é,l,),(n(x']+1 Q:_]) . ( . )

Demostracion. La demostracion es analoga a la del Teorema 3.4.1. Sea x € [x;, x;,1| para
algin 7 € {0,...,n — 1}. Para probar (3.23), aplicamos (3.22) en el intervalo [z;, z;1],
tomamos valor absoluto, y como 7, € (z;, x;11) podemos acotar

D) < DN oo i)

Luego, para probar (3.24), basta con notar que

(Iiﬂ - 962‘)4
16

y usar que || f@ | ooz zia)) < @i (o)) ¥ (@ip1 — ) < méxjo, p(zj01 —2;)*. O

(x —2)* (w1 — 96’)2 < Va € [z, zi41],
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Ejemplo 3.4.2. Nuevamente interpolamos la funciéon de Runge sobre n+ 1 nodos equies-

paciados en el intervalo [—1,1], 2; = —1 4 2. Como la derivada primera de la funcién de
Runge es
—50x
/ —_—
f (I) - (1 +25x2)27
en (3.21), para cada i = 0,...,n debemos imponer
1 —50z;
i = i) = T or.2° di = f'(2;) = ——F—53-
vii= Fw) = 55 F@) = G550y

La Figura 3.7 muestra el resultado obtenido con n + 1 = 12 nodos. Podemos usar el

Hermite de grado 3 con n=11 subintervalos

Figura 3.7: Interpolacion de Hermite cibica a trozos de la funcién de Runge.

Corolario 3.4.3 para estimar el error de interpolacion. Al usar n + 1 nodos equiespaciados
en el intervalo [—1, 1], la longitud de cada intervalo es x; 1 —x; = % Con mucha paciencia
(o un poco de Wolfram Alpha), se encuentra que

15000 (31252* — 25027 + 1)
B (2522 + 1)° ’

()
y por lo tanto || f™® || zee—1,1) = F@(0) = 15000. Reemplazando en (3.24), obtenemos

15000 (2)4 625

— 0o ([— < — _—.
||f pHL ([-1,1]) = 384 n n4

Notamos que || f — pl[ze(-1,1) — 0 con n — oo y, en particular para la interpolante con

n = 11 de la Figura 3.7 , hemos probado que

625 B
|f = pllee(-1,1) < 1~ 43 x 1072
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Splines cibicas

Volvamos a nuestro punto de partida (3.20) y (3.21), pero ahora suponiendo que no
conocemos los valores de dy, . .., d,,. Esto es, dados n+1 puntos en el plano {(z;, ;) }izo...n
con rg < 1 < ... < Iy, buscamos una funcién p cibica a trozos, derivable en [z, z,], v
tal que p(x;) = y; para todo i =0,... n.

La idea al construir splines cibicas es lograr que la funcién p sea lo mas regular posible.
En el caso de funciones cibicas a trozos, se toman los {d; };—,.., de modo tal que p sea de
clase C?, esto es, que tenga derivada segunda continua en el intervalo [zg, z,,]. Derivando

dos veces (3.21), obtenemos para cada x € [x;, z;41], 1 =0,...,n — 1,
6h; — 12s5)0; + (6s — 2h;)d; 6s — 4h;)d;
p/l(x) — ( 8) + ( S h2 ) +1 +( S ) , (325)
donde nuevamente usamos la notacion
s=x—x;, hi=x0—x, 0= M
h;
Como p omisq) O UD polinomio, para lograr que p sea C? basta con imponer que las
derivadas segundas se peguen bien en los nodos interiores 1, ..., x,_1. Usamos (3.25) y
obtenemos, para j =1,...,n — 1,
60; — 2d;, 1 — 4d,;
p(a)) = ————— (i = j,s=0en (3.25)),
J
—60,_1 +4d; + 2d,;_
pla;) = — 1; i 20 (i=7—1,5=h; en (3.25)).
j—1

Por lo tanto, si queremos que la interpolante p sea de clase C?, necesitamos que los
coeficientes dy, . . ., d,, satisfagan

60; — 2d;1q —4d;  —60;_1 +4d; + 2d;_4
h]’ hjfl
lo que podemos reescribir como

hjdj_l + Q(hj_l + hj)dj + hj—ldj+1 = 3hj($j_1 + 3hj_15j \V/] = 1, Lo, — 1. (326)

<
I
\.P—‘

co,n—1,

Asi, hemos obtenido un sistema (tridiagonal) de ecuaciones lineales que debemos resolver
para deteminar los valores de dy, .. .,d,. Recordemos que una vez que tenemos hallados
estos valores, nos basta con utilizar la expresién (3.21) para definir la interpolante spline
cubica a trozos p.

Sin embargo, notemos que (3.26) pone requerimientos solamente sobre los nodos interiores,
esto es, nos da n — 1 restricciones. En cambio, tenemos n + 1 incégnitas dy, . .., d,. Aun
tenemos algo de libertad para imponer dos condiciones adicionales. Aqui se abren algunas
posibilidades®:

8Referimos a [Saul2, Seccién 3.4.2] para mas detalles y otras opciones. En ese libro, a la que nosotros
llamamos spline completa se la denomina spline sujetada (clamped).
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» Prescribir los valores de p'(x¢) y p'(z,), esto es, tomar dy y d,, como datos, por lo
que ahora (3.26) corresponde a un sistema de n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas
dyi,...,d,_1. Esta eleccion se llama spline completa.

» Imponer que p”(z) = 0y que p”(z,,) = 0. Esto nos agrega dos ecuaciones adicionales
maés a (3.26) y da lugar a un sistema (n + 1) x (n + 1). Hacer esto se conoce como
tomar una spline natural.

= Buscar que p tenga un poco mas de regularidad cerca de los bordes, esto es, que p
sea de clase C? en los intervalos [z, Ts] y [Zn_2, Z,]. Como p es una funcién cibica
a trozos, hacer esto es equivalente a usar la misma funcién cibica en [xg, z1] que
en [r1,xs] y respectivamente, en [x, o, 2, 1] que en [z, 1,x,]. Esto es, estamos
“eliminando” los nodos x1 y z,_1, y por esta razon a este tipo de interpolante se la
conoce como spline not-a-knot’.

Ejemplo 3.4.3 (spline not-a-knot). Para fijar ideas, vamos a ejemplificar con la dltima
eleccién, la de spline not-a-knot, analizando lo que ocurre en [z, 5]. Tomando derivada
tercera de p en (3.21) en los intervalos [xg, z1] y [z1, 23], obtenemos dos constantes. Como
queremos que la interpolante tenga derivada tercera continua en zy, estas dos constantes
deben coincidir. Asi, obtenemos la identidad

1200 + 6dy + 6dy  —126, + 6dy + 6d,
12 - 12 '
0 1

De la misma forma, imponer que p tenga derivada tercera continua en [z,_s, x,] da lugar
a la ecuacion

—120, 9 + 6dy;, 1 + 6d, o —120, 1 + 6d,, + 6d,, ¢

hiis B hia '
Por lo tanto, al sistema (3.26) le debemos agregar estas dos ecuaciones y obtenemos un
sistema (n + 1) x (n + 1). A

Observacion 3.4.4. En la practica, la eleccién de qué tipo de spline utilizar depende de
la aplicaciéon o de qué propiedades nos parezcan deseables que la interpolante tenga. iNo
hay una opcién “mejor” que otral A

Interpolacion “que preserva forma”

Volvemos a nuestro punto de partida en interpolacién ciibica a trozos: dados n+ 1 puntos
en el plano {(x;, ;) }ico..n con zy < 1 < ... < T, buscamos una funcién p cibica a
trozos, derivable en [zg, x,], y tal que p(x;) = y; para todo i = 0, ...,n. Ya sabemos, por
(3.20) y (3.21), que la funcién p queda determinada si fijamos los valores de dy, .. ., d,.

9Que en inglés significa “no es un nodo”.
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En Octave y Matlab hay una funcién que se llama pchip y que genera una interpolante
“visualmente agradable”!? de los datos. La idea es que la interpolante respete los méximos
y minimos locales, esto es, que no genere oscilaciones mas alla de los valores yo, . . . , Yn.

A continuacion describimos cémo opera la funciéon pchip para definir los valores de
dy,...,d, y, en consecuencia, construir una interpolante cubica a trozos. Referimos a
[Mol04, Seccién 3.4] para mas detalles. Remarcamos, una vez mds, que las elecciones que
tomamos aqui son arbitrarias y responden a criterios cosméticos.

» Parai=0,...,n—1, computamos las longitudes de los subintervalos h; := ;11 —x;
y las diferencias divididas ¢; := 24—
= Supongamos ahora que estamos en un nodo interior, i € {1,...,n — 1}.

e Sid;_10; <0, estamos ante un maximo o minimo local respecto a los valores
de los datos, por lo que imponemos que d; = 0.

e Sid;_10; > 0, entonces se considera una media armonica pesada entre las dife-
rencias divididas, con los pesos dependiendo de la longitud de los subintervalos.
Esto es, se define d; como el valor que cumple

3(hi—1 +hi)  hi—1 +2h; n 2hi_1 + h;
d; G 0; '

= Para determinar dy y d,,, se utiliza lo que se llama una férmula no centrada: por
ejemplo, para definir d; se considera

20 + y1)d0 — Yob1
Yo+ .

d::<

Luego,

e si sgn(d) # sgn(dy), se define dj := 0,
e cn caso contrario, si sgn(dy) # sgn(dy) y |d| > 3|dy|, se define dy := 34,

e en caso contrario, se define dy := d.

El procedimiento para definir d,, es analogo.

Ejemplo 3.4.4. Consideremos los datos de la siguiente tabla:

x[0[1[3]4]5]7
vit[1l22[3]0

0Evidentemente, esta es una nocién subjetiva.
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Construimos interpolantes de estos datos usando una spline not-a-knot y la interpolante
“que preserva forma” dada por pchip. Nuestros resultados se muestran en la Figura 3.8.
La spline muestra una mayor suavidad (es dos veces derivable), pero notamos que la curva
azul puede oscilar mas alla de los valores de los datos. En cambio, la interpolante “que
preserva forma” se ve menos suave pero no genera oscilaciones: el maximo y minimo de la
curva roja se alcanzan en nodos de interpolaciéon. Ademds, en el intervalo [0,1] la curva
roja es constante e igual a 1. A

spline pchip

3 I . . . . 3

Figura 3.8: Interpolacion cubica a trozos.
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Capitulo 4

Ecuaciones no lineales

4.1. Introduccion

En este capitulo analizamos métodos para aproximar raices de funciones. Para fijar ideas,
comenzamos nuestra discusion con funciones f : R — R, y buscamos z* € R tal que
f(z*) = 0. Si f es una funcién lineal, o més en general si contamos con una forma
de computar exactamente la preimagen de 0, entonces el problema es sencillo. Esto se
corresponde con los métodos directos para resolver sistemas de ecuaciones lineales: por
ejemplo, conocemos una formula cerrada para escribir las raices de polinomios cuadraticos
y podriamos utilizarla para —al menos en lapiz y papel— determinarlas exactamente. Los
casos en que tenemos una féormula cerrada para hallar raices son muy particulares, y en
general buscamos una aproximacion de z* mediante métodos indirectos.

Asi, tendremos generada una sucesién {z*} que aspiramos que cumpla z*¥ — 2* con

f(z*) = 0. En analogia a lo que razonamos en la Seccién 2.6, podemos tomar una cier-
ta tolerancia ¢ > 0 y computar elementos de esta sucesiéon hasta que se satisfaga una
condicion de parada asociada a ella. Idealmente, podriamos tomar los errores

¥ = ab —a*, (4.1)

y parar cuando |ef| < e. Este enfoque no parece muy ttil en la préictica, ya que para
computar e¥ debemos conocer z*. Una alternativa computable es utilizar los residuos

= f(a¥)

y parar cuando |r*| < e. Como ya a esta altura podemos esperar, el hecho de que un
residuo “pequeno” en valor absoluto dé lugar a un error “pequeno” en valor absoluto
depende de un cierto nimero de condicién. Notemos, sin embargo, que tal niimero de
condicion no es igual al de la Definicion 1.3.3, ya que nuestro objetivo aqui no es evaluar
f (es decir, hallar sus imégenes), sino hallar preimdgenes del nimero 0. Visualmente, la
Figura 4.1 nos muestra que aqui, si f’'(z*) ~ 0, entonces el problema de hallar raices de f
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2| 2| |
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Figura 4.1: Izquierda: si | f'(z*)| estd lejos de ser 0, la aproximacién de z* es un problema
bien condicionado, porque si f(z*) ~ 0, entonces x¥ ~ z*. Derecha: si f'(z*) =~ 0, la
aproximacién de * es un problema mal condicionado, porque puede pasar que f(z¥) ~ 0
con ¥ lejos de z*.

va a estar mal condicionado. Referimos a [Saul2, Seccién 1.3.3] para mds detalles sobre
el condicionamiento de hallar raices.

Una pregunta fundamental para nosotros es cémo cuantificar la capacidad de un método
dado de aproximar a x*. En la siguiente definicién asumimos que estamos trabajando con
funciones vectoriales f: R™ — R", y que || - || es una norma dada en R”. En el caso escalar
(f: R — R), basta con reemplazar | - || por | - |.

Definicién 4.1.1 (orden y velocidad de un método). Sea f: R” — R". Diremos que un
método convergente para hallar raices de f tiene orden p > 1 si p es el mayor ntimero tal
que la sucesién de errores {€*} cumple

") = O (||le*||”) con k — oo.

En caso de ser de orden p, diremos que tiene velocidad 5 > 0 si

ety
kP T

A

Observacion 4.1.1 (velocidad de convergencia). No todos los métodos convergentes tienen
por qué tener un orden o una velocidad de convergencia. En caso de que un método lo
tenga, por lo general conocer el orden nos da mucho mejor idea sobre cémo aproxima a
la solucién que conocer su velocidad de convergencia. Cuando p = 1, se suele decir que
la convergencia es lineal. En ese caso, para que sea convergente, si tiene velocidad de
convergencia (3 es necesario que sea < 1. En caso de que p > 1, no es necesario que sea
[ < 1 para que el método sea convergente. A
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Buena parte de nuestra discusién va a ser sobre métodos para funciones de R en R. Las
secciones 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 tratan sobre métodos ampliamente difundidos para hallar
raices en ese caso: los métodos de biseccion, de la regla falsa, de la secante, y de Newton-
Raphson. Comenzamos por el que consideramos conceptualmente mas simple, e iremos
estudiando la convergencia, comentando ventajas y desventajas, y realizando pequenas
variantes para proponer el método siguiente. En la Seccién 4.6 hacemos un muy breve
resumen comparativo entre esos métodos. Luego, la Seccion 4.7 analiza los llamados méto-
dos iterativos generales en una variable, que contienen al método de Newton como caso
particular. Finalmente, la Seccion 4.8 trata sobre sistemas de ecuaciones, y basandonos
en nuestro tratamiento de problemas en R, analizamos métodos iterativos para este tipo
de problemas y, particularmente, la extension del método de Newton-Raphson al caso
vectorial.

4.2. Meétodo de biseccion

A diferencia de las ecuaciones lineales, cuyo conjunto de soluciones se puede caracterizar de
forma simple, las ecuaciones no lineales en general no tienen por qué tener solucién unica.
En general, una ecuacion no lineal puede tener una cantidad arbitraria de soluciones, y el
conjunto de soluciones podria ser arbitrariamente dificil de caracterizar matematicamente.
Asegurar que una ecuacién no lineal tiene una soluciéon puede ser una tarea dificil, pero
el Teorema de Bolzano A.2.1 nos da una situacién concreta en la que si podemos logarlo:
toda funcién real continua que tenga un cambio de signo en un intervalo [a,b] tiene al
menos una raiz en dicho intervalo. El Teorema de Bolzano no nos asegura que esa raiz
sea Unica —en general, no lo es—, pero si podemos usarlo en forma iterada de modo de
encerrar a una raiz. Esto da lugar al llamado método de biseccion.

El método de biseccion no es mas que una forma sistematica de ensayo y error. Supon-
gamos que I C R es un intervalo, y que tenemos una funcién f: I — R continua, con
f(a) <0, f(b) > 0 para ciertos a,b € I'. Podemos considerar el punto medio entre a y b,
m = b,
= Si f(m) = 0, conseguimos nuestro objetivo de haber hallado una raiz de f y termi-
namos nuestro trabajo.

= Si f(m) > 0, entonces como f es continua en [a,m]y f(a)f(m) < 0, el Teorema de
Bolzano nos asegura que f tiene (al menos) una raiz en [a, m|. Redefinimos b := m
y repetimos el proceso de biseccién.

= Si f(m) < 0, entonces de la misma manera tenemos garantizado que f tiene (al
menos) una raiz en [m, b]. Redefinimos a := m y repetimos el proceso de biseccién.

!Naturalmente, el razonamiento es andlogo si f(a) > 0, f(b) < 0.
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En forma de pseudo-cédigo, este método se describe en el Algoritmo 4.1.

Algoritmo 4.1: Pseudo-cédigo: biseccion.
Datos: a < b € R, f continua en [a,b], con f(a)f(b) <0, tol>0
Resultado: un nuevo intervalo [a, b], que contiene una raiz en [a, b] y de longitud
b—a < tol

mientras b — a > tol hacer

a+b.
m <= 75

si f(m) =0 entonces
| break

fin

si no, si f(a)f(m) < 0 entonces
| b+ m

fin

en otro caso
I a+m

fin

fin

Observacion 4.2.1 (orden y velocidad). Formalmente, el método de biseccién no genera
una sucesiéon {2*} que converge a una rafz z*, sino una sucesidn de intervalos que van
atrapando a x*. Vamos a llamar a este tipo de métodos como de encierro®. Para este
método no tiene sentido definir el error como en (4.1), pero la longitud del intervalo [a, b]
nos da una cota superior para el error. Si usamos como estimacién del error la longitud
del intervalo de busqueda [a,b], y observamos que en cada paso esta longitud se reduce
a la mitad, deducimos que el método de biseccién es de primer orden, y tiene
velocidad de convergencia igual a 1/2. En lenguaje més préctico, como log,(10) = 3,3,
tenemos que cada aproximadamente 3 pasos nuestro intervalo de bisqueda gana un digito
de precision para aproximar z*. A

Observacion 4.2.2 (lento, pero seguro). El método de biseccion tiene dos caracteristicas
particulares. En primer lugar, tiene la desventaja de que usa informacion muy cruda de
f: solamente considera su signo y no sus valores. Incluso si f fuese una funcion lineal
el método no convergiria en una sola iteracion a menos que la raiz de f fuese el punto
medio del intervalo inicial de busqueda. Esta limitacién se contrasta con el hecho de que
el método de biseccién nos garantiza la convergencia a una raiz. JAN

Observacion 4.2.3 (converge pero, ia donde?). Notemos que si f tiene mas de una raiz
en el intervalo inicial de bisqueda [a, b], entonces puede no ser sencillo determinar hacia
qué raiz converge el método de biseccion. A

2Lo mas habitual es utilizar la palabra del inglés bracketing.
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4.3. Meétodo de la regla falsa

Tal como comentamos en la Observacion 4.2.2, el método de biseccion tiene la desventaja
de usar informaciéon muy cruda sobre f. La idea en el métdo de la regla falsa (también
llamado método de regula falsi) es incorporar informacién sobre los valores de f y
mantener la garantia de convergencia para funciones continuas con un cambio de signo.

El punto de partida de este método es el mismo que en el de la biseccién: tenemos dada
una funcién f continua y que tiene un cambio de signo en el intervalo [a, b]. La diferencia
entre el método de la regla falsa y el método de biseccion esta en cémo definimos el nuevo
intervalo de bisqueda: ahora, consideramos la interpolante lineal por (a, f(a)) v (b, f(b))
y tomamos m como el punto en el que esa funcion lineal se anula:

m:a_f(a)(b_a) :af(b)_bf(a’) (42)

f)=fla)  f(b) = fla)
Luego, se procede como en el método de biseccién, y se determina el nuevo intervalo de
busqueda como [a, m] o [m, b] segin cudl de los dos presente el cambio de signo al evaluar
f en sus extremos. [lustramos la diferencia entre los métodos de biseccién y de la regla
falsa en la Figura 4.2.

Mbis My~

-1} (o, f (5)3\

0 0,5 1 1,5 2

Figura 4.2: Comparacion entre cémo se toma el nuevo punto m para los métodos de
biseccién (my,s) v de la regla falsa (m,). A la recta marcada en azul se le llama la secante

al grafico de f por (a, f(a)), (b, f(D)).

Observacion 4.3.1 (método de encierro). Como el método de la regla falsa es un método
de encierro, si tenemos una funcién f: R — R e inicializamos el método con dos puntos
a,b tales que f(a)f(b) < 0, entonces podemos asegurar su convergencia a una raiz de

[ A

Parece tentador pensar que el método de la regla falsa es de mayor orden que el de
biseccién, ya que incorpora informacion sobre cuanto vale f y no solamente su signo. Sin
embargo, tal como muestra el siguiente ejemplo, en general no podemos asegurar que este
método converja més rapido que linealmente.
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Ejemplo 4.3.1. Buscamos computar log3 ~ 1,0986 a partir de hallar la raiz de f(z) =
3e~* — 1. Inicializamos el método de la regla falsa con

a=0 = f(a)=2>0,
b=2 = f(b)=3e"2—1~ —0,5940 < 0,

y computamos algunos iterados en la siguiente tabla.

n|a b m (ver (4.2)) | f(m) | ef:=m —log3 ef—:
110 2 1,5420 —0,3582 0,4434 —

2 10| 1,5420 1,3078 —0,1888 0,2092 0,47
3101 1,3078 1,1950 —0,0919 0,0964 0,46
4 10| 1,1950 1,1425 —0,0430 0,0439 0,46
50| 1,1425 1,1185 —0,0197 0,0199 0,44
601 1,1185 1,1076 —0,0089 0,0090 0,45

Hay dos hechos que resultan llamativos. En primer lugar, el punto a permanece fijo en la
iteracion, esto es, en todos los pasos tomamos a = 0, pues el punto m computado verifica
f(m) < 0y por lo tanto al iterado siguiente se toma b <— m. Como a estd a una distancia
“orande” de la raiz log 3, esto implica que si pusiéramos un criterio de parada como en
el Algoritmo 4.1 con tol suficientemente pequena la iteracién no pararia nunca®. En este
sentido, la longitud del intervalo de buisqueda no parece ser un buen indicador de qué tan
cerca estd el método de converger. Podria parecer mas razonable tomar como indicador
de error la distancia entre m y log 3, como tomamos en la pentultima columna de la tabla;
aqui estamos haciendo la “trampa” de que damos por conocido el valor de z* que estamos
aproximando. All{ surge el segundo hecho llamativo: los errores computados de esta forma
decrecen linealmente, y la velocidad de convergencia parece ser apenas menor que 1/2.
En este ejemplo, no parece claro que el método de la regla falsa se desempene mejor que
el de biseccién. A

Ejercicio 4.3.1. El objetivo de este ejercicio es generalizar el Ejemplo 4.3.1. Consideremos
una funcién f: R — R de clase C?, tal que f” > 0.

1. Demostrar que f es estrictamente convexa, esto es, que para todos a,b € R, A €
(0,1), se cumple
F{1=XNa+ ) < (1 —=XN)f(a)+ Af(D).

[Sugerencia: observar que f’ es creciente y usar el Teorema de Lagrange A.2.3 en los
intervalos (a, (1 — A)a+ Ab) y ((1 — X)a + A\b,b).]

2. Supongamos que, como en el Ejemplo 4.3.1, existen puntos a < b tales que f(a) > 0,
f(b) < 0y se inicializa el método de la regla falsa con estos puntos. Demostrar que
en todas las iteraciones se tiene f(m) < 0, y por lo tanto el punto a permanece fijo
a lo largo de la iteracion.

3En este caso, bastarfa que fuera tol< log 3 ~ 1,0986.
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3. Anélogamente, probar que si existen puntos a < b tales que f(a) < 0, f(b) > 0
y se inicializa el método de la regla falsa con estos puntos, entonces en todas las
iteraciones se tiene f(m) > 0y por lo tanto b permanece fijo en la iteracion.

A

4.4. Método de la secante

El método de la regla falsa corre el riesgo que uno de los extremos en el intervalo de
busqueda quede fijo a lo largo de la iteracion, lo que hace que el método sea un poco rigido.
Una alternativa simple es forzar al método a actualizar alternadamente los extremos
del intervalo de busqueda. Sin embargo, esto implica que perdamos el control sobre que
haya un cambio de signo en el intervalo de busqueda, por lo que lo que ganamos en
flexibilidad del método lo podemos perder en la certeza de que sea convergente para
funciones continuas con un cambio de signo.

Sea f: R — R. El método de la secante genera una sucesién {z*} a partir de dos
iterados iniciales 2°, 2!, y calculando la interseccién de la recta secante al grafico de f
por (z°, f(22)), («!, f(z')) con el eje de las x. A diferencia del método de la regla falsa,
este método no revisa el signo de f(x**1) para definir a cudl de los puntos z¢~1 o a*
descartar. Como este no es un método de encierro, la notacion que estamos usando es
un poco distinta; sin embargo, dados puntos a = z*, b = z*~!, para computar el iterado
siguiente simplemente necesitamos usar (4.2):

:L'k—H — {L‘k _ f(a:k)(ajk_l B a:k) _ xk f(xk_l) B xk_l f(xk) ) (43)

flak=t) = f(@*) R €

Para comparacién futura, notamos que también podemos escribir esta definicién como

oh = gk — _f(xk) donde s*: f(t) - f(wk_l). (4.4)

s =
sk ’ xk — k-1

Observacion 4.4.1 (no certeza de convergencia). Es muy simple observar que el método
de la secante no tiene por qué ser convergente, y ni siquiera la iteracién tiene por qué
estar bien definida. En efecto, si f(z¥71) = f(2*), entonces la recta secante al grafico de
f por (871 f(2*71)), (2%, f(a*)) es paralela al eje de las z y por lo tanto la interseccién
entre ambas es vacia.

Un ejemplo sencillo de no convergencia del método de la secante es tomar la funcion

f(x) = |z|, con 2° =1, ' = —2. Usando la definicién (4.3) y un argumento de induccion,
se deduce que 2% = (—1)¥2F = (—2)* para todo n € N y por lo tanto el método es
divergente. A

En general no podemos garantizar la convergencia del método de la secante. Sin embargo,
si podemos hacerlo en caso de que nuestros iterados estén lo suficientemente cerca de la raiz
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que queremos aproximar y, bajo condiciones adecuadas en la funcién f, esta convergencia
es superlineal. Llamamos ® al nimero aureo

14+/5
. +2f

~ 1,618,

que es la raiz positiva del polinomio p(z) := 2% —z — 1.

Teorema 4.4.1 (convergencia y orden del método de la secante). Sea f: I — R una
funcion de clase C?, y x* un punto interior a I y tal que f(x*) =0, f'(z*) # 0. Entonces,
existe un & > 0 tal que si [2° — 2*| < 0, |2' — 2*| < 0, el método de la secante (4.4)

converge a x*, y la convergencia es con orden (por lo menos) & = %5

Demostracion. Para mayor claridad, partimos la demostraciéon en tres etapas.

1. Convergencia. En primer lugar, veamos que el método es convergente. Sea o := f'(z*).
Como «a # 0, por simplicidad en este paso asumimos « > 0. Al ser f’ continua, existe un

0 > 0 tal que
0< %Ta < fl(z) < %)é Ve e (2" —d,2" 4+ 6) = . (4.5)

Dados 2*~!, 2%, aplicamos el Teorema de Lagrange A.2.3 dos veces: por un lado, tenemos

que s* = f’(c) para algtn ¢, entre 2*~! y 2. Por otro lado, existe un ¢ entre z* y a*
tal que
o f@N) = f@) O f@h) .
"(¢p) = = = f(zF) = £ (&) (=" — z%).
freg =TI 2 S o) = Pt - o)
Usando (4.4), podemos escribir entonces
k ~ k *
$k+1—$*:$k—$*—f<i):Ik—x*—f,(ck)sx —iL')
s f'(cx)
Como z*~1, 2% 2% € I;, también tenemos que ¢, & € I5 y podemos usar (4.5) para acotar
(¢ Sa/4 2|e¥
|6k+1|:|€k| 1_f<ck) §|6k| 1— Oé/ _ ’6”
f(cx) 3a/4 3

donde e* := 2% — 2* es el error en el paso n-ésimo. Deducimos entonces que si 20, z! € I;

entonces el método es convergente, y lo hace al menos linealmente y con velocidad %

2. Cota para el error. Comenzamos observando que, dados 2~ y ¥, el siguiente iterado

2F*1 se computa intersectando la interpolante lineal por (z*~1, f(2*1)), (2%, f(2%)) con el
eje de las x. De acuerdo a lo que discutimos en la Seccién 3.2 (o a (3.16) especificamente
para una interpolacién lineal), esta interpolante estd dada por

L(z) := f(2") + s*(z — a"),
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donde s* estd dado por (4.4). En particular, tenemos que L(z*"') = 0. Ademds, como
f(z*) = 0, podemos escribir

L(z") = f(z") = f(a") + s*(2" = a®),

y restando L(z*1)

= 0 de esta ultima igualdad llegamos a
L(z*) — f(z*) = f(a®) + s"(a* — 2*) — [f(xk) + sF (g — mk)] = —gFeltt, (4.6)

Por otra parte, como L es una interpolante lineal para f en I, podemos utilizar el Teorema
3.3.1 (o la férmula (3.17) especificamente para una interpolacién lineal) para escribir

L(QT*) o f([L'*) _ f”(’yﬂc*)(x* . [L’k_l)(l'* . xk) — f”(’yk-i-l)ek—lek

4.7
’ . S @
para algin 7j41. Combinando (4.6) y (4.7), obtenemos

okl — _f”(’YkJrl)ek—lek. (4.8)

2sk

3. Orden de convergencia. Ahora, queremos controlar los factores que no involucran al
error en el lado derecho en (4.8). Por un lado, tenemos |f”(vit1)| < |[f”|lze(r). Por
otro lado, como f'(z*) # 0, usando el Teorema de Lagrange A.2.3 y el hecho de que f’ es
continua, se deduce que existe un € > 0 tal que |s¥| > e si 2571, 2* estan lo suficientemente
cerca de x*.

Tomando valor absoluto en (4.8) y definiendo M := M%, tenemos

|€k+1’ S M|ekek_1\.

Asumamos que el método converge con orden p y velocidad C, esto es, que para k sufi-
cientemente grande se cumplen |efT!| ~ C|ekP v |e¥| ~ C|e*~1P. Reemplazando arriba,
tenemos

ClekP S MC|eF P = |eb| < Mv|eb! |5

Como tenemos |e¥| ~ C|ef=1P vy |ef| < M%|ek_1]pr#, deducimos que el orden p debe

cumplir

+1 )
b= p_’ o equivalentemente p2 —p—1=0.

Concluimos que el orden de convergencia es p = ® = %‘F’ O

Observacion 4.4.2 (cuenca de convergencia). El Teorema 4.4.1 nos dice que, bajo condi-
ciones adecuadas, si el método de la secante es inicializado lo suficientemente cerca de
la raiz entonces es convergente. Notemos que de la demostracion se deduce una forma
para estimar un § > 0 que garantice la convergencia: basta con tomar § de modo que la
derivada f’ varie lo suficientemente poco (en el sentido de (4.5)) en un entorno de centro
x* y radio 0. De todos modos, estimar el valor de J es un tema delicado en general, ya
que si no conocemos x*, parece dificil que podamos conocer f’(z*) con exactitud. A
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Observacion 4.4.3 (velocidad de convergencia). De la demostracion del Teorema 4.4.1,
incluso podemos estimar la velocidad de convergencia del método. En efecto, si ahora ya
asumimos que el método converge con orden ¢ y volvemos a (4.8), podemos afinar nuestra
cota para M y aproximar

f"(z")
2f"(x

Floman) = f(2%), s~ fat) = M~ ‘

~—

Como la velocidad de convergencia que estimamos era C' = M é, podemos estimar la
velocidad del método como )
f'@) |®

“F o)

[lustramos el Teorema 4.4.1 con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4.1. Repetimos la consigna del Ejemplo 4.3.1, pero ahora usamos el método
de la secante inicializado en los mismos puntos 2° = 0, ! = 2. Computamos algunos
iterados en la siguiente tabla.

k| okt ok | 2R (ver (4.4)) | eFHL = 2t —log 3 ‘ch“_+|‘;l
1] 0 2 15420 0,4434 0,5245
2 2 1,5420 0,8465 —0,2521 0,9398
3| 1,5420 | 0,8465 1,1557 0,0571 0,5311
4 10,8465 | 1,1557 1,1056 0,0070 0,7144
5| 1,1557 | 1,1056 1,0984 —0,0002 0,6221
6 | 1,1056 | 1,0984 1,0986 7x 1077 0,6712

La tultima columna nos indica que el orden de convergencia observado es ®, con una
velocidad de convergencia alrededor de 0,67. De acuerdo a la Observacion 4.4.3, como en
este ejemplo tenemos f'(z*) = —1, f”(z*) = 1, esperamos convergencia con velocidad
2=/ ~ (,65. A

4.5. Método de Newton-Raphson

El método de la secante propone computar iterados a partir de la interseccién del eje de las
x con la recta secante al grafico de f por los dos iterados anteriores. Esa recta secante tiene
pendiente s* (ver (4.4)); si 2¥ y 2%71 estan lo suficientemente cerca, podemos considerar

la aproximacion
f(@?) — f(a* )

sh = P f(z®).
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Esto invita a considerar la siguiente iteracién para hallar raices de f,

k+1 . _ k _ fz*)
f(@k)’
el llamado método de Newton-Raphson. Gréaficamente, este método se corresponde

con computar la recta tangente al gréfico de f por el punto (2%, f(2*)) e intersecarlo con
el eje de las = (ver Figura 4.3). En efecto, tal recta tangente estd dada por

y = fla") + f(2*)(z - a"),

e imponiendo y = 0 arriba y despejando z se llega facilmente a (4.9).

(4.9)

0 05 1

Figura 4.3: Método de Newton-Raphson.

Ejemplo 4.5.1 (el retorno de Herén). Sea a > 0, y consideremos f(x) = x* — a, que

tiene una raiz en * = /a. Dado 20, la iteracién de Newton-Raphson estd dada por
)

X

K+l _ k fa) (xk)2—_a ezt a 1<$k+ a>.

X
ST S B

20k 2
Ya nos encontramos con esta iteraciéon (con a = 7) al principio del semestre, en la Seccién
1.2.3: el método de Herén para calcular raices cuadradas es justamente el método de
Newton-Raphson aplicado a la funcién f(r) = 2? — a. Recordamos que en esa seccidn,
demostramos —sin decirlo explicitamente— que el método converge con orden cuadratico;
ver la férmula (1.1). A

Observacion 4.5.1 (Taylor camuflado). Otra forma de pensar en el método de Newton es
como la iteraciéon que resulta al linealizar f alrededor de z*, esto es, de aproximar f por
su polinomio de Taylor de grado 1 en el punto x*. En efecto, tal linealizacién indica

fla) = T f(z;2%) = f(a*) + (") (@ — 2").

Como este polinomio es lineal, resulta trivial hallar su raiz y asi queda definido z**! de
la misma forma que en (4.9). A
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Observacion 4.5.2 (comparacién con secante). El método de Newton-Raphson no solo
utiliza los valores de f, sino que también incorpora informacién sobre f’. Por lo tanto,
es de esperar que presente una convergencia de mayor orden que el de la secante. Sin
embargo, requiere que tengamos acceso a f’, lo que no siempre tiene por qué ocurrir en
la practica. A

El método de Newton-Raphson en general no nos garantiza la convergencia hacia la raiz
pero converge cuadraticamente bajo condiciones adecuadas, tal como ocurre en el Ejemplo
4.5.1.

Teorema 4.5.1 (convergencia y orden del método de Newton-Raphson). Sea f: I — R
una funcién de clase C%, y x* un punto interior a I y tal que f(z*) = 0, f'(z*) # 0.
Entonces, existe un § > 0 tal que si |2° — x*| < 6, el método de Newton-Raphson (4.9)
converge a =, y la convergencia es con orden (por lo menos) cuadrdtico.

Demostracion. Postergamos la demostracion de que la iteracion de Newton-Raphson es
convergente; ver el Corolario 4.7.3 abajo. Para probar que el método es de segundo orden,
planteamos un desarrollo de Taylor para f alredor de z*, evaluado en x*,
"
0

0= fa) = fa) + Fe)a — %)+ L e g
para algiin 6, entre 2* y 2F. Como f’ es continua (pues f € C?), f'(z*) # 0, y el método
es convergente, existe ko tal que f’(x*) # 0 para todo k > ko. Combinamos la definicién
(4.9) con el desarrollo de Taylor y obtenemos

Ik e a:;
Pl — phtl xR J{/((x% ot = ;f/((xkk)) (:IZ'* . xk)Q _ fo,ixkk)) <€k)2.

Por lo tanto, tomando limite en k, como z* — z* y 6§, — 2* (porque esta encerrado entre
*y a¥)
9

[ _ 17O, 1 ()]
[er > 207 20 (@)

Si f”(x*) # 0, esto demuestra la convergencia con segundo orden y velocidad

5]
2P )] b

f"(x*) = 0, observamos que la convergencia podria ser de mayor orden.

Observacion 4.5.3 (condiciones favorables y desfavorables). El Teorema 4.5.1 nos da con-
diciones en las que podemos asegurar que el método de Newton-Raphson converge con
(al menos) segundo orden, y nos da una pauta de que si f”(z*) = 0 entonces podemos
esperar que la convergencia sea de mayor orden. Por otra parte, cabe preguntarse qué
ocurre con la iteracién si f'(x*) = 0 o f no es derivable en z*, ya que ese caso no estd
en las hipdtesis del teorema. Damos tres ejemplos sencillos para ilustrar lo que ocurre en
estos casos.
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1. Sea f: R — R, f(x) =z + 2*, cuya tnica raiz es z* = 0. Comenzamos con z° > 0
suficientemente pequeno, y la iteraciéon de Newton-Raphson (4.9) para este problema

" R o B R S s
7/(a) T3 14360
k

X

Como estamos aproximando la raiz z* = 0, tenemos e* = z* para todo k y por lo
tanto obtenemos
2Je"? k|3
— < 2|e")°.
1 + 3|e*|?

Por lo tanto, en este caso el método converge con orden p = 3.

] =

2. Sean v > 1y f: R = R, f(z) = |z|7, cuya unica raiz es z* = 0. Notamos que
f'(z) = ~|z|""tsgn(z) y por lo tanto f'(x*) = 0. Comenzamos con z° > 0, lo que
da lugar a 2* > 0 para todo k, y la iteracién para este problema queda,

k\v 1
xkﬂ:xk_L:xk 12\
Y@kt gl
Por lo tanto, la sucesion de errores aqui cumple
k+1 1
L
€ v
y deducimos que el método de Newton-Raphson converge linealmente y con veloci-
dad 1 -2 € (0,1).

3. Consideramos f: R — R, f(z) = |z|?, pero ahora suponiendo 0 < v < 1. Se puede
realizar el mismo razonamiento del punto anterior, con la salvedad de que ahora f
no es derivable en x* = 0, y llegamos a

k+1 1
C o —1--
ek ¥
Como 0 < v < 1, tenemos 1 — %y < 0. De hecho, si 1/2 < 7 < 1 atn tenemos

-
7

< 1 y podemos garantizar que el método converge linealmente. Si 0 < v <

1

1/2, entonces ‘1 -5 >1y tendremos |e*| — oo. Finalmente, en el caso limite

v = 1/2, la iteracién de Newton-Raphson permanecerd “rebotando” entre 2% y —x°.

A

Ejemplo 4.5.2 (cuencas de convergencia). El comportamiento del método de Newton-
Raphson comenzando lejos de las raices puede ser un tanto erratico. Consideremos f: R —
R, f(z) = (x + 3)(x — 1)(z — 4). Es evidente que esta funcién tiene raices —3,1,4.
Implementamos en Octave la iteracion de Newton-Raphson con el criterio de que pare
cuando el valor absoluto entre dos iterados sucesivos sea menor que 1e-3, e inicializamos
el método en 2° = 2,352, 2° = 2,353, y 2° = 2,354. La siguiente tabla muestra los
resultados que obtenemos.
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k120 =2352] 20 = 2,353 | 2° = 2,354
1| —0,7760 | —0,7843 | —0,7927
2 | 23218 2,3590 2,3077
3| —05469 | —0,8356 | —1,2179
4| 16331 2,6180 11,0674
5| 09047 | —11,1912 | 17,8614
6 | 0,9994 — 17,4866 5,8484
7 | 1,0000 —5,1489 4,6860
8 — —3,7926 4,1481
9 — ~3,1671 4,0094
10 - —3,0100 4,0000
11 — —3,0000 4,0000
12 — —3,0000 —

iUna perturbacién del orden de 1072 en el iterado inicial afecta a qué raiz converge el
método! A

4.6. Resumen: una muy breve comparacién

Hasta aqui, hemos cubierto los siguientes métodos para hallar raices de funciones de una
variable: biseccién, regla falsa, secante, y Newton-Raphson. Referimos al material [Pich]
para mas ejemplos y discusién sobre estos métodos.

Los métodos de biseccion y de la regla falsa son de encierro: nos aseguran la convergencia
si nuestra funcion es continua y le encontramos un cambio de signo. La contracara es que
son métodos de primer orden, por lo que la convergencia puede ser lenta.

El método de la secante propone una variante sobre el de la regla falsa, con una conver-
gencia de orden ® > 1. Sin embargo, para garantizar que este método sea convergente
necesitamos inicializarlo lo suficientemente cerca de la raiz buscada. Por esta razén, puede
ser conveniente —tal como hacen funciones de Octave como fzero— implementar la estrate-
gia de comenzar con unos iterados con métodos de encierro (de convergencia segura, pero
lenta) e ir ensayando pasos con métodos de mayor orden pero cuya convergencia no esta
garantizada. En la medida que los métodos de orden alto muestran un comportamiento

estable, se los usa.?.

Por otra parte, el método de Newton-Raphson es atin de mayor orden que el de la se-
cante, ya que bajo condiciones adecuadas es de segundo orden; esto tiene sentido, ya que
incorpora informacién no solo sobre los valores de f sino sobre los de su derivada f’. Sin
embargo, para aplicar este método se requiere evaluar f’, lo que no siempre estd disponi-
ble en la préactica. Al igual que el método de la secante, para que el de Newton-Raphson

4De hecho, fzero utiliza tanto el método de la secante como la llamada Inverse Quadratic Interpo-
lation, que es otro método répido pero no necesariamente convergente. Referimos a [Mol04, Seccién 4.6)
para mas detalles.
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converja se requiere inicializarlo lo suficientemente cerca de la raiz deseada. De todos mo-
dos, el método de Newton-Raphson es ampliamente utilizado en la practica para hallar
raices de funciones reales. También es un ejemplo de un método iterativo general, tema
que analizamos en la préxima seccién.

4.7. Meétodos iterativos generales

Seguimos con nuestra busqueda de métodos para computar raices de funciones f: R — R.
En analogia con lo que realizamos en la Seccién 2.6.4 para el tratamiento de sistemas de
ecuaciones lineales, proponemos transformar nuestro problema de hallar raices en uno
equivalente de hallar puntos fijos. Esto es, buscamos una funciéon g: R — R tal que

f(z*)=0 & g(z") = 2", (4.10)

y proponemos un método de la forma

{alzn i

Nos referiremos a un método que se pueda escribir de esta forma como un método
iterativo general.

De nuestra experiencia en la Seccién 2.6.4, podemos esperar que no siempre esta iteracion
sea convergente: para sistemas de ecuaciones lineales, el radio espectral de la matriz de
iteracion tiene un rol fundamental. Como el radio espectral de una matriz es el mayor
médulo de sus valores propios (complejos), recordar la Definicién 2.6.2, aqui podemos
esperar que la derivada ¢’ juegue un rol andlogo. Como muestra el Corolario 4.7.2 (ver
abajo), para que (MIG) sea convergente basta con asegurar que |¢| sea menor a 1 a lo
largo de la iteracién.

Naturalmente, dada una funciéon f: R — R, existen infinitas formas posibles de elegir

g de modo que se cumpla (4.10). Por ejemplo, podriamos tomar g(x) := = — f(z), o

podriamos considerar g(z) := x — ]{,((9;)). Esta ultima opcion se corresponde al método de

Newton-Raphson (4.9); por lo tanto, dicho método cae dentro de la familia de métodos
iterativos generales.

Ejemplo 4.7.1 (distintos MIGs). Buscamos aproximar la raiz z* = 2 de la funcién
f(x) = 2® — 2 — 2. Para ello, tomamos 2° = 1,5 y consideramos las siguientes funciones:

-1 —-2=08z=1"-2~ g (x) =2" -2,

P —r-2=0&1"=0—-2~ gr) = Vo +2
, 2 2
rr—r—-2=0cz(r-1)=20=1+—~gs3(z) =1+ —,
T T
2+ 2
20— 1

P —r—-2=01"-1=2220—1) =22 +2~ gyz) =
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Observamos que, por construccion, las funciones ¢y, ... g4 satisfacen (4.10). Implementa-
mos en Octave un cédigo que compute la iteracion (MIG) para estas cuatro funciones y
mostramos los primeros iterados a continuacion.

k| (MIG) con g1 | (MIG) con g5 | (MIG) con g5 | (MIG) con g4
0 15 15 15 15

1 0,2500 1,8708 2,3333 2,1250

2 —1,9375 1,9674 1,8571 2,0048

3 1,7539 1,9918 2,0769 2,0000

4 1,0762 1,9980 1,9630 2,0000

El comportamiento de las cuatro iteraciones es bien diferente. La iteracion con g; parece
no estar convergiendo, mientras que las otras tres si. La iteracién con g, parece ser la de
convergencia mas rapida. De las otras dos, la iteracién con gs se comporta mondtonamente
y parece estar convergiendo més rapidamente que la que usa g3, que oscila. Notemos
también que la iteracién con g4 corresponde al método de Newton-Raphson (4.9). A

4.7.1. Convergencia

La siguiente definiciéon nos permite dar una condiciéon compacta para asegurar la conver-
gencia de un método iterativo general.

Definicién 4.7.1 (funcién contractiva). Una funcién ¢g: R — R se dice contractiva en
I C R siexiste 0 <m < 1 tal que

9(x) = g(y)| <mle—y| Yo,yel. (4.11)
A

Ejercicio 4.7.1. a) Demostrar que toda funcién contractiva en un intervalo I es conti-
nua en todo punto x € I. Més aun, probar que si g es contractiva en I entonces es
uniformemente continua en I.

b) Probar que si g es una funcién derivable en I, y existe un A < 1 tal que |¢'(z)| < A
para todo x € I, entonces g es contractiva en [.

A

El siguiente es un resultado muy general, que en nuestro contexto nos permite asegurar
la convergencia de (MIG).

Teorema 4.7.1 (de punto fijo). Sea I C R un intervalo cerrado, y sea g: I — I una
funcién contractiva. Entonces, existe un tinico z* € I tal que g(x*) = x*. Mds ain, para
todo x° € I, si se define la sucesion {x*}ren mediante (MIG), se tiene

lim 2" = 2*.
k—oo
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Demostracion. Sea m < 1 como en (4.11). Procedemos en tres pasos.

1. Unicidad del punto fijo. Supongamos que ¢ tiene dos puntos fijos, esto es, que existen
x*,y* € I tales que g(z*) = x*, g(y*) = y*. Entonces, tenemos

2" =y = 1g(z") — g(y")| < m|z® —y"].
Por lo tanto, como m < 1, solamente puede ser x* = y*.
2. La sucesién dada por (MIG) es de Cauchy. Dado 2° € I, definimos {2*},cn mediante
(MIG) y probemos que es de Cauchy. Dado € > 0, basta con probar que existe ky > 0 tal

que si k,j > ko, entonces |2/ — 2¥| < €. Sin perder generalidad, asumimos k < j := k + £.
Entonces, aplicando la desigualdad triangular sucesivamente, tenemos

|xk _Ij| < |xk _Ik+1| + |xk+1 _xk+2| +o+ |l,k+£—1 _$j| — Z|xk+i _xk+i+1|‘

Ahora, para cualquier i = 0,...,¢ — 1, usando la definicién (MIG) y el hecho de que g es
contractiva, tenemos

‘xk-i-i _ $k+i+1| — ( k—i—i—l)

lg(x
< m|x

— g(a"*)]

kti—1 _ xk+i| <. ke+i

.<m 1.

2% — 2

Por lo tanto, obtenemos

-1 £-1
ok — 2| < Z |xk+i _ xk+i+1| <|2° — 2! (ka+i>
' i=0

1— Y4
1o (o] < ().

donde en el 1dltimo paso usamos la suma geométrica Zf;é m' = 11__%. Como 1 —mf<1
y |zt — 2%, 1 — m estdn fijos, el término de la derecha tiende a 0 con k — oo. Por lo
tanto, tomando kg suficientemente grande podemos afirmar que si j > k > ko entonces

|z* — 27| < €. Esto quiere decir que {z*} es de Cauchy.

3. Existencia del punto fijo. Como el intervalo I es cerrado y {2*} es de Cauchy, tenemos

que {z*} tiene limite en I. Sea z* tal limite. Solamente nos falta demostrar que z* es un
punto fijo para g. Como g es contractiva en I, es continua (Ejercicio 4.7.1, parte a)) y por
lo tanto
g(z*) = lim g(z*) = lim 2" = 2%,
k—o0 k—o0
Observamos, ademas, que como por el paso 1. solamente puede haber un punto fijo,

tenemos ¥ — 2* independientemente de cémo elijamos z°. O

Observacion 4.7.1 (completitud). En el Teorema 4.7.1, es fundamental asumir que el
intervalo I es cerrado; remarcamos que I incluso podria ser una semirrecta [a,00) o
(—00, a], o incluso todo R. La propiedad subyacente que estamos usando es la completitud
de I, que nos permite afirmar que toda sucesién de Cauchy en [ tiene limite en [. A
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Ya tenemos los ingredientes necesarios para dar condiciones que nos permitan asegurar la
convergencia de (MIG).

Corolario 4.7.2 (convergencia de (MIG)). Sea x* un punto fijo de g y supongamos que
existe un entorno Iy = (z* — 6,2* +0) en el que g es contractiva. Entonces, si 2° € I, la
sucesion {x*}ren dada por (MIG) verifica

o els VE, lim 2% = z*.
k—o0

En particular, por el Ejercicio 4.7.1, parte b), esta conclusion vale si g es derivable en I5
y se tiene |¢'(z)| < m < 1 para todo x € 1.

Demostracion. Sea z° € I5. Nos bastz} con hallar un intervalo cerrado j(; C Is que contenga
a2V y a x*. En efecto, supongamos Is = [z* — 0§, 2% + 0] para algin 0 < § < 4. Como g es
contractiva en I, es facil verificar que también lo es en I5. Por lo tanto, para todo y € Iy,
tenemos

9(y) = gly) — gla”) + 2" > —mly — 2| + 2% > 2" -4,

9(y) = g(y) — g(a™) + 2" <mly — *| + 2" < 2"+,
y concluimos g(y) € Is para todo y € I5. Como g|; verifica las hip6tesis del Teorema
4.7.1, concluimos que (MIG) converge al tinico punto fijo de g en I5, que es x*. ]

Ejemplo 4.7.2 (distintos MIGs, revisitado). Volvemos al Ejemplo 4.7.1, en el que bus-
camos la raiz x* = 2. Tenemos

gi(x) =2z — 1 = g1(z") =3,
gh(z) = 54— = gyl = 1,
gs(a) = —5 = g5(a*) = —3,
gy(x) = 2 L2 o g (07) =0

Esto muestra que la iteracién usando ¢4 no es convergente, mientras las otras tres si lo son,
siempre y cuando las inicialicemos lo suficientemente cerca de x*. Ademas, observamos
que cuanto menor sea |g.(z*)| mas réapida parece ser la convergencia. A

Un caso particular del Corolario 4.7.2 es la convergencia del método de Newton-Raphson,
que tenemos pendiente del Teorema 4.5.1.
Corolario 4.7.3 (convergencia de Newton-Raphson). En las condiciones del Teorema

4.5.1, el método de Newton-Raphson (4.9) converge a x*.

f(z)
(=)

Demostracion. Ya sabemos que (4.9) es de la forma (MIG), tomando g(z) = = —
Nos basta con probar que |¢’| < 1 en un entorno de x*. Derivamos g, y obtenemos

oy P@F @)~ @) _ @)

g(x)=1- = :

f'(x)? f'(x)?

Por lo tanto, ¢'(z*) = 0. Como f'(z*) # 0y f es de clase C?, observamos que ¢’ es
continua en un entorno de z*. Por lo tanto, |¢/| < 1 en un entorno de x* y podemos
aplicar el Corolario 4.7.2 para concluir la convergencia del método. O
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4.7.2. Orden y velocidad de convergencia

Teorema 4.7.4 (orden y velocidad de convergencia). Sea g de clase C", y supongamos
que la sucesion {x*}ren generada por (MIG) converge a x*, siendo x* punto fijo de g.

() (g* .
Entonces, x* converge a x* con orden p < r y velocidad | p(! ) , 81y solo si g (z*) =0

parai=1,....,p—1yg®(z*) #£0.

Demostracion. (<) Realizamos un desarrollo de Taylor para g alrededor de z*,

s g0 (2 . ®) (g, X
o) = ga") + 327 z'(! Jo—aryi+ ¢ p(!e Jo -2ty =2 + @,

i=1

k k+1 _

para algin 6, entre 2* y z. Evaluamos este desarrollo en z*, notando que 2! = g(z%),

para obtener

®(p
LR — g(xk> — 4 g p(' k)

Reordenando, esta relacion se puede escribir en funcién de los errores como

(2% — 2*)P.

Como z* — z*, 0, — 2* v ¢ es continua, tomando limite en k tenemos

k+1| ‘ (:0)( *)
e g\P (x
T
koo [k ]P o 70
) (2*
lo que demuestra que la convergencia es con orden p y velocidad s pp(! ) .
) (z*
(=) Supongamos ahora que (MIG) converge con orden p y velocidad | pp(! )‘, lo que
significa
L g (o)
e g\P (x
T s O |
koo ek ]P o 70

Esto implica que ¢g"(2*) # 0. Veamos ahora que ¢(a) =0, Vi =1,...,p — 1. Suponga-
mos por absurdo que alguna de estas derivadas no es nula, y sea j el orden de la primer
derivada no nula en z*, esto es,

g =0,Vi=1,...,5—1, g9 (z*) #0.
Hacemos un desarrollo de Taylor para g alrededor de x* de orden j — 1 y lo evaluamos en

zF,
U (p ,
g(@®) =g(x*) +0+ ...+ 0+ J j(' k>($k—x*)7
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para algtin 6, entre z* y z*. Como z**' = g(2%) y 2* = g(2*), reordenando arriba
obtenemos .

"1 _ 19V (6,)]

ek !
Al ser 0, — z* y ¢gU) continua, el término de la derecha tiende a M # 0. Pero

J
como j < py z¥ — 2* con orden p, el término de la izquierda tiende a 0, lo que es una

contradiccion. O

Observacion 4.7.2. Del Teorema 4.7.4 se deduce que, al diseniar un método iterativo ge-
neral (MIG) para hallar una raiz z* de una cierta funcién f, el método tendra orden igual
a la primer derivada de g que no se anule en x*. Como un método de primer orden es
convergente si su velocidad es menor que 1 (Observacién 4.1.1), notamos que el Teorema
4.7.4 nos devuelve la condicién |¢'(z*)| < 1 para garantizar la convergencia, al igual que el
Corolario 4.7.2. Ademas, para un método iterativo general que converja con primer orden,
la convergencia serd mas rapida en la medida que |¢'(z*)| sea lo menor posible. Esto es
analogo a lo que observamos en la Seccién 2.6.7. A

4.7.3. Criterios de parada

Al considerar métodos iterativos, una pregunta relevante en la practica es cuando parar.
Nuestra discusién aqui complementa a la de la Seccion 4.1 y es analoga a la que dimos en
el apartado Criterios de parada en la Secciéon 2.6.7. Podemos considerar las siguientes
posibilidades:

= Usar la variacion entre iterados consecutivos. Dada una tolerancia ¢ > 0,
detener el algoritmo cuando |z*F*! — %] < . Como 21 = g(2F) y 2* = g(a*),
podemos aplicar el Teorema de Lagrange A.2.3 para deducir que

’karl_ *| *|

2| = |g(2*) — g(2")| = lg'(cx)[|a* — =

para algin ¢, entre 2¥ y x*. Si asumimos |¢’| < m < 1 en un entorno de z* que
contiene a x* tendremos, usando la desigualdad triangular, que

|5L’k+1 _l,*l < m‘l’k —J]*| < m(|:L‘k _xk—l—l’ + |Ik+1 _I*D

Por lo tanto, como |z* — 25| < ¢, deducimos que vale

B | < me

|z T

Si podemos asegurar que m no es muy cercano a 1 en el intervalo en el que estamos
trabajando, usando este criterio tenemos un buen control sobre la magnitud del
error al detener el algoritmo.
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» Usar los valores de f. En otras palabras, dado € > 0, detener el algoritmo cuando
|f(2*)| < €. Esto es andlogo a utilizar las normas de los residuos en la discusién de
la Seccién 2.6.7, y por lo tanto es de esperar que algin nimero de condicién entre
en juego si queremos estimar el error al detener el algoritmo usando este criterio
(recordar la Figura 4.1). Supongamos f’(z*) # 0. Si hacemos la linealizacién

f@h) = f@) + f(2") (" —2") = f'(a7) (2" —27),

llegamos a que si | f(z*)| < e entonces

ja* —2"| S

Esto cuantifica lo que ilustramos en la Figura 4.1: si |f'(2*)] > 0, tendremos un
buen control sobre el error al usar este criterio, mientras que si f'(z*) ~ 0 este
criterio no es muy significativo.

De hecho, supongamos f’(z*) = 0 pero f”(2*) # 0. Entonces, haciendo un desarrollo
de Taylor de segundo orden tenemos
f//(x*> f/l(x*)

F) ~ fa) + Pt — o)+ I bt = S

Por lo tanto, si | f(z*)| < € en este caso solamente podremos afirmar que

2e
k *
" =2 S\ e
| \ £ (z*)]

iNuestro control sobre el error es mucho mas pobre! Naturalmente, este razona-
miento se puede generalizar: si f tiene sus primeras p — 1 derivadas nulas en
vy f®(z*) # 0, entonces si |f(z¥)] < e solamente podremos afirmar que

|2t — 27| = O(¥/e).

= Usar el niimero de iteraciones. Esta puede ser una importante red de seguridad
en caso de que el método no esté convergiendo o lo haga muy lentamente. Podemos
fijar que el algoritmo se detenga en caso de que el nimero de iteraciones llegue a
una cantidad méaxima fijada de antemano. De este modo, evitamos que el algoritmo
entre en un ciclo sin fin, pero naturalmente no tenemos ningin tipo de informacién
relevante sobre x* en caso de que el algoritmo se detenga usando este criterio.

4.8. Sistemas de ecuaciones

En esta seccién generalizamos algunos de los métodos que discutimos anteriormente en
este capitulo a sistemas de ecuaciones. Consideramos sistemas de n ecuaciones no lineales
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en n variables, f; : R¥ — R,

fl(l'l,l'g,...,l'n) =0

falan, w2, oo aa) =0 (4.12)

folz1, 20, x,) =0

Consideramos f: R" — R" tal que f(x) = [f1(x), fa(x), ..., fu(x)]". En forma compacta,
resolver (4.12) puede expresarse equivalentemente como

hallar x* = [zy,72,...,2,)' € R" tal que f(x)=0.

A diferencia de los sistemas de ecuaciones lineales, aqui no tenemos condiciones sencillas
de verificar que nos permitan asegurar la existencia o unicidad de soluciones.

4.8.1. Meétodos iterativos generales

Conceptualmente, la generalizacion al caso vectorial de los métodos iterativos generales
que analizamos en la Seccion 4.7 es bastante sencilla. En efecto, dada f: R" — R,
buscamos construir una funcién g: R™ — R" tal que

f(x") =0 g(x*)=x", (4.13)

y aproximamos X* mediante la sucesion

Xkl = g(xk
{ 0 e R? ) (4.14)

Para simplificar la discusién, de aqui en mas asumimos que g es tan regular como sea
necesario. No vamos a profundizar en aspectos técnicos de este tipo de métodos, pero
con los conocimientos que hemos adquirido de las secciones 2.6 y 4.7, podemos generar
algunas intuiciones. Por una parte, en el caso de métodos iterativos generales para ecua-
ciones no lineales en R tenemos que la derivada de la funcion de iteracion juega un rol
preponderante para establecer la convergencia. Por otra parte, para métodos iterativos
para ecuaciones lineales de R™ en R™ —esto es, para sistemas de ecuaciones lineales con
matrices en M,,(R)- sabemos que el radio espectral de las matrices de iteracién permite
determinar la convergencia. Por lo tanto, es de esperar que podamos garantizar
que (4.14) converge a x* siempre y cuando la matriz jacobiana de g tenga radio
espectral menor a 1 en un entorno de x*, y de hecho, cuanto menor sea p(Jg(x*))
mas rapida serd la convergencia.

Ejemplo 4.8.1 (métodos iterativos en R?). Consideremos el sistema

$1+2$2—2:0
i +4x3—4=0"
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cuya solucién x* = [0,1]" buscamos aproximar, y analizamos dos alternativas usando
(4.14). Consideramos g1, g»: R? — R? tales que

201 + 229 — 2 —2x9 + 2

gl(xlax2) = |:ZL’% +4ZE§ + Xy — 4:| ) g2($1,1’2) = [ 1/42—x%

Notemos que ambas alternativas satisfacen (4.13), pero sus jacobianos son

P p 22
Jei (21, 22) = [23:1 8ry + 1} = Ja (x7) = {O 91 ’

0 -2 .o —2
Jos (o, 02) = | _—m = éJgQ(X)Z{O 0].

Es sencillo verificar que los valores propios de Jg, (x*) son 9 y 2, mientras que Jg,(x")
solamente tiene valor propio 0 (que es doble). Deducimos que p(Jg, (x*)) = 9 y que
p(Jg, (x*)) = 0, por lo que esperamos que la iteracién usando g; no converja y que la
iteracion usando gy si lo haga.

Implementamos en Octave estas iteraciones, comenzando con x° = [0,5, 0,5]*. La siguiente
tabla muestra los primeros iterados e indica que nuestro razonamiento parece ser el co-
rrecto. Para no cargar la notacién, usamos un punto y coma ; para marcar un cambio de

fila.

(4.14) con g; (4.14) con g
0,50, 0,5:0,5]
[0; —2,2500] 1,0000; 0,9682

[ ]
[—6,5000; 14,0000] | [0,0635; 0,8660]
[13,0000; 836,2500] | [0,2679;0,9995]

0,0017;2,7983] x 10° | [0,0010; 0,9910]

=W N = O

A

Observacion 4.8.1 (criterios de parada). Los criterios de parada que imponemos sobre los
métodos iterativos en R™ son los mismos que comentamos en la Seccion 4.7.3, con la tnica
diferencia de que donde dice “valor absoluto” alli, aqui debemos usar alguna norma en

R"™. JAN

4.8.2. Método de Newton-Raphson

Al igual que para ecuaciones en una variable, podemos considerar el método de Newton-
Raphson para sistemas. Sea f: R” — R” diferenciable, y buscamos x* tal que f(x*) = 0.
Dado x* € R”, siguiendo el enfoque de la Observacién 4.5.1 podemos linealizar f alrededor
de este punto, esto es, aproximar

f(x) ~ Tif(x; x*) = £(xF) + Je(xF) (x — x¥),
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I como el tinico punto en R™ en el que T)f(x*!;x*) = 0. A diferencia del

k+1 tendremos que resolver

y definir x*+
método de Newton-Raphson en una variable, aqui para hallar x
un sistema de ecuaciones lineal:

Je(xF) (M — xF) = —f(xM). (4.15)
De este modo, dado x*, para para calcular el siguiente iterado x**! podemos

= resolver el sistema lineal Jg(x*)d*™1 = —f(x*),

» y luego tomar x**+! := x* + d*+1,

El Algoritmo 4.2 describe este método en forma de pseudo-codigo.

Algoritmo 4.2: Pseudo-codigo: Newton-Raphson para sistemas.
Datos: x° € R", f: R® — R™ diferenciable, J¢: R" — M, (R) su jacobiana,
tol> 0, max_it> 0
Resultado: x € R" que cumpla el criterio de parada que establezcamos
x < x” mientras [criterio de parada] > tol & k < maz_it hacer
b «+ —f(x);
A J(x);
d < solucién del sistema Ad = b;
X ¢ x +d;
k< k+1;

fin

Observacion 4.8.2. Para que los iterados del método de Newton-Raphson estén bien defi-
nidos, es necesario que las matrices jacobianas Jg(x”*) sean invertibles. Esto es andlogo a
la versién (4.9) en R, en la que necesitamos que f'(z*) # 0. A

Ejemplo 4.8.2 (Newton-Raphson en R?). Volvemos al problema del Ejemplo 4.8.1, al
que ahora atacamos usando el método de Newton-Raphson en R2. Para computar los
iterados necesitamos la matriz jacobiana de f, que es

Je(z1, 22) = [ L2 }

2r1 8xy

Comenzamos con x° = [0,5;0,5]. Para computar x! primero resolvemos el sistema

o= = [ =[] - o< [2]

y por lo tanto

1.0 1 |—5/4
X =X +d_{13/8'
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Siguiendo de este modo, implementando el Algoritmo 4.2 en Octave obtenemos los iterados

. [-1.2500 o [-03472] 5 [-00447) _,_ [-0,0010
11,6250 | | 1,1736 | | 1,0224 | ~ | 1,0005 |-

Observamos que la iteracién estd convergiendo hacia x* = [0; 1]. A

Observacion 4.8.3 (Newton-Raphson como método iterativo general). Sea f: R” — R”
una funcién de clase C?, con f(x) = 0 y J¢(x*) invertible. El método de Newton-Raphson
en R” es un método iterativo de la forma (4.14), en el que se toma

g(x) = x — Je(x) ' f(x).

Es elemental (pero engorroso) verificar que las entradas de la matriz jacobiana de g en x
estan dadas por

" OK; a
(Jg(X))ij = 6@‘ — ax" fr o Z KirJTj7 Z,j — 17 co,n,
J r=1

donde denotamos por ¢;; la delta de Kronecker (6;; = 1 si ¢ = j y d;; = 0 si no),
K = Jg(x)"1, y J = J¢(x). Si evaluamos esta identidad en x = x* se obtiene que Jg(x) = 0,
lo que justifica que el método de Newton-Raphson en R” presente convergencia cuadratica.

A

4.8.3. Variantes al método de Newton-Raphson*

El método de Newton-Raphson tal como lo tratamos en estas notas es extremadamente
popular para trabajar con problemas en una variable, pero no lo es tanto para sistemas de
ecuaciones. Tiene ciertas limitaciones que hacen que muchas veces se opte por variantes
al método.

No siempre converge. Bajo hipdtesis adecuadas sobre f, el método de Newton-
Raphson converge a x* siempre y cuando lo inicialicemos lo suficientemente cerca de
x*. Si estamos lejos de x*, el método no siempre es confiable. Una opcion para mitigar
una posible no convergencia del método de Newton-Raphson es amortiguarlo.

Concretamente, dado x° € R*, podemos considerar una sucesién {a*} C (0,1) (muchas
veces se la elige simplemente como una constante) y, en cada paso,

= resolver el sistema lineal Jg(x*)d*™1 = —f(x*),
» y luego tomar x**! ;= x¥ 4 of+1dF*1

Este procedimiento es analogo al de amortiguacién que discutimos en la Seccién 2.7, ya
que si llamamos Xﬁ“v}l := x¥ 4+ d**! al paso correspondiente al método de Newton-Raphson

sin amortiguar, aqui estamos tomando

wk+l — (1- &k+1>xk 4 ak+1X§cv+Rl.
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Costo computacional. El método de Newton-Raphson puede resultar inconveniente
para resolver sistemas de ecuaciones, ya que requiere conocer las derivadas parciales de f,
y en cada paso hay que resolver un sistema de ecuaciones lineales distinto. Ensamblar las
matrices jacobianas implica computar n? funciones escalares en cada paso, y la resolucién
de cada sistema —asumiendo que estas jacobianas son matrices densas— tiene un costo de
O(n?) flops.

Los métodos de cuasi-Newton apuntan a alivianar este elevado costo computacional.
Una posibilidad es utilizar la misma matriz jacobiana en varias iteraciones consecutivas, lo
que ahorra el trabajo de ensamblado y permite sacar ventaja de computar la factorizacion
LU en cada actualizacion de la jacobiana. Naturalmente, esto afecta al orden cuadratico
del método.

Otra opcién consiste en reemplazar Jg(x*) por una matriz B¥ € M,,(R) que la aproxime,
pero que nos evite el trabajo de calcular las derivadas parciales de f. Los métodos de tipo
secante son métodos de cuasi-Newton que logran obtener 6rdenes de convergencia mayor
a 1, y toman B* de modo que se cumpla

Bk(xk—H . Xk:) _ f(Xk-i-l) . f(xk).

Esta ecuacion es andloga a la definicion del método de la secante (4.4) en R, con la
diferencia de que aqui reemplazamos el escalar s* € R por la matriz B¥ € M, (R). Un
ejemplo popular de método de este tipo es el método de Broyden. Referimos a [Hea02,
Seccién 5.6] para mayores detalles acerca de métodos de cuasi-Newton y otras variantes
sobre el método de Newton-Raphson en R™. No profundizaremos sobre el tema en este
Curso.
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Capitulo 5

Minimos cuadrados

5.1. Introduccién. Modelos y ajustes

El problema principal que abordamos en este capitulo tiene que ver con el ajuste de
datos. Dados m datos u observaciones {(t;, ;) }i=1...m C R? buscamos una curva “que
los ajuste”. A diferencia de lo que ocurre en el problema de interpolacién que discutimos
en el Capitulo 3, aqui tenemos un modelo de cémo deberian comportarse los datos. Ese
modelo incluye una cierta cantidad n de pardmetros, en general vamos a asumir n < m, y
el objetivo es hallar los valores de parametros que logren el “mejor ajuste” a los datos. La
Figura 5.1 muestra dos ejemplos. En la izquierda, el modelo subyacente es que los datos
siguen una relacion lineal, esto es

v~ f(t) =ait; + 2o, i=1,...,m.

Aqui, 1,29 € R son los parametros a determinar y tenemos n = 2. La imagen de la
derecha en la Figura 5.1 muestra un ajuste en el que se asume que los puntos (¢;, y;) estan
distribuidos en una elipse,

T1t7 4 Totiyi + v3y? + 24t F A5y 6~ 0, i=1,...,m,

por lo que tenemos n = 6 pardmetros en nuestro modelo!.

Estos dos ejemplos son levemente distintos en el sentido de que en uno de ellos se asume
que y; se puede escribir como una funcién de t;, mientras que en el otro no. El segundo
caso no reviste mayores dificultades técnicas (ver el Ejercicio 9 del préctico 5), pero para
simplificar la discusién, vamos a asumir que existe una funcién f: R — R tal que

v~ f(t;), Yi=1,...,m.

'En este caso, si ya sabemos que los datos se distribuyen en una elipse, deberfamos imponer la res-
triccién adicional 3 —42;r3 < 0. Sino imponemos esta restriccién, simplemente estamos asumiendo que
los puntos siguen una seccién cénica (hipérbola, pardbola, o elipse).
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y )
" t
Figura 5.1: Ajustes de modelos a datos.
Queremos escribir esta funcién f a partir de un conjunto de funciones ¢, ..., ¢, lineal-

mente independientes (notar que podemos permitir r # n, ver el Ejemplo 5.1.1), y de un
cierto conjunto de n parametros. La dependencia en estos parametros puede ser lineal o
no. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.1.1 (ejemplos de modelos). A continuacién damos algunos ejemplos de cémo
los modelos pueden depender linealmente respecto a ciertos parametros pero no lineal-
mente respecto a otros.

» Polinomios: si sabemos que f(¢) es un polinomio de grado n — 1, entonces podemos
tomar el conjunto de funciones de base ¢ (t) = t"1, ¢o(t) = "2, ... P,(t) = 1, ¥
podemos escribir

fO) =z t"  +aot" T+,

En este ejemplo, tenemos n = r y la dependencia en los parametros es lineal. Es
posible que el lector haya utilizado la funcién de Octave/Matlab polyfit en otros
cursos: esa funcién hace ajustes de datos mediante modelos polinomiales en el sentido
que describimos en este capitulo.

» Exponenciales: dados oy, ..., a, € R, consideramos ¢;(t) = e~ %" para j =1,...,r,
y tomamos
ft) =z 4 mpe” ! + .+ e
Aqui tenemos n = 2r parametros: la dependencia en zi,...,z, es lineal pero la
dependencia en los aq, ..., a, no lo es.
. . . . o tr—J
. E‘unaones racionales: dados aq,...,a, € R, consideramos ¢;(t) = T Ta, bara
7 =1,...,r, y tomamos
xqt" ! ot 2 x,

ft) =

+...+
it + . Fa, ottt Pt .+
LA N Y L
ozltp—l—l—...—l—ap '
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En este caso, tenemos n = p + r parametros y el modelo es lineal en x4, ..., 2, y no
lineal respecto a oy, ..., a,.

o

_(tzHy
» Gaussianas: dados fi1,...,u, € Ry o1,...,0, > 0, consideramos ¢;(t) = e ( J )
y tomamos

_(t=m1)? _(t=nr)?
f(t) = xe ( 1 ) + ... +xe (=)
Aqui, tenemos n = 3r parametros, y la dependencia respecto a fiq, ..., by, 01, ..., 0
es no lineal, mientras que la dependencia respecto a x1,...,x, si lo es.
A

En las primeras secciones del capitulo, nos vamos a concentrar en problemas lineales:
dadas n funciones linealmente independientes ¢ (%), ..., ¢,(t), buscamos

f(t) = Z%‘ﬁf)j(t)-

Un concepto 1til para tratar con problemas lineales es el siguiente.

Definicién 5.1.1 (matriz de disefio). Dados puntos {(¢;,y;)}i=1...m C R? y funciones
$1(t), - .., ¢n(t) como arriba, llamamos matriz de diseno asociada a ellos a A = (a;;) €
M xn(R), tal que

aij = ¢;(ti).
JAN
Notemos que la matriz de disenio almacena las evaluaciones de todas las funciones de base
1, ...,0, en todos los puntos ty,...,t,. Por lo tanto, si tenemos un problema lineal y
queremos f(t;) &~ y; para todo i = 1,...,m, estamos buscando un vector de pardametros
X = [z1,...,2,]" tal que

T1¢1(t1) + Toda(t) + ...+ 2pdn(ty) =w

T1¢1(t2) + $2¢2(t2'> + o Tadn(ts) = (5.1)

ZE1¢1 (tm) + x2¢2(tn;) +... xnﬁbn(tm) = Ym

En forma compacta, este sistema se puede escribir como Ax =y, donde A € M,,,«(R) es
la matriz de disefio, e y = [y1, ..., ym|". A diferencia de lo que estudiamos en los capitulos
2y 3, este no es un sistema cuadrado; como m > n, en general esperamos que este sistema
sea incompatible?.

2Notemos que, si m = n, el problema (5.1) es un problema de interpolacion, aunque no necesariamente
de interpolacién polinomial.
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Dado que en general no tenemos esperanza de resolver el sistema (5.1) en forma exac-
ta, necesitamos dar una nociéon de solucién con la que podamos determinar valores
“satisfactorios” de los parametros. Dado un vector x € R", consideremos el residuo
r := Ax — y € R™. Parece natural buscar un vector de parametros x € R" que minimice
alguna norma del residuo. Para esto, puede ser 1util recordar las normas ¢? que intro-
dujimos en la Seccién 2.5.1: apuntar a minimizar las normas ¢* o £ del residuo tiene
aplicaciones en la practica y pueden entenderse como problemas de programacion lineal.
En este capitulo nos vamos a concentrar en el problema de minimizar la norma euclidea

(¢%) del residuo.

Definicién 5.1.2 (minimos cuadrados). Dados A € M,,«,(R), y € R™, decimos que un
vector x € R" es solucién del sistema Ax =y en el sentido de minimos cuadrados
si
x = arg min ||Ax — y||%.
g min || Ax — [}

Esto es, si consideramos el residuo® r = Ax — y, entonces x minimiza la funcién

n 2

O:R™ - R, &(x) ::irf:i Zaiﬂj — Y

i=1 i=1 j=1
A

Observacion 5.1.1 (cuadrado de la norma). Como seguramente el lector ya se haya encon-
trado en algin curso de célculo, es facil comprobar que el punto en el que se minimiza la
norma euclidea es el mismo que en el que se minimiza el cuadrado de la norma euclidea.
En la definiciéon anterior usamos el cuadrado de la norma euclidea simplemente porque es
mas comodo para trabajar. A

Observacion 5.1.2 (minimos cuadrados con pesos). A veces puede ocurrir que queramos
darle méas importancia al ajuste de ciertos puntos que a otros. Por ejemplo, esto puede
ocurrir si los {(;,y;)} corresponden a observaciones experimentales y algunas de estas
observaciones fueron tomadas en condiciones més favorables, o con mejor equipamiento.
En ese caso, se puede tomar wy, ..., w,, > 0y apuntar a minimizar la funcién

by (x) 1= i wr?.
i=1

Esto se llama un problema de minimos cuadrados con pesos. Dado w = [wy, ..., wy]",
pasar del sistema correspondiente a un problema sin pesos a uno con pesos es extremada-
mente simple: ensamblamos la matriz diagonal Dy, € M,,(R) que tenga w en la diagonal,
y el sistema asociado al problema con pesos es

Dy Ax = Dyy,

donde A € M,,«,(R) e y € R™ son respectivamente la matriz de disefio y el vector de
datos del problema original. A

30bservar que el residuo depende de x.
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A continuacion, en la Seccion 5.2, encontramos una caracterizacion elegante de la solucion
de minimos cuadrados, las llamadas ecuaciones normales. Esta caracterizacion conduce a
resolver un problema n X n, y es una estrategia viable en algunos casos. Sin embargo, las
ecuaciones normales pueden sufrir problemas de condicionamiento, por lo que no siempre
son una buena estrategia computacional. Las secciones 5.3 y 5.4 analizan dos caminos
de resolucion basados en ciertas factorizaciones de la matriz de diseno. En la Seccion
5.3 tratamos métodos de ortogonalizacién basados en la llamada descomposicién QR, y
estudiamos cémo obtener esta factorizacion de forma estable. La Seccién 5.4 estudia la
factorizacién SVD; como esta factorizacion tiene una enorme variedad de aplicaciones més
alla de los problemas de minimos cuadrados, nos desviamos un poco del foco del capitulo
para comentar algunas de esas aplicaciones. La factorizacion SVD resulta ser robusta para
tratar problemas de minimos cuadrados de rango deficiente, en los que la matriz de diseno
A € Myun(R) cumple rg(A) < n; estudiamos ese tipo de problemas en la Seccién 5.5.
La Seccion 5.6 es una breve comparacién y resumen de los distintos métodos para tratar
problemas de minimos cuadrados lineales. Finalmente, en la Seccién 5.7 analizamos un
método para la resoluciéon de problemas de minimos cuadrados no lineales.

5.2. Ecuaciones normales

En esta seccion, hallamos y analizamos una caracterizacion elegante de las soluciones de
minimos cuadrados, las llamadas ecuaciones normales.

Teorema 5.2.1 (ecuaciones normales). Sean A € M, x,(R) ey € R™. Entonces, x* €
R™ es solucion del sistema Ax =y en el sentido de los minimos cuadrados (Definicion
5.1.2) si y sdlo si

ATAx* = Aly. (5.2)

A esta formula se la conoce como las ecuaciones normales.

Demostracion. Consideremos la funcién @: R™ — R,
O(x) = [[r(x)[3 = [|[Ax - y[7 = (Ax — y)"(Ax — y),
que es la funcién que queremos minimizar. Desarrollando, encontramos
P(x) = x'A'Ax — 2x' Aly + y'y.

Es facil verificar que ® es de clase C*° en R™, ya que es una funcién polinomial (cuadratica)
en X. En caso de tener un minimo, éste se debe alcanzar en un punto critico, esto es,
debemos hallar x* € R" tal que V®(x*) = 0. Dado ¢ € {1,...,n}, tenemos

=i (S ) -2 (S 5mw0un)

j=1 k=1

=2 (A'A)pzp =2 (AN)igyp = 2(A'Ax); — 2(Aly),.
k=1 k=1
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Por lo tanto, deducimos que V®(x*) = 0 si y solo si A'Ax* — Aly = 0.

Nos resta verificar que tal punto critico efectivamente es un minimo de ®. Sea x* tal que
AtAx* = Aly y sea z € R™ arbitrario. Usamos la condicién de punto critico para escribir

P(z) — d(x*) =2'A"Az — 22" Ay + y'y — (X*tAtAX* — 2x* T Aly + yty)
=7 A" Az — 22" ATAx* + x"TATAxY (5.3)
= Az - Az — 24z - Ax* + Ax* - Ax* = || Az — Ax™||5 > 0.

Por lo tanto, x* es un minimo de ®. Concluimos que minimizar ® es equivalente a que se
satisfaga la condicién de punto critico A*Ax* = Aly. O

Observacion 5.2.1 (unicidad). Remarcamos que el Teorema 5.2.1 no indica que el problema
de minimos cuadrados tenga solucién unica. De hecho, esto solamente ocurre si A es de
rango completo (esto es, rg(A) = n): en ese caso, A'A € M,(R) también tendria que
tener rango igual a n, lo que implica que debe ser invertible y por lo tanto las ecuaciones
normales tienen solucién tnica. De hecho, en este caso tenemos que A'A es definida
positiva e incluso podriamos usar el criterio de la Hessiana para clasificar el iinico punto
criticos de ®: basta con notar que D?*®(x) = A'A para todo x € R™.

En caso de que A sea de rango deficiente (esto es, rg(4) < n), entonces A'A no es
invertible, y las ecuaciones normales constituyen un sistema indeterminado. En la Seccion
5.5 analizamos este tipo de problemas. Por el momento, solamente comentamos que en
este caso tenemos que A’A es semidefinida positiva y por lo tanto el uso del criterio de la
Hessiana requeriria algo de cuidado adicional. Enfatizamos que el argumento que hicimos
en (5.3) para probar que ¢ alcanza un minimo en x* es vélido ain en este caso.

A

Observacion 5.2.2 (ortogonalidad). La condicién A’Ax* = A'y es equivalente a que Ax* —
y sea ortogonal al espacio de columnas de A. En efecto, las ecuaciones normales se pueden
escribir como

AN(Ax* —y) = 0.

Esto implica que, para toda fila de A* (esto es, para toda columna A® de A), se tiene
AW (Ax* —y) = 0. A
Observacion 5.2.3 (minimos cuadrados como proyeccién ortogonal). Supongamos m > ny
que rg(A) = n. El espacio de columnas de A (col(A)) es un subespacio de R™ de dimensién
n. Descomponemos R como la suma directa entre este subespacio y su complemento

ortogonal,
R™ = col(A) @ col(A)*.

La observacién anterior nos asegura que y — Ax* € col(A)L, mientras que es evidente que
Ax* € col(A). Por lo tanto, la solucién de minimos cuadrados es el inico vector x* € R”
que nos permite descomponer
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Esto implica que Ax* es la proyecciéon ortogonal (ver Definicién A.4.2) del
vector y sobre col(A). A

Ejemplo 5.2.1 (ajuste lineal). Consideremos los datos de la siguiente tabla:

W N = O+
—_

Queremos hacer un ajuste lineal a los mismos, esto es, escribir y(t) = x1t + x9 con z7, xo
a determinar. Usamos las funciones de base ¢1(t) = ¢, ¢o(t) = 1, y escribimos nuestro
problema como Ax =y, donde

1
1 1 _ |
1

W N = O

Por lo tanto, logramos el mejor ajuste en el sentido de minimos cuadrados si resolvemos
el sistema dado por las ecuaciones normales,

Alax=Aly = [164 ﬂ {ij - E;g} '

La solucién de este tltimo sistema es x* = [7/4, —1]*. La Figura 5.2 muestra los datos y
el gréfico de la funcién lineal y(t) = 7t/4 — 1 que obtuvimos. A

> 2 °

15
t

Figura 5.2: Ajuste lineal de datos.

Observacion 5.2.4 (condicionamiento). Las ecuaciones normales son una herramienta po-
derosa para trabajar en la teoria de problemas de minimos cuadrados. A primera vista,
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incluso parecen interesantes en la practica: estamos convirtiendo el problema de resolver
el sistema Ax =y, con A € M,,,x(R) en el de resolver un sistema cuadrado cuya matriz
es A'A € M,(R). En caso de que m > n, esto puede ser un buen beneficio respecto
al tamano del sistema resultante. Sin embargo, las ecuaciones normales no siempre
son una buena opcion practica, y esto se debe a que pueden presentar pro-
blemas de condicionamiento. Para sistemas pequenos, esto puede no ser demasiado
problemadtico (a menos que tengamos un ejemplo patoldgico como el que mostramos a
continuacion).

Sin embargo, dado que los datos de entrada en general estdn sujetos a errores (en parti-
cular, si corresponden a observaciones empiricas o datos experimentales), en problemas
de minimos cuadrados es especialmente importante reducir la magnificacién del error.
Por ello, en las Secciones 5.3 y 5.4 vamos a estudiar métodos para resolver problemas de
minimos cuadrados que no requieran el uso de la matriz A*A. A

Ejemplo 5.2.2 (condicionamiento de ecuaciones normales). Dado ¢ > 0, consideremos

11
A= 16 0| € M3.2(R).
0 ¢
Es facil verificar que
fa o [1+6* 1
AA_{ I 1+6%

Supongamos que usamos aritmética de punto flotante con precisiéon doble y que €;,/2 <
§ < v/em/2 =~ 1078 en ese caso, computacionalmente A tiene rango 2 (porque sus
columnas son linealmente independientes) pero A'A es singular.

Incluso si 6 > /ey /2 y el sistema no es computacionalmente singular, las ecuaciones
normales pueden no ser un buen camino. Recordando la Definicién 2.5.3 de nimero de
condicién y calculando

- 1 1+0* —1

t A1

(44) _54+252{—1 1+52]’

tenemos que k(A'A, || - [|oo) = K(A"A, || - ||1) = (5241522(322 ~ 2 para § pequefio. A

5.3. Descomposicion QR

Aqui analizamos una alternativa para resolver problemas de minimos cuadrados que no
implique utilizar las ecuaciones normales. Consideramos la ecuacién Ax =y con A €
Msn(R), m > n. Como punto de partida, retomamos la Observacién 5.2.3: hallar la
solucion del sistema en el sentido de los minimos cuadrados es equivalente a computar la
proyeccion ortogonal de y sobre el espacio de columnas de A. Esto motiva a los llamados
métodos de ortogonalizacion para resolver nuestro problema.
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El lector debe haberse encontrado con el concepto de matriz ortogonal en los cursos de
Geometria y Algebra Lineal. Aqui hacemos un breve repaso de propiedades clave para
nuestro analisis.

Definicién 5.3.1 (matriz ortogonal). Sea Q € M, (R). Decimos que @) es una matriz
ortogonal si sus columnas {Q™), ..., Q™} forman una base ortonormal de R" (recordar
la Definicién A.4.1). A

Observacion 5.3.1 (propiedades de matrices ortogonales). Mencionamos algunas propie-
dades que vamos a utilizar sobre matrices ortogonales.

1. Las transformaciones lineales dadas por matrices ortogonales preservan norma. Esto
es, si @ € M, (R) es ortogonal, entonces se tiene

|Qx]l2 = ||x]]2 Vx € R™.

2. Si Q € Mxn(R) con m > n, y las columnas de @) forman un conjunto ortonormal
en R, entonces se puede agregar m — n vectores a las columnas de () de modo de
obtener una base ortogonal de R™. La matriz cuadrada m x m que asi se obtiene es
ortogonal.

3. Una matriz @ € M, (R) es ortogonal si y sélo si es invertible y su inversa es su
traspuesta. Esto es, si y sélo si se cumple

Q'Q=QQ" = 1I,.
Ademads, si @) es ortogonal entonces Q! también lo es.

A

Teorema 5.3.1 (descomposicién QR). Dada A € Myxn(R) con m > n tal que rg(A) =
n, existen

» una matriz Q € Mp,xn(R) cuyas columnas forman un conjunto ortonormal en R™,

» una matriz triangular superior e invertible R € M, (R),

tales que
A=CQR. (5.5)

Demostracion. Hacemos la demostracion con la hipétesis adicional de que A es de rango
completo. En ese caso, las columnas de A, que denotamos por A, ... A™ forman una
base de col(A), y podemos aplicar el Teorema A.4.1 a ellas. En particular, el proceso de
ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt produce un conjunto ortonormal {uy,...,u,} C R™
tal que [uy,...,u,] = col(A).
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Definimos @ € M,,x,(R) como la matriz que se forma “colgando” estos vectores, esto es,
tal que Q) := u; para j = 1,...,n. Ademds, definimos R = (r;) € M,,(R) mediante

oAV sii<y,
v 0 si i > j.

Es claro que, por construccion, () es ortogonal y R es triangular superior. Siguiendo la
demostracion del Teorema A.4.1 se deduce que se cumple la igualdad (5.5). O

Observacion 5.3.2 (versiones econémica y completa). La factorizacién del Teorema 5.3.1
es la llamada descomposicion QR economica, en la que () es una matriz rectangular y
R es cuadrada. Existe también la llamada descomposicion QR completa, que consiste en
tomar ) € M,,(R) ortogonal y R € M,,«,(R) de modo que valga (5.5). La factorizacion
completa se puede lograr completando las columnas de la matriz ortogonal dada por la
econémica de acuerdo al punto 2 en la Observacién 5.3.1, y a la matriz R se le agregan
ceros desde la fila n + 1 en adelante.

Llamemos @), R a las matrices dadas por una descomposicién completa de una matriz
A € Mpyn(R). Denotamos por QU™ € M,,n(R) y QU™ ¢ Mo m-n)(R) a las
matrices que corresponden a tomar las primeras n y las ultimas m — n columnas de
Q respectivamente, y por R(1.,) € Myp(R) y Rini1:m) € Mm—n)xn(R) a las matrices que
corresponden a tomar las primeras n y las tltimas m —n filas de R respectivamente. Como
R es triangular superior, tiene que ser R(,11.m) = O, la matriz nula en M ,,_pn)xn(R). Por
lo tanto, tenemos

A= QR — [Q(ln) Q(n+1:m)} |:R((/1)n):| _ Q(l:n)R(lzn)-

Deducimos, entonces, que la submatriz Q™1™ no juega ningtin papel en el producto QR,

lo que muestra que la descomposiciéon QR completa no es tinica. De hecho, la factorizacion
A= Q(I:")R(l;n) es precisamente la descomposicién QR econdémica de A. A

En Octave, la funcién qr computa una descomposiciéon completa de la matriz que le
ingresemos como entrada. Opcionalmente, se puede ingresar el argumento ‘econ’, que
permite computar la descomposicion econémica.

5.3.1. Aplicacién de QR a minimos cuadrados

Con el Teorema 5.3.1 a mano, nos preguntamos como se lo puede usar para resolver pro-
blemas de minimos cuadrados. Consideramos un sistema Ax =y, donde A € M,, 5, (R),
m > n, rg(A) = n, y supongamos que ya tenemos una descomposicion completa A = QR.
En particular, como R € M,,«,(R) es triangular superior, la podemos escribir como

_ | Ram)
n= ")
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donde R,y € M, (R) es triangular superior y cuadrada, y O denota la matriz nula en
Mm-nyxn(R). Dado x € R", escribimos el cuadrado de la norma euclidea del residuo,
usamos la factorizacion QR de A y el hecho de que @ € M,,(R) es una matriz ortogonal
(Observacion 5.3.1),

el = 1 Ax — y[l; = [QRx =yl = |Q"(QRx — y)|5 = [|1Bx — Q'y|}. (5.6)

A continuacion, dado un vector z € R™, lo escribimos como

_ | Z@m)
7z = 9
Z(p+1:m)
donde z(1.p) € R" y Z(nq1:m) € R™™", esto es, z(1.,) tiene las primeras n coordenadas de z
Y Z(n+1:m) las ultimas m — n. Es simple verificar que?

1Z113 = 11z 13 + Z 1) 13-

En particular, observemos que al aplicar esta forma de descomponer vectores nos da
(Rx)1m) = Ram)X ¥ (RX)(m+1:m) = Ox = 0y por lo tanto, volviendo a (5.6), tenemos

Iell3 = l[17x = @yl = | Raayx — (Q"Y) a2 + (Q"Y) tn1m 13- (5.7)

Esto quiere decir que el cuadrado de la norma euclidea del residuo —cantidad que queremos
minimizar— se puede escribir como la suma de dos términos: el primero depende del vector
de parametros x pero el segundo no. Por lo tanto, la soluciéon del problema de minimos
cuadrados es x* € R" que logre que |[(RX) (1) — (Q"Y) @ ||3 sea lo menor posible. Sin
embargo, el sistema

R(l:n)x = (Qty)(ln)

es un sistema cuadrado y triangular superior: lo podemos resolver usando una sustitucion
hacia atras (Seccién 2.2.1) sin pasar por ningiin problema de condicionamiento. Resolver
este sistema nos da la solucion x* € R™.

En resumen, dada la factorizacién A = QQR, para hallar la soluciéon de minimos cuadrados
del sistema Ax = y:

» computamos el vector Q'y;
= resolvemos el sistema Rx = (Qty)(lzn) para hallar la solucién de minimos cuadrados;

= si nos interesa el valor minimo de la norma euclidea del residuo, ésta es igual a
t
||(Q Y)(n-‘rl:m)HQ-

4Con la sutileza de que las tres normas que aparecen en la igualdad son en espacios distintos: la
primera es en R™ la segunda en R”, y la tercera en R~ ".
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Ejemplo 5.3.1. Volvemos a hacer el Ejemplo 5.2.1, pero esta vez aplicando el método
que recién describimos. Usamos el comando [Q,R] = qr(A) en Octave® para obtener

0 —0,8367 —0,3858 —0,3888 —3,7417 —1,6036

O | 020673 04781 02246 08060 n_ 0 —1,1952
—0,5345 —0,1195 0,7082 —0,4455|" 0 0
—0,8018 10,2390 —0,5470 0,0283 0 0

Por lo tanto, podemos hallar la solucién de nuestro problema con los comandos

>> z = Q’*y;
>> x = R(1:2, 1:2) \ z(1:2);

La solucién es x = [1.7500; -1.0000], que coincide con la que hallamos anteriormente.
Como verificacién de la formula (5.7), computando el residuo Ax - y obtenemos el vector

0,0000; —0,2500; 0,5000; —0,2500], cuya norma euclidea es /2 ~ 0,6124. Si escribimos el
[ y

=
comando norm(z(3:4)), obtenemos este mismo resultado. A
Observacion 5.3.3 (problemas con rango deficiente). Si rg(A) < n en el Teorema 5.3.1,
aun asi existe la factorizacién QR, pero naturalmente en ese caso no podemos esperar que
R sea invertible. De acuerdo a lo que comentamos en la Observacién 5.2.1, un problema
de minimos cuadrados que implique a la matriz A no tiene solucién tnica. En la practica,
el rango de una matriz no es algo tan claro; una matriz que con aritmética real es de
rango completo, no tiene por qué serlo en aritmética de punto flotante. Si un problema de
minimos cuadrados esta cerca de ser de rango deficiente, en la préactica se pueden utilizar
variantes al método de computar la factorizacion QR como realizar pivoteo por columnas.
No vamos a tratar ese tipo de métodos en este curso, y para problemas de rango deficiente

o casi de rango deficiente proponemos aplicar la factorizacién SVD que describimos en la
Seccién 5.4. A

5.3.2. Transformaciones de Householder

La seccion anterior describié cémo se puede aprovechar la descomposicion de QR para
resolver problemas de minimos cuadrados de rango completo en forma estable y eficiente.
Una pregunta natural y que no hemos atacado ain es como computar la factorizacion
QR de una matriz dada. La demostracion del Teorema 5.3.1 sugiere usar el método de
ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Sin embargo, una aplicacion directa del método tal
como lo describimos en la Seccién A.4 no es satisfactoria desde el punto de vista compu-
tacional: la ortogonalidad entre los vectores computados se pierde facilmente debido a
errores de redondeo. Existe una version modificada del algoritmo que permite corregir
este problema [Hea02, Seccion 3.5.3], pero aqui en cambio vamos a discutir otro método
de ortogonalizacion para resolver problemas de minimos cuadrados y, de paso, computar
factorizaciones QR. Comenzamos con una definicién clave.

5En la Seccién 5.3.2 estudiamos cémo computar esta factorizacién en forma estable.
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Definicién 5.3.2 (reflexion de Householder). Dado u € R™\ {0}, la reflexién (o trans-
formacién) de Householder asociada a u es una matriz H € M,,(R) de la forma

H:=1— pud’, (5.8)

donde p :=2/||ul3. A

En forma un tanto vaga, vamos a usar la expresion reflexion de Householder para denotar
tanto a la transformacién lineal T' : R™ — R™ dada por T'x = HxX como a su matriz
asociada H. Las reflexiones de Householder son, entonces, matrices que se pueden escribir
t
uu

como la resta de la matriz identidad en M,,(R) menos la matriz 2W’ que es de rango
2

uno®, y que también se suele escribir como 2% ® .
’ l[all2 = [[ull2

Observacion 5.3.4. En este punto, puede ser instructivo computar las imagenes de algunos
vectores por una transformacion de Householder. Sea H la transformacién de Householder
asociada a un cierto vector u € R™. Podemos calcular imédgenes usando la definicién (5.8).
Por un lado, vectores de la forma v = Au con \ € R se transforman en

Hv = (I — puu’)v = Au — pul||ul| = \u — 2\u = —v.
Por otro lado, si v € R™ es un vector ortogonal a u, esto es, (u,v) = u'v = 0, entonces
Hv = (I — puu’)v = v — puu'v = v.

Por lo tanto, parece que la transformacién de Householder asociada a u es una simetria
respecto al complemento ortogonal de u: todo vector que sea colineal con u es enviado a su
opuesto, mientras que todo vector que sea ortogonal a u permanece inafectado por H. La
Figura 5.3 da una interpretacion grafica de este hecho, que a continuacién demostramos
con mayor rigurosidad. A

Lema 5.3.2 (simetria y ortogonalidad). Dado u € R™ \ {0}, la matriz H definida por
(5.8) es simétrica y ortogonal.

Demostracion. Sea H € M,,(R) dada por (5.8). Comenzamos verificando la simetria de
H, y para ello notamos que (uu’)! = (u')'u’ = uu’ y por lo tanto

H' =TI"— (puu’) = I — p(uu’)' = I — puu’ = H.

Para probar que H es ortogonal, utilizamos la caracterizaciéon que nos da el punto 3. de
la Observacion 5.3.1 y computamos

H'H=HH'=HH = (I — puu’)(I — puu’) = I — 2puu’ + puu’puu’.

5Que esta matriz es de rango uno se deduce facilmente del hecho de que cada fila es un multiplo de
u! o de que cada columna es un multiplo de u
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Analicemos el ultimo término en la formula anterior. Como p € R, podemos agrupar los
factores en p, y tenemos p* = 4/||u||3 Ademds, u‘u = ||ul|3, por lo que este factor también
es un numero real,

puu’puu’ = p*u(u‘u)u’ = ——|luljsuu’ = u’ = 2puu’.

—5 u
3 [ull3

Concluimos entonces que H es invertible y que H~! = H!, por lo que es una matriz

ortogonal. 0

Una consecuencia inmediata del lema anterior y de la Observacién 5.3.1 es que si H €
M, (R) es de Householder, entonces vale la propiedad

|Exll, = x]; ¥x € R™.
Dada H como en (5.8) y x € R™, {cémo calculamos Hx? Aqui es importante recordar

la nocién de proyeccién ortogonal (Definicién A.4.2); dado u € R™ \ {0}, denotamos por
U := [u] al subespacio de R™ generado por u. Entonces, tenemos

t
Hx = (I—puut)x:x—2uu)2( :x—2<u’x>u,
[[ulf3 (u,u)
donde usamos que u'x = (u,x) € R. Luego, como Py(x) = gl‘ii;u, encontramos la

identidad
Hx =x — 2Py (x).

La Figura 5.3 ilustra la situacién: al hacer Hx tomamos el vector x, le restamos una
vez Py(x), lo que nos llevarfa a la proyeccién sobre U=, y al resultado nuevamente le
restamos Py (x), lo que da lugar al vector simétrico a x respecto a UL. Esto justifica el
uso de la palabra reflexion: la reflexion de Householder con vector u es la simetria
respecto al subespacio U-~.

Controlando la imagen de un vector dado

Las reflexiones de Householder ofrecen una alternativa computacionalmente estable para
computar la factorizacion QR de una matriz dada A. El método de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt, que describimos en la demostracién del Teorema A.4.1, se enfoca en ir
construyendo secuencialmente las columnas de la matriz (), y la matriz R se obtiene a par-
tir de los coeficientes obtenidos. En cambio, al usar las transformaciones de Householder
nos vamos a enfocar en construir secuencialmente las columnas de R, y esta construccion
nos ira permitiendo obtener la matriz Q).

Comencemos con el siguiente problema: dado un vector x € R™, buscamos un vector
u € R™ tal que la reflexion de Householder asociada a u logre que Hx esté en uno de los
ejes coordenados. Para fijar ideas, pongamos que queremos

Hx = \ey, para algin k € {1,...,m}, A € R.
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Hx = x — 2Py (x)

Figura 5.3: La imagen de un vector x mediante una reflexion de Householder con vector
u es la simetria de x respecto al subespacio [u]*.

Como H preserva la norma euclidea, necesariamente tiene que ser ||x|ls = ||Hx]|2 =
| Aex||2 = |A|. Por otra parte, necesitamos que u bisecte uno de los dngulos formados por
[x] y el eje [eg]: veamos que basta con tomar u = x + ey, donde o = £||x||5. En efecto,
definamos 7 := pu'x, de modo que Hx = x — 7u. Por un lado, calculamos

HuH% = (x + o€, X+ 0€;) = HXH% +20%), + 0% = 20(0 + xi), Xi:= (X, €x),

y por lo tanto

2 1
p = = .
[ull oo+ x)
Por otro lado,
ty _ _ 2 _
u'x = (x + oey, x) = ||x]|5 + oxi, = o(0 + xy.).
Deducimos que 7 = 1 y, en consecuencia, Hx = x —u =X — (X + 0e;) = —oey.

Naturalmente, tenemos dos posibles elecciones de o que logran que Hx esté en el eje
k-ésimo. Para reducir posibles problemas de cancelacién, se suele preferir ¢ de modo que
sgno = sgnxy: con esto, al tomar u = x 4 oeg, en la coordenada k-ésima tenemos dos
sumandos de igual signo.

Aplicaciéon a factorizacion QR

Ahora estamos en condiciones de describir cémo utilizar las reflexiones de Householder
para tratar problemas de minimos cuadrados. Para fijar ideas, pensemos en que dada
A € M,«n(R), queremos hallarle una factorizacién QR completa. La idea es aplicar una
sucesion de reflexiones de Householder Hy, ..., H,, € M,,(R) de forma que

H, ... H A =: R sea triangular superior. (5.9)

148



METODOS NUMERICOS FACULTAD DE INGENIERIA — IMERL

Como las reflexiones de Householder son matrices ortogonales y simétricas, y el producto
e inversa de matrices ortogonales es una matriz ortogonal, tenemos A = QR con

Q:=(H,.. H)'=H' . H'=H . H =H. H,.

Dada A € M,,,»(R) con m > n, consideremos su primer columna A" € R™. Definimos
H, € M,,(R) como una reflexién de Householder que cumpla

HlA(l) = :|:||A(1)||2 e;.

De acuerdo a nuestra discusion anterior, basta con que H; sea la transformacién de Hou-
seholder asociada al vector u := A®M + [|AM]||ye;, donde el signo del segundo sumando
se suele tomar igual que el del primer elemento de AM. Luego, al hacer esta primera
operacién, tendremos

:|:||A(1)||2 * .. ok i||A(1)||2 ‘ * ... %
4 oA 0 * oL..ox 0 M R)
= — — ~ e mxn .
? ! : x ... % : Ay nl
0 * ... ok 0

Los * arriba denotan elementos que no necesariamente son nulos. Observemos que la
primera columna de A, solamente tiene un elemento no nulo en su primer entrada, por lo
que es la primer columna de una matriz triangular superior. Sea A, € Mm-1)x(n-1)(R)
la matriz que se obtiene al quitar la primera fila y la primera columna de A,.

A continuacién, consideramos una transformaciéon de Householder Hy € M,,_1(R) que
mande la primer columna de A, en el primer vector de la base canénica de R™~ !,

HAY =+ A5 e,

y definimos Hy € M,,(R) mediante

1[0 0
H. ! 3
Pl Ha
0
De este modo, logramos
[ £(|AD), * * * ]
0 1AL [+ ... =
A3 = HngA = 0 0 s
: . A,
L. 0 0 -
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con As € M (m—-2)x (n—2)(R). Notemos que las dos primeras columnas en Az se correspon-
den a las primeras dos columnas de una matriz triangular superior. Siguiendo con este
procedimiento, luego de n pasos se obtiene (5.9). Concretamente, en el paso k-ésimo,
tenemos

[ ]| AD], ... X s
0 * * .. %
(1
A = 0 HA](C_)1||2 * .. ok 7
0 0
: A,
0 0 |
y tomamos
Hy = I ‘O(k_l)x(m—k’-i-l) ’
001y x(m—#-+1) | H,

donde Hj € M —k11(R) es la transformacién de Householder que manda la primer co-
lumna de Ay, en el primer vector de la base canénica de R™++1,

Aplicaciéon a minimos cuadrados

En problemas de minimos cuadrados de rango completo, podemos usar las transforma-
ciones de Householder para resolver los sistemas en forma estable y sin necesidad de
computar la factorizacién QR de la matriz del problema. En efecto, dada A € M., (R),
si tenemos el problema Ax = y al que queremos resolver mediante minimos cuadrados,
aplicamos las n reflexiones de Householder que nos llevan a (5.9) y tenemos

Ax=y = H,..HAx=H,..Hy=2 = Rx=az.

La matriz R € M,,«,(R) resultante es triangular superior, por lo que estamos nuevamente
en una situaciéon como en la Secciéon 5.3.1: para hallar x, nos basta con restringirnos a
las primeras n filas del sistema anterior y hacer una sustituciéon hacia atras. La norma
euclidea del residuo minimo es igual a la norma euclidea del vector formado por las iltimas
n —m + 1 entradas de z.

Ejemplo 5.3.2. La matriz A del Ejemplo 5.2.1/5.3.1 esta dada por (5.4). Consideramos

su primer columna,

AW = o IAD || = V14

W N = O

Por lo tanto, tomamos H; como la transformacién de Householder asociada al vector”

"En este caso, como el primer elemento de A™) es nulo, es igualmente vélido tomar u := A1) — /14 e.
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u:= AW 4 {/14e,, esto es,

0 —02673 —0,5345 —0,8018
o g 2uu’ | 02673 09286 —0,1429 —0,2143
& [wZ = |—0,5345 —0,1429 0,7143 —0,4286

—0,8018 —0,2143 —0,4286 0,3571

Al hacer H; A en Octave, obtenemos la matriz

—3,7417
—0,0000
—0,0000
—0,0000

Ay =

Notamos que, a menos de errores de

~1,6036
0,3042

—0,3917

—1,0875

redondeo (las entradas son del orden de 107%°), la

primera columna de esta matriz se corresponde a la de una matriz triangular superior.

A continuacién, consideramos la matriz

0,3042
—0,3917 | ;
—1,0875

1212 =

en este caso, esta matriz tiene una tnica columna. Computamos ||Aslls = 1,1952 (que
es la norma euclidea de la primer columna de A;) consideramos la transformacién de

Householder H; asociada al vector u := flg) + || A2||2€e1, ¥ consideramos

1 0 0 0
Hy = 0 —0,2545 0,3277  0,9099
10 03277 09144 —0,2377
0 09099 —0,2377 0,3401

Haciendo HyAy = HoH A en Octave, obtenemos la matriz

—3,7417 —1,6036
5 [~0.0000 —1,1952
—0,0000 —0,0000
—0,0000 —0,0000

A menos de errores de redondeo, esta es la misma matriz R que obtuvimos en el Ejemplo
5.3.1, y es un factor de la descomposicién QR de A.

Por otra parte, si computamos z := HyHy para el vector y de datos que definimos en el
Ejemplo 5.2.1 y corresponde al lado derecho del sistema, tenemos

—4,9443
1,1952
—0,4347
0,4313
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Por lo tanto, para hallar la solucién x € R? al problema de minimos cuadrados, nos basta
con resolver el sistema triangular superior

—3,7417 —1,6036] [z,]  [—4,9443
—0,0000 —1,1952| |z| — | 1,1952 |

1,7500
—1,0000
sin necesidad de computar la factorizacion QR de la matriz A.

Es inmediato verificar que la solucién es x = [ ] . Remarcamos que la obtuvimos

5.4. Descomposicion SVD

El Teorema Espectral indica que cualquier matriz simétrica S € M,,(R) puede descompo-
nerse como S = PDP' donde D es diagonal y P es ortogonal. Por otra parte, recordemos
la Observacién 2.5.3: dada una matriz A € M,,»,(R), la matriz A’A es simétrica y se-
midefinida positiva. Por lo tanto, existen matrices P € M, (R) ortogonal y D € M, (R)
diagonal tales que
A'A = PDP'.

Ademis, que A'A sea semidefinida positiva implica que sus valores propios Ay, ..., A, son
mayores o iguales a cero.

Definicién 5.4.1 (valores singulares). Con la notacién de arriba, los valores singulares
de Asono; .=+, i=1,...,n. A

Observacion 5.4.1 (rango y valores singulares). Si A € M,,x,(R) tiene rango r <
min{m,n}, entonces como rg(A*A) = rg(A), deducimos que A tiene r valores singula-
res estrictamente positivos. En particular, si A € M,,(R) es cuadrada y tiene al menos
un valor singular nulo, entonces A es singular. A

El siguiente teorema, que no vamos a demostrar, indica que cualquier matriz A €
M xn(R) se puede descomponer como un producto entre matrices ortogonales (no nece-
sariamente iguales) y una matriz diagonal que contiene a los valores singulares de A.

Teorema 5.4.1 (descomposicién SVD). Dada A € M,xn(R), con rg(A) = r, existen
UeM,[R), Ve M,(R) ortogonales y 2 € M,xn(R) diagonal tales que

A=UxV? (5.10)
y 2 es de la forma
g1 0 0
Y= Z | O , con X, = 0 o e M, (R),
O(mfr)xr ‘ O(mfr)x(nfr) : .. .0
0O ... 0 o,

y oy > ...0. >0 son los valores singulares no nulos de A.

152


https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_descomposici%C3%B3n_espectral

METODOS NUMERICOS FACULTAD DE INGENIERIA — IMERL

La Figura 5.4° muestra una interpretacién geométrica en R?: la matriz A transforma
el circulo unitario en una elipse, y se indica como se transforman los vectores de la base
canénica de R2. La factorizaciéon SVD descompone esta transformacién como una rotacién
seguida de un escalamiento en las direcciones candnicas que transforma el circulo en una
elipse con semiejes o1, 09, v finalmente una nueva rotacion.

4 o 2\4

A=UxV'

Figura 5.4: Factorizacién SVD.

No vamos a entrar en detalles sobre como computar esta factorizacién; quien esté intere-
sado, puede consultar una técnica para hacerlo en [QSS10, Seccién 5.8.3].

Observacion 5.4.2 (no unicidad). En la factorizacién (5.10), los elementos de ¥ estdn
unicamente determinados por A, y se los suele escribir en orden descendiente. De todos
modos, ain si usamos la convencién de ordenar los elementos de la diagonal de X, las
matrices U,V en la factorizacién SVD no son tnicas. A

5.4.1. Aplicacién a minimos cuadrados

Si tenemos un problema de minimos cuadrados Ax =y, con A € M,,,n(R), m > ny
rg(A) = n, consideramos su descomposicién SVD (5.10) y podemos escribir el problema
como

UsVix=y = XV'x="Uy.

Por lo tanto, para resolver el problema podemos definir el vector auxiliar z := Uly, y
comenzar resolviendo el problema de minimos cuadrados >w = z. Este es un problema
extremadamente simple, ya que Y es una matriz diagonal: basta con restringirse a los
primeros n elementos de z y dividirlos por los valores singulares de A. Una vez que
tenemos w := V'x, la solucién de nuestro problema es x = Vw.

La justificacién de este procedimiento es andloga a la que hicimos en la Seccién 5.3.1. En
efecto, usando A = UX V! podemos escribir la norma euclidea al cuadrado del residuo en

8 Adaptada de Georg-Johann, CC BY-SA 3.0, via Wikimedia Commons.
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un vector x € R" como
I3 = |Ax — y |5 = [USV'x —y | = [|[EV'x — U'y|l3,

donde en el dltimo paso usamos que U es ortogonal. Como X € M,,«,(R) es diagonal,
tenemos que sus ultimas n + 1 filas son todas nulas, por lo que

(13 = 12 V% = 2 15+ 12001 10 13- (5.11)

Asi, la solucién al problema de minimos cuadrados es el tinico’ vector x € R™ que hace
que la primera norma del lado derecho se anule.

Ejemplo 5.4.1. Volvemos al Ejemplo 5.2.1/5.3.1, al que esta vez atacamos usando la
factorizacion SVD de A.

Usamos el comando [U,S,V] = svd(A) en Octave, y obtenemos

[—0,1035 —0,8302 —0,3858 —0,3888 4,1000 0
= —0,3243 —0,4414 0,2246  0,8060 g 01,0908

—0,5452 —0,0525 0,7082 —0,4455|"’ 0 0 |’

| —0,7661 0,3364 —0,5470 0,0283 0 0
Vo [—0,9056  0,4242

|—0,4242  —0,9056] -

Hallamos la solucién al problema de minimos cuadrados con los comandos

>> z = U’xy;
>> w = 8(1:2, 1:2) \ z(1:2);
>> x = Vxw;

Nuevamente encontramos la solucién x = [1.7500; -1.0000]. AN

5.4.2. Otras aplicaciones de SVD

Nos tomamos un pequenio desvio del tema de minimos cuadrados para comentar (de forma
poco rigurosa) algunas otras aplicaciones de la factorizacion SVD. Recomendamos el video
[Mol20] para una perspectiva histérica y otras aplicaciones.

Computar rangos, espacios de columnas y nicleos de matrices. El rango de una
matriz es igual a la cantidad de valores singulares no nulos que tiene, y la factorizacion
SVD da un método excelente para computar rangos. Sin embargo, en la préactica, si
queremos determinar computacionalmente el rango de una cierta matriz dada, los errores
asociados a la aritmética de punto flotante hacen que esto no sea tan claro. Para calcular

9Como rg(A) = n, sus valores singulares son todos positivos y por lo tanto Y (1:n) es invertible.
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rangos, la funcién de Octave rank considera nulos todos aquellos valores singulares que
estén por debajo de un cierto umbral.

Contar con la factorizacion SVD (5.10) de una cierta matriz A € M,x,(R) también
permite determinar de forma elegante y eficiente los espacios col(A) y ker(A). En efecto,
si rg(A) = r, entonces el espacio de columnas de A (o equivalentemente, la imagen de A)
esta generado por las primeras r columnas de U,

col(A) = [UW, ... U"],

e incluso ese conjunto nos da una base ortonormal de col(A). Por otra parte, el nicleo de
A esta dado por las dltimas n — r columnas de V,

ker(A) = [Vt oy ],

y este conjunto es una base ortonormal de ker(A). Las funciones de Octave orth y null
usan la factorizacion SVD para devolver respectivamente estas bases ortonormales del
espacio de columnas y del niicleo de A.

Aproximaciones de rango bajo. Otra forma de escribir la factorizaciéon (5.10) es
como una suma,

A:UEVtzalE1+...+0nEn, (512)

donde E; = UD(V®)t € M,,n(R) es una matriz de rango 1. La expresién (5.12) permite
realizar aprozimaciones de rango bajo de la matriz A al tomar algunos de los sumandos.
De hecho, esto produce una mejor aproximacion en el siguiente sentido.

Teorema 5.4.2 (Teorema de Eckhart-Young). Dados A € M,«n(R) y k < r = rg(A),
sea Ay = Zle o:E; definida a partir de tomar los primeros k sumandos en (5.12).
Entonces,
{ A—=DBly=||A—- A =
s A= By = A= Ay = oy
donde || - ||2 denota la norma operador en M,«n(R) asociada a la norma euclidea (Defi-
nicion 2.5.1).

Este teorema tiene diversas aplicaciones. Como primer ejemplo, consideremos la compre-
sion de imagenes. Digitalmente, una imagen en blanco y negro se suele representar como
una matriz de dimensiones m x n. Cada entrada de dicha matriz representa un pizel,
y suele tomar valores entre 0 (negro) y 255 (blanco). La figura 5.5 muestra un ejemplo
simple de representacion matricial de una imagen. El Teorema 5.4.2 nos brinda una forma
de comprimir nuestra imagen al hacer aproximaciones de rango bajo. La Figura 5.6 nos
muestra un ejemplo.
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0 255 0
255 0 255
0 255 0
259 0 255

Figura 5.5: Representacion matricial de una imagen en blanco y negro.

Figura 5.6: Compresién de una imagen: la original (1440 x 1920 pixeles) estd abajo a la
derecha. Mostramos las aproximaciones dadas por el Teorema 5.4.2 de rangos & = 10
(arriba izquierda), k = 50 (arriba derecha) y k& = 200 (abajo izquierda).

Andlisis de componentes principales. El Andlisis de componentes principales (o
Principal Component Analysis) es una técnica estadistica para reducir la dimensionalidad
de un conjunto de datos; hoy en dia encuentra numerosas aplicaciones en ciencia de datos
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y en machine learning, por ejemplo en visualizacion de datos, clustering, o deteccion de
anomalias. No vamos profundizar sobre esta técnica; brevemente, indicamos que permi-
te describir dicho conjunto de datos en funcién de nuevas variables no correlacionadas,
llamadas componentes principales. Estas componentes principales son un conjunto de k
vectores unitarios, donde el vector i-ésimo se toma como el que produce el mejor ajuste a
los datos entre todos los vectores que son ortogonales al espacio generado por los primeros
i — 1 vectores. En términos de la SVD, si tenemos una matriz A € M,,x,(R), a la que
factorizamos A = UX V!, sus componentes principales son las columnas de V.

El analisis de componentes principales se utiliza para crear modelos predictivos, o para
reducir la dimensionalidad de los datos: esto se logra proyectando cada dato solamente
en las primeras componentes principales, y permite obtener un conjunto de datos de
dimensiones inferiores que “mejor aproxima” al conjunto de datos original. [lustramos sus
capacidades con un ejemplo muy sencillo.

Ejemplo 5.4.2. La siguiente tabla muestra la altura, peso, y perimetro cefdlico de un
conjunto de 10 bebés de 1 ano.

Peso (kg) | Altura (cm) | Per. cefélico (cm)
10.91 79.2 48.7
9.94 77.5 45.9
9.34 72.4 44.2
10.11 76.0 45.8
9.59 76.7 45.3
9.67 73.5 44.9
11.58 78.9 48.2
9.94 75.9 43.8
10.39 75.4 47.5
8.84 72.7 42.8

Visualizar estos datos como puntos en R? no necesariamente serfa de mucha ayuda para
interpretarlos. Parece claro que las tres mediciones deben estar correlacionadas de alguna
forma: deberia haber una componente, llamémosla el tamano, que permita explicar buena
parte de las diferencias entre el peso, altura y perimetro cefalico de cada bebé. Colocamos
nuestros datos en una matriz A € Mjzy19(R), la centramos y hacemos que tenga varianza
1 en cada fila'?, y le aplicamos SVD, A = UXV*. Obtenemos los valores singulares

op = 4,9085, 0y =1,4182, 03 = 0,9463.

Como 0, es bastante mayor que los otros dos valores singulares, parece que buena parte
de la variabilidad de nuestros datos puede ser explicada por un solo factor (el tamarno).
Tomamos esta componente principal, es decir, la primer columna de V', y, para facilitar

10Este paso es para evitar las distorsiones que nos podria producir el hecho de que distintas mediciones
estén tomadas en unidades distintas y son de magnitudes distintas.
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la interpretacion de los resultados, la normalizamos para que tenga norma infinito igual
a 1. Obtenemos el siguiente vector:

tamano = [2,36, 0,37, —1,77, 0,12, —0,24, —1,06, 2,63, —0,63, 0,72, —2,50].

Asi, parece ser que los bebés niimero 1 y 7 son los de mayor tamano, que el tltimo es el que
tiene menor tamano, y si queremos ver a un bebé de tamano “medio”, deberiamos buscar
al nimero 4''. Si queremos hacer un modelo explicativo usando solamente la variable
tamano, consideramos la aproximacién de rango 1 de nuestra matriz de datos,

By = o UD (VW)

La Figura 5.7 muestra las mediciones junto a las columnas correspondientes de la matriz
E1, que nos indica los valores predichos de acuerdo al tamano de cada bebé. En azul se
muestran las mediciones y en rojo los valores predichos por el tamano de cada bebé. Por
ejemplo, vemos que para nuestro modelo el bebé niimero 7 pesa mas y mide menos de lo
que predice su tamano, o que el bebé 9 es un poco cabezon para su tamano.

2 3 4 5 6 7 8

1 9
II ‘ ‘ ‘ II ‘ I
1 2 3 4 5 6 7 ° 10

8

10

Figura 5.7: Datos del Ejemplo 5.4.2. En azul, se representan las mediciones de cada bebé
(de arriba a abajo: peso, altura, perimetro cefélico), y en anaranjado los valores predichos
de acuerdo al tamano computado de cada bebé.

Ademas, podemos aprovechar nuestro andlisis para predecir nuevos valores a partir de los
datos que obtuvimos: si conocemos una medida de un bebé, por ejemplo su peso, podemos
calcular su tamano y luego predecir las otras mediciones. Por ejemplo, si tenemos un bebé
que pesa 10 kg, luego de restar la media de la muestra y normalizar obtenemos que tiene

"Para nuestro conjunto de datos, el peso medio es de 10.03 kg, la altura media es de 75.8 cm, y el
perimetro cefdlico medio es de 45.7 cm.
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un peso normalizado de —0,0401. Esta cantidad —0,0401 seria la primer entrada en los
datos, y como estamos haciendo una aproximacion de rango 1, conocer una entrada de una
columna es suficiente para extrapolar las demas entradas. Asi, predecimos que el tamano
de nuestro bebé es

tamano estimado = —0,0401/U(1,1) = —0,0681.
Luego, podemos “completar” los datos faltantes (en unidades normalizadas) haciendo

altura estimada = —0,0681 x U(2,1) = —0,0384,
per. cefélico estimado = —0,0681 x U(3,1) = —0,0395,

lo que, al deshacer la normalizacién nos devuelve una altura estimada de 75.73 cm y un
perimetro cefalico de 45.64 cm. A

Tal vez también te puede interesar esto. Desde hace algunos anos, los sistemas de
recomendaciones forman parte de nuestra vida cotidiana: los encontramos, por ejemplo,
en plataformas de streaming o en tiendas en online. La factorizacion SVD puede servir
para realizar un sistema de recomendacion.

Supongamos que tenemos una plataforma de peliculas, y tenemos una tabla con los pun-
tajes que m usuarios le asignaron a m peliculas distintas. Los ponemos en una matriz
A € Myxn(R), en la que la entrada m;; nos indica qué puntaje le asigna el usuario i a la
pelicula j. Intuitivamente, si representamos los datos de nuestra tabla de puntajes como m
puntos en R™, uno por cada usuario, entonces dos usuarios tienen gustos similares si esos
puntos estan cerca. Si tenemos una factorizacion SVD de la matriz A, entonces podemos
reducir la dimensionalidad de los datos a un conjunto de unas pocas caracteristicas —las
componentes principales—, que seguramente tengan que ver con el género la pelicula, qué
actores trabajan, el director, entre otras. Analogamente, podriamos pensar en los datos
de nuestra tabla de puntajes como n puntos en R™, en el que cada punto es una pelicula
y la distancia entre peliculas da la idea de que le gusta a usuarios con perfiles similares.
Como plataforma, tenemos dos posibilidades claras.

= Recomendar al usuario. Dado un usuario, determinar qué pelicula que no vio le
podria gustar mas.

» Vender una pelicula. Dada una pelicula, determinar a qué usuario que no la vio le
podria gustar.

Obviamente, no es de esperar que todos los usuarios hayan visto todas las peliculas de
nuestra plataforma, por lo que nuestra tabla de datos va a estar incompleta. El arte
estd en, con los datos disponibles, estimar una cierta cantidad de puntos que estan cerca
del usuario al que tenemos que recomendar o la pelicula que queremos sugerir. En su
momento, por hacer esto lo suficientemente bien, Netflix pagd un premio de un millon de

délares!?.

12Una explicaciéon amigable del algoritmo ganador, que explica algunas ventajas practicas de usar
algoritmos de factorizacién matricial relacionados con la SVD, se puede entontrar en este articulo.
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5.5. Problemas con rango deficiente y pseudoinversa

A continuacion, volvemos al tema central del capitulo y analizamos una nueva aplica-
cién de la descomposicion SVD: problemas de minimos cuadrados con rango deficiente.
Concretamente, analizamos el problema de minimos cuadrados lineal Ax = y, donde
A€ Myxn(R) con m > n y r :=rg(A) < n. Remarcamos que, incluso en este caso,
el Teorema 5.2.1 permanece valido: la dificultad estd en que el problema de minimizar
la norma euclidea del residuo no tiene solucién tinica. Nuestro objetivo es encontrar un
criterio significativo que nos permita seleccionar una de esas soluciones.

Comencemos con una perspectiva sobre casos mas simples: si A fuese una matriz cuadrada
e invertible, entonces la solucién al problema de minimos cuadrados seria x = A~'y. En
cambio, si A fuese rectangular pero de rango completo, podriamos hallar la solucion
al problema de minimos cuadrados a partir de las ecuaciones normales, esto es, x =
(A'A)~tAly. En este ultimo caso no podemos invertir A, pero si podemos considerar la
matriz (A'A)~' A" como un reemplazo “razonable” para la inversa de A. A tal reemplazo
razonable le vamos a llamar pseudoinversa de A. Notemos que si A € M,,5,(R) con
m > n es de rango completo, entonces

[(A"A)TADJA = (A'A) H(A'A) = I,,,

por lo que (A*A)~1 A? es una inversa a izquierda de A. Sin embargo, esta matriz en general
no es una inversa a derecha, pues

A[(A'A) AN £ I,

Esto se deduce del hecho de que la matriz de la izquierda tiene rango menor o igual que
n, mientras que la de la derecha tiene rango igual a m > n.

Para generalizar la nocién de inversa de una matriz, comenzamos con el caso escalar: dado
r € R, su inverso respecto al producto es % si x # 0. En caso de que x = 0, obviamente
no tiene inverso. Vamos a llamar pseudoinverso de x al nimero

ot 1/x siz#0,
0 siz=0.

En caso de que tengamos una matriz D diagonal (y posiblemente rectangular), vamos
a llamar su pseudoinversa a la matriz D" que se obtiene al trasponer D y tomar el
pseudoinverso escalar de los elementos de la diagonal. Esto es, si

[y 0 ... 0]
0 dy "o d 0 ... ... .00
: . : + .
p=]" " " | eMpn® = D= |0 & 0 € Myxom(R).
: 0 dy, O |
L 0 ... ... dt ... 0
0 ... ... 0
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Definicién 5.5.1 (pseudoinversa'®). Dada A € M,,x,(R), consideremos su descomposi-
cién SVD, A = UXV". La pseudoinversa (o pseudoinversa de Moore-Penrose) de
A es la matriz AT € M, (R) dada por

At =VEtU".
A

Observacion 5.5.1. Se puede verificar que la Definicién 5.5.1 no depende de la factorizacion
SVD de la matriz A. A

Esta definicién nos permite recuperar los casos conocidos en que la matriz es invertible o
en problemas de minimos cuadrados con rango completo.

Proposicién 5.5.1 (pseudoinversa, casos conocidos). Si A € M, (R) es invertible, en-
tonces AT = AL, Mds en general, si A € Muyxn(R) con m > n cumple rg(A) = n,
entonces

At = (A'A) AL

Demostracion. Nos basta con probar la segunda afirmacion, pues la primera se deduce
de ella y del hecho de que si A € M, (R) es invertible, entonces A’ también lo es y
(At)fl — (Afl)t‘

Consideremos una descomposiciéon SVD de A, A = UXV!. Como A' = (UXV!)! = VU
y U es ortogonal, tenemos

A'A =VESVE
Sean o7, . .., 0, los valores singulares de A (Definicién 5.4.1); como A*A es invertible, estos
valores singulares son estrictamente positivos. Observamos que %, := 'Y € M, (R) es
una matriz diagonal, y que los elementos en su diagonal son o%,...,02. Por lo tanto,

(APA) ™ = (VS V) = VSV = (ATA) AN = VSIS,

Como At = VXTU!, para terminar la demostracién nos basta con verificar que X+ =
Y713t Las dos matrices tienen el mismo tamano (n x m) y son diagonales, por lo que
basta con observar que las dos tienen los mismos elementos en la diagonal. Esto es sencillo
de comprobar, pues la diagonal de X T tiene los pseudoinversos escalares de los valores
singulares de A, y como éstos son todos positivos, tenemos o; = o} Uparai=1,...,n.

Por otra parte, la diagonal de ¥ 13 tiene los elementos ﬁai =0 'parai=1,...,n. O

La proposicién anterior nos indica que, si tenemos un problema de minimos cuadrados
de rango completo Ax = y, entonces su solucion se puede escribir formalmente como
x = ATy. Notamos que esta expresion incluso tiene sentido para problemas que no son

13Esta no es la definicién mdas habitual de pseudoinversa. Se la suele definir como la tinica matriz
que satisface las llamadas condiciones de Moore-Penrose; referimos a [GVL13, Seccién 5.5.2] para més
detalles.
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de rango completo, por lo que la vamos a usar como definicién de solucién en dicho caso.
En esos problemas, en los que no tenemos unicidad de soluciones, computar ATy nos da
la solucion que tiene la menor norma euclidea.

Proposicién 5.5.2 (minimos cuadrados con pseudoinversa). Sean A € M,«,(R) ey €
R™. Entonces, el vector x* := ATy es la solucidn del sistema Ax =y en el sentido de los
minimos cuadrados que tiene la menor norma euclidea.

Demostracion. Ya sabemos que la proposicion es verdadera en caso de que A sea de rango
completo, pues en dicho caso la solucion al sistema es tnica y la Proposicion 5.5.1 nos
garantiza que se puede escribir como x = Aty.

Supongamos, entonces, que el problema es de rango deficiente: rg(A) = r < n. En ese

caso, la matriz de valores singulares en la descomposicion SVD de A es de la forma

Er ‘ 07 (n—r)
X=
O(m—r)xr ‘ O(m—r)x(n—r)

Arriba, ¥, € M,(R) es una matriz diagonal e invertible, que en su diagonal tiene los
r valores singulares no nulos de A, y las demas submatrices son nulas y los subindices
indican sus tamanos. El mismo razonamiento que hicimos para llegar a (5.11) nos permite
llegar aqui a que en este caso la norma euclidea del residuo se puede escribir como

HrH; = HETW(I:T) - Z(I:T)Hg =+ ||Z(7’+1:m)||§7

donde w := V'x y z = U'y. Las soluciones al problema de minimos cuadrados se obtienen
resolviendo wj.,) = X lz(m), eligiendo libremente las entradas w(,1.,), y luego tomando
x=Vw.

Para demostrar la proposicién, debemos probar que x* := ATy cumple esta condicién y
que es el vector de menor norma euclidea que lo hace. Usando la definicién de pseudoin-
versa y como definimos el vector z, tenemos

x'=Aty =VXtUly =VXTz
La pseudoinversa de X es

Zr_ ! ‘ Or X (m—r)

»t =
O(n—’/‘) X (m—r)

€ Mum(R),

O(n—r) X7

por lo que (EJFZ)(M) =2 lz(m). Esto muestra que x* es soluciéon del problema de mini-
mos cuadrados. Finalmente, observamos que (372)(41.,) = 0, que [[x*|s = [|[VETz|, =
|27 z]|5 y, para cualquier otro vector x que sea solucién del sistema tenemos
2 = IVxz = W 2 + [Werrmll2 = 157 200 12 + [1Wesm 12
IS Wil = B (W2 > 1.

Concluimos que x* es la solucion del sistema Ax = y en el sentido de los minimos
cuadrados que tiene la menor norma euclidea. O
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5.6. Comparacion

Hemos visto varios métodos para resolver problemas de minimos cuadrados lineales de
la forma Ax = y. En la préctica, la eleccion de cudl utilizar depende de nuestros re-
querimientos de precision, e implica balancearlos con el costo y la confiabilidad de cada
método.

Las ecuaciones normales son muy sencillas de implementar. Pasamos de un sistema
rectangular m X n con m > n a uno cuadrado y de tamano n X n, lo que puede ser
interesante cuando m > n. El sistema resultante tiene la propiedad de tener la matriz
simétrica y semidefinida positiva A*A (definida positiva si rg(A) = n), por lo que incluso
se pueden utilizar métodos como la factorizacion de Cholesky que tratamos en el Préactico
2. La gran desventaja que tiene el uso de las ecuaciones normales es el posible mal condi-
cionamiento del problema resultante, lo que puede repercutir en la calidad de la solucion
computacional que obtengamos.

Los métodos de ortogonalizacion estan basados en llevar la matriz A a una forma
triangular superior mediante una sucesién de transformaciones ortogonales. Esto esta
cercanamente relacionado con la factorizacién QR de la matriz A'*. Este tipo de métodos
son por lo general més costosos computacionalmente que usar las ecuaciones normales,
especialmente si m > n. El método clasico de ortogonalizacion de Gram-Schmidt que
aprendimos en Geometria y Algebra Lineal 2 no es estable computacionalmente; el método
mas extendido de ortogonalizacion, por ser el mas eficiente y preciso en general, es el de
Householder.

Finalmente, usar la factorizacion SVD es la opcion computacionalmente mas cara. Su
elevado costo viene a cambio de una gran precisién y confiabilidad en problemas delicados:
en particular, usar SVD nos permite encontrar una solucién elegante en problemas de
rango deficiente.

A pesar de que no profundizamos en este punto, indicamos como referencia algunas es-
timaciones de costos computacionales de resolver un sistema con A € M, (R) con
distintos métodos:

» ecuaciones normales + método directo (Cholesky) ~ an2 + %3 flops;
» transformaciones de Householder + sustitucién hacia atrds ~ 2mn? — % flops;

» computar SVDY + sistema diagonal ~ 2m?n 4 4mn? + 9%3 flops.

14En la misma forma en que, como vimos en la Seccién 2.3, llevar A a una forma triangular superior
mediante el proceso de escalerizacién gaussiana esta relacionado con la factorizacién LU.
15Usando el método que se describe en [QSS10, Seccién 5.8.3].
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5.7. Minimos cuadrados no lineales

Volvemos a nuestra discusion de la Seccién 5.1. Como vimos en el Ejemplo 5.1.1, nos po-
demos encontrar con problemas de ajustar pardametros en los que la dependencia respecto
a éstos es no lineal'®. En esta seccién, vamos a analizar un método para tratar este tipo
de problemas.

Tenemos un conjunto de datos {(;,¥:)}i=1,..m C R? y asumimos que existe una funcién
f: R — R, que depende de ciertos parametros xq, ..., x,, tal que

yi ~ f(t;;x), donde x = [z1,...,2,]" € R".

Nuestro problema consiste en elegir “el mejor” conjunto de parametros, y nuevamente
vamos a interpretar esto como un problema de minimizaciéon de la norma euclidea del
vector residuo. Asumimos que la funcion f depende de forma tan regular de los parametros
Z1,...,T, COMO Sea necesario.

Definicién 5.7.1 (residuo). Dado un vector x € R", definimos el residuo r = r(x) € R™
como el vector tal que
ri:= f(tyx)—y, t=1,...m.

A
En analogia con la Definicién 5.1.2, nos proponemos hallar
. . 2
x" = arg min [[r(x)]5. (5.13)

Si bien en general no esperamos que r(x*) = 0, razonemos como si esto pudiese ocurrir, y
planteemos el método de Newton-Raphson para esta funciéon. Comanzamos de un iterado
inicial x° € R™. Luego, dado x*¥ € R", linealizamos la funcién residuo en dicho vector,
esto es, aproximamos

r(x) ~ r(x") + J.(x")(x — x¥).
Notemos que la funcién residuo r(x*) es la resta de un término que depende de x* y otro
que no, por lo que J.(x*) = J¢(x¥), donde f: R® — R™ es tal que

fi(x) = f(ti;x), i=1,...m.

Para definir los iterados, igualamos la linealizacién del residuo al vector nulo: tomamos
x**1 tal que
r(xF) + J.(xF) (x*! — x*) = 0.

16 Aqui, estamos usando la expresién “no lineal” para indicar “no necesariamente lineal”. El método
que presentamos es aplicable al caso en que la dependencia respecto a algunos pardmetros es lineal y
respecto a otros no lo es, como en varios de los modelos que mencionamos en el Ejemplo 5.1.1.
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k+

En otras palabras, esto nos conduce a definir x**! mediante

Je(xF)d" = —r(x"),

xM = xP 4 dF. (5.14)
Este es el llamado método de Gauss-Newton. Como r: R® — R™, tenemos J,(x*) €
Mnn(R) y, por lo tanto, en cada paso (5.14) implica que el incremento d* es la solucién
de un problema de minimos cuadrados lineal. En otras palabras, este método propone
aproximar la solucién de un problema de minimos cuadrados no lineal mediante una
sucesion de problemas de minimos cuadrados lineales, en la que tanto las matrices como
los vectores de datos se deben ir actualizando en cada paso. El Algoritmo 5.1 muestra un
pseudo-codigo que lo implementa.

Algoritmo 5.1: Pseudo-cédigo: Gauss-Newton.
Datos: {(t;,y:)}i=1...m C R? con y; & f(t;;x) para x € R", tol> 0, max_it> 0
Resultado: vector x que satisface el criterio de parada que impongamos
x — x;
mientras [criterio de parada] > tol & k < maz_it hacer

b+ y —f(x) % notar que b = -r(x) ;
A J¢ (X);
d < solucion del problema de minimos cuadrados lineal Ad = b;
X ¢ X +d;
k< k+1;
fin

Como en cada paso debemos resolver un problema de minimos cuadrados lineal, podemos
usar cualquiera de los métodos que analizamos en las secciones anteriores de este capitulo.
Al ser un método de tipo Newton-Raphson, en caso de que el problema (5.13) tenga
solucion, se puede probar la convergencia si el iterado inicial esta lo suficientemente cerca
de dicha soluciéon. Asimismo, se podrian considerar variantes en el espiritu de las que
describimos en la Seccién 4.8.3, como introducir amortiguamientos, evitar computar las
jacobianas en cada paso, o ir haciendo actualizaciones de rango bajo.

Ejemplo 5.7.1. Consideramos los siguientes datos:

tly
0] 2
110.7
210.3
3101

Queremos ajustarlos mediante un modelo de la forma

y = f(t;x) = $1€m27
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con pardmetros x = [z, T5|". Comenzamos con el iterado inicial x° = [1,0]*, y mostramos
cémo se computa x!. Siguiendo los pasos delineados en el Algoritmo 5.1, computamos el
vector

2 29l 2 — 1Y 1
0,7 20et22 0,7 — 1¢° 0,3

— 0y — _ — ’ _ 1 — ) — )
bi=—r(x) =y ()= |4} 20etaed 0,3 — 1¢° —0,7
0,1 x?et‘lxg 0,1 — 160 —O,g

Por otra parte, computamos la matriz

9 )
% (t1;x") %(h; xY) etwc% tlxtl)etlzg 10
A= Jf(xo) _ @(t% xo) @(t% XO) _ emi ngx(l)emi _ 11
ngl <t3, XO) gTﬁ(tg, XO> et;ﬂ?z tgx[l)et:ng 1 20>
9 0
('98_,1;1 t4; XO) 86_@ t4, X0> et4$2 t4x?€t4x2 1 3

y debemos resolver el problema de minimos cuadrados Ad = b. La solucién de este pro-
blema es d = [0,69, —0,61]*, por lo que el siguiente iterado es x! = x°+d = [1,69, —0,61]".

Implementamos en Octave el Algoritmo 5.1 con el criterio de parada ||d|[; < 107° y comen-
zando de x¥ = [1, 0]*. El algoritmo termina en 7 pasos, y computa x* = [1,9950, —1,0095]".
La Figura 5.8 muestra los datos y el ajuste resultante, f(t) = 1,9950 - e~ 10091,

15
t

Figura 5.8: Solucion mediante el método de Gauss-Newton a un problema de minimos
cuadrados no lineal.
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Capitulo 6

Ecuaciones diferenciales ordinarias

6.1. Introduccién. Nociones generales.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias aparecen en modelos en diversas areas de la cien-
cia, ingenieria, y economia. En concreto, las ecuaciones diferenciales ofrecen un lenguaje
matematico para expresar un cambio continuo. Sin embargo, muchas veces ocurre que
este tipo de ecuaciones tienen soluciones que no se pueden expresar en forma cerrada.
Los métodos numéricos ofrecen una alternativa ampliamente usada para hallar soluciones
aproximadas: algunas preguntas relevantes aqui son cémo disenar métodos eficientes y
precisos, como estimar qué tan lejos esta la solucién numérica de la solucién exacta, o de
qué forma lograr que el método preserve alguna propiedad de interés que pueda tener el
modelo.

Una ecuacién diferencial ordinaria es una ecuacion cuya incognita es una funcién y(t)
en la que aparecen derivadas de la funcién incégnita. Por comodidad, nos vamos a referir
a la variable independiente ¢ como el tiempo. Una ecuacion diferencial de primer orden es
una ecuaciéon de la forma

F(t,y(),y'(t)) =0, (6.1)
donde y: R — R" es la funcién incégnita, y F: R x R® x R® — R" es un dato'. La

forma (6.1) es bastante general, y nos permitiria escribir ecuaciones muy complicadas y
no lineales en y’, como por ejemplo (para n = 1)

sen(ty'(t)) +y(t)e! D =1, o I+ (1) = y().

En este capitulo, vamos a trabajar con ecuaciones de la forma

y'(t) = £t y (1)), (6.2)

Puede ocurrir que las soluciones y(t) que estemos buscando solamente estén definidas en un intervalo
I C R, y obviamente el dominio de la funcién F' no tiene por qué ser todo R x R™ x R™. A los efectos
de este curso, no nos vamos a detener en este aspecto, que se estudia con mayor detalle en el curso de
Ecuaciones Diferenciales.
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y supondremos conocida f: R x R® — R". Observemos que para n = 1 esto nos da una
unica ecuacién escalar, mientras que para n > 1 obtenemos un sistema de ecuaciones.

Remarcamos que asumir que nuestra ecuacion diferencial es de primer orden no es algo
tan restrictivo. Por ejemplo, si tenemos una ecuacién diferencial de orden n de la forma

y () = fty®).y' @),y 1), (6.3)

entonces podemos definir las n variables auxiliares y(¢) = y(t), y2(t) = ¢'(¢t) = yi(t), ...,
vau(t) =y, _1(t), y la ecuacién (6.3) puede escribirse como una ecuacién de primer orden
para la funciéon y: R — R", de la forma

Y1 (t) ya(t)
y'(t) _ YZE(t) _ YBS(t) _. f(t,y(t)).
¥ (t) fyi(t),y2(t), - Y1) (1))

En el Ejemplo 6.1.3 aplicamos esta idea a una ecuacion diferencial de segundo orden
proveniente de aplicar las leyes de Newton.

A continuaciéon mostramos algunos ejemplos relevantes de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 6.1.1 (problema test). Consideremos f(¢,y(t)) = Ay(t) en (6.2), donde A € R
es un dato. Nuestra ecuacion diferencial tiene entonces la forma y/'(t) = Ay(t). Es sencillo
verificar que, para todo C' € R, la funcion

y(t) = Ce
satisface la ecuacién (6.2). A

Ejemplo 6.1.2 (ecuacién logistica). La llamada ecuacién logistica se utiliza en biologia
como un modelo simple de crecimiento de poblaciones. En ella, la incégnita es una funcion
y: R — R que cumple

y'(t) =ay(t)(1 —y(t)), dondea > 0.

Si pensamos en y(t) como la proporcién (respecto a una cierta poblacién méaxima) de
un cierto animal ocupando el hébitat en un tiempo ¢, entonces 1 — y(t) representa la
“capacidad ociosa” de ese hébitat. Cuando y ~ 0 tenemos y = ay y esperamos que
la solucién muestre un crecimiento exponencial como en el Ejemplo 6.1.1. Esto quiere
decir que si hay abundancia de recursos disponibles en el habitat, la poblacién tiene la
capacidad de crecer exponencialmente. En cambio, una vez que y = 1, la ecuacién se
vuelve 3y &~ 1 — y y la velocidad de crecimiento de la poblacién se hace cada vez menor a
medida que se va saturando la capacidad del habitat, esto es, cuando y — 1. A

Ejemplo 6.1.3 (sistema masa-resorte). Consideremos un sistema masa-resorte sin roza-
miento, como en la Figura 6.1. Sean m > 0 la masa, k£ > 0 la constante elastica del resorte,
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y x(t) el desplazamiento de la masa respecto a la posicién de equilibrio en el instante t.
Asumimos que la fuerza que ejerce el resorte sobre la masa es proporcional a qué tan
estirado/comprimido esté?, por lo que las leyes de Newton nos dicen que vale

ma” (t) = —kx(t). (6.4)
Notemos que esta no es una ecuacién como (6.2), sino de segundo orden, porque aparecen

sasasssen®,

>
‘ T

Figura 6.1: Sistema masa-resorte.

las derivadas segundas de x. Sin embargo, podemos escribirla en la forma (6.2) de un modo
sencillo. Consideremos la velocidad horizontal de la masa y(t) := 2/(t). Como /() = z" (1),
podemos reescribir (6.4) usando ambas variables (desplazamiento y velocidad) como

{I’(t) = y(t),
y(t) =—na(t).

Luego, podemos definir una funcién incégnita vectorial y: R — R?, y(t) := {x( )} y

escribir nuestra ecuacion diferencial como

—k 9

m

v'(t) = Ay(t), donde A — [ 0 1} .

Esta ecuacién si es de la forma (6.2), con n =2y f(t,y(t)) = Ay(?).

Por otra parte, podemos incorporar una fuerza de rozamiento en nuestro sistema. Inclui-
mos la fuerza de friccién de la masa con el piso, que suponemos de magnitud proporcional
a la velocidad de la masa y sentido opuesto a ésta. Con esta adicion en nuestro modelo,
(6.4) toma la forma

ma” (t) = —kx(t) — px'(t), con u > 0.

()

Si volvemos a definir y(t) = 2/(t) e y(t) = [y@)} , esta ultima ecuacién es de la forma

y'(t) = Ay(f), donde A= [ 0 _14 .

m m

2Esta es la llamada ley de Hooke.
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6.1.1. Problemas de valores iniciales.

Una ecuacién diferencial y'(t) = f(¢,y(f)) no es suficiente para determinar una solucién
tunica, ya que la ecuacién en si solamente define los valores de las pendientes y'(t) de
la solucién. En general, hay una cantidad infinita de funciones y(¢) que satisfacen la
ecuaciéon. Para poder distinguir una en particular de las demas, y asi tener un problema
bien definido, necesitamos especificar el valor de la solucién en un determinado punto. Se
suele llamar a ese punto ty y denotar por y, al valor de la solucién en ese punto. Asi, se
complementa a (6.2) con el dato

y(to) == Yo, (6.5)

donde ¢y e yo son asumidos conocidos. Bajo ciertas hipdtesis bastante generales (ver el
Teorema 6.1.1 abajo), esta condicién permite asegurar la existencia de una tnica solucién
a nuestro problema localmente en el tiempo. Como la variable ¢ muchas veces representa
un tiempo, se suele pensar en ¢, como un tiempo inicial, y a (6.5) como una condicién
inicial en la solucién.

Definicién 6.1.1 (problema de valores iniciales). Llamamos un problema de valores
iniciales (o problema de Cauchy) al problema definido por (6.2) y (6.5). Esto es, dados
f:RxR" —= R" ty € R, e yop € R", un problema de valores iniciales consiste en hallar
una funcién y : I — R", donde I es un intervalo de la forma I = [tg, Trax) 0 I = [tg, 00),
tal que

(6.6)

y'(t) = £(t,y(1)),
y(to) = yo-

A

Ejemplo 6.1.4. Volvemos al Ejemplo 6.1.1. Sabemos que las funciones que cumplen la
ecuacién diferencial y/(t) = ay(t) son de la forma

y(t) = Ce™, con C € R.
Si imponemos ademds que y(tg) = yo, con ty e yo dados, entonces tiene que ser
yo = y(to) = Ce™ = C = yoe ™,

y encontramos la solucion
y(t) = yoe' ! 71,

A

El siguiente resultado, que se demuestra en el curso de Ecuaciones Diferenciales, nos da
una condicién suficiente para asegurar la existencia y unicidad de soluciones localmente
en el tiempo.
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Teorema 6.1.1 (Picard). Sea D C R x R™ un conjunto abierto que contiene a (to,yo).
Sif: D — R" es una funcion continua y Lipschitziana respecto a'y, esto es, existe L > 0
tal que

1£(t,y1) — £t y2)[| < Llly:r — yoll V(. y1). (ty2) € D, (6.7)

entonces existe un € > 0 tal que el problema (6.6) tiene una solucion unica en I :=
[to, t() + €>.

En lo que sigue, vamos a asumir que los problemas que estamos tratando estan en las
hipétesis del Teorema de Picard. Vamos a asumir que nuestros problemas tienen solucion
unica y que ésta esta definida en algin intervalo I conocido.

En la teoria de las ecuaciones diferenciales, se suele usar la palabra estabilidad para indicar
un concepto para el que en nuestro curso hemos empleado el término condicionamiento:
informalmente, esta nocién corresponde a que pequenos cambios en el valor inicial y
induzcan pequenos cambios en los valores de y(t) para todo t > t,.

Definicién 6.1.2 (estabilidad de una solucién de un problema de valores iniciales). La
solucién y(t) del problema de valores iniciales (6.6) se dice estable si para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que si y(¢) satisface la misma ecuacién diferencial pero con condicién
inicial y(t9) = yo con ||yo — yol|| < 0, entonces

ly(t) —y(t)| <e paratodot > 0.

A

Esta definicién de estabilidad refiere a la soluciéon exacta de un problema de valores ini-
ciales dado y nos dice que, si una solucion es estable y perturbamos un poco la condicion
inicial, la nueva solucién que obtenemos permanece cerca de la solucién original. En nues-
tro contexto, esta nocion es importante porque nos da la pauta de qué podemos esperar
respecto a los errores de redondeo: si la solucion que queremos aproximar no es estable,
ya cualquier error de representacién que tengamos en el valor inicial serd propagado al
avanzar t, incluso si somos capaces de resolver la ecuacién diferencial exactamente. De
nuestra experiencia en este curso y en particular del Capitulo 1, sabemos que los errores
de redondeo son una parte de la historia, y que otra parte fundamental son los errores de
truncamiento, asociados a la aproximacion de la ecuacion diferencial mediante métodos
numéricos. En la Secciéon 6.4 damos nociones de estabilidad de métodos numéricos para
la resolucion de problemas de valores iniciales, que contemplan el comportamiento de los
errores de truncamiento.

Comencemos nuestro andlisis de métodos numéricos para la aproximacién de soluciones.
Consideremos un problema de valores iniciales de la forma (6.6),

{y'(t) = f(t,y(1))),

y(to) = yo-
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Nuestro objetivo es encontrar una secuencia {(t, yx)}x>1 (que puede ser finita o infinita,
dependiendo de si en (6.6) es I = [to, Trmax) 0 I = [ty,0)) de forma tal que y, ~ y(tx)
para todo k. Los pasos hy := txi1 — t; pueden ser elegidos a priori o ser determinados
a partir de ciertos requisitos de tolerancia en la soluciéon computada. Para determinar
los valores de {y}, se reemplaza la ecuacién diferencial por una ecuacién algebraica. La
diferencia entre uno u otro método radica precisamente en qué forma toma la ecuacion
que permite calcular los iterados.

En la Seccién 6.2 explicamos el uso de algunos paquetes numéricos, llamados solvers, y
el manejo de los llamados eventos, que permiten detectar ciertos fenémenos de interés
de forma automatica. Luego, en la Seccién 6.3 comenzamos el estudio tedrico de los
métodos numeéricos para problemas de valores iniciales con los métodos mas basicos, los
llamados métodos de Euler. La Seccion 6.4 introduce los conceptos fundamentales para el
analisis de métodos numéricos: consistencia, estabilidad y convergencia. Aplicamos estos
conceptos a un nuevo método, el del trapecio, en la Seccion 6.5. Posteriormente, en la
Seccién 6.6 consideramos y mostramos coémo se construye una familia de métodos, los
llamados de Runge-Kutta; estos métodos tienen ciertas caracteristicas que hacen que
sean la base de un buen nimero de los solvers de Matlab/Octave, y explicamos las ideas
clave del funcionamiento de uno de ellos. La Seccién 6.7 muestra un sencillo y extendido
procedimiento de combinacién de dos métodos para producir uno nuevo, los llamados
esquemas predictores-correctores. Finalmente, la Seccion 6.8 trata con el concepto de
rigidez de un problema de valores iniciales, que es de importancia a la hora de elegir con
qué algoritmo se lo va a discretizar.

6.2. Solvers

Nuestro estudio sobre la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias co-
mienza con un enfoque préactico. Tanto Matlab como Octave tienen incorporados varios
solvers, que permiten obtener sucesiones {(tx,yx)} utilizando distintos métodos. Natural-
mente, distintos métodos pueden tener diferentes ventajas o desventajas, ser mas o menos
precisos, o mas o menos demandantes computacionalmente. La eleccion de qué método
usar puede depender de nuestros requerimientos como también de algunas caracteristicas
del problema que queremos resolver.

Los solvers de ecuaciones diferenciales ordinarias son funciones de Octave/Matlab cuyo
nombre es del tipo odeNNX. La sigla ode proviene del inglés ordinary differential equation,
NN es un par de nimeros que indican el orden del método que el solver utiliza, y X es un
conjunto (posiblemente vacio) de caracteres que indica alguna caracteristica especial de
dicho método. Todavia no hemos definido qué es el orden de un método (ver la Definicién
6.4.4 més abajo) pero, por el momento, basta con considerar que el orden es un indicador
de precision.

Una caracteristica importante de estos solvers es que utilizan pasos variables, esto es, dada
una cierta tolerancia de error, intentan tomar los pasos lo mayor posible de modo de que
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la solucién computada sea aceptable para dicha tolerancia, y que pueda ser computada
de forma econdémica. La determinacién de los pasos se hace usando estimadores de error:
explicamos algunas ideas sobre el tema en la Seccién 6.6.3.

A continuacién, damos una lista de algunos solvers que podemos utilizar y una breve
descripcién como referencia.

= ode45 usa un par de métodos de Runge-Kutta explicitos, uno de orden 4 y otro de
orden 5: es el llamado par de Dormand-Prince. El método de orden 4 es utilizado
para computar los iterados, mientras que el de orden 5 se usa principalmente para
estimar el error y determinar el largo del paso. De acuerdo a la documentacion de
Matlab, éste “es el primer solver que deberia probar para solucionar la mayoria de
problemas.”

= 0de23 también usa un par de métodos de Runge-Kutta explicitos, pero uno de orden
2 y otro de orden 3. En forma similar a ode45, los iterados se computan usando el
método de orden 2 y el de orden 3 se usa principalmente para estimar el error y
determinar el largo del paso. Puede ser mas eficiente que ode45 para tolerancias de
error grandes o en problemas moderadamente rigidos.

= 0de23s usa un par de métodos de Runge-Kutta, pero la letra s al final de su nombre
nos indica que es un solver disefiado para problemas rigidos®. Es apropiado para
problemas de este tipo en los que tengamos requerimientos bajos de precisién.

= odelbs también es un solver para problemas rigidos, pero de mayor orden que
ode23s.

En la lista de arriba aparecieron varios términos que ain no hemos definido. En las si-
guientes secciones vamos a profundizar sobre éstas y otras nociones relacionadas a la
aproximacién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias. El siguiente ejemplo mues-
tra como se utilizan los solvers en la practica.

Ejemplo 6.2.1 (predador-presa). El modelo de Lotka-Volterra de predador-presa se usa
para describir dindmicas en ecologia en las que dos especies interactian, una como presa
y otra como depredador. Consideremos un ecosistema en el que solamente hay conejos y
zorros: asumimos que los conejos tienen acceso ilimitado a comida, mientras que los zorros
solamente pueden comer conejos. Modelamos este ecosistema con un par de ecuaciones
diferenciales no lineales acopladas,

/

t
t

2¢(t) — ac(t)z(t),
2(t) + ac(t)z(1),

Co,
20

c(
A (6.8)

Cto

(
(to

)
)
)
)

W

3En inglés, rigidez se dice stiffness.
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Aqui, la variable t representa el tiempo, c(t) (resp. z(t)) es la poblacién de conejos (resp.
zorros) en el instante ¢, y @ > 0 es una constante que indica la probabilidad de encuentro
entre zorros y conejos. Se puede probar que las soluciones a (6.8) son periddicas, con un
periodo que depende de las condiciones iniciales. Esto es, dados ¢y, zg, existe un tiempo
T tal que

c(t+T)=c(t), z(t+T) = 2(t), paratodot > to. (6.9)

Para resolver numéricamente el sistema (6.8), introducimos la funcién y(t) = [c(t); z(t)],
y escribimos las ecuaciones compactamente,

v =ty = | 2O O] v =v= 2]

Buscamos resolver el sistema para ty = 0, con ¢ = 100, 2o = 10 y a = 0,02. En Octave,
introducimos los valores de estas constantes y definimos la funcién f,

alpha = 0.02;
y0 = [100 10];
F = 0(t,y) [2*xy(1) - alpha*xy(1)*y(2); -y(2)+alphaxy(1)*y(2)];

Para resolver el problema computacionalmente usando uno de los solvers que mencionamos
mas arriba, basta con llamarlo. Por ejemplo, para usar ode23 para resolver el sistema en
el intervalo de tiempo [0, 10], escribimos

[tiempos, poblaciones] = ode23(F,[0 10],y0);

La Figura 6.2 muestra dos tipos de gréaficas: en la primera, representamos ¢ y z como
funciones del tiempo. La segunda es un diagrama de fase, en el que c esté en el eje de las
x vy z en el de las y. Las soluciones obtenidas con los solvers ode23, ode45 y ode23s se ven
practicamente iguales, aunque no lo son. Por ejemplo, para este intervalo de tiempo, ode23
hace 101 pasos, ode45 hace 117, y ode23s hace 96. De todos modos, en este problema no
vemos grandes diferencias entre las distintas soluciones computadas. A

Eventos

En el Ejemplo 6.2.1, las soluciones son periddicas. Si queremos determinar el periodo
de estas soluciones, esto es, el menor 7" que cumple (6.9), podriamos intentar hacerlo
visualmente a partir de la Figura 6.2: para los valores de los parametros que tomamos,
parece que 1" es un poco mayor que 6. Naturalmente, podriamos determinar 7" de forma
un poco mas precisa si usamos los valores de poblaciones obtenidos.

Una caracteristica interesante de los solvers son los eventos. Uno puede indicar a la
funciéon que tome determinadas acciones si ocurren situaciones de interés. Como primer
ejemplo, pongamos que buscamos el primer tiempo tal que la poblacién de conejos es
igual a 200. Para ello, creamos una nueva funciéon, que en este caso llamaremos parar:
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o E B 8 &
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Figura 6.2: Solucién al modelo de Lotka-Volterra usando los solvers ode23 (izquierda),
ode45 (centro), ode23s (derecha). En la fila de arriba, graficamos las poblaciones de cone-
jos (azul) y zorros (rojo) en funcién del tiempo. La fila de abajo representa conjuntamente
las poblaciones de conejos y zorros.

function [val,isterm,dir] = parar(t,y)
val = y(1)-200;

isterm = 1;

dir = [J;

La primer salida, val, es el valor que queremos que sea cero. Indicando la segunda salida
isterm a 1 indica que el solver debe terminar una vez que val es igual a cero. Poner que
la tercer salida, dir, sea la matriz nula, indica que el cero que estamos buscando puede
ser alcanzado desde cualquier direccion, desde valores positivos o negativos.

Con esto, modificamos nuestro codigo para llamar al solver como se describe a continua-
cion.

alpha = 0.02;

yO = [100 10];

F = 0(t,y) [2+y(1) - alpha*y(1)*y(2); -y(2)+alphakry(1)*y(2)];
opts = odeset(’events’,Qparar);

[t,y,tfinal] = ode23(F, [0 10],y0,o0pts);

plot(t, y,’-o’, ’LineWidth’,2)

La imagen a la izquierda en la Figura 6.3 muestra la salida. Observamos que, a pesar de
que al llamar a ode23 pusimos el intervalo de tiempo [0, 10], el solver se detuvo antes,
cuando y(1) = 200. La variable tfinal tiene almacenado ese instante de tiempo, y en
este caso obtuvimos tfinal = 0.4034.

Un ejemplo un poco mas sofisticado de evento es el de determinar periodos. Consideremos
la solucion computada en el Ejemplo 6.2.1. Debemos indicarle a Octave que nos interesa
el instante en el que el vector posiciones repite las condiciones iniciales. Detectar esto
puede ser bastante delicado, ya que como se puede observar haciendo zoom en la fila
inferior de la Figura 6.2, si bien la soluciéon exacta de nuestro problema es periddica,
las soluciones numéricas no lo son. Si modificamos nuestra funcién parar, cambiando la
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Figura 6.3: Solucion al modelo de Lotka-Volterra utilizando eventos. Izquierda: el solver
se detiene cuando y(1) = 200. Derecha: se detiene luego de un periodo.

condiciéon de parada por val = y(1)-100 y modificando el valor de la salida dir a 1
(lo que indica que queremos que y(1) se aproxime al valor 100 por abajo), obtenemos
un grafico como se muestra en la parte derecha de la Figura 6.3, y obtenemos tfinal =
6.2844, lo que nos da una estimacién del periodo de esta orbita.

6.3. Meétodos de Euler

En esta seccién comenzamos el analisis teérico de métodos numéricos para tratar proble-
mas de valores iniciales como (6.6). Nuestro primer paso es estudiar dos métodos simples
y clasicos, los llamados métodos de Euler.

Método de Euler hacia adelante

Supongamos que y(t;) = yx v queremos determinar yy,;1. Podemos hacer un desarrollo
de Taylor de primer orden de la funcién y en t;, para obtener

y(tier) = y(ts + i) = y(t) + hay'(t) + O(h). (6.10)
Como (6.6) nos da y'(tx) = f(tr, yx), tenemos
Y(thi1) = i + hif (te, yi) + O(B).

El método de Euler hacia adelante (0o método de Euler explicito, o incluso a veces
llamado método de Fuler, a secas) consiste en aproximar y (x4 1) descartando el término
O(h?) arriba, esto es, tomar

Vi1 = Yi + Mt (e, yi). (6.11)

Asi, el método de Euler hacia adelante consiste en lo siguiente: dada la sucesion ¢y, tq, . . .,
para aproximar la solucién de (6.6) tomamos el valor de yo € R" y luego aplicamos la
iteracién (6.11) para k > 0.
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Método de Euler hacia atras

En forma andloga a (6.10), consideremos ahora un desarrollo de Taylor de primer orden
de la funcién y en t;,, evaluado en ty:

Vi =Y (tier — b)) = y(tig1) — iy (tii1) + O(B}) =y (ti1) — I f (b1, Y (tis1)) + O(R3).

El método de Euler hacia atras (o método de Euler implicito) consiste en descar-
tar el término O(h}) arriba y reemplazar y(t,1) mediante el valor y; 1, que es el que
queremos determinar. Concretamente, se define y;; como solucion de la ecuacion

Vi = Vi1 — hief(ter1s Yit1)-

Luego, para resolver (6.6) numéricamente con el método de Euler hacia atrds, tomamos
yo € R™ y luego realizamos la iteracion

Vi1 = Yi + haf(tey1, Yir1)- (6.12)

Observacion 6.3.1. Si bien los métodos (6.11) y (6.12) son en apariencia muy similares,
tienen diferencias fundamentales. A primera vista, es claro que si conocemos yy, entonces
para determinar el iterado siguiente yx,; con el método de Euler hacia adelante, basta
con reemplazar los valores conocidos de tx, yi en el lado derecho de (6.11). Esto justifica
la denominacién de explicito para ese método. En cambio, para determinar y;,; con el
método de Euler hacia atras, nos encontramos con una ecuacién que debemos resolver.
Dependiendo de cémo sea la funcion f, es posible que debamos usar alguno de los métodos
para ecuaciones no lineales que tratamos en el Capitulo 4. Asi, en el método de Euler hacia
atras en general el iterado y,11 queda definido implicitamente.

En un método numérico para discretizar ecuaciones diferenciales ordinarias, la diferencia
entre ser explicito o implicito tiene consecuencias tanto practicas como analiticas. Desde el
punto de vista practico, en general es mucho mas sencillo computar iterados con métodos
explicitos, y el costo computacional de agregar una resolucién de una ecuacion no lineal en
cada paso puede ser prohibitiva en varias aplicaciones. Sin embargo, los métodos implicitos
por lo general gozan de mejores propiedades de estabilidad que los explicitos, lo que a su
vez permite tomar pasos mas largos y, en consecuencia, tomar menos pasos. Profundizamos
sobre este tltimo punto en la Seccion 6.4.3. A

Ejemplo 6.3.1. Consideremos el problema de valores iniciales para la ecuacion logistica

{ y'(t) = ay(t)(1 —y(1)),

y(to) = yo € (0,1). (6.13)

Aqui, tenemos f(¢,y) = ay(l —y). Como esta f no depende de ¢, se dice que la ecuacién
es autonoma. Esto implica que las soluciones no dependen de ty: si z satisface la misma
ecuacién diferencial pero z(ty + At) = yo, entonces z(t) = y(t + At) para todo t > ty. Es
decir, si se cambia el tiempo inicial, basta con trasladar la solucién original acordemente.
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Para este problema, el método de Euler hacia adelante (6.11) nos da la iteracién

Yk+1 = Yk + ayre(l — yp) he = yi [1 + a(1 — yi)hy] -

Notamos que, en esta iteracion, podemos tomar los pasos sin mayor dificultad: dado vy,
basta con evaluar el producto que tenemos del lado derecho.

Por otra parte, si aplicamos el método de Euler hacia atrds (6.12) para este problema,
obtenemos

Yrt1 = Y + aYr1 (1 — Yry1) g (6.14)
Aqui observamos que no podemos evaluar el lado derecho directamente, sino que ¥, esta

dado implicitamente. En este caso, como obtenemos una funcién cuadratica, podemos
despejar

—(1 — ahy) £ /(1 — ahg)? + dahgyx
Zahk ‘

alyypiy + (1 — ah)yer — Y =0 = i1 =

En principio, el paso yii1 no estd unicamente definido. {Cémo determinamos cual de
las dos soluciones tomar? Aqui debemos tener en cuenta el problema que estamos anali-
zando: si en algin instante 7 la solucién exacta del problema valiera y(7) = 0, entonces
tendriamos y(t) = 0 para todo ¢ > 7. Por lo tanto, las soluciones de nuestro problema no
cambian de signo. A los efectos de nuestro método numérico, esto quiere decir que si yx
es positivo, entonces .1 también debe serlo. Si reescribimos la expresion que obtuvimos
para yx+1 multiplicando y dividiendo por el conjugado del numerador y simplificamos,
llegamos a
2y

(1 —ahy) + /(1 — ahy)? + dahyys,

Luego, la tinica forma de que yx.1 sea positivo es que la raiz cuadrada en el denominador
esté sumando.

Yk+1 = (6.15)

Si fijamos a = 1, yo = 0,1, ty = 0, la soluciéon exacta a nuestro problema de valores

iniciales es .

t) = ——. 6.16
vt = 5 (6.16)
La Figura 6.4 compara esta solucién en el intervalo [0, 5] con las discretizaciones por los
métodos de Euler hacia adelante y hacia atras con paso constante hy = h = 0,1. A

Observacion 6.3.2 (iteraciones). En el Ejemplo anterior, al considerar el método de Euler
hacia atras pudimos despejar y;,1. Como ya remarcamos, en general no esperamos que
esto sea posible y en cambio debemos buscar soluciones de una ecuacién no lineal en cada
paso.

Una opcion popular es realizar el siguiente método iterativo. Dado yy, queremos hallar
Yi+1 que sea solucién de (6.12). Se define y},, := yx y se usa la funcién de iteracién
g(Y) =Yr+ f(tk+17 Y)hka esto €s,

yiil = ve + £t yi e, J > 0.
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yit)

Figura 6.4: Solucién a (6.13) para a = 1, yo = 0,1, t, = 0. En negro se representa la
solucién exacta, mientras que las aproximaciones por los métodos de Euler hacia adelante
y hacia atras con paso h = 0,1 estan en azul y en rojo, respectivamente. Si bien las
soluciones numéricas solamente generan puntos {(¢x, yx)}, representamos la interpolacién
lineal a trozos para facilitar la visualizacion.

Tipicamente se hacen solamente unas pocas iteraciones en j antes de dar el siguiente paso
en k. Observamos que Jg(y) = hkg—;(tk+1,y), donde g—; denota la matriz de derivadas
parciales de f respecto a la variable y. Por lo tanto, si h; es lo suficientemente pequeno,
podemos garantizar que p(Jg(y)) < 1 y tendremos que la iteracién es localmente con-
vergente. Ademds, a menos que y varie dramaticamente rapido, el iterado inicial y; va a

estar cerca de yj.

Por ejemplo, apliquemos esta iteracién a (6.14) para tomar el primer paso con los valores
de parametros a = 1, yo = 0,1, ty = 0, y paso constante h = 0,1. Nuestra iteracién toma
w=01e | o o

v =y +ayl(1—y)h =01+ 0,1yi(1 —yi), j=>0.

Esto da lugar a los iterados
yi = 0,1090, yi=0,1097119, 3’ ~0,1097675, y; ~ 0,1097719.

Para comparacién, usando (6.15) obtenemos y; &~ 0,1097722. También remarcamos que el
primer iterado yi es justamente el valor que toma el método de Euler hacia adelante. A
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6.4. Elementos de los métodos numéricos aplicados a
ecuaciones diferenciales ordinarias

6.4.1. Un poco de nomenclatura

A continuacion, damos dos definiciones que son ttiles para distinguir ciertas caracteristicas
de los métodos numéricos aplicados a ecuaciones diferenciales ordinarias. Si bien hasta
aqui consideramos métodos que para generar y.; solamente hacen uso del valor de yy,
en principio es posible también utilizar la informacion respecto a iterados anteriores. Esto
conduce a la primera definicion.

Definicién 6.4.1 (métodos de un paso y multipaso). Un método numérico para resolver
el problema (6.6) se dice de un paso (o de paso simple) si, para todo k, el valor
de yj.1 solamente depende de y, y no depende de ningtn otro iterado anterior. En
caso de depender de (uno o mads) iterados anteriores a yy, se dice que el método es de
multipaso. A

La segunda definicién formaliza nuestra discusion de la Observacién 6.3.1.

Definicién 6.4.2 (métodos implicitos y explicitos). Un método numérico para resolver el
problema (6.6) se dice explicito si, para todo k, el valor de y,,1 se puede computar direc-
tamente en funcién de (uno o varios) iterados anteriores y;, j < k. En cambio, un método
se dice implicito si en cada paso el valor de y;11 queda determinado implicitamente a
través de f. JAN

Observacion 6.4.1 (métodos de Euler). Los métodos de Euler (6.11) y (6.12) son ambos
de paso simple. El método de Euler hacia adelante es explicito y el de Euler hacia atras
es implicito, tal como adelantamos en la Observacion 6.3.1. A

De aqui en adelante, solamente vamos a considerar métodos de un paso. Existen varios
métodos de multipaso muy relevantes en la practica, como los métodos de Adams (los de
Adams-Bashforth son explicitos, y los de Adams-Moulton son implicitos), pero su anélisis
requiere algunas modificaciones respecto a los métodos de paso simple. En el ejercicio 7
del practico 6 consideramos el llamado método leapfrog de dos pasos,

Vit1 = Vi1 + (hper + hy) £(t, i)

Este es un método de multipaso porque para determinar yj.; requerimos los valores de
Yr € Yi_1, ¥ es un método explicito porque para calcular yi,; basta con reemplazar con
los valores de y, e y,_1 y operar.

6.4.2. Consistencia

Al analizar qué tan cerca esta la solucién que obtenemos mediante un método numérico
de la solucion exacta de un problema de valores iniciales, hay dos nociones de error rele-
vantes. Una ecuacién diferencial ordinaria admite una familia de solucionesy, al fijar una
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condicién inicial —esto es, al considerar un problema de valores iniciales—, seleccionamos
una de ellas. En nuestro método numérico para un problema de valores iniciales, al ir
haciendo pasos, a menos que el valor que encontremos sea exacto nos iremos cambiando
de solucién dentro de esa familia. La Figura 6.5 ilustra este hecho: comenzando de (%o, yo),
que se encuentra sobre la curva solucién, al tomar el primer paso obtenemos un punto
(t1,71) que esta sobre una curva distinta de la familia de soluciones. Al tomar otro paso,
nos vamos a mover a otra curva distinta, y asi sucesivamente. En el instante t3, nuestro
método computa un valor y3. Nos interesa conocer la discrepancia entre yz e y(t3), la
distancia entre los puntos en rojo y verde hacia la derecha de la figura. Como el analisis
de los métodos se suele realizar considerando lo que ocurre al tomar solamente un paso, va
a ser util considerar la discrepancia entre y3 y la solucion exacta al problema que tiene la
misma ecuacién diferencial pero condicién inicial y(ts) = yo en el instante t3: tal solucién
exacta es lo que llamamos u(t3) y marcamos con un punto en azul en la figura.

Y3 -

Y2 |-
U1 -

Yo -

Figura 6.5: Algunos pasos en un método numérico. El error global en el paso 3 es la
diferencia entre ys3 e y(t3), mientras que el error de truncamiento en dicho paso es la
diferencia entre y3 y u(t3).

Definicién 6.4.3 (errores global y local). Sea {(tx,yx)} dado por un método numérico
para aproximar el problema (6.6), cuya solucién denotamos por y. Los errores globales
son {ex} dados por

€ ‘= Y — y(tk) (617)
Por otra parte, los errores locales de truncamiento (o errores de consistencia) {{;}
se definen de la siguiente manera: £, = 0 y, para todo k > 1,

K]f = Yr — u(tk), (618)

donde u es la solucion del problema de valores iniciales

{ u'(t) = £(t,u(t))),

u(ty—1) = Ye-1-
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Definicién 6.4.4 (consistencia). Diremos que un método numérico es consistente si
para todo k > 1 se cumple

2

— 0 con hk—l =t —tr_1 — 0.
hy—1

Decimos que un método consistente es de orden p > 1 si, cuando la solucién y es de clase
OPt1 se tiene
1
£, =0 (K. (6.19)
Remarcamos (recordar la Definicién 0.0.1) que esto significa que existe una constante
C > 0, que no depende de hy_1, tal que

el < Ryt

La eleccién de qué norma usar aqui es irrelevante porque todas las normas en R" son
equivalentes. A

Observacion 6.4.2 (no, no es un error de tipeo). Puede parecer llamativo que, en la defi-
nicién anterior, para referirnos a un método de orden p, en la férmula (6.19) aparece un
exponente p + 1. La razén es que para definir el orden de un método usamos los errores
locales de truncamiento. La cantidad que nos interesa es en realidad el error global y, en
el pasaje de local a global tendremos un efecto de acumulacién de error que, en el mejor
de los casos, nos hace perder un orden (ver (6.22) mas abajo). A

Ejemplo 6.4.1 (los métodos de Euler son de primer orden). Analicemos los errores de
consistencia para los métodos de Euler explicito e implicito. Para ello, dado y, debemos
estudiar los errores de truncamiento dados por (6.18).

Para el método de Euler hacia adelante (6.11) tenemos

i1 = Yiy1 — Wti) = yi + £k, yi) e — u(tigr).

Esta diferencia es justamente lo que estimamos en (6.10) haciendo un desarrollo de Taylor:
tenemos
u(tisr) = yi + iy’ (k) + O(hg) = yi + (e, yi) hu + O (1),

porque ' (ty) = f(tr, yr) = y'(tx). Por lo tanto, €yy1 = O(h3) y deducimos que el método
de Euler hacia adelante es consistente y es de primer orden.

Un razonamiento similar permite probar que el método de Euler hacia atras es de primer
orden, y queda como ejercicio del practico. A

6.4.3. Cero-estabilidad

La nocién de estabilidad de un método numérico para resolver una ecuaciéon diferencial
ordinaria es andloga a la de estabilidad de soluciones: queremos que pequenas pertur-
baciones en un determinado instante no generen que la solucién que obtengamos crezca
indefinidamente en tiempos posteriores.
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El concepto de cero-estabilidad garantiza que en un intervalo acotado fijo pequenas pertur-
baciones de los datos producen perturbaciones acotadas de la solucién numérica, cuando
la longitud del paso maximo tiende a 0. El requerimiento de estabilidad de un método
aparece, en primer lugar, de la necesidad de mantener bajo control los errores introducidos
al estar utilizando aritmética de punto flotante. En efecto, si un método numérico no es
cero-estable, los errores de redondeo tanto al tomar yy, como en el proceso de evaluar f
harian que la soluciéon computada fuera completamente inttil.

Definicién 6.4.5 (cero-estabilidad). Consideremos un método numérico de un paso que
discretiza la ecuacion diferencial y'(t) = (¢, y(¢)). Decimos que el método es cero-estable
si, para todo T' > ty, si tomamos ty < t; < ... < tg = T arbitrarios y consideramos
{(tr, ¥) tre=1. i, {(tk, Z&) br=1,.. Kk las soluciones numéricas a problemas de valores iniciales
con condiciones iniciales y, y zo respectivamente, entonces existen C' > 0, H > 0 tal que
si hy :=tgy1 —tx < HVE=0,..., K, entonces

lyr — ze|| < Cllyo — zo|| VE=0,...,K.
AN

El nombre de cero-estabilidad proviene del hecho de que la definiciéon anterior no depende
del problema de valores iniciales considerado, y basta con verificar la definicién en el
sencillo problema ¢/(t) = 0. No vamos a profundizar en este concepto, pero senalamos el
siguiente resultado [QSS10, Seccién 11.3].

Proposicién 6.4.1. Consideremos el problema de valores iniciales (6.6) sobre un interva-
lo de la forma I = [tg, Tyax|, con f en las hipdtesis del Teorema de Picard 6.1.1. Entonces,
todo método de un paso para resolver dicho problema que sea consistente también es cero-
estable.

6.4.4. Convergencia

La pregunta de convergencia refiere a qué ocurre cuando en nuestro método numérico
hacemos que la longitud de todos los pasos tienda a 0. Tipicamente, en la practica, incluso
cuando el problema (6.6) esté definido en un intervalo no acotado I = [ty, 00), al resolverlo
numéricamente y hacer que la longitud méxima del paso tienda a 0 nos interesa controlar
los errores hasta algin tiempo maximo finito. Por lo tanto, en esta secciéon vamos a
trabajar con problemas sobre intervalos finitos I = [tg, Tinax)-

Definicién 6.4.6 (convergencia). Diremos que un método numérico para resolver el pro-
blema (6.6) es convergente si, para todo T' € (to, Timax) fijo, si tomamos to < t; < ... <
tx =T arbitrarios y llamamos h := maxy—o,.. x—1 bt = MaXp=o, . x—1 k1 — tx, tenemos

e = iy vl =0

En palabras, la convergencia de un método quiere decir que, para todo tiempo fijo T', al
hacer que los largos del paso tiendan a 0, se tiene que el valor computado por el método
en tiempo T converge al valor de la soluciéon en dicho tiempo. A
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Un resultado central en la teoria de métodos numéricos para aproximar ecuaciones dife-
renciales es el siguiente.

Teorema 6.4.2 (Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer). Todo método consistente
es convergente si y solo si es cero-estable.

El teorema anterior tiene un significado preciso en el contexto que hemos discutido hasta
ahora, pero su significado “filoséfico” también es valido en otros contextos. Muchas veces,
la convergencia de métodos numéricos (que el limite de lo que computamos sea la funcién
buscada) es equivalente a alguna forma de consistencia (que las ecuaciones que se quiere
aproximar se verifiquen en el limite en que los pardametros de discretizacion tienden a
cero) mas alguna forma de estabilidad (que el método no magnifique descontroladamente
los errores de redondeo y de aproximacién numérica).

Recordamos que los métodos de un paso son cero-estables, por lo que el Teorema 6.4.2
establece su convergencia. Podemos hacer mas preciso el contenido de ese teorema en ese
caso, vinculando los errores de truncamiento y globales.

Teorema 6.4.3. Si tenemos un método de un paso {(ty,yx) ti—o....x para el problema de
valores iniciales (6.6) sobre un intervalo de la forma I = [to, Timax), con £ en las hipdtesis
del Teorema de Picard 6.1.1, entonces existe una constante C' > 0 tal que para cada
k=0,...,K se tiene

k
lexll < C>lg. (6.20)
j=1

La constante C' aqui depende de la constante L de Lipschitz de £ respecto a'y (ver (6.7)),
de ||| (1), y de T

La férmula (6.20) permite deducir érdenes de convergencia. En efecto, consideremos
un tiempo 7' > tg, en el que asumimos que la solucién del problema (6.6) esta bien definida,
y en el que queremos estimar la discrepancia entre la solucion y nuestras aproximaciones
numéricas con largos de paso tendiendo a 0.

Usamos el Teorema 6.4.2 sobre el intervalo I = [ty,T] con un método que produce
{(tx, ¥&) }r=0,...k; notar que tx = T. Si el método que estamos considerando es consis-
tente de orden p, entonces tenemos 1€;]] < C’h?i para todo j = 1,..., K para alguna
constante fija C' > 0. Si reemplazamos en (6.20) y combinamos las constantes que apare-
cen, tenemos

K K
lexll = llyx — (@) < O3 g < €S wt. (6.21)
j=1 j=1
Tal como hicimos en la Definicion 6.4.6, denotamos h = méxp—o.  x-1hx =

MAaxXk—o,. Kk—1tk+1 — tr al paso maximo. Con esta notaciéon, llegamos a que el error en
el tiempo T se puede acotar por

K K
lex|| <CY _n¥<cC (Z hj1> h? = C(T — to)hP. (6.22)
j=1 j=1
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Concluimos que si el método es consistente de orden p, entonces el error en 7T’
es O(hP).

6.4.5. Estabilidad absoluta

La cero-estabilidad trata con lo que ocurre con las soluciones numéricas en intervalos de
tiempo acotados al hacer que el paso maximo h — 0. Aqui consideramos una pregunta
analoga pero con los roles del intervalo del tiempo y del paso temporal invertidos: iqué
ocurre computacionalmente al resolver (6.6) sobre I = [tg, Tinax] cuando T — 00 y el
paso maximo h estd fijo? En ese caso, férmulas como (6.22) pierden sentido: una vez que
fijamos un paso méximo h, el lado derecho en (6.22) tiene una cantidad no acotada, ya
que podriamos tomar T arbitrariamente grande. Por lo tanto, nos interesan los métodos
que sean capaces de aproximar la solucién en intervalos de tiempo arbitrariamente largos,
incluso con pasos relativamente “grandes”.

Esta forma de estabilidad, llamada estabilidad absoluta, nos da una pauta del comporta-
miento practico de los métodos: en aplicaciones, es claro que cuanto menor sea h, mas
pasos debemos dar y por lo tanto mayor es el costo computacional del algoritmo que
usemos. Por lo tanto, es deseable que el método no requiera que los pasos sean demasiado
pequenos para producir una buena aproximacion a la soluciéon del problema de valores
iniciales.

Para definir la estabilidad absoluta se utiliza el problema test que introdujimos en el
Ejemplo 6.1.1. En concreto, para A < 0, consideramos el problema de valores iniciales

{y’(t) = \y(t),

O =1 (6.23)

La solucién de este problema es y(t) = e, que cumple y(t) — 0 con t — oo porque
A < 0. Consideremos un método numérico con paso fijo h > 0, que produce una sucesién
{(tg, yx)}. Deseamos que y, — 0 con k — oo: si esto ocurre, decimos que el método es
absolutamente estable* para ese paso.

Analicemos la estabilidad de los métodos de Euler, comenzando por el explicito. Si apli-
camos (6.11) a (6.23), nos encontramos con que, para cada k > 0,

Y1 = Yk + hAyr = (1 + h\)yy.
Como yg = 1, deducimos que
ye = (1+hNF VE>0.
Para tener y, — 0 con k — oo, necesitamos entonces que sea

1+hA\ <1l = —1<14+hA<1.

4También se puede encontrar la expresién estable a secas para referirse a la estabilidad absoluta.
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Como h > 0 y A < 0, la segunda desigualdad de arriba se cumple trivialmente. Sin
embargo, para que valga la primera es necesario que sea

2
h < —. (6.24)

A
En conclusion, el método de Euler explicito solamente es absolutamente estable si el paso i
satisface la condicién (6.24): se trata de un método condicionalmente absolutamente

estable.

Consideremos ahora el método de Euler hacia atras. Al discretizar (6.23) con dicho méto-
do, nos encontramos con que yp =1 e

Yk
= hA = = —
Yk+1 = Yk + NAYk+1 Yrt1 = 75
Esto implica que
1
=——— VE>0.

Como 1 — hA > 1, tenemos y, — 0 independientemente de la longitud del paso h. Esto
significa que el método de Euler hacia atras es incondicionalmente absolutamente
estable.

Observacion 6.4.3. Remarcamos que el hecho de ser o no absolutamente estable se verifica
usando el problema test (6.23). A

Observacion 6.4.4. En la literatura, es habitual considerar A € C en el problema test para
definir una region de estabilidad absoluta sobre el plano complejo. Formalmente, tal region
de estabilidad es el conjunto

A:={z:=hAeC: |y = 0}.

Luego, se dice que un método es A-estable si ANC~ = C7, donde C~ = {z €
C : Re(z) < 0} es el conjunto de niimeros complejos con parte real negativa. JAN
Ejemplo 6.4.2. Tomamos A\ = —2 en el problema test (6.23), e implementamos los

métodos de Euler hacia adelante y hacia atras con distintos pasos h. Notamos que, para
la estabilidad del método de Euler explicito, la condicién (6.24) indica que debemos tomar
h < 1. Computamos soluciones al problema en el intervalo I = [0,20] con 50, 30, 20 y
15 pasos uniformes, lo que corresponde a h = 2/5,2/3,1,4/3. La primera fila muestra
las soluciones para el método de Euler explicito, mientras que la segunda muestra las
soluciones para el método implicito.

Los resultados confirman nuestro analisis anterior. Para el método de Euler hacia adelante,
cuando h < 1, las soluciones decrecen en magnitud al aumentar k; cuando h = 1, la
soluciéon numérica oscila entre yor = 1 € yory1 = —1; cuando h > 1 la solucién numérica
aumenta en magnitud al aumentar k. En cambio, para el método de Euler hacia atras,
independientemente de la longitud del paso se tiene que las soluciones numéricas decrecen
al aumentar k.

A
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Figura 6.6: Solucién a (6.23) para A = —2 en I = [0,20]. En rojo se representa la solucién

exacta, mientras que en azul se muestran las soluciones producidas por los métodos de
Euler hacia adelante (primera fila) y de Euler hacia atras (segunda fila). En todos los
casos se tomaron pasos uniformes, con valores h = 2/5, h =2/3, h =1y h = 4/3, de
izquierda a derecha.

Observacion 6.4.5. El hecho de que el método de Euler hacia adelante sea condicional-
mente estable es consecuencia de un resultado mas general, que dice que ningtin método
explicito es incondicionalmente absolutamente estable. En otras palabras, si un
método es incondicionalmente estable, entonces es implicito. Sin embargo, no todos los
métodos implicitos son absolutamente estables. A
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6.5. Meétodo del trapecio

Hasta aqui solamente hemos trabajado con los métodos de Euler, que son de primer orden.
En esta seccién introducimos un nuevo método, el llamado método del trapecio®, que
resulta al combinar los métodos de Euler. En efecto, para el problema de valores iniciales
(6.6), este método consiste en aproximar y(tg,1) por

f(tr,yr) + £ (tpsr, Yk+1)>
5 .

En otras palabras, los iterados del método del trapecio se calculan poniendo del lado
derecho la mitad de la suma entre los lados derechos correspondientes a los iterados de
los métodos de Euler hacia adelante y de Euler hacia atrés.

Yi+1 = Yk + hu ( (6.25)

De la definicién (6.25), se infiere inmediatamente que el método del trapecio es implicito.
Proposicion 6.5.1. El método del trapecio es incondicionalmente absolutamente estable
y es de sequndo orden.

Demostracion. Comenzamos por la estabilidad. Aplicando (6.25) al problema test (6.23),

tenemos yp =1 e

hA
Yk+1 = Yk + - (Ve +Yis+1), k>0.

k
R AN SRR
Pelrem ) T ey
Por lo tanto, para que el método del trapecio sea A-estable, requerimos

124+ hA| < |2 = hA.

Esto da lugar a

Como A < 0, es sencillo verificar que esta condicion se satisface para todo h > 0.

A continuacién demostramos que el método del trapecio es de segundo orden. Dado yy,
sea u la solucién del problema

u(ty) = yx.

{ u'(t) = £(t, u(t))),

Queremos probar que el error de truncamiento cumple €51 = yry1 — u(tepy1) = O(h}),
asumiendo que u es de clase C?. Para ello, hacemos un desarrollo de Taylor alrededor de
tx, evaluado en tx1:
! hi " 3
u(tk+1) = u(tk) + hku (tk) + 711 (tk) + O(hk)
2

; (6.26)
=y + hief(te, yi) + Ekuﬂ(tk) + O(h}).

= . . . 7’ .7 . z.
°En el contexto de ecuaciones en derivadas parciales, este método también recibe el nombre de método
de Crank-Nicolson.
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Para tratar el término u”(t;), recordamos de la Seccién 1.5.3 que la aproximacién por
diferencias hacia adelante es de primer orden, esto es,

() = L= L o),

Combinando estas identidades y usando que u’(¢) = f(¢,u(t))), obtenemos

h2
U(tpi1) = yi + hif(te, yr) + Eku"(tk) + O(h})

= i+ At 1) + o (e, (i) — s 70)] + O0R)

h
= Y&+ gk (£t u(tirn)) + £t yi)] + O(hy).
Teniendo en cuenta la definicién (6.25) de los iterados con el método del trapecio, obte-
nemos

h
b1 = 7’“ (£t Yis1) = £t utisn))] + O(R). (6.27)
Como f es Lipschitziana respecto a la segunda variable, existe una constante C' > 0 tal
que

£ 1 Yo1) = E((Errr, a(tis) | < Cllyrrs — altes) || = Clllerall.

Por lo tanto, tomando normas en (6.27) y usando la desigualdad triangular, deducimos
il = O [l + OChy).

Como queremos hacer hy — 0, podemos asumir que h, < 2/C para la constante que
aparece en la desigualdad anterior, y esto implica que |[€11|| = O(h}). O

6.6. Meétodos de Runge-Kutta

A continuacion, describimos una familia de métodos un poco mas general que los que
hemos considerado hasta el momento. Los métodos de Runge-Kutta son una clase de
métodos de un paso que permiten alcanzar érdenes superiores al realizar varias evalua-
ciones de la funcién f en cada intervalo [tg, 1]

En forma general, los iterados en los métodos de Runge-Kutta se escriben como

Yi+1 =Yk + hy Z biK;, (6.28)
i=1
donde
K, =f (tk —+ Cihk, Vi + hy, Z ainj> , (629)
j=1
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y los a;j,b;,c; € R son nimeros a determinar. Al nimero s se le llama la cantidad de
etapas del método.

Los K; son evaluaciones de f en puntos “intermedios” entre (tx,yx) y (tkt1,Yrr1). Obser-
vemos que si a;; = 0 para todo j > 4, entonces los valores de los K; se pueden determinar
en forma explicita y, en consecuencia, el método de Runge-Kutta (6.28) resultante es
explicito. En cambio, si hay algin valor de a,;; con j > 4 que no sea nulo, entonces Kj;
queda implicitamente determinado y por lo tanto el método resultante es implicito.

Observacion 6.6.1 (los conocidos son de Runge-Kutta). La familia de métodos de Runge-
Kutta incluye a los métodos que ya hemos discutido. Por ejemplo®:

= sien (6.28)—(6.29) fijamos s = 1, ¢; =0, a;; = 0, by = 1, obtenemos el método de
Euler hacia adelante;

= sien (6.28)-(6.29) fijamos s = 1, ¢; = 1, a;; = 1, by = 1, obtenemos el método de
Euler hacia atras;

» sien (6.28)—(6.29) fijamos s =2, ¢; =0, ca = 1, a;3 = a19 = 0, ag; = agp = 1/2,
by = by = 1/2, obtenemos el método del trapecio.

A

6.6.1. Construccién de métodos de Runge-Kutta

Para una determinada cantidad de etapas s, se eligen valores de los coeficientes a;;, b;, ¢;
en (6.28) y (6.29) de modo que el error de truncamiento sea de un determinado orden;
muchas veces, se busca que el método resultante sea del mayor orden posible. Para ilustrar
ideas, fijemos s = 2 y busquemos métodos de Runge-Kutta explicitos y de segundo orden.
Tales métodos se pueden escribir como

Vit1 = Yk + he(01 K1 + b2 Ks),
donde
Ky =f(ty + cihg,yr), Ko=1£(tp+ cohg, yi + hraa K7) .

Por lo tanto, debemos hallar valores de los cinco parametros by, by, cq, Co, as; que logren
que el error de truncamiento sea £,; = O(h}). Comenzamos, como ya en este punto el
lector podré sospechar, por el desarrollo de Taylor (6.26):

h2
u(tip) =y + hif(te, ye) + S0 () + O(hy).

SEl primer punto es elemental de verificar. La verificacién de los dos ltimos no es tan directa como
parece.
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Para alivianar la notacién, pondremos f := f(ty,yx), f; = %(tk,yk), f, = g—;(tk,yk); las
dos primeras cantidades son vectoriales y la 1iltima es matricial. Como

d
u'(t) = £ty (1)] =+ fyy/ () = £ + 1,

podemos escribir
2 2
h hy,

(typ1) = yr + bt + ?’“ft + 5 ff + O(h3). (6.30)

Dejamos esta formula en pausa y buscamos una expresion analoga para el paso del método
de Runge-Kutta. Para simplificar el analisis, asumimos que ¢; = 0, lo que implica K; = f.
Ademas, un desarrollo de Taylor para f nos da

K2 =1 (tk + CQh;€7 Y& + hkaglKl) =f + Cghkft + fyhkaglKl + O(hz)
Con estas dos expresiones, obtenemos

Yit1 = Yk + b1 K1 + hyba Ko
=Yk + hk(bl + bg)f + hibgCgft + hiaglbgfyf + O(hi)
Para obtener un método cuyo error local de truncamiento sea O(h}), basta con compa-

rar los desarrollos (6.30) y (6.31) e imponer igualdades término a término en los lados
derechos:

bi+by =1
by =3 (6.32)
agby = %

Enfatizamos que cualquier eleccién de by, by, co, as; que sea solucién de este sistema da
lugar a un método de Runge-Kutta explicito de segundo orden. Es sencillo observar que el
sistema de arriba tiene infinitas soluciones, que se pueden parametrizar como by = a # 0,
bi=1—a, co =a9 = i Mencionamos a continuacion dos ejemplos clasicos.

Método de Heun. Corresponde a tomar v = 1/2, esto es, by = by = 1/2, ¢y = ag; =1
en (6.32). Asi, dado yy, el iterado yx,1 para el método de Heun se determina calculando

Kl == f(tk>Yk) )
Ky =1 (ty, + hi, yi + hi 1),

h
Yir1 =Y + Ek(Kl + K>).

Los calculos en cada paso se deben realizar en el orden que escribimos arriba, y es cla-
ro que el método resultante es explicito. Por disenio, se tiene que es de segundo orden.
Naturalmente, también podemos escribir el iterado en forma compacta (aunque no muy
agradable):

h
Yit1 = Y& + gk(f (tey yi) + £ (L + Py Yi + P (e, y1)))- (6.33)
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El método de Heun es condicionalmente absolutamente estable. En efecto, si lo aplicamos
al problema test (6.23) con paso constante h > 0, se llega a

Y = <1 + hA + (h;>2>kyo. (6.34)

Por lo tanto, necesitamos que valga |1 + hA + @] < 1. Operando elementalmente,
concluimos la condicién de estabilidad absoluta

2
h < —.
RY

Es interesante observar que esta condicion es la misma que la que obtuvimos para el
método de Euler (6.24). Remarcamos, sin embargo, que si el andlisis se hace sobre el
plano complejo, en el espiritu de la Observacién 6.4.4, entonces se obtiene una region de
estabilidad que contiene estrictamente a la del método de Euler.

Ejercicio 6.6.1. Demostrar la identidad (6.34). A

Método de Euler modificado (o del punto medio explicito). Corresponde a tomar
by =0,by=1, cog =as =1/2en (6.32). Esto da lugar a un iterado

Kl = f(tkayk) 5

h h
Ky=f tk+_kaYk+_kK1 )
2 2
Yit1 = Yi + hi Ko,

o, en forma compacta,

h h
Yit1 =Yk + hi £ (tk + f;}’k + {ﬂ%d’k)) .

Por diseno, es un método de segundo orden. Ademsds, es condicionalmente absolutamente
estable, con restriccién de paso igual

6.6.2. FEl método de Runge-Kutta

La construccién de la seccién anterior es generalizable a mayores cantidades de etapas
y, por ende, permite obtener métodos de mayor orden. En la medida que aumentamos
la cantidad de etapas, el procedimiento se vuelve mas engorroso. Sin embargo, existe un
método de Runge-Kutta explicito de 4 etapas que es extremadamente popular, al punto
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que muchas veces se lo denomina como el método de Runge-Kutta. Dicho método consiste
en tomar

Kl = f(tkaYk)v
h h
K2 =f (tk+_k7Yk+_kK1) )
2 2
h h
K;=f (tk + Tk,Yk + §K2) ; (6.35)

Ky =1 (ty + hi, yi + hiK3)
h
Vit = Yo+ o (Ko 426, + 2K3 + 1)

Este es un método de cuarto orden y es condicionalmente absolutamente estable.

Ejemplo 6.6.1. Para ilustrar las implicancias practicas de usar métodos de alto orden,
comparamos los métodos de Euler explicito (6.11), de Heun (6.33) y de Runge-Kutta
de 4 pasos (6.35) para la ecuacién logistica (6.13). Al igual que en el Ejemplo 6.3.1,
consideramos a = 1, yo = 0,1, I = [0, 5]. La Figura 6.7 muestra las soluciones obtenidas
con los métodos mencionados con paso constante h = 1. La solucién a este problema en

Figura 6.7: Solucién a (6.13) en el intervalo [0, 5], para a = 1, yo = 0,1, con paso constante
h = 1. La solucién exacta se representa con la curva en negro, mientras que los las
aproximaciones por los métodos de Euler hacia adelante (azul), de Heun (rojo) y de
Runge-Kutta de 4 pasos (verde) se representan con puntos.

tiempo T' = 5 vale (recordar (6.16))

0,1e°

vO) = iF r1-01

~ 00,9428

La siguiente tabla muestra la evolucién de los errores en 7' = 5 para los tres métodos al
tomar pasos de longitud constante e ir reduciendo la longitud del paso a la mitad.

193



METODOS NUMERICOS

FACULTAD DE INGENIERIA — IMERL

h Euler Heun RK4

1 [[23%x107%2| -32x10"2| -9,6x 1074
1/2 [ 84x107% | —6,3x 1073 | —=5,0 x 107°
1/4 | 38x1073| —-1,5 x 1073 | —=2,9 x 107
1/8 |[1,8x 1073 | =35 x107* | —=1,8 x 1077
1/16 || 8,8 x 107* | =8,8 x 107% | —1,1 x 1078

Es interesante observar como evolucionan los errores: a grosso modo, cuando se divide h
por la mitad, para el método de Euler el error se reduce a la mitad, para el de Heun en un
factor de 4, y para el de Runge-Kutta de 4 etapas en un factor de 16. Esto es coherente
con los hechos de que el método de Euler es de primer orden, el de Heun de es de segundo
orden, y el de Runge-Kutta de 4 etapas es de cuarto orden.

En general, usar métodos de orden mas alto tiene sentido en la medida en que la solucion
buscada sea suave y sus derivadas de orden alto no crezcan demasiado rapidamente. A

6.6.3. El algoritmo BS23 y ode23

Una caracteristica importante de los solvers de Matlab/Octave es que, dada una tolerancia
(que puede ser ingresada por el usuario o la dada por defecto), adaptan las longitudes de
los pasos de modo que la soluciéon numérica sea aceptable de acuerdo a dicha tolerancia.

En principio, pareceria que para hacer adaptatividad deberia ser necesario conocer la
solucion exacta del problema que uno busca: en cada iteracion, se podria comparar la
solucién obtenida con la solucién computada y si el error tiene norma lo suficientemente
pequena, entonces el paso dado es aceptable. Si no lo es, entonces se deberia descartar el
iterado computado y volver a intentar con un paso més corto. En la préctica, sin embargo,
uno no tiene a mano la solucion exacta del problema, y se suele reemplazar el error por
una cantidad computable: se usa un paso con un método mas preciso (tipicamente de
mayor orden) como solucién aprorimada y se usa la discrepancia entre las dos soluciones
computadas como estimador del error.

Los métodos de un paso permiten adaptar las longitudes de los pasos de forma relativa-
mente sencilla, porque uno simplemente puede ir cambiando los h; de un paso al siguiente.
Debido a que la de Runge-Kutta es una familia de métodos de un paso que pueden ser
de orden arbitrario, estos métodos son la base de una buena parte de los solvers de
Matlab/Octave. Aqui vamos a comentar algunas ideas clave relacionadas al algoritmo
BS237, que es la base del solver ode23. Para simplificar la notacién, vamos a considerar
un problema de valores iniciales (6.6) escalar, esto es, con n = 1. En el caso vectorial, se
trabaja coordenada a coordenada y se debe reemplazar los valores absolutos por normas.

El algoritmo BS23 usa dos métodos de Runge-Kutta combinados, uno de orden 3 y otro
de orden 2. El método de orden 3 es de 3 etapas, mientras que el de orden 2 utiliza las

"Bogacki, P. y Shampine, L. F. , A 3(2) pair of Runge-Kutta formulas, Applied Mathematics Letters,
2 (1989), pp. 1-9.
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mismas 3 etapas y le agrega una cuarta; sin embargo, el algoritmo usa el llamado enfoque
FSALS®, que implica que en la préactica se tengan que hacer 3 evaluaciones de f en cada
paso.

Concretamente, dadas tolerancias de error relativo rtol y absoluto atol, el iterado vy, y
un paso tentativo hy, para determinar el iterado siguiente y;, 1 el algoritmo BS23 comienza
computando

Kl = f(tkayk)a

h h
Ky :=f (tk + Ek,yk + ?kKl) )

3h 3h (6.36)
K3 = f (tk + Tkayk + TkK2> )

h
Ykt1 =Yk + 5’“ (2K, + 3K, + 4K3) .

El valor de yj,1 obtenido corresponde a un método de Runge-Kutta de tercer orden. A
continuacion, se reutilizan los valores Ky, Ky, K3 ya computados para generar un método
de segundo orden. Para ello, se agrega el valor

Ky = f (s + hi, Yr41)

notar que en caso de que el paso que se propone sea aceptado, este valor de K es el valor
de K del paso siguiente. Se calcula un paso estimado

. h

Yk+1 ‘= Yk + 2—: (7K1 + 6K2 + 8K3 + 3K4) .
Este valor g1 corresponde a un método de Runge-Kutta de segundo orden y de cuatro
etapas. Finalmente, se compara la discrepancia entre los valores obtenidos: se computa

i h
€= Y1 — Jht1 = 7—; (—5K; + 6Ky + 8K5 — 9K,) .

En la practica no es necesario computar g1 para evaluar €, por lo que no se lo suele
hacer. La cantidad € es un estimador del error absoluto en el paso. A partir de este valor
y las tolerancias relativas y absolutas, se determina una cantidad err > 0, que tiene que
ver con el error relativo y que se usa para decidir si el paso es aceptable o no. Si err es
suficientemente pequena, entonces se acepta el valor de ¥y, computado. En cambio, si
err no lo es, entonces se redefine hy %’“, se vuelve a (6.36) y se recalculan yx,q y el
estimador £ para este nuevo paso de longitud menor.

Una vez que se acepta el iterado yx.1, se debe elegir la longitud del paso siguiente hy1: si
err es mucho menor que rtol, entonces tenemos margen para ser ambiciosos e intentar
tomar un paso mds largo. Si err/rtol estd muy cercano a 1, entonces conviene intentar

8 First Same As Last, “primero igual al tltimo”.
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con un paso hiy1 similar a hg. En la practica, el algoritmo BS23 —y en consecuencia el
solver ode23— utiliza una férmula ad hoc,

4 (rto1\"?
hit1 = hy min{E), - (r ° ) }
5 \ err

Los factores de 5 y de 4/5 arriba son para prevenir cambios excesivos de longitud entre
pasos consecutivos, y la potencia 1/3 esta relecionada con que el método de Runge-Kutta
utilizado es de orden 3.

6.7. Esquemas predictores-correctores

En esta seccién comentamos brevemente sobre los llamados esquemas predictores-
correctores y, en cierta forma, nuestra discusién complementa a la Observacion 6.3.2.
Esa observacion trata sobre que cuando consideramos un método implicito para resolver
un problema de valores iniciales, muchas veces nos enfrentamos a que debemos resolver
ecuaciones algebraicas no lineales para poder computar los iterados, y se plantea como
opcion hacer iteraciones de punto fijo usando como iterado inicial el valor de la solucién
en el paso anterior.

Muchas veces, se pueden obtener mejores iterados iniciales usando un paso de un método
explicito. De hecho, se puede demostrar que si se tiene y; y se quiere computar yx,; con
un método implicito de orden p, entonces haciendo una iteracién de punto fijo usando
como iterado inicial un paso de un método explicito de orden (al menos) p— 1 se consigue
que, en un paso, la aproximacién y;_ ; sea del mismo orden que el “iterado correcto” yj.1.
En esto consisten los esquemas predictores-correctores: dado y, se usa un método
explicito para predecir un valor y,(f_?l, y luego se utiliza dicho valor en un paso de correccion
que aplica un método implicito. Este procedimiento da lugar a un método explicito y de
orden p.

Ejemplo 6.7.1 (otra forma de entender el método de Heun). Dado el problema (6.6),
hacemos un par predictor-corrector usando el método de Euler hacia adelante (6.11) como
predictor y el del trapecio (6.25) como corrector,

yéﬂ =y + hf (e, yi),

f(tlm Yk) + f(tk-‘rl) YI(ci)l) >

Vi1 ==Yk + Iy ( 5

Enfatizamos que la diferencia entre la segunda férmula arriba y (6.25) estd en que aqui,

del lado derecho no aparece el valor desconocido y.; sino el valor ya computado y,(i)l.

Hemos obtenido el iterado

f(te, yr) + f(tesr, ye + haf (te, Yk>>)
2 b

Vi1 = Yk + g (
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que es exactamente igual a (6.33): el método de Heun es el esquema predictor-corrector
que surge al combinar los métodos de Euler hacia adelante con el del trapecio. A

Ejemplo 6.7.2. Construimos el par predictor-corrector usando el método de Euler hacia
adelante (6.11) como predictor y el de Euler hacia atras (6.12) como corrector. Para cada
k > 0, dado yg, procedemos en dos etapas:

ylii)l =yr + hif(te, yi) (paso predictor),
Vii1 =Yk + hf (tera, y,ﬁi)l) (paso corrector).

P)

Podemos reemplazar el valor de y,g 41 en la segunda férmula, lo que da lugar a

Vir1 = Y& + hf (trgr, Y + it (te, yi))-

No nos hemos encontrado con este método directamente, pero podemos interpretarlo
como un método de Runge-Kutta de dos etapas, en las que en (6.28)—(6.29) se toma
s=2,¢c1=0,c0=1,a11 =a12=a9 =0, a9 =1, by =0, by = 1. Como este conjunto de
pardametros no satisface (6.32), este método no es de segundo orden. Dejamos al lector la
tarea de verificar que es de primer orden. Este método no tiene mayor interés practico. A

6.8. Rigidez

Esta seccién trata sobre un concepto sutil e importante en la resolucién numérica de
ecuaciones diferenciales ordinarias, la llamada rigidez. Consideremos la siguiente variante
sencilla del problema test (6.23):

{y’(t) = Ay(t) = g(t)) + 4'(t),

4(0) = 10, (6.37)

donde ¢ es una funcién conocida y regular, y A < 0. Se puede verificar que la solucién de
este problema es

y(t) = (yo — g(0))eM + g(t).

Notemos que, si A < 0, entonces el primer término del lado derecho arriba es despreciable
cuando t es grande; de hecho, (6.37) no es mas que una perturbacién del problema de

valores iniciales
y/(t) = g/(t)>
y(0) = g(0),

cuya solucién es obviamente y(t) = g(t). Sin embargo, si usamos varios de los métodos
que hemos discutido hasta ahora para resolver este problema, nos vamos a encontrar con
algunas dificultades. Para que los métodos explicitos sean estables se requiere que los
pasos sean extremadamente pequenos.
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Para fijar ideas, tomamos A\ = —10, g(t) = t, yo = 1, y resolvemos (6.37) sobre el
intervalo [0,10]. Si usamos el método de Euler hacia adelante o el de Heun con paso
constante, estamos en serios problemas: para que sean estables vamos a necesitar que los
pasos sean menores’ a h = 2/10. La Figura 6.8 muestra soluciones con paso constante y
usando 51 (estable), 50 (limite de estabilidad) y 49 (inestable) pasos, respectivamente. El
comportamiento que observamos es similar al de la primera fila en la Figura 6.6. A pesar
de que la solucién es practicamente lineal para t 2 1, con los métodos de Euler y de Heun
no podemos dar pasos muy largos sin perder control de las soluciones numéricas.

Figura 6.8: Solucién a (6.37) en el intervalo [0, 10], para A = —10, g(¢t) = ¢, yo = 1, con
paso constante. La primer columna muestra las soluciones con el método de Euler y la
segunda columna con el método de Heun, tomando h = 10/51 (arriba), h = 1/5 (centro),
y h = 10/49 (abajo). La solucién exacta se representa con las curvas en rojo, mientras
que los las aproximaciones numéricas se muestran en azul.

Para este problema, incluso los solvers ode23 y ode45, que usan métodos de Runge-
Kutta explicitos, estan en dificultades. Si bien la solucién de nuestro problema es suave,
no podemos usar pasos de tiempo largos. Para mayor dramatismo, cambiamos el intervalo
de resolucién a [0,100] y tomamos A = —100 en (6.37). La Figura 6.9 muestra la solucién
computada con el solver ode45 con los mismos pardametros pero sobre el intervalo [0, 100],
y un zoom en el intervalo [95,100]. Para este problema, ode45 tomé 12089 pasos para
asegurarse de estar dentro de su tolerancia de error por defecto'.

9No vamos a entrar en el detalle de por qué se tiene esta condicién de estabilidad. Basta con tener
en cuenta que estos métodos son condicionalmente estables y que por lo tanto hay una longitud de paso
maximo admisible.

10Por defecto, en ode45 la tolerancia de error relativa es 1072 y la absoluta es 1076,
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120 T T T T T T 1002

100 100 - I s

> 60 4 > 06l

Figura 6.9: Solucién a (6.37) en el intervalo [0, 100], para A = —100, g(t) = ¢, yo = 1, con
el solver ode45. En la izquierda, vemos la solucién en todo el intervalo (se ve como una

curva gruesa debido a la enorme cantidad de puntos que se representan), y a la derecha
el detalle para t € [95,100].

Asi, estamos ante un problema que parece ser sencillo pero que resulta extremadamente
costoso de resolver con métodos que no sean incondicionalmente estables. En particular,
en virtud de la Observacién 6.4.5, cualquier método explicito de paso simple va a darnos
dolores de cabeza en esta situacién. Este tipo de problema suelen ser llamados rigidos.
No hay una definicién rigurosa de rigidez, aunque tipicamente refiere al hecho de que se
busca una solucién que varia lentamente (es suave), pero que estd rodeada por soluciones
que varian rapidamente. Esto hace que, si se le aplican métodos no absolutamente estables
con control de pasos, los pasos deban ser extremadamente cortos para obtener resultados
satisfactorios. La rigidez es una cuestion de eficiencia.

Para tratar con problemas rigidos, se suelen usar métodos implicitos. La letra s en los
nombres de solvers como ode23s u odelbs hace referencia precisamente a que usan al-
goritmos adecuados para problemas rigidos. Para comparacion, la Figura 6.10 muestra la
solucion obtenida con el solver ode23s. En este caso, el solver solamente toma 47 pasos en

todo el intervalo [0, 100], y de esos 47 pasos, 36 se encuentran concentrados en el intervalo
[0,1].
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Figura 6.10: Solucién a (6.37) en el intervalo [0,100], para A = —100, g(t) = ¢, yo = 1,
con el solver ode23s.
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Apéndice A
Preliminares y repaso

Este capitulo contiene un repaso (parcial) de conceptos y herramientas fundamentales
para el seguimiento del curso. Su contenido corresponde a los cursos de Geometria y
Algebra Lineal y Célculo Diferencial e Integral en una y varias variables. En caso de tener
dudas, recomendamos fuertemente consultar los materiales de dichos cursos, y en cada
seccién incluimos una referencia para repasar conceptos.

A.1. Desarrollo de Taylor y resto de Lagrange

A.1.1. En una variable

Lectura recomendada: T. Apostol. Calculus vol. I, Capitulo 7 (“Aproximacién de fun-
ciones por polinomios”).

Sea k € N. Recordemos que una funcién f se dice de clase C* (y escribimos f € C*) si es
derivable k veces, y su derivada k-ésima es continua.

Teorema A.1.1 (Taylor). Consideremos una funcion f: D C R — R de clase C*. Para
todo punto a interior a D existe una funcion ry, denominada resto o error, tal que

"(a (k) a
1) = f(@) + fa@)e—a)+ Do+ T 0 e - a)
Y
i =) (A1)

r—a (Q] — a)k

Observacion A.1.1 (otra forma de expresar el desarrollo de Taylor). A veces puede ser
util escribir el desarrollo de Taylor en términos de la variacién en x respecto de a, definda
como h := x — a. Para esto, basta con reemplazar x = a + h en el Teorema de Taylor:

"(a),o f*(a)

fla+h)= f(a)+ f'(a)h + R* + i (R).
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Con esta notacién, el limite (A.1) se puede reescribir como limy,_,o T’;l(,f) =0. A

Definicién A.1.1 (polinomio de Taylor). El polinomio involucrado en el Teorema A.1.1
se denomina polinomio de Taylor de orden k de la funcién f en el punto a y lo
denotamos por T} f!,

f"(a)

/ 2 f(k)<a> k
ka(x)::f(a)—l—f(a)(x—a)—l—T(a;—a) ot (x —a)".

A

Observacion A.1.2. Una nocién intuitiva sobre el polinomio de Taylor T} f(z;a) es que es
el polinomio de grado k£ que “mejor aproxima” a f alrededor del punto a. Concretamente,
usando el Teorema A.1.1 y en particular la férmula (A.1), tenemos

[f(@) = Tuf (;0)] = |ru(2 — a)| = o((z — a)").

Se puede demostrar, mediante un argumento de induccién, que Ty f(z;a) es el tnico
polinomio de grado k con esta propiedad. Veamos la demostracién para el caso k = 1. Sea
{(z) := a+ B(x — a) una funcién lineal® tal que f(x) —¢(x) = o(x — a). Queremos probar
que entonces tiene que ser { = T1 f.

Del hecho de que f(x) — ¢(x) = o(z — a) se deduce, en particular, que la diferencia entre
f v ¢ tiende a 0 cuando x — a,
0=lim f(z) — l(z) = lfim f(x) = (a+ Bz —a)).

Tr—a

Como x —a — 0y f es continua en a, deducimos que necesariamente tiene que ser
a = f(a). A continuacién, usamos nuevamente el hecho de que f(z) — ¢(x) = o(z — a)
para ahora afirmar que la diferencia entre f y ¢ tiende a 0 mds rdpido que x — a cuando
x —a,

0 g L@ = @) @) = @+ B —a) (@) - fla)

T—a xr—a z—a xr—a z—a r—a

— B.

Como f es derivable en a, deducimos que necesariamente tiene que ser § = f’(a). Por lo
tanto,
l(z) =a+ Bz —a)=fla)+ f(a)(z - a) = T1f(z;0).
A
En muchos casos, nos va a ser util considerar polinomios de Taylor de orden uno, esto es,

reemplazar una funcién f por la funcién lineal que “mejor la aproxima” alrededor de un
cierto punto a.

'La notacién T f no especifica cudl es el punto a. En caso de existir ambigiiedad respecto a de qué
punto se trata, en vez de T}, f(x) escribiremos T}, f(z; a).

2El lector podria estar considerando escribir una funcién lineal arbitraria como () := & + br. Es
claro que las dos formas son equivalentes, ya que tendriamos B =y &= «a— af, pero escribir £ de la
forma en que lo hacemos nos permite simplificar un poco las cuentas.
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Definicién A.1.2 (linealizacién). Sea f : D € R — R y a un punto interior a D.
Linealizar la funcion f alrededor de a consiste en reemplazar f por su polinomio de
Taylor de primer orden en dicho punto. Concretamente, es reemplazar f por la funcion
lineal
pi(z) == Tif(z;a) = f(a) + f'(a)(z — a).
A

El Teorema A.1.1 nos da el polinomio que “mejor aproxima” a una cierta funcién f
alrededor de un cierto punto a en el sentido de que se cumple (A.1). Sin embargo, ese
teorema no nos indica ninguna forma de expresar el resto . Concluimos esta seccién con
un resultado util al respecto?.

Teorema A.1.2 (forma de Lagrange del resto). Si f € C*, entonces, para todo x € R
existe un punto 0, entre a y x (esto es, 0, € [a,x] six >a 06, € [x,a] si x < a) tal que
el resto de Taylor se puede expresar como

f(k+1)(6)m)
(k+1)!

Observacion A.1.3. El Teorema A.1.2 nos asegura que el resto de Taylor se puede escribir
de forma analoga que los demés términos en el desarrollo de Taylor, pero con la derivada
(k + 1)-ésima evaluada en un cierto punto 6, entre a y x. Es importante notar que 6,
depende tanto de z como de a (y obviamente de la funcién f), y que el teorema anterior
no nos brinda su valor exacto. A

re(z —a) = (x — a)".

Retomamos brevemente el tema de desarrollos de Taylor en una variable en el Capitulo 1
de las notas del curso.

A.1.2. En varias variables

Lectura recomendada: M. Fiori. Notas del curso de CDIV'V, Capitulo 6 (“Diferencia-
bilidad”).

Vamos a considerar tnicamente el desarrollo de Taylor de primer orden para funciones
de R™ en R™ (n,m > 1). Este involucra a la matriz jacobiana, que juega el papel de la
derivada primera en el contexto multivariado.

Definicién A.1.3 (matriz jacobiana). Sean f : D C R” — R™, una funcién diferenciable

y a un punto interior a D. Si f = (f1, fo,..., fm), la matriz jacobiana de f en a es
Vfi(a)
i@ = | P e My ®)
V fm(a)
3Remarcamos que existen otras formas de caracterizar el resto de Taylor.

203


https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Taylor#F%C3%B3rmulas_expl%C3%ADcitas_para_el_resto

METODOS NUMERICOS FACULTAD DE INGENIERIA — IMERL

donde V f; denota el gradiente de la funcién coordenada f;,

_ (9fi Ofi Ofi .
sz.—(axl,ab,...,amn), 1=1,...,m.

A

El siguiente es una generalizacién del Teorema A.1.1 (con k = 1) al caso multivariado: dice
que una funcion diferenciable se puede aproximar, en cada punto de su dominio, con una
transformacion lineal afin —su polinomio de Taylor de primer grado en varias variables—y
que esta aproximacién tiende a cero (en cada coordenada) més rapido que ||x — a|.

Teorema A.1.3 (Taylor de primer orden). Sean f : D C R" — R™ wuna funcion dife-
renciable y a un punto interior a D. Entonces, existe una funcion r, denominada resto o
error, tal que

[r(x—a)| _

f(x) =f(a)+Je(a)(x—a)+r(x—a), y lim =0.

xva[|lx —al
Definicién A.1.4 (polinomio de Taylor de primer orden). El polinomio de Taylor
de orden uno de la funcién diferenciable f: R” — R™ en el punto a € R" es
T:f: R* - R™,
T.f(x) :=f(a) + Je(a)(x — a).

A.2. Teoremas de valores medios

Lectura recomendada: Notas de CDIV sobre Limites y continuidad, Seccién 2.3 (“Va-
lores intermedios”) para el Teorema de Bolzano, y T. Apostol. Calculus vol. I, Seccién
4.14 (“Teorema del valor medio para derivadas”) para el Teorema de Rolle.

El Teorema de Bolzano nos da una condicién suficiente sencilla para asegurar que una
funcién real tenga una raiz: que sea continua y que su dominio contenga un intervalo en
el que “cambia de signo”.

Teorema A.2.1 (Bolzano). Sea f: D CR = R y [a,b] C D. Si f es continua en [a, b],
y f(a)f(b) <0, entonces existe ¢ € (a,b), tal que f(c) = 0.

Observacion A.2.1. La condicién f(a)f(b) < 0, equivale a decir que f toma valores con
signo distinto en los puntos a y b. Esto es, o bien f(a) >0y f(b) <0, o bien f(a) <0y
f(b) > 0. A

Por otra parte, el Teorema de Rolle es un resultado de valor medio para derivadas: nos
da una condicién para que la derivada de una funcion tenga una raiz.
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Teorema A.2.2 (Rolle). Sea f: D C R — R y [a,b] C D. Si [ es continua en [a,b],
derivable en (a,b), y f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b), tal que f'(c) = 0.

Los teoremas de Bolzano y de Rolle se generalizan a valores intermedios arbitrarios. Estas
generalizaciones son los llamados Teorema del Valor Intermedio (también conocido como
Teorema de Darboux) y Teorema del Valor Medio (también conocido como Teorema de
Lagrange), respectivamente.

Teorema A.2.3. Sea f: D CR — R, [a,b] C D y supongamos f es continua en [a,b].

» Darboux: Para todo A entre f(a) y f(b), existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = A

» Lagrange: Si f es derivable en (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = W

A.3. Valores y vectores propios

Lectura recomendada: Libro rojo de GAL 2, Capitulo 2 (“Diagonalizacién”).

Definicién A.3.1 (vector y valor propio). Sea A € M, (R). Decimos que v # 0 es un
vector propio de A, asociado al valor propio A € K, si se cumple

Av = \v.

Aqui, K es el cuerpo con el que estamos trabajando. En este curso utilizamos principal-
mente el cuerpo de los reales K = R, aunque por momentos consideraremos el cuerpo de
los complejos K = C. A

Una forma de hallar los valores propios de una matriz es encontrando las raices de su
polinomio caracteristico. Este polinomio se define de la siguiente forma.

Definicién A.3.2 (polinomio caracteristico). Sea A € M, (R). Su polinomio carac-
teristico es el polinomio p4 de grado n dado por

pa(A) :=det (A — A]).
A

Teorema A.3.1. Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico de
A en el cuerpo K. Esto es, X\ es un valor propio si y sdlo si se cumple pa(A\) = 0.

Una vez que se tienen los valores propios de la matriz A, podemos buscar los vectores
propios asociados a cada valor propio.
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Teorema A.3.2. Los vectores propios de A asociados al valor propio A son todos aquellos
vectores v # 0 que son solucion del sistema lineal (compatible indeterminado)

Av = \v (& (A=A)v=0).

En otras palabras, los vectores propios de A asociados al valor propio \ son aquellos
vectores no nulos que pertenecen al nicleo de la matriz A — \1.

Definicién A.3.3 (subespacio propio). Los vectores propios de A € M,,(R) asociados a
un valor propio A, junto con el vector nulo, forman un subespacio vectorial de R". Este
se denomina subespacio propio asociado a )\, y se lo denota S,

Sy:={veR": Av = \v}.
A

Definicién A.3.4 (matriz diagonalizable). Decimos que A € M,,(R) es diagonalizable
si existen una matriz diagonal D € M,,(R) y una matriz invertible P € M,,(R), tales que

A=PDP".
A

Teorema A.3.3. Una matriz A € M, (R) es diagonalizable si y solo si existe una base
de R™ formada por vectores propios de A. En ese caso, la matriz diagonal D tiene a los
valores propios de A en su diagonal, y la matriz P tiene como columnas a la base de
vectores propios.

A.4. Ortogonalidad

Lectura recomendada: Libro rojo de GAL 2, Capitulo 4 (“Producto interno y norma”).

Consideramos el producto interno usual en R™: dados u = (uy,...,u,), v =

(v1,...,v,)", tenemos
n
(u,v) := ZuZ ;.
i=1

Este producto interno induce una norma en R"”, la llamada norma euclidea,
VIl := V(v v).

Ademas de permitirnos definir normas, los productos internos nos permiten hablar de
angulos entre vectores. En particular, podemos generalizar la nocién de perpendicularidad.
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Definicién A.4.1 (ortogonalidad y ortonormalidad). Decimos que dos vectores u, v € R”
son ortogonales si (u,v) = 0.

Decimos que un conjunto C' C R™ es ortogonal si sus elementos son ortogonales dos a
dos, esto es, si (u,v) =0 para todos u # v € C.

Decimos que un conjunto C' C R™ es ortonormal si es ortogonal y todos sus elementos
tienen norma igual a 1. A

Dado un vector v € R"™ y un subespacio S C R", podemos descomponer v de forma
unica como la suma de un vector en S y un vector ortogonal a S. Esto nos conduce a la
definicion de proyeccion ortogonal sobre S.

Definicién A.4.2 (proyeccién ortogonal). Sea S un subespacio de R, y sea {uy, ..., u;}
una base ortonormal de S. Dado v € R”, se define su proyeccién ortogonal sobre S

como el vector
k

Ps(v) == Z(V,uz)ui.

A

Observacion A.4.1. Se puede verificar que Ps(v) € S, y que la definicién anterior no
depende de la base ortonormal de S escogida. Ademsds, el vector v — Pg(v) es ortogonal
a todo vector de S: sea w = Zle cu; € S un vector arbitrario, entonces usando la
linealidad del producto interno tenemos

Como {uy,...,u;} es un conjunto ortonormal, tenemos (u;,u;) =0sii # jy (u;, ;) =1
para todo 7, y por lo tanto

k
<V—PS(V),W>:ZC]VUJ ZCZVIIZ =

A

Observacion A.4.2. Sea S C R"™ un subespacio vectorial. Si {wy,..., wy} es una base
ortogonal (pero no ortonormal) de S, entonces podemos normahzarla tomando u; :=

Wi W, n
lwsl] — \/(Wi7wi> y tendremos parav € R
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Definicién A.4.3 (subespacio generado). Dado un conjunto de vectores C' C R, el
subespacio generado por C, que denotaremos por [C], es el conjunto® de vectores que
pueden ser escritos como combinaciones lineales de vectores en C'. Por ejemplo, si tenemos

un conjunto formado por k vectores vy, ..., vy, entonces
k
[Vi,...,Vi] == qw:= E Civi: Cl,...,cp €ER
i=1

A

Un resultado clave para nosotros va a ser que todo subespacio S C R” tiene una base
ortonormal.

Teorema A.4.1. Sea {vy,...,v,,} una base de un subespacio S C R"™. Entonces, existe
B ={uy,...,uy,} tal que B es una base ortonormal de S y [vi,...vi] = [uy,... ] para
todok=1,...,m.

Demostracion. Incluimos aqui la demostracién de este teorema porque la haremos usando
el llamado método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt.

Comenzamos tomando w; = vy, de modo que obviamente [w] = [v;]. A continuacion,
definimos wy como la diferencia entre v, y su proyeccién ortogonal sobre [wy],

_ <V27 W1>
Wy = Vg — ——— Wy,
<W17 W1>
Esto da lugar a [wy, wy] = [v1, Vo] v ademds {w;, wa} es un conjunto ortogonal, pues

(Wi, wa) = <W17V2 - MW1> = (W1, v2) — M(“’h“’l) =0.

(W1, wWp) (W1, wy)
Se sigue este proceso inductivamente: dados wy, ..., w,_1, se define w; como la diferencia
entre v, y su proyeccién ortogonal sobre [wy, ..., Wi 1],
k—1
) (Vk, Wi>
W i= Vi — Wi,
i1 (Wi, W)
y se obtiene un conjunto ortogonal {wy,..., w;} que genera el mismo subespacio de R"
que {vy,...,vi}. Finalmente, normalizamos nuestra base ortogonal: tomamos u; = ﬁ
2
paracadai=1,...,m.

4Se debe probar que [C] es efectivamente un subespacio de R™.
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A.5. Ecuaciones diferenciales ordinarias

‘Lectura recomendada: E. Catsigeras. Notas de Ecuaciones Diferenciales para CDIVV.

Una ecuacién diferencial ordinaria es una igualdad en la que:

» La incdgnita es una funcién y(t) definida y derivable hasta orden k para todo t €
I C R. Nuestro objetivo es hallar esta funcion.

= Aparece en la ecuacion alguna de las derivadas de la funcion y: la derivada primera
y'(t), y/o la derivada segunda y"(t), hasta la derivada de orden k.

El orden de la ecuaciéon diferencial ordinaria es el orden de la derivada de mayor orden
de y que aparezca en la ecuacién. Por ejemplo:
y"(t)y'(t) + sin(y(t)) = 3 es de orden 2,
y"(t) = 4e¥® es de orden 3.

En este material solamente mencionamos formas para resolver analiticamente ciertas ecua-
ciones de primer y segundo orden.

A.5.1. Ecuaciones de primer orden de variables separables

Las ecuaciones de primer orden de variables separables son aquellas que se pueden
escribir de la forma

y'(t) = Aly)B(t), (A.2)

donde A, B son funciones conocidas y suficientemente regulares. Observemos que si existe
algin yo tal que A(yg) = 0, entonces la funcién constante y(t) = yo satisface (A.2). Si
buscamos soluciones tales que A(y(t)) # 0, entonces podemos pasar A(y) dividiendo y
tomar primitivas para obtener

y'(t) /
————dt= | B(t)dt+ C.
/ A(y(t))
Notar que la igualdad vale a menos de una constante aditiva C' € R. Haciendo el cambio
de variable ¢t — y(t) en la integral de la izquierda, tenemos

1

/mdy — /B(t) dt + C. (A.3)

Si podemos calcular ambas integrales, podremos escribir y en funcién de ¢; notemos que
no siempre podremos despejar y(t) explicitamente.
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Ejemplo A.5.1. Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria

, B t
Y1) = o)

Procediendo como describimos arriba, el paso (A.3) toma la forma

/sen(y) dy = /tdt +C,

y se puede verificar que todas las funciones y(t) que cumplan
2

—cos(y(t)) = % +C, CeR

satisfacen la ecuacién diferencial. Notemos que aqui no podemos despejar y en forma
explicita. A

A.5.2. Ecuaciones lineales

Se llama ecuacién diferencial lineal a aquella en que la dependencia en y(t) es lineal.
En general, podemos escribir las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de primer
orden como

Y (t) +alt)y(t) = f(2), (A.4)

y las de segundo orden como
y"(t) +a()y'(t) + b(t)y(t) = f(1). (A.5)
Aqui, las funciones a,b, f son datos. Cuando f = 0, estas ecuaciones se dicen ho-

mogéneas.

El conjunto de soluciones a ecuaciones diferenciales lineales tiene una estructura relati-
vamente sencilla. Para problemas homogéneos, el conjunto de soluciones es un espacio
vectorial de dimension igual al orden de la ecuacién. En cambio, para problemas no ho-
mogéneos, el conjunto de soluciones es un conjunto afin: en otras palabras, toda solucion
de (A.4) o (A.5) en el caso no homogéneo se puede escribir como una solucién particu-
lar mas una solucién del correspondiente problema homogéneo. Esto motiva el siguiente
resultado.

Teorema A.5.1 (Solucién general). Consideremos (A.4) o (A.5), y sea yp una solucion
particular de esa ecuacion. Entonces, toda otra solucion de la ecuacion se puede escribir
de la forma

y(t) = yu(t) +yp(t),
donde yy es una solucion de la ecuacion homogenea asociada (poniendo f =0 en (A.4)
o (A.D), respectivamente).

Esto sugiere el siguiente procedimiento para tratar con (A.4) o (A.5): primero se busca
la solucion general del problema homogéneo, y luego se busca una solucion particular de
la ecuaciéon no homogénea. Una forma de lograr esto ultimo es mediante el método de
variacion de constantes o el método de seleccion.
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Ecuaciones de coeficientes constantes

Cuando a es constante en (A.4), o cuando a, b lo son en (A.5), esas ecuaciones se dicen de
coeficientes constantes. Escribimos la soluciéon general de los problemas homogéneos
asociados y marcamos algin método para hallar una solucién particular de la ecuacion
no homogénea.

Para la ecuacién de primer orden (A.4), el problema homogéneo toma la forma /' (t) +
ay(t) = 0, y es sencillo verificar que la solucién general es

yp(t) = Ce ™, con C € R.

Para buscar una solucion particular, el método de variacion de constantes propone buscar
una solucion del tipo

yp(t) = Ct)e ™,

donde ahora C(t) es una funcién desconocida. Derivando e imponiendo que yp satisfaga
(A.4), nos encontramos con la condicién

C'(t)e ™ = f(t).

Basta con hallar una funcion C' que cumpla esta ecuacién para tener nuestra solucion
particular.

Ejemplo A.5.2. Encontremos todas las soluciones de la ecuacién diferencial
Y () + 2y(t) = €. (A.6)

La solucién general de la ecuacién homogénea es yz(t) = Ce™2! y si buscamos soluciones
particulares de la forma yp(t) = C(t)e™* tenemos que tiene que cumplirse

C'(t)e ™ = €.

Por lo tanto, tiene que ser C'(t) = €' e integrando encontramos la solucién particular
3t . . ] .
yp(t) = e 2 = %t Concluimos que todas las soluciones de (A.6) se pueden escribir

3
Cco1mo .

y(t) = Ce ™ + %, con C € R.
A

Para hallar la solucién general del problema homogéneo asociado a la ecuacién de se-
gundo orden (A.5), se considera la ecuacion caracteristica

p(A) = A +a\ +b. (A7)

Conociendo las raices de este polinomio asociado, se puede hallar la solucién general de
la ecuacién homogénea.
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Teorema A.5.2 (Solucién general homogénea). Sean \; y Ao las raices del polinomio
(A.7). Entonces, la solucion general de la ecuacion homogénea asociada a (A.5) es

CreMt 4 Cye?t, A # X, A, A € R,
yH(t) = (Ol + Cgt) 6/\1t, )\1 = /\2 € R, L
e (Ccos (Bt) + Cysin (Bt)), A\ =a+if =X €C.

Arriba, C1,Cy € R son arbitrarios.
La busqueda de soluciones particulares para ecuaciones lineales de segundo orden es mas

engorrosa, y muchas veces se apela al método de seleccion. Referimos a las notas de
Ecuaciones Diferenciales para CDIVV para detalles al respecto.
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