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Sefales y sistemas

y=2xx*h

6Jwt y 63977,

son funciones propias
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Respuesta de SLITs a entradas exponenciales

Teorema: Sea H un SLIT BIBO estable con una entrada exponencial compleja
x(t), entonces la salida y(#) es una exponencial compleja con el mismo
argumento (frecuencia).

z(t) = e o H » y(t) = H(s)e*

+00 400
y(t) = (zx h)(t) = / h(T)x(t — 7)dT = / h(T)es(t—T)dT _

— 00 —00

+o0
= eSt/ h(T)e *"dr = e**H(s)

Transformada de Laplace

+00
s=jw z(t) =" y(t) = eJWt/ h(T)e 7“7dr = ?“"H (jw)
'I;ailzformada de Fourier

+00
BIBO estable = / |h(7)|dT < +00 = H(jw) esta bien definida.



Respuesta de SLITs a entradas exponenciales

 Recordar: Si Av = AV, entonces V es un vector propio de A con valor propio A

o Entonces, las exponenciales complejas son vectores propios de los SLITs, con
valor propio H(s)
z(t) = et <L y(¢t) = H(s)e™

e Con s = jw vale en general
y(t) = [H (jw)|e? "+ H W)

e ...y en particular tenemos

x(t) = cos(wot) A, y(t) = |H(jwo)| cos(wot + ZH (jwy))

e iRecuerdan la definiciéon de no-distorsion de un circuito/sistema?



Respuesta de SLITs a entradas exponenciales

e Vale lo mismo en variable discreta.

z[n] = 2"
+00
yln] = Y hlklzln — k] =
k=—o0
= Z hlk]z"F = z"Zh[k]z‘k
k k
— an(z) Transformada Z
= el 2, yln| = H (ejg) el

z = cos(fon) — y[n] = |H ()| cos (Gon + LH (&)



Respuesta de SLITs a entradas exponenciales

o Generalizando, vemos que si la entrada a un SLIT BIBO estable es una
combinacién lineal de exponenciales complejas, entonces, la salida se puede
representar como una combinacién lineal de las mismas exponenciales
complejas.

x(t) = Zakes’“t N y(t) = ZakH (5) €°F*
k k

z|n] = Zakz}'g’ LN yln] = ZakH (zk) 21
k k

o Este resultado fue planteado por Euler, usado por Gauss, Lagrange y otros, y
luego Fourier los generalizé preguntando...

Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768 - 1830)

ZQué ][meiones puec[en

Joseph-Louis  Carl Friedrich tepresentatse como [a wmbinacio’n

Lagrange Gauss
(1736 - 1813) (1777 - 1855)

- . =

Leonhard Euler
(1707 - 1783)

lineal de exponencia[es comp[ejas.?

1 {
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L k
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Series de Fourier

o x(t) periédica, de periodo T:  z(t +T) = x(t) Vt (wo = 27/1)
r
+o00 |
LE(t) — Z a’[k]ejkwot Sintesis
Serie de Fourier k=—o00
1

alk] = 7

/ z(7)e IROTdr  Anslisis
(T')

e Descomposicién en senos y cosenos

z(t) = ag + 2 Z by cos(kwot) — 2 Z ¢k sin(kwot)

continua, reales

promedio,
media, ...
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Series de Fourier

N

Reconstruccion con 7 componentes de la Serie de Fourier
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Series de Fourier

e Producto interno de seiiales peridédicas T

EOU0) = 5 | 2O O > alk = @0,

o La Serie de Fourier de una sefial periédica es su
representacién en una base ortonormal (de
dimensién infinita) de exponenciales (o senos y
cosenos) de frecuencias k.

El mismo vector puede representarse en dos
bases diferentes.

e Los alk] (b[k], c[k]) son los coeficientes de la
descomposicién.

e Las exponenciales son los vectores propios, los
coeficientes son los valores propios.

+00
r(t) = Z a[k]ejkwot Serie de Fourier

k=—o00
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Series de Fourier

Reconstruccion de la funcion con 11 coeficientes de la SdeF
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Series de Fourier
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Series de Fourier
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Series de Fourier

o Espectro: grafica de los valores de la representacién frecuencial (dominio de

Fourier)

Reconstruc

cion con 11 componentes de la Serie de Fourier
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Series de Fourier

e Peine de Dirac o Tren de Impulsos

Pr(T) 1
PT(t)=Z5(t—kT) A A A 4 2 2 a
k

— 1 7kwot
— 17 2.° > 1
[ k —3T -2T -T 0 T 2T 3T

l 1 N 1
prikl = 75 | 8= mD)e s dh = e =

N =

jIERERES

—3wy =20y "% 0 %o 2w, 3w,

w



e Ejemplo 3.5

Series de Fourier

x(t)

| |
—2T

l I ,
-T T -T, T, T T 2T t T
2 2
o(t) = 1, [t <Ty :Zn(t—kT) o Ty o sin(kwoTh)
0, A <|t|<T/2 4 T, 0= o> Bk = forr
1 sin(rk /2 e
ao s —, a’k = ( / ) T —_ 4T1 "*J*’h*l'ét‘\yé]\"\j,'l]*‘?‘f'é 0 3;‘}]*‘1’74\-*\rvf‘fq7"r*v—- K
2 km . il
T = 8T}




Convergencia de las Series de Fourier

N
o Consideremos xn(t) = Z are’®t y en(t) = z(t) — zn(t), queremos
k=—N

Ex :/ en () 2dt Y152 0
(T')

1 .
e Los a;, 6ptimos con xp(f) son ar = T/ 2(7)e 7507 dr entonces xy(7) es
una version truncada de la SdeF. (T)

o En general, si la sefial (periddica) es continua, si se cumple, y la sefial es
igual a su representacién en Serie de Fourier.

e También si es de energia finita / z(7)|?dT < 00 = ap < 00
(T

e Los sistemas fisicos responden a sefiales de energia finita en un periodo y esto se
va a cumplir en la practica.

« Si la sefnal no es continua se definen un conjunto de condiciones que debe
cumplir para la convergencia.



Convergencia de las Series de Fourier

 Condiciones de Dirichlet (en un periodo)

1. Ser absolutamente integrable

Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet

/ |$('T)|d7' <0 = |ak| < 0 (1805 - 1859)
(T')
2. Variaciones acotadas, o sea, nimero finito de maximos y minimos.

3. Ndmero finito de discontinuidades y éstas son finitas.

o Garantizan que la e(¥) = 0 y que en las discontinuidades vale

o (i) V5 (@(6d) + o (t;)

Serie de Fourier de la onda cuadrada, N=3 Serie de Fourier de la onda cuadrada, N=11 Serie de Fourier de la onda cuadrada, N=99
o 0] gk =M': [\N\ o] 4 . I Independiente de N
05 ] ol | : 08 (Fenémeno de Gibbs)
o] o] . -

— X 11(t) — x.99(t)
- X(t) - x(t)
04 04 04
02 02 ] 02
|| {]
! i : !
0.0 - 0.0 llfv\,c\w. -Ml 0.0 H H

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T J M h V\/ | I d G . b b
-0.01G40.00740.0050.0025.0000.00250.00500.00750.0100 -0.01G40.00740.005®.0025.000®M.00250.00500.00750.0100 -0.01G40.00740.005®.0025.000M.00250.00500.00750.0100 OSla Ifiar | S
(1839 - 1903)



Serie de Fourier: Filtrado

x(t) = ) Jalkle™™ et = y(t) = alk|H (jkuwo) "
k k

o Modificar los coeficientes de |la SdeF en frecuencia a partir de los valores de
H(jkwy).

« Multiplica los coeficientes por H(jkw,)

Respuesta del filtro RC

1 1
RC](,U-I— % 05

Hpc(jw) =




e Filtrado de una onda cuadrada con un RC

Serie de Fourier: Filtrado

Hpc(jw) =
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Serie de Fourier: Filtrado

1
o Filtro pasabajos ideal (LPF) Hiprp =11 Mt D
2weo 0,

Filtro pasabajos (LPF) ideal wes = 2000.00 Hz

M

i Frecuencias
negativas’

) 2000 4000 6000

Hz]
Algunas funciones e identidades utiles
sinc t = sin 7t sign £ = L >0
S — MEET 21 t<o
1, t 1, >0
“(t)z{o’ tig “["’]={0' "<
’ S < Hoja de férmulas (EVA/seys)
T 0 [t|>3% T 0 t| >
= . o2 X 2 .
Z gikat — 27 Z ) (t ~ k—) , Formula de Poisson
o o
k=—o0 k=—oc
\llzx 1 aNl CY‘N2+1 S

w| < we
lw| > we



Serie de Fourier: Filtrado

Filtro pasabajos (LPF) ideal we = 1000.00 Hz
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Serie de Fourier: Filtrado

Filtro pasabajos (LPF) ideal we = 2000.00 Hz

10 A = Hepr
-2 ak
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Serie de Fourier: Filtrado

Filtro pasabajos (LPF) ideal we = 4000.00 Hz
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Serie de Fourier: Filtrado

Filtro pasabajos (LPF) ideal we = 6000.00 Hz

10 — Hipr
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Serie de Fourier: Filtrado

Filtro pasabajos (LPF) ideal we = 7100.00 Hz
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Serie de Fourier: variable discreta

e Lo visto anteriormente también vale para variable discreta con algunas
consideraciones.

z|n] = Zakz}'j LN yln] = ZakH (zx) 21
k k

o Para seiiales periddicas de periodo N

xz|m + N| = z[m|Vm

o Y se agrega la periodicidad de la base de exponenciales 2720,
6]90
63(90+27r)n _ e_ynOO \Vleo 9 QFW
J(mAN)bo _ jmby g, — 2% o/ = eIV = _ | 1
e —e 0=




Serie de Fourier: variable discreta

o Para sefales periddicas de periodo N la representacion de x[n] en Series de
Fourier queda

zln] = Y ape?™" g 2T e
Serie de Fourier |
ar — N Z :C[’n]e_jkeon Analisis
n=(N)

 Notar que @ = Q(g4+nN)

o Nuevamente vale el producto interno

(@l yinl) = = 3 lkly’ K
k=0

/ .

p
<6jl90n ]k@on _ Z ej(l k)Oon __ ) ]-7 [l =k+mN
€ 0, l#4k+mN

Base ortonormal <«



Serie de Fourier: variable discreta

o Ejemplo 3.12 (p220)

1
—N _N1 0 N1 N n
N,
zln]=1,—-N, <n< N ak:i Z g~ Ikbon g _4m
T =T N TN
’n,=—N1
2N1 +1
g = 2 T 04N, 42N, - ..
N
1 sin (27rk(N1;1/2)) |T H
Ak = - _10 - RO O 1 1 O Y D | 0 IH
N sin(mk/N) N—lom TR T T T T

(a)

N = 20 “’HI'I]‘“Il'fll'l“’llFﬂml'ﬂl'“ﬁﬂ%ﬂlhl;lﬂ;ﬂ_ﬂmﬂﬁlﬁéﬂm
(b)

N = 40 T,dﬂﬂ“ﬂ“lu‘rrmn.....&,w_,g.l[lJIll[“}hlg,,llll,..

2N1+1=5

nnh.r'”“,.jllll_”_[lUI.LLl,”

k
©



Serie de Fourier: Identidad de Parseval

» Relaciona la potencia calcula en el tiempo o en frecuencia

Marc-Antoine

1 5 N 5 Parseval des
Variable continua —/ |£U(T)| dr = Z |ak| (175C5hé.nle§36)
I Jiry

k=—o0

1
Variable discreta s Z |37[n]|2: Z |C’fk|2



x(t) <—> a
(t) (—) bk

Linearity

Time Shifting
Frequency Shifting
Conjugation

Time Reversal
Time Scaling

Periodic Convolution

Multiplication

Differentiation

Integration

Serie de Fourier: propiedades

3.5.1
3.5.2

3.5.6

27
periédicas de periodo T, wy = 7
Ax(t) + By(r)
x(1 — 1p)
giMwot — gIMQTITY y(p)
x'(1)
x(—1)

3.5.3
354

3.5.5

x(at), a > 0 (periodic with period T/a)

f x(T)y(t — 7)dr
T

x(£)y(1)
dx(1)
dt
f fini d
J () dt( n.lte 'value @d
— periodic only if gy = 0)

Aak + Bbk

—_y __-k2 .
ake _}kwolo — ake JK( i1 )

27T
}kwoak = ]k—T—ak

i 1
(jkwo)“" - (jk(zw/T))“‘




Serie de Fourier: propiedades

SF
z[n] «<— ar .., ) 2r .
. | SF periédicas de periodo N, 6y = —; a, y b, periédicas N.
y[n] <— by N
Linearity Ax[n] + By[n] Aa, + Bb,
Time Shifting x[n — ng] age KETNmg
Frequency Shifting e/MCTNIR ¥ [n] Ay um
Conjugation x"[n] a_,
Time Reversal x[—n] a-y
, , x[n/m], if nis a multiple of m 1 viewed as periodic
Time Scaling Xemln] = . _ —ai | . ,
0, if n 1s not a multiple of m m  \with period mN
(periodic with period mN)
Periodic Convolution Z x[rlyln —r] Na,b;
r={(N)
Multiplication x[n]y[n] Z abi
[ =(N)
First Difference x[n] — x[n — 1] (1 — e /*2"NNq,

» 2r
* Notacién wy = 6, = —



