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EXAMEN - 17 DE DICIEMBRE DE 2013
Respuesta de los Ejercicios Multiple Opcién

Multiple opcion (Total: 50 puntos)

La version se identifica por la letra del primer ejercicio de multiple opcidén.

Versiéon 1. “Se considera el conjunto A C C...” Respuestas: B, A, B, C, E.

Versién 2. “Calcular el siguiente limite...” Respuestas: C, A, D, B, C.
In®(z)

x2

€

Versién 3. “Sea [ = / dz” Respuestas: C, D, E, B, D.

1
Versién 4. “Sea f: R — R...” Respuestas: C, E, E, D, A.

Calculo 1



Universidad de la Reptblica - Facultad de Ingenieria - IMERL Calculo 1

EXAMEN - 17 DE DICIEMBRE DE 2013

Esquema de Soluciéon Desarrollo

Ejercicio 1  (Comun) Se consideran las siguientes funciones definidas en los reales

poSItIvoS:
,1)2
F(z) = aret Gy = [T\
r) = arctanx — T) =
1. Muestre que F' y G son primitivas de f(z) = %

Derivamos F'y derivamos G usando el teorema fundamental del célculo y la regla de la

cadena.
1 2 +1—-222 22+1-—1+ 22
F/ s —_ e p—t
(ZE’) (LEQ n 1)2 ([EQ + 1)2 f(l')
22\’ —~ (2x(x? +1) — 223
@ <x2+1) ’ ( (22 +1)? > 1w
. T 1
2. Demuestre que eziste un punto xo € (0,1) tal que f(xg) = 177
Una forma:
f es una funcién Contlnua en [0,1], entonces por el Teorema del Valor Medio existe
xo € (0,1) tal que fo = f(xo). Ademds, como F' es primitiva de f usando la regla
de Barrow, fo = ( ) F(0) = arctan(1) — £ — arctan(0) = Z — 1. De lo anterior

existe zo € (0,1) tal que f(zo) =5 — 1.
Otra forma:

Como F' es derivable en (0,1), por el Teorema de Lagrange existe o € (0,1) tal que

FQ) = F(0) = F'(x0) = f(x0), y como F(1) = Tl y F(0) =0, se tiene que f(xg) =
T 11_0 v
42

3. Halle la funcion H(x) = F(x) — G(x). (Sugerencia: usar la parte (a).)

Como F y G son dos primitivas de la misma funcién, difieren en una constante de
donde H es constante. En particular, H(z) = H(1) = F(1) — G(1). Como G(1) =

1/2
\/ ] dt = 0 tenemos que
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EXAMEN - 17 DE DICIEMBRE DE 2013
Esquema de Soluciéon Desarrollo
Ejercicio 2 (Solo primer semestre)
Sea f :[a,b] — R una funcion continua en [a,b].
1. Deducir la formula de volumen de un cuerpo obtenido al girar la grdfica de f(x) alrededor

del eje Ox.

Consideramos una particién equiespaciada P = {zg,x1,...,2,}, con x; = a + i/n, del
intervalo [a, b]. Aproximamos el volumen que se obtiene al girar la gréfica de f(x) alrededor
del eje Oz mediante la suma de los volimenes de los cilindros de radio f(z;) y altura
Tit1 — Ty, es decir que aproximamos el volumen por V,, = 1" 7 f(2:)* (241 — x;). Como
la funcién f? es continua tenemos que V,, es una suma de Riemann V,, = SR(7 f?, P, Xp),
con z; = x;, de donde el volumen es

n b
— 1 — 1 2 . — L) = 2
Vo= lin o= lim s e~ ) = [ s

2. Deducir la formula de volumen de un cuerpo obtenido al girar la grdfica de f(x) alrededor
del eje Oy.

Ver paginas 109 y 110 de las notas del curso, para deducir que
b
v, = / ot f(1)dt.
3. Consideramos V, y V,, los volimenes de revolucion con respecto a los ejes Ox y Oy

respectivamente, de la funcion f(x) = xe® en el intervalo |a, b].

Demuestre que 2V, —V,, > 0.

b b b
2V, =V, = / 2T (telt)2 dt — / 2mt (tet) dt = 27T/ t2et (et — 1) dt

Si a,b > 0, entonces e/ — 1 > 0, y por propiedades de la integral 27 ff t2et (et — 1) dt > 0.
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EXAMEN - 17 DE DICIEMBRE DE 2013
Esquema de Soluciéon Desarrollo
Ejercicio 3 (Solo segundo semestre)

Sea la ecuacion diferencial y" + py' + qy = 0, donde p,q son constantes en R. Llamaremos
y(x) a su solucion general.

1. ;Qué condiciones deben cumplir p y q para que y(x) esté acotada en [0, +00)?

pE+/p?—4q

Calculamos el polinomio caracteristico A2 + pA 4 ¢, que tiene raices — 5

Si el discriminante p? — 4q > 0, se tienen dos raices reales distintas, A\; y Ao, v la solucién
es de la forma AeM! + Be*?'. La solucién estd acotada en [0, +00) si A1, Ay < 0, para lo
que se tiene que cumplir p > 0, ¢ > 0, ademds de p? — 4¢q > 0.

Si el discriminante p* — 4¢g = 0, se tienen una raiz doble, A\; = —p/2 y la solucién es de

la forma AeM! + Bte!. La solucién estd acotada en [0,+00) si \; < 0, es decir p > 0,
2

p* =4q.

Si el discriminante p? — 4q < 0, se tienen 2 raices complejas, \\ =a+biy o =a —bi y
la solucién es de la forma Ae® cos(bt) + Be®sen(bt). La solucién estd acotada en [0, +00)
sia = —p/2 < 0. Tiene que ser p*> < 4q y p > 0.

De modo que si p > 0 y no son 0 al mismo tiempo p y ¢ las soluciones estdn acotadas en
[0, +00).
2. Idem para que exista el limite lim,_,  y(x).

El limite lim,_, 1 o, y(x) no existe si se tienen raices complejas con parte real mayor o igual
que 0, ya que para a > 0, los términos de la forma e cost y esen(bt) no tienen limite.
Es decir que tiene que ser p> —4g > 00 p* —4g <0y p > 0.

3. Halle la solucion particular para la siguiente ecuacion diferencial:

y' +4y =0,
y(0) =1,

/()=

El polinomio caracteristico es A2 +4, y tiene raices complejas simples 2i y —2i, por lo que
la solucién de la ecuacion homogénea es de la forma

Acos(2z) + Bsen(2z).

Ademas la funcién nula es una solucién particular. Con las condiciones iniciales tenemos
fis

y(0)=A=1,y <4> = B =1y la solucion es

y(x) = cos(2x) + sen(2x).



