Calculo |
2do semestre de 2016
Solucién del primer parcial

Ejercicios: Verdadero/Falso (Total: 8 puntos)

Ejercicio 1 La imagen de un intervalo abierto (a,b) C R por una funcién continua f : (a,b) —
IR siempre es un intervalo abierto de IR.

Solucién: Falso Contraejemplo: la imagen del intervalo abierto (—m, ) por la funcién con-
tinua f(x) = sen(x) es el intervalo cerrado [—1, 1].

Ejercicio 2 Si f : (a,b) — R es una funcién derivable en (a,b) tal que f'(x) > 0 para todo
x € (a,b), entonces f es continua y monétona creciente en (a,b).

Solucién: Verdadero (Resultado del curso)

Ejercicio 3 Si f: (a,b) — R es una funcién continua y acotada, entonces f es uniformemente
continua.

Solucién: Falso Contraejemplo: la funcién f : (0,1) — IR definida por f(z) = sen(1l/z)
es continua y acotada (por 1 en valor absoluto), pero no es uniformemente continua, pues su
derivada f'(x) = —x% cos(1/x) no es acotada en (0,1).

1\" 1\" _ 3+v3
Ejercicio 4 La serie > 7, (%) es convergente, y > (%> = 34¥3,

Solucién: Verdadero Como |1 /\/g‘ < 1, la serie es convergente, y tenemos que
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Ejercicios: Multiple opcién (Total: 16 puntos)

Ejercicio 1 ;Cual de los siguientes niimeros complejos es una raiz cuarta de —1 — 47

Solucién: Tenemos que | — 1 —i| = /2 y arg(—1 —4) = —37/4, lo que nos da la forma polar:

. _ 437 , .
—1—1i=+/2e¢ %7 . Entonces, las cuatro raices cuartas de —1 — i son dadas por:
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La unica raiz que aparece en las opciones es | v/2 e' 76




eon(rs) g g < 2

Ejercicio 2 La funcién f : IR — IR definida por T) =
J / P 1) {am2+b six>2

es continua y derivable en todo R si y sélo si: ...

Solucién: La funcién f(x) es construida pegando las dos funciones
file) =m0y fy(x) = ax® +b

en el punto x = 2. Como las funciones f; y fo son continuas y derivables en IR, la funcién f es
continua y derivable en R — {2}, independientemente de los valores de a y b. Para que f sea
continua y derivable en todo IR, se necesita estudiar su continuidad y su derivabilidad en x = 2.

o Continuidad de f en x = 2. Se observa que

lim f(z) = lim fi(z) = f1(2) = ") = 0 =1
r—27 T—27
lim f(z) = lim fo(z) = f2(2) = a-22+b = da+b
z—21 z—21

Asi, f es continua en el punto x = 2 si y sélo si 4a + b = 1.

o Deriwvabilidad de f en x = 2. Las derivadas de las funciones f; y fo son dadas por:
fi(z) = wcos(rx) esen(me) y fo(x) = 2azx

Suponiendo que f1(2) = f2(2) (es decir: 4a + b = 1), se observa que:

lim 7]0@) —f2) = lim —f1($)—f1(2) = f1(2) = mcos(2m) e’ = ¢
T—27 r—2 T2~ T —2
R = - A= R CEEE R

Asi, f es derivable en el punto x = 2 si y sélo si 4a = .

dat+b=1 se deduce que: |la=% y b=1—7

Resolviendo el sistema 1
da =

Ejercicio 3 ;Cuadl de las siguientes afirmaciones es falsa? ...

Solucién: La afirmacién ’sen(w) /x no tiene limite cuando x tiende a 0‘ es falsa, pues:

lim sen(z)/z = lim sen(z) — sen(0) = sen’(0) = cos(0) = 1

z—0 z—0 x—0

Las otras cuatro afirmaciones son verdaderas.

Ejercicio 4 Sea A = A; UA,, donde Ay = {1 :neN*} y 4y = {2 cos?(2) : 2 € (-5F,%)}.
Entonces: ...

Solucion:

e El conjunto A; = {% ' n € IN*} = { ,%,i,%,%,l} es el conjunto de los inversos
de los enteros naturales no nulos. Este conjunto tiene méximo méx(A;) = 1, entonces

sup(A;) = max(A;) = 1. En otro lado, no tiene minimo, pero tiene infimo inf(4;) = 0.



e El conjunto Ay = {3 cos?(z) : € (—Z,%)} es la imagen del intervalo (—%,Z) por la

funcién f(z) = 2 cos*(z). Se observa que:

N0

— En el intervalo (—7,0], la funcién f es estrictamente creciente, y recorre todos los
valores entre f(—7/4) = 3/4 (excluido) y f(0) = 3/2 (incluido).
s

Es decir: f((=7%,0]) = (47 2]
— En el intervalo [0, 1), la funcién f es estrictamente decreciente, y recorre todos los
valores entre f(0) = 3/2 (incluido) y f(7/4) = 3/4 (excluido).
Es decir: f([0,%,0)) = (2,2].
De tal modo que A> = f((—%,7%)) = (2,3]U(2,3] = (3,3]. Asf: inf(A4s) = 3 y sup(A,) =
méx(Az) = 3, pero Ay no tiene fnfimo.

Ordenando las cuatro cotas 0 = inf(A;), 3 = inf(A4s), 1 = méx(A4;) = sup(A1) y 3 = méx(Az) =
sup(A2), se deduce que:

mf(A) = 0 y sup(A) = max(A) = 3, pero A no tiene mfnimo

Ejercicio de desarrollo (Total: 16 puntos)

Definir la nocién de limite de sucesién: lim a, = L siy sélo si
n—o0

Definir la nocién de supremo en IR: s =sup(A) siy sélo si

Enunciar el axioma de completitud de IR.

oW b=

Demostrar que toda sucesion mondtona creciente y acotada superiormente tiene limite.

Solucion: véase las notas del curso.

ayg — 1
Ahora, se considera la sucesién (ay,),en definida por recurrencia: 1
py1 = 2 —
1+ay

5. Demostrar por induccién completa que 1 < a,, < 2 para todo n € IN.
Solucién: Caso de base: Se observa que 1 < ag (=1) < 2.
Paso de induccién: Supongamos que 1 < a, < 2.
Entonces: 2 < 1+4+a, < 3

1 1 1 .
Entonces: - < < - (pasando al inverso)

3 1+ a, 2
Ent L < L - L ( do al to)

ntonces: —— — —= asando al opuesto
2 = 1+a, — 3 P P
1 1 1
Ent : 2—=(=3/2) < 2-— < 2——(=5/3
ntonces 2( /2) < 1ta, = 3( /3)
1
Entonces: 1 <2- < 2 (pues 1<3/2 y 5/3<2)
1+a,

Es decir: 1 < apiy <2 (def. de apn41)

6. Demostrar que la sucesion (a,),ecn €8 mondtona creciente.



Solucién: Demostremos por induccién completa que a, < an41 para todo n € IN.
Caso de base: tenemos que ag =1y a1 =2 — ﬁ = 3/2; luego: ap < ay.

Paso de induccién: Supongamos que a, < apy1.

Entonces: l1+a, < 1+ap4
1 1
Entonces: > asando al inverso, y recordando que a, > 0
i (p y que a, > 0)
1 1
Entonces: - < - (pasando al opuesto)
1+ap, 1+ an+1
1 1
Entonces: 2 — <2——
1+ay 1+ Gp4-1
Es decir: Apt1 < Gpio (def. de ap+1 y de apt2)

Por inducciéon completa, tenemos que a, < a,11 para todo n € IN, lo que demuestra que la
sucesion (ap)nen €s mondtona creciente.

7. Deducir que (ap)nen tiene limite L, y hallar el valor de L.
Solucién: Como (an)nen €s mondtona creciente y acotada superiormente (por 2), tiene limite

L (usando el resultado del item 4.), y ademds, tenemos que L € [1,2] (usando las desigualdades
del item 5.) Para calcular el limite L, se observa que

. : . 1 1
b= = Bgemn = 0 (2—1%) T

utilizando la continuidad de la funcién f(x) =2 —1/(1+ ) en el punto x = L para establecer
la igualdad de derecha. Asi se obtiene la ecuacién

1
L =2-—— & L[2~L-1=0 (por un célculo sencillo)

1+ L
1-+5 1++5
5 0 L=

& L=

S

1+
2

Pero como L > 1, se deduce que | L = ~ 1,618 (numero de oro)




