
Cálculo I
2do semestre de 2016

Segundo parcial

26 de noviembre de 2016

N◦ Parcial Apellido, Nombre Firma Cédula

La duración del parcial es de cuatro horas y no se permite usar ni calculadora
ni material de consulta. La comprensión de las preguntas es parte de la prueba.

Sugerencia: sea cuidadoso al pasar las respuestas: lo completado aqúı
será lo único tenido en cuenta a la hora de corregir.

En esta prueba, se pueden utilizar las derivadas de las funciones usuales
(sen(x), cos(x), xα, ex, log(x), arcsen(x), arccos(x), etc.) sin justificarlas.

VERDADERO/FALSO (Total: 12 puntos)

1 2 3 4

Llenar cada casilla con las respuestas V (verdadero) o F (falso), según corresponda.
Correctas: 3 puntos. Incorrectas: -3 puntos. Sin responder: 0 puntos.

MÚLTIPLE OPCIÓN (Total: 18 puntos)

1 2 3

Llenar cada casilla con las respuestas A, B, C o D, según corresponda.
Correctas: 6 puntos. Incorrectas: -2 puntos. Sin responder: 0 puntos.

DESARROLLO (Total: 30 puntos)

Dos ejercicios de desarrollo (10 y 20 puntos) se encuentran en la hoja 3.

PARA USO DOCENTE

DES1 DES2

1. 2. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
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Ejercicios: Verdadero/Falso (Total: 12 puntos)

1. Si (an)n∈N es una sucesión real tal que lim
n→∞

an = 0, entonces la serie
∑∞

n=0 an converge.

2. Si (an)n∈N y (bn)n∈N son dos sucesiones positivas tales que lim
n→∞

an
bn

= L > 0 (L finito),

entonces las series
∑∞

n=0 an y
∑∞

n=0 bn son de misma clase (ambas convergen o ambas divergen).

3. Sea [a, b] un intervalo dado con una subdivisión a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b (n ≥ 1).
Si una función f : [a, b] → R es continua en cada subintervalo (xk, xk+1) ⊂ [a, b] (para todo
0 ≤ k < n), entonces la función f es integrable en el intervalo [a, b].

4. La función G(x) =

∫ sin(2x)

0
et

2
cos(t) dt es derivable en x = 0 y vale G′(0) = 2.

Ejercicios: Múltiple opción (Total: 18 puntos)

1. El desarrollo de Taylor de orden 3 de f(x) = cos(x) log(1 + x)− 3x+ 7 en x = 0 es:

(A) f(x) = 7− 2x− x2 − x3 + o(x3)

(B) f(x) = 7− 2x− 1
2x

2 − 1
6x

3 + o(x3)

(C) f(x) = 7− 3x+ 1
4x

2 + o(x3)

(D) f(x) = 7− 2x− x2 + 3
2x

3 + o(x3)

2. Sean m el mı́nimo y M el máximo de la función f(x) =
x+ 1

x2 + 1
en el intervalo [−1, 12 ].

Entonces M +m es igual a:

(A) 1+
√
2

2

(B)
√

2− 2

(C) 6/5

(D)
√
2

4+2
√
2

3. La integral

∫ 4π2

π2

cos2(
√
x)√

x
dx vale:

(A) 0

(B) π/2

(C) π

(D) 2π
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Primer ejercicio de desarrollo (Total: 10 puntos)

1. Dado una función continua f : [a,+∞) → R, definir las nociones de convergencia /

divergencia / oscilación para la integral impropia

∫ +∞

a
f(t) dt.

2. Determinar si la integral impropia

∫ +∞

0

dx

x2 + 4x+ 3
converge, diverge u oscila (jus-

tificándo la respuesta), y en caso de convergencia, calcular su valor.

Segundo ejercicio de desarrollo (Total: 20 puntos)

Se considera la función f : [0,+∞)→ R definida por f(t) = 1/(1 + t2).

1. Acotación de f : Demostrar que 0 < f(t) ≤ 1 para todo t ≥ 0.

2. Paso de desarrollo: Demostrar que f(t) = 1− t2f(t) para todo t ≥ 0.

3. Desarrollo de f : Con la igualdad anterior, demostrar por inducción completa que

f(t) =

n∑
k=0

(−1)kt2k + (−1)n+1t2n+2f(t) (para todos n ∈ N y t ≥ 0)

4. Primitiva de f : Sea F : [0,+∞)→ R la primitiva de f definida por F (x) =
∫ x
0 f(t) dt.

Determinar la función F .

5. Desarrollo de F : A partir de la igualdad del ı́tem 3, demostrar que:

F (x) =
n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1 + (−1)n+1

∫ x

0
t2n+2f(t) dt (para todos n ∈ N y x ≥ 0)

6. Acotación del resto: Sea Rn(x) = (−1)n+1

∫ x

0
t2n+2f(t) dt. Demostrar que

|Rn(x)| ≤ x2n+3

2n+ 3
(para todos n ∈ N y x ≥ 0)

7. Convergencia: Deducir del ı́tem 6. el siguiente resultado de convergencia:

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 = F (x) (para todo x ∈ [0, 1])

8. Fórmulas de Leibniz: Deducir de lo anterior las siguientes fórmulas, que permiten
calcular aproximaciones del número π:

(A)
π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+

1

13
− 1

15
+ · · ·

(B)
π

6
=

1√
3

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3n
=

1√
3

(
1− 1

3 · 3
+

1

5 · 32
− 1

7 · 33
+

1

9 · 34
− · · ·

)
(Sugerencia: se recuerda que tan(π/6) = 1/

√
3 y tan(π/4) = 1.)
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