Resolucion Primer Parcial Calculo 1
14 de Mayo de 2014

VERSION 1

1. Ejercicio 1
Dado un w € C fijo, queremos ver qué pasa con el conjunto:
A={zeC: 23 es raiz cuadrada de w}
Los complejos que se encuentran en el conjunto A verifican:
(23)2:w<:>26:w<:>z:w% (1.1)

Si se escriben z y w en notacién polar:

w = pei(go—i—ler)
2 = re?
queda:
rei? — 1 igt2kn
= pée 6
De donde:
T = pé
0, — ¥ + 2km
F 6

Por lo tanto, todos los elementos de A se encuentran sobre la circunferencia de
.1 ) . .

centro (0,0) y radio ps. Ademas, la separacién entre 2 elementos consecutivos

es %’T rad = % rad = 60°. Entonces, en el plano complejo, los elementos de A

forman un hexagono regular.

2. Ejercicio 2

(1) Paso Base: Con n = 1:



Paso Inductivo 1. Hipdtesis:

i=1
Tesis:
n+1 1 1
2 1T
i=1
Demostracion.
n+1 n
1 1 1
D5 = 2yt
i=1 i=1
1 1
= - on + 2n+1
1 1
y(1-3)
1 /1
- 1-— ==
27\ 2
n+1 1
= 5 = =g
i=1

(I1) Paso Base: Con n = 1:

=1

Que no es mayor que y/n = 1, por lo que la propiedad no es cierta para
n=1 Paran=2:

SRR
Para ver si eso es mas grande que y/n = /2, se puede escribir:

1 1 V2+1-2 V2 -1
TR/, SIS RS, SV SRt el S, S £k
V2 V2 V2 V2
Entonces, 1 + % se puede escribir como /2 mas algo positivo (v/2 — 1

es positivo ya que v/2 > 1), por lo que efectivamente la propiedad (I1) es
cierta para n = 2.



Paso Inductivo 2. Hipdtesis:

1
— >N
2y
=1
Tesis:
n+1 1
Z — >Vn + ].
i=1 Vi
Demostracion.

n+1 1 1

1 "1
;ﬂ:;\ﬁ+\/n+l>\/ﬁ+\/n+l

De nuevo, para ver si a lo que se llegé es mayor que v/n + 1, se puede
escribir:

1
+ = Vn+l+yn+
\/ﬁ\/m " vn

1

vn+1

nn+1)+1-n-1
vn+1

1

nn+1)—n
= vn+ - Vnri4p YT/
v vn+1 " vn+1

—vn+1

= vn+1+

El término \/n(n + 1) = vn? 4+ n es mayor que v'n2 = n, por lo que:

n+1 1
Zi'> \/7’L+1
i:lﬁ

3. Ejercicio 3

De la definicién de los conjuntos puede verse que los elementos de A; son
siempre negativos, mientras que los de Ao son positivos. Entonces, si A1 y Ao
estan acotados resulta inf(A) = inf(A4;) y sup(A) = sup(4s),

Ademas, la sucesion 2n1_1 —1 tiende a —1 cuando n — 400 y es decreciente,
por lo que inf(A) = inf(A;) = —1, pero no tiene minimo. Analogamente, la
sucesion ﬁ + 1 tiende a 1 cuando n — +oo y es decreciente, por lo que
sup(A) = sup(A4z) = 3 y ademas es maximo.




4. Ejercicio 4

Por teorema de la derivada de la funcién inversa:

cosh™(z)]" = !
[cosh™" () cosh’(cosh™!(x))

La derivada del coseno hiperbélico es:

e.Z‘ —T

[cosh(z)] = _Te — sinh(z)

La férmula de seno hiperbélico puede obtenerse de la ecuacién:

cosh?(y) — sinh?(z) = 1 & sinh(z) = 4/cosh?(z) —1
X —x 2
sinh(z) = \/(e—i—e) -1
2
2x —2x 2
sinh(z) = \/<6+6+) 1
4
2x -2z _9
sinh(z) = \/<€+6>
4
b _ et —e "
sinh(z) < 5 )
= sinh(z) = i
2
Entonces: )
h'(2)] =
[cosh™(x) sinh(cosh™(z))
Pero:

sinh(y) = y/cosh?(y) — 1 = sinh(cosh™!(z)) = \/COShQ(COShil(.%)) —-1=

Finalmente, la derivada de la funcién inversa del coseno hiperbdlico es:

1

[cosh™ ()] = T

5. Ejercicio b

Para estudiar la derivada de g(x) en z = 0 se debe mirar el cociente incre-

mental:
o 90+ = g(0) _ . F(D) = J(0)
h—0 h h—0 h

(5.1)



Si se estudia [5.1] por derecha:

o FURD = ) _ L f() = £(0)

h—0+ h h—0+ h

Como f es derivable en 0 el limite del cociente incremental en 0 es un nimero
finito, al que llamaremos f’(0). Asi:

o 108D = £(O)

h—0+ h

Ahora, por izquierda, queda:
i LD =FO) SN 1O @ =0

h—0— h h—0— h u—0t U

= f'(0)

Entonces, como f/(0) # 0, g no resulta derivable en 0, pero los limites
laterales del cociente incremental en 0 son finitos.

6. Ejercicio 6

(I) Verdadero. Demostracion: Suponemos f + g continua en ¢, por lo que
(f +9g) — g = f también es continua en ¢, lo que es absurdo.

(I1) Falso. Contraejemplo: f(x) cualquier cosa discontinua, g(x) = 0.

(I11) Falso. Contraejemplo:

1, siz<ec

@) = {5,six20

() = 4,six<5h

T = 89 siw>5
(gof)lz) = 4

7. Ejercicio 7

Por teorema de Cantor, la continuidad en un intervalo cerrado implica la
continuidad uniforme en dicho intervalo. Entonces, como g y h son continuas en
[0, 1], son uniformemente continuas en dicho intervalo, y por la misma razén f
no lo es. Como [0,1) C [0, 1], la respuesta es la misma para el [0,1).



8. Ejercicio 8

Aplicando L'Hopital tres veces:

3 sinx —x B cost — 1
lim = lim ——F——
a—0-log(l1+x) —1 -2z +e® e—=0" 1 — 2+ e”
i —sinx
= lim
x—0~ —ﬁ + er
_ i —cosx
N ri%l* 2 + e*
(1+a)3
ooy sinx —x 1
im - _=
a—0-log(1+2) —1 -2z +e” 3

9. Ejercicio 9

La sucesién puede escribirse como:

a— (2Y" 2 (23Y
" 3 - 27 ) notoo

Como a,, es convergente esta acotada. Para estudiar el infimo, basta con ver
que la subsucesién as, es siempre positiva, mientras que la as,_1 siempre es
negativa, por lo que el infimo de a,, sera igual al infimo de as,_1. Ademas, como
asn—1 es creciente, el infimo serd el a1 = —%.

10. Ejercicio 10

Ty o , .
(I) > ~=5#—: Si se estudia la convergencia absoluta:
n=0
n=0 3 n=0 3"

—+00

que es convergente por ser una geométrica (Z qn) de razén g menor a 1.
n=0

La serie es entonces abolutamente convergente, Yy por lo tanto convergente.

“+o00 +o0o

(1) Y= L: No converge pues es arménica( >~ -L) de exponente () igual a 1.
n=0 n=0

() 3 L=5

1] - = —7
n=0 vn n=0 nt/?

No converge pues es arménica de exponente menor a 1.
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