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Practico 7: Funcion de onda y ecuacién de Schrodinger

Ejercicio 1. Muestre que si ¥ (z,t) y ¥o(z,t) son soluciones de la ecuacién de Schrédinger,
entonces V(x,t) = aWy(z,t) + f¥a(x,t), con o'y S complejos, también es solucién. ;Qué cualidad
de la ecuacién es responsable de dicho comportamiento? Explique por qué es un requerimiento
esencial que la ecuacion satisfaga esta propiedad.

Ejercicio 2. La figura adjunta muestra la depen-
dencia de la funciéon de onda de una particula con
la posicion en cierto instante de tiempo.

(a) Sise hace una medida de la posicién de la par-
ticula, indique cualitativamente en qué regio- .
nes es mas probable encontrarla. ;En qué re- =5 0 5 10
giones es menos probable?

(b) Indique si es mas probable encontrar a la par- | 5
ticula en cualquier posicion x > 0 o en cual-
quier posicién = < 0.

Ejercicio 3. Sea V(z,t) la funcién de onda de aso-
ciada a una particula.

(a) Demuestre a partir de la ecuacién de Schrédinger que fj;o |U(z,t)|>dr es constante, e in-

terprete el resultado.
(b) Considere la cantidad:
Ov*(x,t)
2\ il et A4
t (z,t) D

Muestre que
d b
G [ 1w opds = e - 10,0

e interprete el resultado. La cantidad J(z,t) se denomina flujo de probabilidad.

Ejercicio 4. Muestre que si en lugar de emplear la expresion clasica para la energia se utiliza la
expresion relativista, argumentos similares a los desarrollados en clase conducen a la siguiente
ecuacion:
0’V 1 0% B m2c?
dr2 2 o2 2

v,

El resultado anterior se denomina ecuacién de Klein-Gordon, y describe el comportamiento de la
funcién de onda asociada a una particula sin espin en el limite relativista. Schrodinger obtuvo
esta ecuacion y luego la descarté por su incapacidad de predecir correctamente la estructura fina
del espectro del hidrégeno (el problema radicaba en que el electrén es una particula con espin).
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Ejercicio 5. Considere el operador O = i 21:%.

(a) Investigue si alguna de las siguientes funciones es autofunciéon de O. En caso afirmativo,
indique el autovalor asociado:

(1) p=222+1
(i) ¢ =4z* — 1222 +3

(b) Halle la familia de autofunciones de los siguientes operadores:

N d

(i) 01 = ar
ey A d
1) O, :x%
2

cey A d
(i11) 03:@4—04, a€R

Ejercicio 6. Considere una particula en un pozo de potencial in-

finito: V=w V=w
A A
0, O<x<L
V(x)_{oo, x<0,z>1L = =00
| V=0 N
Este potencial modela el comportamiento de una particula ence- — 0 L X

rrada en una caja unidimensional, rebotando elasticamente contra sus paredes.

(a) Muestre que las autofunciones del Hamiltoniano son de la forma:

on(x) = \/Esin <n—zx), neN

y que los correspondientes autovalores de energia son
R2m?n?
" omL?

Nota: estas energias son predichas correctamente por la teoria de Wilson y Sommerfeld
para sistemas periédicos (verificarlo!)

(b) Para cada una de las autofunciones anteriores evalie AX, AP y su producto.

(c) Muestre que las autofunciones ¢, () satisfacen la condicién de ortonormalidad:

L
/ () (2)0T = B
0

(d) Indique cémo se expresa una solucién general de la ecuaciéon de Schridinger (dependiente
del tiempo) en términos de las funciones y energias anteriores.
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(e) Asumiendo conocida la funcion de onda en el estado inicial, obtenga expresiones teéricas
para los coeficientes del desarrollo obtenido en la parte anterior. ;Qué condicién deben
satisfacer los coeficientes si la funcion de onda esta normalizada?

Ejercicio 7. Un electréon esta confinado en un pozo infinito unidimensional de ancho 0,1 nm.

(a) Calcule los niveles de energia para el electréon hasta n = 4.

(b) Halle las longitudes de onda de todos los fotones que pueden ser emitidos en transiciones
que involucren hasta el cuarto nivel energético.

Ejercicio 8. Considere el potencial de escalén
dado por la expresion: A

. 0, =<0 -
V(x)—{ Vo, >0

Suponga que una particula de masa m (descri-
ta por una onda plana) incide desde la izquier-
da con energia E = V.

(a) Calcule la funcién de onda de la particula (debe suponer el experimento en una regién
acotada del espacio para verificar la normalizacién de la funcién de onda).

(b) Calcule los coeficientes de reflexion y transmisién para la particula.

Ejercicio 9. Un particula de masa m y energia F incide desde la izquierda sobre una barrera de
potencial de ancho a y altura V) < E.

(a) Escriba la solucién general de la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo en las
tres regiones definidas por el potencial (asuma que la barrera se ubica entre x =0y = = a).

(b) Imponiendo condiciones de borde adecuadas, obtenga el sistema de cuatro ecuaciones al-
gebraicas que involucra a los 5 coeficientes que definen la funcién de onda. ;Cual seria la
quinta ecuacién?

(c) A partir de las ecuaciones anteriores, demuestre que el coeficiente de trasmision al lado
opuesto de la barrera esta dado por la expresion:
—1

sinh? (kya)
e E
Vo Vo

donde ky = /2m(Vh — E)/h, y comente el resultado. Sugerencia: elimine primero los coefi-
cientes vinculados a la region central.

T=|1+
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(d) Cuando la energia de la particula es mayor que la barrera, el coeficiente de trasmisién
adopta la misma forma que en el caso anterior, pero con un seno ocupando el lugar del
seno hiperbdélico. Verifique esta afirmacién y demuestre que, si bien T' en general es menor
que uno (aunque muy préximo), existe un conjunto de energias para las cuales la particula
siempre atraviesa la barrera. ;Qué relacién existe entre el ancho de la barrera y la longitud
de onda de de Broglie en esos casos? /A partir de lo anterior, qué tipo de fenémeno cree que

subyasce a ese comportamiento?

Ejercicio 10. En un modelo sencillo de un ntcleo ra-
dioactivo, una particula alfa (m = 6,64 x 102" kg) queda
atrapada por una barrera cuadrada de 2 fm de ancho y
30 MeV de altura.

(a) (Cuadl es la probabilidad de tunelamiento cuando
la particula alfa incide sobre la barrera, si su ener-
gia cinética es 1 MeV menor que la barrera?

(b) Obtenga nuevamente la probabilidad de tunela-
miento si ahora la energia de la particula es 10 MeV
menor que la barrera.

Ejercicio 11. Considere una particula sometida a un
potencial en forma de pozo finito:

0, z<—a/2
Vo=+4-Vo, —a/2<x<a/2
0, z>a/2

donde V; > 0.

V(X} ]

P
ho | @

_.Vu

(a) Explique en detalle las evoluciones posibles del movimiento de la particula desde la pers-
pectiva clasica, dicutiendo en funcion de su ubicacion inicial y de la relacion entre su ener-

gia Fy V.

En las partes siguientes nos enfocaremos en el caso — V) < E < 0.

(b) Para un valor fijo de £ € (—Vp,0), halle la forma general de la solucién de la ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo en las tres regiones definidas por el potencial.
Indique qué términos permanecen una vez que se exige que la funcién de onda se mantenga

finita.

(¢c) Es posible mostrar que si el potencial es una funcién par (Vz,V(x) = V(—z)), entonces
las soluciones de la ecuacién tienen paridad definida: esto es, o bien son funciones pares,

o bien impares (una funcién es impar si, Vz, V(z)

= —V(—=z) ). Identifique cudl de las

contribuciones a la solucién general en la regién central da lugar a funciones de onda pares,
y cudl a impares. Bosqueje tentativamente algunas soluciones en ambos casos.
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(d) Imponiendo condiciones de borde adecuadas, demuestre que existen soluciones pares solo
para el conjunto de energias que satisface la ecuacion trascendente

k
ko tan (;a> = kq,

—_o9mE 2m(E+V,
donde kl == }L;rgn 5 y kQ - %

(e) Razonando analogamente, muestre que existen soluciones impares solo para las energias

tales que
k
k1 tan (;a) = —ko.

(f) El objetivo de esta parte es mostrar que la energia de una particula clasicamente con-
finada en el pozo de potencial solo puede tomar un conjunto discreto de valores.
Para ello:

(i) Defina las variables z = kqa/2 e y = k1a/2, muestre que 22 + 3 es independiente de la
energia e interprete el resultado geométricamente.

(i1) Exprese la condicién de la parte (d) en términos de z e y.

(iii) A partir de los resultados anteriores, demuestre que las energias asociadas a las
funciones de onda pares pueden obtenerse como los puntos de corte de la funcién
f(z) = xtan(x) con una circunferencia cuyo radio es funcion de Vj.

(iv) Resolviendo geométricamente la ecuacion anterior, muestre que la energia del sistema
esta cuantizada.

(g) Argumente geométricamente que, aunque el pozo sea poco profundo, siempre existe al me-
nos un estado localizado.

(h) Argumente geométricamente que, en el caso Vj; — oo, las energias tienen a las del pozo
infinito analizado en un problema anterior.

Ejercicio 12. Sabiendo que el estado fundamental de una particula de masa m que oscila armé-

nicamente bajo el potencial V (z) = $k2? es de la forma ¥, = age e’

(a) Calcule los valores de ag, by, y la energia asociada a ese estado.
(b) Calcule AX, AP, y su producto.

(c) Repita las partes anteriores para el primer estado excitado sabiendo que adopta la forma
Uy = alxe_bwz

Ejercicio 13. A partir de las relaciones que definen las funciones radiales R,,; y los arménicos es-
féricos Y;"", obtenga todas las autofunciones normalizadas del electrén en un 4tomo de hidrégeno
hasta n = 2.

Ejercicio 14. La funcién de onda asociada al estado base del electron en un atomo de hidrégeno
(estado 1s) es de la forma
‘1’100(7’7 67 (ZS) = Ae*T‘/ao,

2 .
;2:62 es el radio de Bohr.

donde r es la coordenada radial del electron, y ag =




Instituto de Fisica Facultad de Ingenieria Universidad de la Republica

(a) Halle A en funcién de ag.

(b) Por sustitucion directa en la ecuacién de Schrédinger, halle la autoenergia asociada a ese
estado. Compare con las energias predichas por el modelo de Bohr.

(c) Obtenga una expresion para la probabilidad de encontrar al electrén entre r y r + dr. Gra-
fique dicha probabilidad y obtenga el radio en el cual es es maxima.

(d) Calcule (r) y comparelo con el radio obtenido en la parte anterior.

(e) Calcule la probabilidad de que el electréon se encuentre a una distancia menor que R del
nucleo, y estime R en términos de ag para que el electrén se encuentre en esa regién con un
90 % de probabilidad.

Ejercicio 15. Demuestre que la degeneracion del nivel energético n (cantidad de autofunciones
ortonogonales con energia E,,) es n?.

Ejercicio 16. El presente ejercicio tiene por objetivo justificar la regla de cuantizaciéon de Bohr
para el atomo de hidrégeno a partir de la teoria de Schrédinger.

(a) A partir de los operadores posicién y momento en dimension tres: R = (X Y, Z) y P =
—ih <%, 6%, %), muestre que, si se acepta la definicién clasica, el operador que describe el
momento angular esta dado por la siguiente expresion:

i——ih Q—zg Zg—:z:2 mg— 9
N & oy’ Oz 02" Oy Yox

(b) A partir de las relaciones que definen las coordenadas esféricas muestre que la componente
z del momento angular adopta la forma
0

L, =—ih—
1 &0

(c) Si ¥, es una autofuncién del Hamiltoniano del electrén en un atomo de hidrégeno, de-
muestre que R
Lz\Ilnlm = mhq]nlma meEZ

y extraiga conclusiones.




