Sistemas y Control

CLASE DE PRACTICO. HOJA 10, CLASE 1




Transformada Z

= Transformacion que convierte sucesiones reales en funciones de variable compleja

= Sea una sucesion {hy} = [hg, hq, hy, ... ]

() = HE) = ) hyz™
k=0
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Transformada Z

= Transformacion que convierte sucesiones reales en funciones de variable compleja

= Sea una sucesion {hy} = [hg, hq, hy, ... ]

() = HE) = ) hyz™
k=0

= Esta definicion corresponde a la transformada Z unilateral
= Corresponde alcasoenelqueh, =0 Vk<O0

= Este caso corresponde a sucesiones obtenidas mediante el muestreo de sistemas causales
= Larelacion entre sucesiones causales y transformadas Z es univoca

=  No hay dos sucesiones causales distintas que tengan la misma transformada Z

=  No hay dos transformadas Z distintas que sean fruto de la misma sucesién causal
=  Esto no se cumple para transformada Z bilateral



Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"
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1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"
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Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

{un} =1 - . .
1 Z
Z({un}) — H(Z) z = (Z_l)n — —
Z Z 1;) I 1 _% z—1

Serie geométrica




Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

1
Z{u,}) = H(z) = Z Up. 27" = Z z" = z(z"l)" =—=" i ;
n=0

n=0 n=0 ‘ 1-— 7 \

Serie geométrica Convergente Vz tq |z| > 1




Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

{up} =n

() = HED = ) 2™
n=0

- - — — — — e
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Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

{up} =n - -

Z({u,}) = H(z) = z Up.z = z n.z "

n=0 n=0

Si tomamos u,, = 1, tenemos que nuestra sucesion es n. u,

Z({{n.u,}) = _Z%X(Z), donde X(z) = Z({u,}) °
|
I

Propiedad de transformada Z — Diferenciacion ®
|
|
|




Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

Aplicando la propiedad de diferenciacion s
|
|
|

{up}=n - -
Z(fw,) = H(z) = Z w2 = z n.z " ,
n=0 n=0
|
|
|
dz |
|

d
2({un}) = —2.——X(2) .
I
I




Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

{up} =n - -

Z(fw,) = H(z) = Z w2 = z n.z "

n=0 n=0

dz Z'dz z—1

Aplicando la propiedad de diferenciacion s
|
|
|

L)) = ~27-X() = ~2.5 () :
|
|




Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

{up} =n . o
7(fw,}) = H(z) = Z Uz = Z .z
n=0 n=0 ° T
Aplicando la propiedad de diferenciacion * |
d d Z LI

= —7 — = — l
L({un)) = ~2.—X(2) = ~2.— (=) v 1 |
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Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

{up} =n . o
7(fw,}) = H(z) = Z Uz = Z .z
n=0 n=0 ° T
Aplicando la propiedad de diferenciacion * |
d d Z LI
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Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

1
{un} = on

Z({u,}) = H(z) = i U,.z "= i Zin.z_"
n=0 n=0




Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

1
{un} = on
1
Z({u,}) = H(z) = Z U,.z "= Z Z—n.z_"
n=0 n=0

Propiedad de transformada Z — Traslacion compleja

Z({yn- un}) = X(y_lz); donde X(z) = Z({un})
Si tomamos x,, = 1, tenemos que nuestra sucesién puede expresarse como u,, = ¥™. x,,,

1
COI’\]/:E



Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

1
{un} = on
1
Z({u,}) = H(z) = Z U,.z "= Z Z—n.z_"
n=0 n=0

Aplicando la propiedad de traslacion compleja

Z({un}) = Z({y™ xn}) = X(r '2)



Ejercicio 1

1) Determinar la transformada Z de las siguientes sucesiones: up=1; up=n; uyp=1/2"

1
{un} = on
1
Z({u,}) = H(z) = Z U,.z "= Z Z—n.z_"
n=0 n=0

Aplicando la propiedad de traslacion compleja

—1y Z

_ n — - __Y —
Z({un}) = Z{y™ x,}) = X(y7'2) = i -1 z-7




Ejercicio 2a

2) La transformada Z de una sucesion hy es:

3
z

z' - 3z + 85z -0

a) Hallar la transformada Z de la sucesion hy_3.ul_3 (donde uj es el escalén unitario).

H(z) =

b) Hallar la transformada Z de la sucesion hy 1.y



Ejercicio 2a

Por defecto, H(z) es la transformacién de una sucesion causal

73

= ZI{hi}]l = H(z) = = Z[{hxuy}]

z3-37245z—9




Ejercicio 23
Por defecto, H(z) es la transformacién de una sucesion causal

= ZI{hi}]l = H(z) = = Z[{hxuy}]

23
z3-3z2452z-9

= La sucesion Z[{hu;}] es causal ({h,u,} = OVk < 0)
= Podemos aplicar |la propiedad de retraso




Ejercicio 2a

Por defecto, H(z) es la transformacién de una sucesion causal
Z3

" ZI{h} = H(2) = 5~ = Zl{hu )]

= La sucesion Z[{hu;}] es causal ({h,u,} = OVk < 0)
= Podemos aplicar |la propiedad de retraso

= Propiedad de retraso. Sea Z[{h}] = H(z)
= Z[{hx—n}l = z7"H(2)




Ejercicio 23
Por defecto, H(z) es la transformacién de una sucesion causal
Z3

" ZI{h} = H(2) = 5~ = Zl{hu )]

= La sucesion Z[{hu;}] es causal ({h,u,} = OVk < 0)
= Podemos aplicar |la propiedad de retraso

= Propiedad de retraso. Sea Z[{h}] = H(z) T
— ®
* Ly}l = 2" H(2) oo
= Si aplicamos la propiedad de retraso a la sucesion {hyu; } T T T T
_ 1 —— — : . : :
* Z[{hx—3uk—3}] = 2 Z[{hxux}] = 0 1 >

z3-3z2452z-9



Ejercicio 2b

Nuevamente, H(z) es la transformacion de una sucesion causal

“ Z[{h)] = H(Z) = ——2—— = Z[{hyw)]

z3-37245z—9




Ejercicio 2b
Nuevamente, H(z) es la transformacion de una sucesion causal

“ Z[{h)] = H(Z) = ——2—— = Z[{hyw)]

z3-37245z—9

* Z [{hgr1ui}] = Xieo 2 hgprue = Xm0 2~ hysn

= Z [{hgs1ugs1}] = Z?:o 77k Rgt1lUg+r = Z,‘f:()z_k Rg+1

> — — o




Ejercicio 2b

Nuevamente, H(z) es la transformacion de una sucesién causal

73

= ZI{hi}]l = H(z) = = Z[{hxuy}]

z3-37245z—9
* Z [{hgr1ui}] = Xieo 2 hgprue = Xm0 2~ hysn

= Z [{hgs1ugs1}] = Z?:o 77k Rgt1lUg+r = Z?:oz_k Rg+1

= En estas condiciones, podemos aplicar la propiedad de adelant

- — - — ®
- — —e— ®

> — — o




Ejercicio 2b
Nuevamente, H(z) es la transformacion de una sucesién causal

3
= Zl{hx}] = H(z) = z3—3222+52—9 = Z[{hxu}]
* Z [{hgr1ui}] = Xieo 2 Ryatye = Xm0 2 hysr

= Z [{hgs1ugs1}] = Z?:o 77k Rgt1lUg+r = Z?:oz_k Rg+1

= En estas condiciones, podemos aplicar la propiedad de adelant
= Propiedad de adelanto. Sea Z[{h;}] = H(2)

" Zl{hesn}] = 2" [H(2) + X725 hyz 7]

- — - — ®
- — —e— ®

> — — o




Ejercicio 2b
Nuevamente, H(z) es la transformacion de una sucesién causal

3
= Zl{hx}] = H(z) = z3—3222+52—9 = Z[{hxu}]
* Z [{hgr1ui}] = Xieo 2 Ryatye = Xm0 2 hysr

= Z [{hg+1Uk+1}] = Z?:o 77k Rgt1lUg+r = Z?:oz_k Rg+1

®
= En estas condiciones, podemos aplicar la propiedad de adelant : .
= Propiedad de adelanto. Sea Z[{h;}] = H(2) e * T
© Zlhiend] = 2 [H(2) + B8 hyz ) | T t g i
= Aplicando la propiedad de adelanto e on e & 4 . -
* Zl{hyerrwd] = Lyt = 2(H(@) + ho.u,) 0 1



Ejercicio 2b

* Zl{hg+1ur}l = Z[{hg41upg413] = z(H(2) + ho.up)

= Sabemos queu, =1

= Como podemos averiguar hy?




Ejercicio 2b

* Zl{hg+1ur}l = Z[{hg41upg413] = z(H(2) + ho.up)

= Sabemos queu, =1

= Como podemos averiguar hy?

= Teorema del valor inicial

hy = limH(2)

Z— 00




Ejercicio 2b

* Zl{hg+1ur}l = Z[{hg41upg413] = z(H(2) + ho.up)

= Sabemos queu, =1

= Como podemos averiguar hy?

= Teorema del valor inicial
3
Z

ho = limH(z) = lim

Z—00 zo0z3 —3z24+52z—-9

> — — o




Ejercicio 2b

* Zl{hg+1ur}l = Z[{hg41upg413] = z(H(2) + ho.up)

= Sabemos queu, =1

= Como podemos averiguar hy?

= Teorema del valor inicial
3

hy = lim H(z) = lim z —1

Z—00 z—o0z3 —3z24+52z—-9




Ejercicio 2b

* Zl{hg+1ur}l = Z[{hg41upg413] = z(H(2) + ho.up)

= Sabemos queu, =1

= Como podemos averiguar hy?

= Teorema del valor inicial
3

" _ " Z _
ho =le_)r(r)10H(z) _zh—>r<r>loz3—322+52—9_ 1 .
e
z(322-5z+9) R T
Bl{hepni )] = 2(H(2) + 1) = 2222524 RERR
- . = 5 . . L [




Ejercicio 3

3) Hallar las sucesiones cuvas transformadas Z son las siguientes:

0.5.2 0.5.(z+1)
alH H(z) = bYH(z)=
} ( ] (3_1}(3—{],5} } ( ] (2—1){3—[]_-'5)
[}*5 E_(E-ﬂ.?)
c)H(z)= d)Hz) =
O = C0s VM " Gone00
[ 7Zl = ‘ Z) = ﬂ_.ﬁ.(?."‘l}
)H(z) 22 _ -4 f)HE) z: —2z+4



Ejercicio 33

0,5z

H(z) =

(z—1)(z—-0,6)




Ejercicio 3a

0,5z . H(z) _ 0,5
(z—1)(z—0,6) z  (z-1)(z-0,6)

H(z) =

Aplicando fracciones simples

Hiz)=%(1 1 )

z—1 z—0,6




Ejercicio 3a

0,5z . H(z) _ 0,5
(z—1)(z—0,6) z  (z-1)(z-0,6)

H(z) =

Aplicando fracciones simples

H(z) . 5( 1 1 )
Z _4 Z—1 z—0,6

0 =15

z—1 Zz—0,6




Ejercicio 3a

0,5z H(z 0,5
LH@ _

H(z) = Z-1)(z-06)  z _ (z-1)(z—0,6)

Aplicando fracciones simples

H(z) . 5( 1 1 )
Z _4 Z—1 z—0,6

H@D) =3 (5~ 75s) » L H@) =

z—1 Zz—0,6




Ejercicio 3a

0,5z . H(z) _ 0,5
(z—1)(z—0,6) z  (z-1)(z-0,6)

H(z) =

Aplicando fracciones simples

H(z) . 5( 1 1 )
Z _4 Z—1 z—0,6

H@) = (5 o) ~ LI H@) =

z—1 Z

Ver ejercicio 1.1



Ejercicio 3a

0,5z . H(z) _ 0,5
(z—1)(z—0,6) z  (z-1)(z-0,6)

H(z) =

Aplicando fracciones simples

H(z) . 5( 1 1 )
Z _4 Z—1 z—0,6

z—1

5 _ 5 5
H(z) =2 (= - 2_20’6) > 2N H(2) = 2w —2.0,6 uy,

Ver ejercicio 1.3




Ejercicio 3b

0,5(z+1)

H(z) =

(z—1)(z—-0,6)




Ejercicio 3b

0,5(z+1) 0,5z 0,5

H(z) =

(z-1)(z—=0,6)  (z-1)(z—0,6) (z—1)(z—0,6)




Ejercicio 3b

0,5(z+1) 0,5z 0,5
(z-1)(z—0,6) (z-1)(z-0,6) (z—-1)(z—0,6)

/

Calculamos su anti transformada en
el ejercicio anterior

H(z) =




Ejercicio 3b

0,5(z+1) 0,5z 0,5
(z-1)(z—0,6) (z-1)(z-0,6) (z—-1)(z—0,6)

H(z) =

/ o _ 0,5z
Sea Z({hy}) = H'(2) = D@05

= Z({h}_,}) =z7*H'® =71

Aplicando la propiedad de atraso,

0,5z
"(z—1)(z-0,6)




Ejercicio 3b

0,5(z+1) 0,5z 0,5
(z-1)(z—0,6) (z-1)(z-0,6) (z—-1)(z—0,6)

H(z) =

0,5z

SeaZ({h,}) = H'(z) = TR Aplicando la propiedad de atraso,
0,5z

/ — ,—1gi(z) — -1
* Z({hx-1) =z""H zZ (Z=1)(z-0,6)
* La anti transformada de este término corresponde a la anti transformada del
ejercicio anterior atrasada una posicion




Ejercicio 3b

__0,5(z+1) 0,5z 0,5 _5 B k . k—1
H@) = s = o s b s = ‘4\([1 0,6K uy + [1 — 0,65 uye_y)
Linealidad
YN — 1! _ 0,5z . .
SeaZ({h,}) = H'(z) = TR Aplicando la propiedad de atraso,

. ’ — . —1pgi(z) — -1 0,5z
Z({h,_1}) =z 'H 2 D08

* La anti transformada de este término corresponde a la anti transformada del
ejercicio anterior atrasada una posicion




Ejercicio 3¢

0,5

H(z) =

(z—1)(z—-0,6)




Ejercicio 3¢

_ 0,5 __05(z+1) 0,5z
H(z) = (z-1)(z-0,6) (z-1)(z-0,6) (z—1)(z—0,6)

Si bien ya calculamos esta anti transformada utilizando la propiedad de atraso,
podemos aplicar nuevamente la propiedad de linealidad




Ejercicio 3¢

H(Z)Z 0,5 __0,5(z+1) . 0,5z

(z-1)(z—0,6) (z-1)(z-0,6) (z-1)(z—0,6)

\ H(z) de la parte a)

H(z) de la parte b)




Ejercicio 3¢

_ 0,5 __05(z+1) 0,5z
H(z) = (z-1)(z-0,6) (z-1)(z-0,6) (z—1)(z—0,6)

\ H(z) de la parte a)

H(z) de la parte b)

h, = % ([1 = 0,68 + [1 — 0,65 1) — Z ([1 = 0,6KTu)



Ejercicio 3¢

_ 0,5 __05(z+1) 0,5z
H(z) = (z-1)(z-0,6) (z-1)(z-0,6) (z—1)(z—0,6)

\ H(z) de la parte a)

H(z) de la parte b)

h, = % ([1 = 0,68 + [1 — 0,65 1) — Z ([1 = 0,6KTu)

hie =5 ([1 = 0,68 Juy—1)



Ejercicio 3d

z(z-0,7)

H(z) =

(z—1)(z—0,6)




Ejercicio 3d

z(z-0,7) (z—0,7)
z [(z—l)(z—0,6)]

H(z) =

(z-1)(z—0,6)




Ejercicio 3d

_z(z-0,7) (z—0,7)
H(z) = (z-1)(z—0,6) z [(Z—l)(z—0,6)]

(z-0,7)

=SeaH'(z) = A partir de los resultados del ejercicio 3b, y aplicando linealidad

(z—1)(z—0,6)




Ejercicio 3d

H(Z)= z(z-0,7) _Z[ (z-0,7) ]

(z-1)(z—-0,6) ~ L(z-1)(z—0,6)
- ! _ (2_017) . . - . . .
SeaH'(z) = -1D)-05) A partir de los resultados del ejercicio 3b, y aplicando linealidad

’ — / 5 7 _
“h, =7 YH'(2)) = ~[1- 0,6%Juy, +-[1- 0,6 1uy_4




Ejercicio 3d

_z(z-0,7) (z—0,7)
H(z) = (z-1)(z—0,6) z [(Z—l)(z—0,6)]

(z-0,7)
(z—1)(z-0,6)"

’ — / 5 7 _
“h, =7 YH'(2)) = ~[1- 0,6%Juy, +-[1- 0,6 1uy_4

=SeaH'(z) =

A partir de los resultados del ejercicio 3b, y aplicando linealidad

= Aplicando la propiedad de adelanto

“Z(H'(z+ 1)) = z(H'(z) + hy)



Ejercicio 3d

H(Z)= z(z-0,7) =Z[ (z-0,7) ]

(z—1)(z—0,6) (z—1)(z—-0,6)
- ! _ (2_017) . . - . . .
SeaH'(z) = (z—1)(z—0 =t A partir de los resultados del ejercicio 3b, y aplicando linealidad

“h, =7 YH'(2)) = 211 — 0,6%]uy +2 [1 — 0,68 My _4
= Aplicando |la propiedad de adelanto

“Z(H'(z+ 1)) = z(H'(z) + hy)

\

TVI: hy = lim H(z) = lim (2-07)

Z—00 Z—00 (Z 1)(Z 06)

=0




Ejercicio 3d

H(Z)= z(z-0,7) =Z[ (z-0,7) ]

(z—1)(z—0,6) (z—1)(z—-0,6)
- ! _ (2_017) . . - . . .
SeaH'(z) = (z—1)(z—0 =t A partir de los resultados del ejercicio 3b, y aplicando linealidad

“h, =7 YH'(2)) = 211 — 0,6%]uy +2 [1 — 0,68 My _4
= Aplicando |la propiedad de adelanto

. Z(H’(z + 1)) =z(H'(z) + hy) =zH'(z) =z [(Z_(i)_((z)'zzw)]

TVI: hy = lim H(z) = lim (2-07)

Z—00 Z—00 (Z 1)(Z 06)

=0




Ejercicio 3d

H(Z)= z(z-0,7) _Z[ (z-0,7) ]

(z-1)(z—-0,6) ~ L(z-1)(z—0,6)
- ! _ (2_017) . . - . . .
SeaH'(z) = -1D)-05) A partir de los resultados del ejercicio 3b, y aplicando linealidad

’ — / 5 7 _
“h, =7 YH'(2)) = ~[1- 0,6%Juy, +-[1- 0,6 1uy_4

= Aplicando la propiedad de adelanto

CB(H 2+ D) = 2(H'@) + ho) = 2H'(2) = 2[—E-2D]

(z—1)(z—-0,6)

5 7
“h, = Z(H(2)) = ~[1- 0,65 up,q +-[1- 0,6% uy



Ejercicio 3e

zZ

H(z) =

zZ%2—z+41




Ejercicio 3e

z
zZ%2—z+41

N

H(z) =

V31 \/5}

Polos complejos conjugados en {l +j—,-—j—=

2 27’2 2




Ejercicio 3e

z
zZ%2—z+41

N

H(z) =

V31 .3
22/ 7}

|p| = 1 - Recordemos que la transformada Z mapea el
eje imaginario de la transformada de Laplace en el circulo

unidad

Polos complejos conjugados en {% +J




Ejercicio 3e

N

H(z) =

zZ%2—z+41

V3 1_ -\/_5}
22 17
|p| = 1 - Recordemos que la transformada Z mapea el

Polos complejos conjugados en {% +J

eje imaginario de la transformada de Laplace en el circulo
unidad. A que sefial corresponde H(z)?
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0,5(z+1)

H(z) =

Que propiedades podemos utilizar para calcular esta sucesiéon?

z2—z+1




