Parcial de Programacion 3
4 de octubre de 2021

En recuadros con este formato aparecerdn aclaraciones que cumplen una funcién explicativa pero que no
eran requeridos como parte de la solucion.

Ejerciciol (15 puntos)
Considere un programa cuyo cédigo fuente se compone de una secuencia de instrucciones numeradas del 1 al
n, las cuales son ejecutadas en orden. El cédigo utiliza m variables, y para cada variable v} se conoce el bloque
By dentro del cual la variable es accedida (llamamos blogue a un intervalo de instrucciones consecutivas). Por
ejemplo, si el bloque de una variable son las instrucciones [i . .. j], tinicamente las instrucciones comprendidas
entre la 7 y la j inclusive acceden a ella.

Decimos que dos bloques B, y By se solapan si B, N Bs # @.

El compilador asigna a cada variable una celda fija de memoria donde se almacenara su contenido. Una celda
puede ser asignada a mds de una variable siempre que sus respectivos bloques no se solapen. Se desea realizar
esta asignacion de variables utilizando la menor cantidad de celdas de memoria posible.

(a) Dé un algoritmo 4vido (greedy) que devuelva una asignacion de las m variables a celdas de memoria utili-
zando la menor cantidad posible, respetando ademads las restricciones planteadas. Asuma que la cantidad
de celdas disponibles es suficiente para que exista una asignacién.

(b) Demuestre que su algoritmo es correcto. Repita cualquier argumento que utilice de los estudiados en el
curso.

Solucién:

(a) Sea d; la cantidad de variables accedidas por una instruccién i € {1,...,n}. Puesto que los blo-
ques de dichas variables se solapan entre si, todas éllas deberan ser asignadas a celdas de memoria
diferentes, por lo que se requieren al menos d; celdas diferentes. Por lo tanto, para asignar las m va-
riables del programa, la cantidad minima de celdas d requeridas necesariamente debe cumplir que
d > méx{d;}1<j<y. A continuacién se presenta un algoritmo que realiza la asignacién utilizando
exactamente d celdas, es decir, la cantidad minima posible, lo cual implica que la solucién retornada
por el algoritmo es 6ptima.

1 Algorithm AsignacionVariables

2 Ordenar las variables de manera creciente segtin el niimero de la primera instruccién de sus
bloques, resolviendo empates arbitrariamente.

3 Sean v, . ..,vy las variables en el orden definido y By, .. ., By, sus respectivos bloques;

4 foreach jin 1..m do

5 Hacer C = {1,...,d} igual al conjunto de celdas disponibles;

6 foreachiin1..j-1 do

7 if B;NB; # @ then

8 Eliminar del conjunto C la celda asignada a la variable v;;

9

end
10 end
11 if C # @ then
12 Tomar una celda cualquiera del conjunto C y asignarla a la variable v;;
13 else
14 Dejar la variable v; sin asignar;
15 end
16 end
17 Devolver la asignacién calculada;
18 end

Figura 1: Algoritmo de asignacién de variables a celdas de memoria.
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(b) Probemos primero que ningtna variable queda sin ser asignada a una celda. Consideremos entonces
una variable v; cualquiera y su bloque de instrucciones B;. Supongamos que luego de ordenar las
variables, hay t variables que vienen antes que la variable v; cuyos bloques se solapan todos con el
bloque B;. Puesto que los bloques de estas t variables més el de la variable v; se solapan todos entre
si, esto implica que hay una instruccién que accede a cada una de estas t + 1 variables. De lo dicho
en la parte anterior se deduce entonces que f + 1 < d, es decir, t < d — 1, lo que implica que habra al
menos una celda libre de las d disponibles al momento de realizarse la asignacién de la variable v;,
con lo cual quedara asignada a una celda.

Por ultimo, probemos que si los bloques de dos variables v; y v; se solapan entre si, entonces las
variables son asignadas a celdas de memoria diferentes. En efecto, si denotamos a sus bloques como
B; y B respectivamente, y suponiendo sin perdida de generalidad que la variable v; viene antes en
el ordenamiento que la variable v}, cuando el algoritmo considere el bloque Bj, la celda asignada a v;
serd eliminada del conjunto de celdas disponibles ya que B; N B; # @, por lo que la variable v; serd
asignada a una celda diferente a la de v;.
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Ejercicio2 (20 puntos)

Una empresa de logistica quiere actualizar su planta
incorporando robots méviles que asistan en tareas
de transporte. La planta puede verse como una gri-
lla que cuenta con celdas libres por donde se puede
transitar y celdas ocupadas donde no se puede. Es-
ta informacion se tiene disponible como una matriz
con n entradas que representan al estado de cada

celda ({libre, ocupado}). v

Las celdas son cuadradas de lado 1; el robot se posi- ' °

ciona en el centro de la celda de la grilla y se mueve o | [cewaiore

de a una celda por vez pudiendo elegir hacerlo ha- (@) celda ocupada

cia cualquier celda vecina libre. Tenga en cuenta que °le ® Posicion inicial

al moverse entre una celda y su vecina en diagonal, o ® Posicion final

el robot recorre una distancia de v/2. i o Camino
Asuma que existe un camino transitable entre cual- e et . N _
quier par de celdas libres. v 7 Movimentos posbles

Figura: Grilla de ocupacién del entorno de ta-
mafion = 6 x 8.

(a)

(b)

Escriba un algoritmo que permita que un robot encuentre uno de los caminos transitables mas cortos
desde su posicién inicial hasta su destino.

Su algoritmo recibe una matriz como la mencionada anteriormente, las dimensiones de la matriz (filas,
columnas), la posicién inicial del robot (fila, columna) y la posicién destino (fila, columna). Reescriba
cualquier algoritmo que utilice de los presentados en el curso.

Demuestre que su algoritmo admite una implementacién con tiempo de ejecuciéon que es O(nlogn),
siendo 7 la cantidad de entradas de la matriz. Enuncie los resultados tedricos del libro de referencia que

utilice.

Solucién:

El problema se modela con un grafo G = (V,E) con un vértice por cada celda libre y una arista por
cada par de celdas libres adyacentes. El costo de la arista es v/2 o 1 segtn las celdas estén en diagonal
o no. En el grafo se aplica el algoritmo de Dijkstra para encontrar el camino maés corto desde el vértice
que corresponde a la celda inicial hacia cada uno de los otros vértices. Para cada vértice se mantiene la
distancia del camino conocido més corto (cualqueira de ellos si hay mds de uno) desde el vértice de inicio,
y el vértice inmediatamente anterior en ese camino, el ‘padre’. Al terminar el algortimo de Dijkstra se
construye el camino recorriendo la secuencia de padres desde el vértice fin hasta el inicio.

(a)
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1 Algorithm CaminoMasCorto (M,filas,columnas,inicio,fin)
2 foreach celda libre en M do
3 L agregar un vértrice en G

4 foreach vde V do
foreach w de V tal que v y w representan celdas adyacentes do
L agregar w a la lista de adyacentes de v con costo ;, v/2 0 1

7 d[inicio] <— 0, d[v] <— oo para cada v # inicio
8 S« {inicio}
9 while S # V do

10 (1, w) < argmin, \ep weswev\s14W] + luw }
1 S+ Su{w}

12 dw] < d[u] + 1y

13 padre[w] < u

1 p <+ fin
15 camino < (p)
16 while p # inicio do

17 L p < padre|p]

camino <— p.camino

19 Devolver camimo
20 end

Figura 2: Algoritmo para encontrar el camino de largo minimo.

(b) Se mantiene las estructuras de listas de adyacencia, distancias y padres mediante arreglos bidimen-
sionales por lo que se puede acceder en O(1) a la informacién de cada vértice.

El ciclo de la linea 2 es O(n) creando las listas de adyacentes vacias.

El ciclo de la linea 4 es O(m). Cada vértice tiene a lo sumo 8 adyacentes, por lo que su grado es O(1).
Entonces el costo del ciclo es O(n).

La linea 7 es O(n).

El ciclo de la linea 9 es el algoritmo de Dijkstra visto en el libro de referencia, del que se conoce que
es O(mlogn), al que se le agrego la asignacion del padre de w. Esta asignacion tiene costo O(1) por
iteracién y como hay O(n) iteraciones el costo que se agreg6 es O(n). Entonces el costo es O(m logn +
n), que como m = O(n) es O(nlogn).

Finalmente para la construccién del camino se accede en cada iteracién del ciclo de la linea 16 una
vez a padre y se inserta en Camino lo cual tiene costo ®(1). Este ciclo tiene O(n) iteraciones por lo
que su costo total también es O(n).

El resto de los pasos tiene costo O(1).

Entonces, como hay una cantidad de pasos independiente del tamafio de la entrada, el costo es el del
paso de mayor costo, O(nlogn).

Solucidn alternativa

(a) Se crea y mantiene una cola de prioridad, Candidatos. Sus elementos son triplas (v,d, p), donde v
es una celda, d es la distancia del camino mds corto conocido desde la posicién inicial hasta v, y p
es la celda inmediatamente anterior a v en ese camino. Si p estd indefinido se representa con L. Las
operaciones de la cola de prioridad son:

» Crear que la crea sin elementos,
» Agregar que inserta una tripla,

= Minimo que devuelve una tripla cuya distancia tenga valor minimo,
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s EliminarMinimo que remueve la tripla devuelta por Minimo,

» Actualizar que, dada una tripla (v,d’, p’), si v estd en la cola de prioridad en una tripla (v,d, p)
y se cumple d’ < d, entonces (v,d’, p’) sustituye a (v, d, p).

Se crea y mantiene un conjunto S con las celdas para los que se encontré el camino més corto desde la
posicion inicial. Sus elementos son pares (v, p), donde, tal como en la cola de prioridad, p es la celda
inmediatamente anterior a v en ese camino. Esta celda p también puede considerarse el padre de v
en un drbol obtenido por el algoritmo. El conjunto tiene operaciones para crear, incluir, determinar si
una celda estd en él (o sea, si la celda es el primer componente de algtin par del conjunto), y obtener
el padre de una celda v que estd en el conjunto (o sea, el segundo componente del par (v, p)).

El resultado que se devuelve es Camino, que es una lista de celdas. Se inserta al inicio de la lista.

1 Algorithm CaminoMasCorto (M,filas,columnas,inicio,fin)
2 Crear S

3 Crear Candidatos

4 foreach v tal que M[v] = libre,v # inicio do

5 L Agregar en Candidatos (v, 00, L)

6 (v,d,p) < (inicio,0, L)
7 whilev # fin do
8 Incluir (v, p) en S
9 foreach w adyacente a v, M[w] = libre y no estd en S do
10 L Actualizar (w,d + ¢, v) en Candidatos, donde c es la distancia entre v y w
11 (v,d,p) < Minimo (Candidatos), EliminarMinimo (Candidatos)
12 Crear Camino
13 p <+ fin
14 Insertar p en Camino

15 while p # inicio do
16 L p < padredepen$S

17 Insertar p en Camino

18 return Camino
19 end

Figura 3: Algoritmo para encontrar el camino de largo minimio.

(b) La cantidad de celdas libres es O(n).

El conjunto S se puede representar mediante una matriz de las mismas dimensiones de M, en cu-
yas entradas se mantiene el padre del vértice correspondiente, con valor incial L. De esta forma las
operaciones en S son ©(1). La creacién de S es entonces O(n).

La cola de prioridad se implementa con un heap binario. El ciclo de la linea 4 es O(n), porque sim-
plemente se asigna cada elemento del heap en O(1).

En cada iteracion del ciclo de la linea 7 se incluye un elemento en S y se lo remueve de Candidatos,
donde no se vuelve a insertar. Por lo tanto la canitdad de iteraciones es O(n). En cada iteracion se
incluye un elemento en S en O(1), se obtiene el minimo de un heap en O(1), se elimina el minimo
de un heap en O(logn), y se ejecuta el ciclo de la linea 9. En este ciclo se consulta si w estd en S
en O(1) y se hacen actualizaciones en un heap, cada una de las cuales es O(log ). Pero la cantidad
de actualizaciones no es mayor a 8, O(1), por lo que el costo total de todas las actualizaciones es
O(logn), y del ciclo interno es O(log n). Entonces todo el ciclo de la linea 7 es O(n log n).

Finalmente para la construccién del camino se accede en cada iteracién del ciclo de la linea 15 una
vez a Sy se inserta en Camino lo cual tiene costo ©(1). Este ciclo tiene O(n) iteraciones por lo que su
costo total también es O(n).
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Entonces, como hay una cantidad de pasos independiente del tamafio de la entrada, el costo es el del
paso de mayor costo, O(nlogn).

Ejemplo de estrategias alternativas que no resuelven el problema.
En el ejemplo se ve que la solucién debe usar el camino indicado con la linea verde.

Se debe notar que en el primer paso, a pesar de poder acercarse al objetivo segtin ambas coorde-
nadas, la solucién se aleja segtin la coordenada vertical, por lo que se debe descartar una posible
estrategia de intentar acercarse todo lo que sea posible en cada paso.

La solucién requiere 14 pasos para llegar a la celda marcada con naranja, a pesar de que hay un
camino, el indicado con azul, con 11. Esto muestra que no son aplicables estrategias basadas en
BFS.

Tampoco sirve una modificaciéon de BFS que actualice si se llega a una celda ya visitada por un
camino mds corto que aquel por el cual se habia llegado antes. Se debe notar que el camino indi-
cado en azul también requiere menos pasos para llegar a la celda que estd marcada con amarillo.
En la alternativa aqui sugerida al seguir el camino verde se podria modificar la distancia y el
camino para llegar a la celda amarilla cuando se procesa la celda inmediatamente superior, pero
la recorrida termina, por lo que no se llega a modificar la celda naranja. Si la modificacién del
algoritmo incluyera volver a encolar el vértice correspondiente la celda modificada, entonces
dejaria de cumplirse los anélisis de tiempo de ejecucién porque se volverian a recorrer aristas.
En este ejemplo eso pasarfa al menos con todos lo que estan a la izquierda de la celda naranja.

16,56, 12 pasos

14,83, I QB 0S 15.56, 11 pasos
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Ejercicio 3

(15 puntos)

Sea A’ una secuencia de tres 0 mds naturales ordenada de forma ascendente, tal que entre cada par de ele-
mentos consecutivos la diferencia es constante.

Ahora considere A, la secuencia resultante de eliminar un elemento de A’ que no sea ni el primero ni el dltimo.
A tiene largo 7, con n potencia de 2.

Ejemplo: A’ = [7,11,15,19, 23,27, 31, 35, 39|, la diferencia entre cada elementoes 4,y A = (7,11, 15,19, 23,31, 35, 39].

(a) Dé un algoritmo de tipo Divide y Venceras que, dada una secuencia A como la definida anteriormente,

devuelva el elemento faltante. Su algoritmo debe admitir una implementacién con tiempo de ejecucién

(logn).

(b) Muestre que su algoritmo admite una implementacion con tiempo de ejecucion que es O(logn). Puede

utilizar resultados presentados en el libro de referencia.
Sugerencia: represente las instancias del problema como un par de indices de inicio y fin dentro de A.

© ® NN S Ul e W N

_ e
= o

12

Solucién:

(a) Para resolver el algoritmo primero tenemos que conseguir la diferencia. Para eso una opcién es com-

parar la diferencia entre el primer y el ultimo elemento. Es decir la diferenciaes d = (A[n] — A[1])/n
Luego dado que tenemos la diferencia d.
Dado un problema de tamafo n, lo dividimos en dos subproblemas y eso nos da tres categorias:

» Encontrar el elemento en el subarreglo A[l..n/2]
= Encontrar el elemento en el subarreglo A[n/2 + 1..n]

» Siel elemento no esta en ningun subarreglo, necesariamente tiene que estar en la combinacién de
los dos, por lo que comparamos la diferencia entre A{n/2] y A[n/2 + 1]. Por lo que el elemento
faltante es A[n/2] +d

Para saber si un elemento esta faltante en un rango del arreglo entre el elemento i,j. Con i < j com-
paramos la diferencia entre los elementos de los extremos del arreglo.

(A[j] — Al[i])/ (j —i). Sila diferencia es igual a d entonces el elemento faltante no se encuentra en ese
arreglo, si es mayor el elemento faltante se encuentra ahi.

Si en un subarreglo se encuentra que falta un elemento, se realiza la misma técnica en ese subarreglo,
es decir, se aplica nuevamente la recursion.

1 Algorithm ElementoPerdido

Data: palabra
Result: largo
if n==2then
return A[1] + d
else
diferencialzq = A[n/2] - A[1]
diferenciaDer = A[n] - A[n/2+1]
if diferencialzq >diferenciaDer then
return ElementoPerdido A[1..n/2]
if diferencialzq <diferenciaDer then
return ElementoPerdido A[n/2+1..n]
return A[n/2] +d
end

13 end

Figura 4: Algoritmo para encontrar el elemento faltante, dado que se tiene la diferencia d.
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(b) Para demostrar que el algoritmo admite una implementacion O(logn), primero necesitamos una re-
lacién de recurrencia. Sea T (1) la funcién que denota el tiempo de ejecucién para una entrada de
tamaro n para el peor caso.

Obtener la distancia es orden constante y se realiza por fuera del algoritmo que vamos a analizar a
continuacién. Esto no afecta la complejidad del algoritmo global.

Para analizar la relacion de recurrencia, vemos que el paso base de la misma es constante, por lo que
esta acotado por ¢, entonces T(2) < ¢, ¢ > 0.

A su vez, en cada llamada del algoritmo, hay tres casos posibles, el elemento esta en una mitad,
el elemento esta en la otra mitad o el elemento se encuentra entre los dos subarrelgos. Analizare-
mos los primeros dos, ya que son los casos donde se da el peor caso. Como dijimos, en ambos se
ejecuta el algoritmo, pero con el tamafio de la entrada siendo la mitad més un tiempo constante c.
T(n) <T(n/2)+c.

Para que efectivamente el algoritmo sea O(logn), cada llamada recursiva es siempre sobre el mismo
arreglo inicial con los indices adaptados para la nueva llamada (no se puede realizar una copia del
subarreglo en cada llamada recursiva, esa operacion provocaria que el tiempo de ejecucién aumente).

Haremos un razonamiento inductivo para demostrar que es, efectivamente de orden O(logn).
El paso base del razonamiento inductivo seria:

T(2) < ¢, por lo que se cumple que es O(log n)

Para el paso inductivo asumiremos que se cumple para todo m < 1, entonces por definicion T(n/2) <
c.log(n/2). Sustituyendo T(n/2) tenemos que:

T(n) < clog(n/2) 4 c = c.log(n) —c.log(2) + ¢ = c.log(n) — ¢+ c = c.log(n).

Por lo que T(n) es O(logn).
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