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Modelado
Cálculo de la aceleración del punto G (gancho)

êρ = cosϕı̂+ senϕ̂

êϕ = − senϕı̂+ cosϕ̂

ı̂ = cosϕêρ − senϕêϕ

̂ = senϕêρ + cosϕêϕ

~rG = y ̂+ l êρ

~vG = ẏ ̂+ lϕ̇êϕ

~aG = ÿ ̂+ lϕ̈êϕ − lϕ̇2êρ

= ÿ (senϕêρ + cosϕêϕ) + lϕ̈êϕ − lϕ̇2êρ

=
(
ÿ senϕ− lϕ̇2

)
êρ + (ÿ cosϕ+ lϕ̈) êϕ



Modelado
Aplicación de la 2da ley Newton al gancho y al carro

Segunda ley de Newton aplicada al gancho:

Según êρ : Mgg cosϕ− F = Mg

(
ÿ senϕ− lϕ̇2

)
(1)

Según êϕ : −Mgg senϕ = Mg (ÿ cosϕ+ lϕ̈) (2)

Segunda ley de Newton aplicada al carro:

Según ̂ : u + F senϕ = Mc ÿ (3)

Despejando F de (1) para sustituirla en (3):

u + Mgg senϕ cosϕ−Mg ÿ sen2 ϕ+ Mg lϕ̇
2 senϕ = Mc ÿ

Despejando ÿ de esta última ecuación:

ÿ =
u + Mgg senϕ cosϕ+ Mg lϕ̇

2 senϕ

Mc + Mg sen2 ϕ
(I)



Representación en variables de estado (no lineal)
Sustituyendo ÿ en (2) y despejando ϕ̈:

ϕ̈ = −g

l
senϕ− u cosϕ+ Mgg senϕ cos2 ϕ+ Mg lϕ̇

2 senϕ cosϕ

l (Mc + Mg sen2 ϕ)
(II)

Eligiendo u como variable de entrada, x =
[
y ẏ ϕ ϕ̇

]ᵀ
como

variable de estado y w = x como variable de salida, se obtiene la
siguiente representación en variables de estado:

ẋ = f (x , u) =


fẏ (x , u)
fÿ (x , u)
fϕ̇ (x , u)
fϕ̈ (x , u)

 =


ẏ

u+Mgg senϕ cosϕ+Mg lϕ̇2 senϕ
Mc+Mg sen2 ϕ

ϕ̇

−g
l senϕ− u cosϕ+Mgg senϕ cos2 ϕ+Mg lϕ̇2 senϕ cosϕ

l(Mc+Mg sen2 ϕ)



w = g (x , u) =


gy (x , u)
gẏ (x , u)
gϕ (x , u)
gϕ̇ (x , u)

 = x



Puntos de equilibrio


0
0
0
0

 =


ẏ

u+Mgg senϕ cosϕ+Mg lϕ̇2 senϕ
Mc+Mg sen2 ϕ

ϕ̇

−g
l senϕ− u cosϕ+Mgg senϕ cos2 ϕ+Mg lϕ̇2 senϕ cosϕ

l(Mc+Mg sen2 ϕ)


Son de la forma:([

y ẏ ϕ ϕ̇
]ᵀ

=
[
y0 0 hπ 0

]ᵀ
, u = 0

)
donde y0 ∈ R y h ∈ Z.

Sean x0 :=
[
y0 0 0 0

]ᵀ
, u0 := 0, w0 := g (x0, u0) = x0.



Linealización
Definiciones

Linealizaremos en torno a (x0, u0).

Sean:

x̃ =


ỹ
˜̇y
ϕ̃
˜̇ϕ

 := x − x0 =


y
ẏ
ϕ
ϕ̇

−

y0
0
0
0

 =


y − y0

ẏ
ϕ
ϕ̇

 =


ỹ
ẏ
ϕ
ϕ̇


ũ := u − 0 = u

w̃ := w − w0



Linealización
Cálculo de las matrices jacobianas

∂f

∂x
(x0, u0) =


∂fẏ
∂y

∂fẏ
∂ẏ

∂fẏ
∂ϕ

∂fẏ
∂ϕ̇

∂fÿ
∂y

∂fÿ
∂ẏ

∂fÿ
∂ϕ

∂fÿ
∂ϕ̇

∂fϕ̇
∂y

∂fϕ̇
∂ẏ

∂fϕ̇
∂ϕ

∂fϕ̇
∂ϕ̇

∂fϕ̈
∂y

∂fϕ̈
∂ẏ

∂fϕ̈
∂ϕ

∂fϕ̈
∂ϕ̇


x = x0
u = u0

∂f

∂u
(x0, u0) =


∂fẏ
∂u
∂fÿ
∂u
∂fϕ̇
∂u
∂fϕ̈
∂u


x = x0
u = u0

∂g

∂x
(x0, u0) =


∂gy
∂y

∂gy
∂ẏ

∂gy
∂ϕ

∂gy
∂ϕ̇

∂gẏ
∂y

∂gẏ
∂ẏ

∂gẏ
∂ϕ

∂gẏ
∂ϕ̇

∂gϕ
∂y

∂gϕ
∂ẏ

∂gϕ
∂ϕ

∂gϕ
∂ϕ̇

∂gϕ̇
∂y

∂gϕ̇
∂ẏ

∂gϕ̇
∂ϕ

∂gϕ̇
∂ϕ̇


x = x0
u = u0

∂f

∂u
(x0, u0) =


∂gy
∂u
∂gẏ
∂u
∂gϕ
∂u
∂gϕ̇
∂u


x = x0
u = u0



Linealización
Cálculo de las matrices jacobianas

ẋ = f (x , u) =


fẏ (x , u)
fÿ (x , u)
fϕ̇ (x , u)
fϕ̈ (x , u)

 =


ẏ

u+Mgg senϕ cosϕ+Mg lϕ̇2 senϕ
Mc+Mg sen2 ϕ

ϕ̇

−g
l senϕ− u cosϕ+Mgg senϕ cos2 ϕ+Mg lϕ̇2 senϕ cosϕ

l(Mc+Mg sen2 ϕ)



∂f

∂x
(x0, u0) =


0 1 0 0

0 0
∂fÿ
∂ϕ

∂fÿ
∂ϕ̇

0 0 0 1

0 0
∂fϕ̈
∂ϕ

∂fϕ̈
∂ϕ̇


x = x0
u = u0

∂f

∂u
(x0, u0) =


0
∂fÿ
∂u
0
∂fϕ̈
∂u


x = x0
u = u0

∂g

∂x
(x0, u0) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∂g

∂u
(x0, u0) =


0
0
0
0





Linealización
Cálculo de las matrices jacobianas

fÿ (x , u) =
u + Mgg senϕ cosϕ+ Mg lϕ̇

2 senϕ

Mc + Mg sen2 ϕ

∂fÿ
∂ϕ

(x , u) =
1

(Mc + Mg s2)2
{[

Mgg
(
c2 − s2

)
+ Mg lϕ̇

2c
] (

Mc + Mg s
2
)

−
(
u + Mggsc + Mg lϕ̇

2s
)

(sMg sc)
}

donde s = senϕ y c = cosϕ.

∂fÿ
∂ϕ

(x0, u0) =
Mgg

Mc

∂fÿ
∂ϕ̇

(x0, u0) = 0

∂fÿ
∂u

(x0, u0) =
1

Mc



Linealización
Cálculo de las matrices jacobianas

fϕ̈(x , u) = −g

l
senϕ− u cosϕ+ Mgg senϕ cos2 ϕ+ Mg lϕ̇

2 senϕ cosϕ

l (Mc + Mg sen2 ϕ)

∂fϕ̈
∂ϕ

(x , u) = −g

l
c − 1

l (Mc + Mg s2)2
{[

−us + Mgg
(
c3 − 2s2c

)
+ Mg lϕ̇

2
(
c2 − s2

)] (
Mc + Mg s

2
)

−
(
uc + Mggsc

2 + Mg lϕ̇
2sc
)

(2Mg sc)
}

∂fϕ̈
∂ϕ

(x0, u0) = −g

l
− MggMc

lM2
c

= −g

l

(
1 +

Mg

Mc

)
∂fϕ̈
∂ϕ̇

(x0, u0) = 0

∂fϕ̈
∂u

(x0, u0) = − 1

lMc



Representación en variables de estado del sistema
linealizado
Resultado de la parte a:



d
dt


ỹ

ẏ

ϕ

ϕ̇

 =


0 1 0 0

0 0
Mg

Mc
g 0

0 0 0 1

0 0 −g
l

(
1 +

Mg

Mc

)
0


︸ ︷︷ ︸

A


ỹ

ẏ

ϕ

ϕ̇

+


0
1
Mc

0

− 1
lMc


︸ ︷︷ ︸

B

[
u
]


ỹ

ẏ

ϕ

ϕ̇

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

C


ỹ

ẏ

ϕ

ϕ̇





Diagrama de bloques del sistema linealizado
Resultado de la parte b:



Subsistema del gancho

Sea ω :=

√
g
l

(
1 +

Mg

Mc

)
.



d
dt

[
ϕ

ϕ̇

]
=

[
0 1

−ω2 0

]
︸ ︷︷ ︸

A1

[
ϕ

ϕ̇

]
+

[
0

− 1
lMc

]
︸ ︷︷ ︸

B1

[
u
]

[
ϕ

ϕ̇

]
=

[
1 0

0 1

]
︸ ︷︷ ︸

C1

[
ϕ

ϕ̇

]



Matriz de transición de estados del subsistema del gancho
Parte c

eA1t = L−1
{

(sI− A1)−1
}

(sI− A1) =

[
s −1
ω2 s

]
, det (sI− A1) = s2 + ω2

(sI− A1)−1 =
adj (sI− A1)

det (sI− A1)
=

[
s −ω2

1 s

]ᵀ
det (sI− A1)

=

[
s 1
−ω2 s

]
det (sI− A1)

Entonces,

(sI− A1)−1 =
1

s2 + ω2

[
s 1
−ω2 s

]
=

[
s

s2+ω2
1

s2+ω2

− ω2

s2+ω2
s

s2+ω2

]
=

[ s
s2+ω2

1
ω

ω
s2+ω2

−ω ω
s2+ω2

s
s2+ω2

]

eA1t = L−1
{

(sI− A1)−1
}

=

[
cos (ωt) 1

ω sen (ωt)
−ω sen (ωt) cos (ωt)

]



Matriz de transición de estados del subsistema del gancho
Otra forma de invertir (sI− A1)

(sI− A1)−1 =
B(s)

d(s)
,

B(s) = sn−1B0 + sn−2B1 + . . .+ sBn−2 + Bn−1

d(s) = det (sI− A1) = sn + d1s
n−1 + · · ·+ dn

B0 = I

B1 = B0A + d1I

B2 = B1A + d2I
...

Bn−1 = Bn−2A + dn−1I

0 = Bn−1A + dnI

Como A1 =

[
0 1
−ω2 0

]
,

(sI− A1)−1 =
sB0 + B1

s2 + d1s + d2
=

sB0 + B0A + d1I

s2 + d1s + d2
=

sI + A

s2 + ω2
=

[
s 1
−ω2 s

]
s2 + ω2


