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Hoja 3. Ejercicio 5

?



Ecuaciones del sistema
Las ecuaciones del sistema pueden obtenerse mediante el 
diagrama de cuerpo libre de cada elemento

Fuerzas en el carro, ො𝑥)

𝑀 ሷ𝑥 + 𝑏 ሶ𝑥 + 𝑁 = 𝐹

Fuerzas en el péndulo, ො𝑥)

𝑁 = 𝑚 ሷ𝑥 + 𝑚𝑙 ሷ𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙 ሶ𝜃2𝑠𝑖𝑛𝜃

Combinando

𝑀 +𝑚 ሷ𝑥 + 𝑚𝑙 ሷ𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙 ሶ𝜃2𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐹

Operando en el otro eje
𝐼 + 𝑚𝑙2 ሷ𝜃 + 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝜃 = −𝑚𝑙 ሷ𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃

http://ctms.engin.umich.edu/CTMS/index.php?exa
mple=InvertedPendulum&section=SystemModeling



Ecuaciones del sistema
• Podemos encontrar una representación lineal 

“aproximada” del sistema

• Varios métodos
• Pequeños apartamientos del equilibrio

𝑐𝑜𝑠𝜃 ≈ −1, 𝑠𝑒𝑛𝜃 ≈ 𝜃, ሶ𝜃2 ≈ 0

• Aproximación tangencial en el entorno de un punto 
(linealización)

• El nuevo modelo es “bueno”? Por que? 



Hoja 3. Ejercicio 5a
Para 𝜃 ≈ 0

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
con 𝑎 =

3

4
.

𝑚

𝑚+𝑀

Cómo realizar un diagrama de bloques del sistema a 
partir de las ecuaciones del sistema?



Hoja 3. Ejercicio 5a
Para 𝜃 ≈ 0

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
con 𝑎 =

3

4
.

𝑚

𝑚+𝑀

Cómo realizar un diagrama de bloques del sistema a 
partir de las ecuaciones del sistema?

Resulta conveniente comenzar por identificar 
entradas y estados



Hoja 3. Ejercicio 5a
La entrada del sistema puede identificarse por no ser 
dependiente de la dinámica del sistema ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢

con 𝑎 =
3

4
.

𝑚

𝑚+𝑀



Hoja 3. Ejercicio 5a
La entrada del sistema puede identificarse por no ser 
dependiente de la dinámica del sistema

[𝑢]

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
con 𝑎 =

3

4
.

𝑚

𝑚+𝑀



Hoja 3. Ejercicio 5a
La entrada del sistema puede identificarse por no ser 
dependiente de la dinámica del sistema

𝑢

Los estados pueden identificarse como las magnitudes cuyas 
derivadas pueden expresarse como combinación lineal de 
otros estados y de las entradas

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
con 𝑎 =

3

4
.

𝑚

𝑚+𝑀



Hoja 3. Ejercicio 5a
La entrada del sistema puede identificarse por no ser 
dependiente de la dinámica del sistema

𝑢

Los estados pueden identificarse como las magnitudes cuyas 
derivadas pueden expresarse como combinación lineal de 
otros estados y de las entradas

ሶ𝜃, 𝜃, ሶ𝑧, 𝑧

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
con 𝑎 =

3

4
.

𝑚

𝑚+𝑀



Hoja 3. Ejercicio 5a
• En el diagrama de bloques, podemos usar bloques

• Sumadores

• Proporcionales

• Integradores

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
con 𝑎 =

3

4
.

𝑚

𝑚+𝑀



Hoja 3. Ejercicio 5a
• En el diagrama de bloques, podemos usar bloques

• Sumadores

• Proporcionales

• Integradores

• Para construir el diagrama de bloques, sigamos cada una de 
las ecuaciones como si fueran “instrucciones”

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
con 𝑎 =

3

4
.

𝑚

𝑚+𝑀



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢

No tenemos 𝜃



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢

No tenemos 𝜃 Supongamos que si



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢



Hoja 3. Ejercicio 5a
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢



Hoja 3. Ejercicio 5b



Hoja 3. Ejercicio 5b
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢

Debemos representar el sistema según la forma

ቊ
ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

𝑥 = 𝑧, ሶ𝑧, 𝜃, ሶ𝜃

𝑦 = [𝑧, 𝜃]



Hoja 3. Ejercicio 5b
ቊ

ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢
ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢

Debemos representar el sistema según la forma

ቊ
ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

𝑥 = 𝑧, ሶ𝑧, 𝜃, ሶ𝜃

𝑦 = [𝑧, 𝜃]

Cuáles son las dimensiones de cada una de las matrices involucradas?
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

=

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 𝑢

𝑧
𝜃
=

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

=

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 𝑢

𝑧
𝜃
=

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

=

0 0 1 0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

= 1

0

0

0

0

1

0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

= 1

0

0

0

0

1

0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0 1 0 0
ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

= 1

0

0

0

0

1

0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

= 1

0

0

0

0

1

0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

= 1

0

0

0

0

1

0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

= 1

0

0

0

0

1

−𝑎
0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

= 1

0

0

0

0

1

−𝑎
0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+ 0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

= 1

0

0

0

0

1

−𝑎
0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+

−1
0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

=

0
1

0

0
0

0

0
0

1

−𝑎
0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+

−1
0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢
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ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

=

0
1

0

0
0

0

0
0

1

−𝑎
0

0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+

−1
0

0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢



Hoja 3. Ejercicio 5b
ሷ𝑧
ሶ𝑧
ሷ𝜃
ሶ𝜃

=

0
1
0
0

0
0
0
0

0
0
0
1

−𝑎
0
1
0

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+

−1
0
1
0

𝑢

𝑧
𝜃
=

0
0
1
0
0
0
0
1

ሶ𝑧
𝑧
ሶ𝜃
𝜃

+
0
0

𝑢

ቊ
ሷ𝜃 = 𝜃 + 𝑢

ሷ𝑧 = −𝑎𝜃 − 𝑢


