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Practico II — Materia.

Fecha de Entrega: 25 de Abril de 2025."

Ejercicio N° 1 (*) — Cadena Lineal Diatémica.

Considere una cadena lineal diatdmica, con &tomos de masas m y M, en principio
diferentes, en donde se puede suponer que: m < M. Los atomos (en reposo) se
encuentran ubicados periddicamente (periodo espacial a), y distan b entre ellos (b < a).
La constante de la fuerza armoénica entre atomos vecinos es C. Asuma amplitudes de
desplazamientos diferentes para los &tomos de masas diferentes, del tipo:

u, = u, exp[—i(ot —ska)|; v, = v, exp[-i(wt - ska)]

siendo o la pulsacion, £ el vector de la onda de vibracidon que se propaga por el material,
s un indice entero (que refiere a la celda elemental que posee solo dos 4&tomos de masas
diferentes), y u y v los desplazamientos a partir de la posicion de equilibrio de los
atomos de un tipo u otro, respectivamente.
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a) Verifique que los modos normales de oscilacion se hallan anulando el determinante:

L

2C-w’m —C[1+exp(— ika)] _0
—C[1+explika)]  2C-w’M
En consecuencia:
i. Encuentre la ecuacion que permite hallar la relacion de dispersion o’ (k)
ii. ¢ Cuantas soluciones aceptables existen para un determinado valor de £?

b) Encuentre formas aproximadas para esas relaciones de dispersion en la region de
longitudes de onda muy grandes (ka << 1), y demuestre que:

1 s . .. . .

- La entrega minima debe contener los ejercicios marcados con asterisco, que en este repartido son:
Ejercicios N° 1, 2 y 5. No es obligatorio entregar las partes indicadas como opcionales pues pueden
requerir calculos mas extensos.
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1. Existe una solucion, denominada rama ‘“‘acustica”, en que la relacion de
dispersion o(k) es similar a la de fotones viajando en el vacio. >

(1P

ii. Existe otra solucion, denominada rama “Optica”, en que la relacion de
dispersion o(k) posee un maximo en k= 0.’

1ii.  Calcule las velocidades de grupo de las ramas de “fonones” actsticos y opticos
cerca del centro de la Primer Zona de Brillouin. ;Cémo se relacionaria la
primera con la velocidad de propagacién del sonido y cudl es el signo de la
segunda?

iv. Halle la relacion entre las amplitudes de vibracion de cada atomo wuo/vy para las
dos ramas (acustica y Optica) cerca del centro de la Primer Zona de Brillouin.
Si, ademas de masas diferentes, los atomos que forman la red, tienen cargas
iguales y opuestas: {En qué caso serd mas importante el momento dipolar de
cada celda unitaria generado por el movimiento oscilatorio de los atomos? *

¢) Encuentre, en forma aproximada, las relaciones de dispersion halladas en la parte a)
en el limite en que k = kmix = Ta (o sea limite k — m/a con k < w/a).” Bajo esta
aproximacion:

1. Halle la relacion entre las amplitudes de vibracion de cada a&tomo wuy/vy para las
dos ramas en ese caso limite. Demuestre que para k& = m/a las redes
correspondientes a cada tipo de atomo se comportan como si no estuvieran
acopladas; una red permanece en reposo mientras que la otra se mueve.

ii. (Opcional) Compare la solucion para las vibraciones de una cadena
monoatoémica con la de una cadena diatomica, cuando los atomos son idénticos
entre si y se encuentran equidistantes (siendo el periodo de esta ultima el doble
de la primera).

Ejercicio N° 2 (*) — Modo vibracional localizado en un defecto.

Considere una cadena lineal monoatémica infinita, de atomos de masa M y
acoplamiento de primeros vecinos C. En el origen de coordenadas (correspondiente al
indice s = 0) la cadena posee un defecto o impureza sustitucional de masa m (es decir:
un atomo de masa m # M se encuentra en la posicion del atomo de masa M que debia
estar en ese lugar).

a) Escriba las ecuaciones de movimiento para la impureza sustitucional (s = 0) y
alguno de sus primeros vecinos (s=10s=-1).

b) Escriba las ecuaciones que se obtienen al buscar soluciones de ondas localizadas, es
decir soluciones del tipo:

% En este caso se trata de ondas de sonido viajando en el material.

3 Al punto k = 0 se le denomina centro de la Primer Zona de Brillouin, que corresponde a ondas con
periodicidad infinitamente grande.

* La interaccion del dipolo eléctrico asi formado con un campo electromagnético externo es estudiado con
mas detalle en el Ejercicio No 3 — Absorcion Infrarroja.

> Al punto k = 7/a se le denomina Borde de la Primer Zona de Brillouin, y corresponde a las ondas con
menor longitud de onda que pueden ser “vistas” con posiciones discretas a intervalos a.
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d)

u, =u, exp(— oc((;)]s| - i(ot)

NOTA: Si Re(a(w))>0 esto corresponde a una oscilacion localizada cuya
amplitud es maxima en la posicion del defecto (s = 0).

Encuentre la frecuencia de oscilacion propia wy del estado localizado escribiéndola

. . . e [4C
en funcion de la frecuencia maxima de la cadena lineal infinita: ®, = v y la
. _m
relacion de masas A 44 .

Grafique o, (k) discutiendo:

1. ¢para qué valores de A existen vibraciones localizadas?

ii. ¢;como son los valores de my en comparacion con o, ?

Halle los valores de o) en funcién de A verificando cuando son efectivamente
modos localizados; es decir, Re(a(w))> 0.

Ejercicio N° 3 — Absorcién Infrarroja:

Considere la respuesta de un cristal lineal diatdémico a la radiacion

electromagnética en el infrarrojo. Suponga el cristal formado por iones de masas m y M
con carga opuesta ¢ y — ¢ y que solo hay interaccion eldstica de primeros vecinos, con
constante C.° El campo eléctrico puede suponerse:

E = E, expli(kx — ot )]

y se desprecia la parte magnética.

a)

b)

Escriba como se modifican las ecuaciones de movimiento de la red diatomica
forzada por la accion del campo.

Si la onda electromagnética se encuentra en la region de ondas del infrarrojo
L =1-100 um . Para un cristal con constante de red tipica a ~ 5 A, compare el

vector de onda del campo electromagnético con el borde de la zona de Brillouin.
Deduzca que la respuesta del material se dard en el centro de la zona de Brillouin,
por lo que es razonable suponer k = 0.

Bajo la aproximacion anterior resuelva los desplazamientos atdmicos en funcion del
s . 1 1
campo eléctrico y observe que poseen resonancias para o, = (2 _+M ,
m

correspondiente al valor de la rama de fonones “Opticos” en el centro de la zona de
Brillouin.

6. Vea Ejercicio No 1 (¥) — Cadena Lineal Diatomica.
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Ejercicio N° 4 — Pozo Cuantico Semiconductor (“Quantum Well”)

Considere una heteroestructura de
Al,Ga; 4 As/GaAs/AlGa;_As, que ) A 3)
consiste en una capa de GaAs entre dos Barrera Barrera
secciones semi-infinitas de AlyGa;As. — | 7T
Debido a los diferentes gaps de energia
de GaAs y Al,Ga;<As @)

(ELG“AS] <E£AZXG“‘*~‘AS](x)), los electrones Pozo Vo

de conduccion se encuentran
“confinados” en la region del GaAs. Le A 1 ¥V
llamamos z a la direccion perpendicular a
la interfaz entre los materiales. En esa
direccion z los portadores se encuentran
en un pozo de potencial simétrico, de
barrera finita, como el de la figura.
Llamémosle a al ancho espacial del pozo
y Vjp al alto de la barrera de potencial. En
las direcciones perpendiculares a z los
portadores se mueven libremente.

A
v

nyY

GaAs

Al Ga;As Al GaAs

a) Partiendo de la ecuacion de Schroedinger de estado estacionario:

V¥ + ¥ = EY (1)

*

2m

donde m" es la masa efectiva de los electrones, supuesta la misma en ambos
materiales, 7 la constante de Planck, V es el potencial en que el electron en estudio
se mueve y E la energia total del mismo.

Demuestre que, debido a que el potencial de confinamiento (de la figura)
solamente depende de z, la ecuacién anterior es de variables separables y su
solucion puede escribirse como:

¥ = ¢(x,y) w(z) ®)

siendo ¢(x, y) una onda plana bidimensional:
(I)(x,y) oc expli i(kxx + kyy)J 3)

y w(z) verifica una ecuacion diferencial de pozo de potencial finito:

P d’y

. V(z)y =Eyy (4)
donde:
hZ
azE—mﬁ@j+@ﬂ )

0 sea, Ey es la energia total en el caso que k, =k, =0.
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b) Demuestre que existen dos tipos de soluciones para la ecuaciéon 4 de un pozo de
potencial finito, cuya existencia esta dada por las condiciones: ’

k, =k, tg(kzaj (6)

—k, =k, cot g(l%“j (7)

k = /Zm V E ()
2mE
)= Pe )

¢) Estudiando graficamente las ecuaciones (6) y (7) en funcion de k£, vy

siendo:

2
[ a .
o=2m (%j V, como parametro, demuestre que:

1. Existe un niumero finito de soluciones.

ii. Si o — o las soluciones se acercan a las del pozo infinito:

2_2
E, = h—“n conn=1.2,. (10)
2m'a?

Interprete fisicamente los dos casos en que se da este limite.

iii.  Existe un valor critico a._. , tal que si o < o, existird una inica solucion.

crit 2 crit

iv. Halle en forma aproximada y grafique la energia de la solucién para oo — 0.

d) Asumiendo de aqui en méas un pozo de potencial infinito (V, - «), grafique la
dependencia de la energia total £ en funcién del modulo del vector de onda en el

plano del Pozo Cuantico k, =k, +k,”> . Utilice para ello la ecuacion (5) y

considere solamente los niveles de menor energia £y asociados al pozo de potencial.
Interprete estos resultados como la aparicion de “subbandas” de energia asociadas a
cada estado confinado en el pozo de potencial.

e) Considerando que las dimensiones laterales del pozo de potencial son Ly, Ly >> a;
calcule y grafique la “densidad de estados” de las subbandas halladas en la parte
anterior, en funcion de la energia total del electron E. Demuestre que € una funcion
escalonada que en los valores correspondientes a la ecuacion (10) toma los valores
de la densidad de estados tridimensional evlauada en estas energias. ®

NOTA: Tenga en cuenta que la condicion a << Ly, L, nos permite considerar el
problema como bidimensional.

7 _The Physics of Semiconductors, K. F. Brennan, Secc. 2.3.
¥ _ Ver Ejercicio No 5 del Practico I.
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Ejercicio N° 5 (*) — Modelo de Kronig-Penney en SuperRedes.

Considere el problema de
las condiciones de borde en una
SuperRed semiconductora. Se
trata de una heteroestructura
semiconductora en el que se
alternan periodicamente capas de
materiales diferentes . . A/ B/ A
/ B . .; donde los materiales que se alternan son por ejemplo AlyGa; xAs y GaAs. Debido

a los diferentes gaps de energia del GaAs y AlyGa;As (E((E,G"AS] < ELAIXG‘“’*AS]()C)), los

electrones de conduccion ven un potencial periddico de tipo Kronig-Penney. Teniendo
en cuenta este modelo para un pozo de potencial periddico cuadrado unidimensional °
las condiciones de borde pueden escribirse como:

nY

- a; +BBZ sen(owa) sen(Bb)+ cos(aa) cos(Bb) = cos(k(a + b)) an'
o
donde:
"o Zm:E; B 2m*(152—V0)
h h

E son los niveles de energia permitidos;

Vo es la altura de la barrera de potencial, originada en la diferencia entre los gaps
de energia en el material,

* . .
m es la masa efectiva de los electrones que se mueven en dicha SuperRed
(considerada la misma en uno y otro material);

a es el ancho de los pozos y b el de las barreras;

k es el nimero de onda del electron de Bloch (asociado a la denominada cantidad
de movimiento del cristal 7 k, donde 7% es la constante de Planck);

a) Demuestre que las relaciones de dispersion E(k) se pueden hallar
resolviendo la ecuacion inversa:

1
k= ) arcos(z(E)) (12)

2 * *
z(E)= 40 gen? 1/Mz_%)b cos 2m2Ea+8 ;
4E(E-V,) h h

? - Se estudiara solamente el movimiento de los electrones en la direccion perpendicular a las interfaces
entre los materiales A y B de la figura. Se despreciara el movimiento de los electrones en las direcciones
transversales (en los planos de las interfaces).

' _ Esta ecuacion es estrictamente valida para E > V. En otro caso deberian hacerse las sustituciones

B =1y (conyreal),y sen(ix)=ish(x), cos(ix)=ich(x).

con:
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1g8 = (O‘T*[f)tg(ﬁb).

b) Trabajando en funcion de las cantidades normalizadas:

E 2m'Vya® b
8:—,u:k(a+b),v=m—2°a,r:— (13)
V, h a
realice numéricamente el calculo de las denominadas “minibandas™ de
energia, s(u), graficando los resultados en el esquema de zona reducida.

Aplique el célculo a los casos particulares:
1. v=144,r=0.1.
ii. Vo=04eV,a=b=30A,m =my=9.10956 x 10~ kg.

c) Partiendo de la ecuacion (11), demuestre analiticamente que cuando £ >> })
las relaciones de dispersion se aproximan a los de la particula libre
nk?

P

2m

E=

Ejercicio N° 6 — Vectores de onda complejos en la banda prohibida.

Consideremos el problema de una particula moviéndose en un potencial
periodico unidimensional, en que la funcion de onda de Bloch la escribimos como:

v, (x) = explikx) u, (x) = exp(ikx) ;bG exp(—iGx) = ZG:bG expli(k — G)x) =

_ z Coe exp(i(k—G)x)
G

, L . 27n
donde G son los vectores de la red reciproca unidimensional: G = ——, donde a es la
a

constante de red y » un niimero entero, y los ¢, , son los coeficientes de la expansion
en serie de Fourier.

En determinadas condiciones, en la resolucion de la ecuacion de Scroedinger
para una estructura perioddica, solo importa el acoplamiento entre algunas ondas planas.

. G .
Para los estados en el limite de la zona k = iE, solo pueden considerarse relevantes

los coeficientes ¢, y ¢ , despreciando todos los demas.
2 2

a) Demuestre que en este caso las soluciones quedan determinadas por la
ecuacion secular:
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h:G?

donde € es la energia, A, =LA, = y U es el término correspondiente de

acoplamiento entre estados.

NOTA: En el caso en que k ~ +

G .
5 pero no exactamente igual, el resultado

nk? i (k-G)

sigue siendo valido con A, = yA,=

2m

b) Dentro de esta aproximacion, halle una expresion para la parte imaginaria del

vector de ondas en el interior de la banda prohibida en el limite de la
primera Zona de Brillouin. Dé el resultado para el valor de Im(k) en el

centro de la banda prohibida.

NOTA: El resultado para Im(k) pequefio es:

(ﬁj[zmo«)r SR

2m h'G?

Ejercicio N° 7 — Ondas Electromagnéticas en Medios Inhomogéneos. '

La dependencia espacial de las ondas planas propagdndose en un medio

homogéneo es consecuencia de que el sistema es invariante ante traslaciones espaciales.
Ondas propagandose en sistemas con otras simetrias tienen caracteristicas que reflejan
estas ultimas.

a) Que un sistema sea invariante ante una simetria (definida por un operador de
simetria Q) implica que se verifica la siguiente relacion: ® = O™'@0, por lo que O y

® conmutan.

L.

1l.

12

Demuestre que para un modo de propagacion no degenerado (es decir, cuyo
> >
campo electromagnético H(rj es el unico autovector de ® con solucion con

—

N
frecuencia ®), y ® es simétrico respecto a O, entonces H(rj es también

autovector de O; o sea: O H(rj =a H(rj .

Aplique la propiedad anterior al operador inversion I definido como

IF(rj =F(— rj: y demuestre que para este operador a = * 1. Por lo que si ®

' Continuacion de Ejercicio N° 11 del Practico 1.

2@ = 0'®0 implica que si el sistema ® no cambia ante la operaciéon de simetria O, es indiferente
aplicar esta simetria al sistema, operar sobre ¢l luego de esto, mientras que las coordenadas sean
restauradas por el operador de simetria inverso O™ sean restauradas con posterioridad.
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—

N
es invariante ante una inversion los modos electromagnéticos H(rj son pares

0 impares.

N
iii. Si T, es el operador traslacion segun un vector d, de forma que
d

T, F(rj=F(r+ dj; verifique que una onda plana de vector de onda k es
d

autovector de T, con autovalor exp(z’ k- dj.
d

b) Aplique los argumentos de
simetria de la parte anterior
para hallar las relaciones de
dispersion de wuna onda T’
electromagnética en presencia v
de una pelicula dieléctrica de 7, 'J =
constante € y espesor a A
(supuesta  de  extension — ﬁ(;’)
infinita) ubicada en el vacio.

'3 Para hacer ello asuma que
el campo magnético estd polarizado en la direccion x, segin las direcciones
definidas en la figura y proceda de la siguiente forma:

&

y

—

1. Muestre que el campo debera tener la forma: H(rj = exp(iky y)‘p(z).

ii. Halle la ecuacion que debera verificar ¢(z).

1il. Si ® > cky existe un continuo de estados asociados a campos oscilatorios
(p(z) oc exp(ikzz) (propagacion a través de la pelicula delgada).

1v. Si ® < cky existen solo valores discretos de estados de luz confinada en la
lamina. El campo en el vacio decae como (p(z) oc exp(— KZ) de forma que para

ky grande: Z
2
®’ ky n’n’ y
— - —+ 3
c € €a
X
¢) Considere ahora una v
sucesion infinita de laminas a ] €
como la anterior ubicadas A

con un espaciamiento b de |
manera que el sistema se

13 _ Salvo por el comportamiento vectorial del campo electromagnético las simetrias involucradas son las
mismas del Ejercicio No 4 — Pozo Cuantico Semiconductor (“Quantum Well”).
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repite segtin la direccion z con periodo ¢ = a + b.

1.

1l.

1il.

(>
Utilice las simetrias traslacionales para demostrar que H(r) debe ser

N

- - A — A
autovector de T, para d=xe,, d=ye y d=Ice, con x, y arbitrario y /
d

entero.

Ed A
Verifique que en el caso de d=I/ce, el autovalor correspondiente es
m2n

degenerado para k_ =
c

—

Sumando para todos los posibles valores de m demuestre que H(rj se puede

escribir como una onda de Bloch:

ﬁ(?jzexp(iﬁ. Fju ().

nk

' _ En este caso las simetrias involucradas son las mismas del Ejercicio N° 5.
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