Soluciones del Examen de Mecanica Newtoniana, 13/12/16

Ejercicio 1

a) Escribimos la posicion, velocidad y aceleracion de la particula de masa m en polares esféricas,
donde tenemos que la coordenada 6=60° es constante:
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v=ré +r¢sinbeé,
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Utilizando que r(t)=r,—v,t, y el valor explicito de 6=60°, tenemos:
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Realizamos el diagrama de cuerpo libre de la particula de masa m (ver figura).
Sobre ella acttian tres fuerzas: la tensién de la cuerda, T=-T¢é,, la normal del cono,

N=-Né,, yelpeso, m§1=—mglA<:—mg(coseér—sineée):——e+

Luego, las componentes de la ecuacion de Newton quedan como:
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La tercera componente es la ecuacion de movimiento. Observamos ademas, que preintegrando
obtenemos:
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O sea, que se conserva el momento angular de la particula respecto a O.

b) Si la condicién inicial de ¢ es ¢(0)=w,, en virtud de la ecuaciéon de movimiento, tenemos:
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Por lo tanto, la tensién queda como T (t)="2(ry—vyt) ¢’ — =21 __070 Mg
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Si el hilo se mantiene tenso, debemos tener T(t)>0,Vt,0<t<—>
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¢) La variacion de energia mecanica de la particula entre dos instantes sera el trabajo de la tension.
2 4 2
mvy, N 3mrym,
>
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La energia cinética de la particula se puede calcular como: K (t)=

La energia potencial gravitoria de la particula estara dada por U(t):% (ro—vot).

Luego, la energia mecanica de la particula se puede calcular como:
mvy 3mrgws, mg(ro—vet)
E(t)= + —+
2 8(r,—v,t) 2
El trabajo de la tension sera la variacion de la energia mecanica entre t=0 y t=2r/3v.
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Ejercicio 2
a) Suponiendo que no desliza (O es fijo respecto a G), la aceleracion del centro de masa de la placa,
se puede calcular como a,= —% c[;2ér+%(b €,

Las fuerzas aplicadas sobre la barra seran la
fuerza de rozamiento estatica, F,=—F é., la
normal, N=—N é,, ambas aplicadas en O, y el
peso, mg=mg|cospé +singé,|, que es en
la direccion vertical, apuntando hacia abajo (Ver
figura). Entonces la primera cardinal de la barra
queda como:

mLg’
e) — ch =—F +mgsing.
. L
e,) %:—N+mgcoscp.

La segunda cardinal de la barra expresada en el sistema solidario al centro de masa queda como:

Despejando la normal de la primera cardinal tenemos:

La
N=mgcoscp—m—2(p

Sustituyendo en la segunda cardinal, obtenemos la ecuacion de movimiento de la barra:

7mL2c"p:ngcoscp_)--:6gcoscp
12 2 =

b) A partir de la ecuacion de movimiento, utilizando las condiciones iniciales tenemos:
32 _6bgsing
2 7L

Sustituyendo en la primera cardinal, obtengo la normal y la fuerza de rozamiento estatica en funcién



del angulo:
2

Fr:ml;cp +mgsincp=76mg751n(p+mgsin(p=713m“c7]smm.
N=— m§@+mgcoscp:mgcoscp— 3mg7coscp:4mg7coscp

Usando la condicion de rozamiento estatico calculamos el angulo de deslizamiento:

IF |<f.IN]|
|13mgsincp\<‘4mgcoscp
7
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c) Si ahora desliza, la aceleracién del centro de masa pasa a ser  d,=(% —x¢°)é+(2xp+x c'p)éq],
donde x es la distancia entre O y G. La fuerza de rozamiento ahora debe verificar

4
[F|=F4INl==INl.

La primera cardinal ahora queda como:
é) mik—mxq’=—F +mgsing.
e,) 2mx+mxH=—N+mgcos .
y la segunda cardinal, ahora es:
mL*§
3

=xN

En el instante inicial, x(O):2£X(O)=0,cp(O)=cpd.

Sustituyendo despejo el valor de la normal y la fuerza de rozamiento en dicho instante:

L 4magcos
CP+mg coscpdz—g7 L s

4N:16mgcoscpd
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Pero cosq,;= 1 = 1 =152 _ 13 Entonces tenemos:
" i+tan’q, V1+16/169 V185 {185’ '

_4mgcosg, 52mg
N_ - s
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_ 16mgcoscpd: 208mg
' 35 351185

Despejando la aceleracion del centro de masa en ese mismo instante obtenemos:

F
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Ejercicio 3

a) Considero la placa con el agujero como si fuera la superposicion de una placa sin agujero de la
misma densidad y una placa de “masa negativa” con densidad opuesta, ubicada donde esta el

agujero. La densidad de la placa esta dada por u= T a’)?—a = 1?02 . Entonces la masa de una
2 16m

placa de igual densidad sin agujero serd m'=u(4a) = BT



En todo el problema consideraremos la base (; , j , IA<) como solidaria a la placa.
El tensor de inercia de la placa sin agujero de masa m'y lado 4 a sera entonces:

2
64ma 0
45
2
Ig]aca = 0 128 mdad 0
45
64ma’
0 0
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Por otro lado, la masa del agujero sera m''=—u a’=— % El tensor de inercia del agujero
ma’
“180 0
ma’
respecto a su centro C serd: [&U°=| 0 50 0
ma’
0 0 -
180

Si ahora aplico Steiner, calculo el tensor del agujero respecto al punto O:

ma’ ma’ 13ma’ ma’
15 15 180 15
2 2
Iggujero= I(égujero 4 o0 2 Tsa 0 |= 0 _ 139n(1) a 0
ma’ 0 _m_a2 ma’ 0 _13m a
15 15 15 180

Superponiendo ambos tensores tenemos el tensor de la placa con agujero:

243mad’ 0 ma’
180 15
2
Ig)tal = I(q)gujero +] glaca — 0 2439 181 a 0
mad’ 0 243 ma’
15 180

b) El momento angular de la placa con agujero, expresado en una base solidaria a la placa, se
wotal _ ma2§2 243ma Q-
15 180

_ dLy
dt

calcula como L, k. Suderivada temporal absoluta, usando Roverbal,

dLg‘

ma’Q s 243ma’Q » _ma2§22 A
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queda como:

abs

Supongo que las fuerzas sobres los soportes A y B son, respectivamente, de la forma:
F,=F AX1+F a j; F,=F,i i+F g,J- Eltorque en O de dichas fuerzas se calcula como:

- —

Mo=r,X ﬁ':—3akx( Fai+F, j)+3akX(Fpyi+Fy,J)
3a
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M,=(—3aF,+3aF,)j+(3aF,~3aF,)i



Entonces, la segunda cardinal de la placa en O (punto fijo) queda como:

i) 0=3a(F, —Fy)
4 maZQz
J) :3a(_FAx+FBX)
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Ahora para escribir la primera cardinal, calculo la aceleracién del centro de masa de la placa con
agujero.
La posicion del centro de masa de la placa con agujero se calcula como:

- _m'O+m"C__il¢+ilg
¢ m 15" 15
La velocidad del centro de masa sera vy =Qx re=— 01—5 }
2
La aceleracion del centro de masa queda como: a,=QX(QXr,)= a1§52 i.

Entonces, la primera cardinal queda como:

o maQ’
i)

15
J) OZFAY+FBV

=F, +Fp,

Despejando tenemos :

F@:szo
2

szmaQ
45

2maQ’

¢) El hueco debe estar ubicado de forma que tanto la derivada temporal del momento angular de la
placa como la aceleracion del centro de masa sean nulos. Lo primero se logra anulando los
términos fuera de la diagonal del tensor de inercia (un segundo agujero idéntico con centro en (-a,
0, a) o en (q,0, -a) logra esto, ya que cambia el signo de los productos de inercia ).L.o segundo se
logra haciendo que el centro de masa de la placa esté en el eje z (para lograr esto el segundo agujero
se puede ubicar en (-q, 0, a) o en (-a,0, -a)). Por lo tanto, la inica posicién posible para el agujero
que logra ambas cosas a la vez es (-a,0, a), es decir, que el segundo agujero sea simétrico respecto
al eje z del primer agujero.



