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Ejercicio 1

F4

(a) Realizamos el diagrama de fuerzas y planteamos las cardinales para los cuerpos en equilibrio.
N1, Ny y N3 designan las componentes normales de las fuerzas de reaccién, y F'; y Fy las fuerzas
de friccion.

Para el disco,

= Primera cardinal:

A

j) Fi—-mg+Nscosp=0 i) N;—Nzsenp=0
= Segunda cardinal, en el punto C:
]%) rF1 =0

De las ecuaciones anteriores se despejan las fuerzas:

Fi=0 N3= me =\/§mg Ni=mgtanp=mg
cos



(usando que ¢ =45°).

Para la placa,

s Primera Cardinal:

A

i) Nssenp-F,=0 j) N,—Nscosp—Mg=0

= Segunda cardinal con respecto al punto A (esquina inferior izquierda). Consideramos que la
superficie horizontal ejerce una normal Ny efectiva situada en x:

A a

k) xN,-— EMg —bN3sengp =0
De las ecuaciones anteriores se despejan las fuerzas y x (usando ademas los valores previamente
hallados):

Fo=mgtanp=mg  Ny;=Njzcosp+Mg=(m+M)g
a 1
_ cMg+bmgtang _ saM +bm
(M+m)g M+m

Hay varias condiciones para que el sistema permanezca en equilibrio:

1. Las reacciones tienen que tener componentes normales a las superficies que sean salientes.
Esto se verifica inmediatamente, ya que N1, Ng y N3 tienen valores positivos.

2. Para que el disco no deslice, se debe cumplir |F'1| < f1|N1]|, que se verifica ya que F; =0.

3. Para que la placa no deslice, se debe cumplir [Fg| < f5|N3y|. Sustituyendo los valores calcu-
lados previamente:

m
M+m

mgtang < fo(m +M)g — |f2=

4. Evitar el vuelco de la placa equivale a imponer 0 < x < a. La primera desigualdad se satisface
trivialmente. Para la segunda, sustituimos x:

%aM+bm 5 v 117 1y
=2 < — < + 1 = (i M +
X M rm a m <( m)a sMa (2 m)a
b M
— |—<14—
a 2m

(b) Consideramos los valores de los parametros que cumplen M =2m, b =3a/2 y fs = 1/4,
y que el disco rueda sin deslizar. Evaluamos las condiciones (3) y (4) halladas en la parte anterior
(las demas se satisfacen para todos los valores de los pardmetros). Para la condicién de no vuelco

(4):

la cual se satisface. La condicién de no deslizamiento (3) no se cumple, ya que

m__m 1 1a
M+m 3m 3 '2° 77




El equilibrio se rompe, entonces, porque la placa comienza a deslizar.

Sean Y la altura (medida desde el suelo) del centro del disco C , @ = —0F la velocidad angular
del disco, y x¢ la posicién horizontal (medida desde la pared vertical) del centro de la placa G. Como
suponemos que el disco rueda sin deslizar por la pared, encontramos el vinculo

Ademas, dado que el disco y la placa se tocan en el punto D, obtenemos vinculos para xg e y¢:
yc=b+rcosp

Xg=r+rsenp+a/2

Derivamos las ecuaciones anteriores con respecto al tiempo dos veces para relacionar las aceleracio-
nes:

. . . .2 .
Yo = —rgsene, Yo =—T¢@ COSQ—r@pseny

XGg =Tr@cosy, Xg =-—r@ seng +re@cosqy
Evaluamos las relaciones anteriores en el instante en que se rompe el equilibrio (podemos definirlo
como ¢ = 0). El sistema parte del reposo, con ¢(0) =45° y ¢(0) = 0. Entonces

x6(0) = r(0)cos45° = r¢(0)sen45° = —y(0).

Planteamos nuevamente las cardinales de forma analoga a la parte anterior (con todas las can-
tidades evaluadas en ¢ = 0).
Para el disco,

= Primera cardinal:

h 0 oo N3
1) 0=N;{—— my-=Fi+—-m
) 1 \/§ J) Ye 1 \/§ g

» Segunda cardinal (respecto a C)

A mr2 .o

k) 79 =rF;
(usamos el momento de inercia del cilindro respecto a un eje por C perpendicular al plano del
dibujo).

La ecuacién para k permite escribir F'; como

. .
)
F, - mr :_myc,
2r 2

A

que se puede sustituir en la ecuacién segln j:

mj;C—F;l:%mj;c:——mg. (1.1)



Para la placa, estudiamos el movimiento de su centro de masa con la primera cardinal. Usamos
que, al deslizar, se cumple |F3| = f2|N3| (en ¢ = 0 la placa comienza a alejarse de la pared, por lo
que el sentido de la friccién es tal que F'y > 0).

. . . N ;s N,
l) MxG:—ZmyCZ\/—%—iNz _]) O:Nz—\/—%—Mg

De la segunda ecuacién se despeja Ny = 2mg + N3/v/2 y se sustituye en la primera, obteniendo
asi

. 3 mg
-2 =——N3———. 1.2
myc 43 87 g (1.2)
Combinamos las ecuaciones (1) y (2) para eliminar N3 (multiplicamos (1) por —3/4 y luego sumamos
(2) ):
3><3 3N+ - (2+9) (3 1)
——XxX—m —— —-m - —|myc=|-—-=|m
179 Yc 432 37 Y 8 3 Ye 4 92 8
- . 2
Ye = %G 253

en el instante en que se rompe el equilibrio.
(c) La condicién que permite que el cilindro no deslice es |F'1| < f1|IN1|. Usando el valor hallado

para ¥, podemos determinar las fuerzas reactivas en ¢ = 0 en el sistema de ecuaciones de la parte
anterior.

my. mg 3v2 . 222
F{=- =— Ng=—— +vV2 =—
1 9 o5 3 2 myc \/_mg 25 mg
N; 22 75
N = —= — N = —
1 2 25mg 2 25mg
Por lo tanto,
mg 22 1
Fi{|<fiIN;]|] — —<fi— — B —
|Fy| < f1l N4l 95 f125mg fi 22

Para llegar a esta solucion hemos asumido que la placa no vuelca cuando el sistema sale del
equilibrio. Para comprobar que esto es valido, aplicamos la segunda cardinal respecto a A en £ = 0.
El momento neto debe ser nulo. Por lo tanto,

N3 a
b2 + Z2mg = xN,.
\/§ 2 mg =XiNg

Despejamos X como

(22 )25 58
X = a

— —=—a.
22 72 T2

Se verifica que 0 < x < a, de manera que la placa no vuelca en un entorno del instante inicial.



Ejercicio 2

A@ E A@

a
-

mi

[ )
mao
/ [ )
x
CM
omN

(a) Sea S el sistema de referencia inercial y S” un sistema de referencia solidario a la plataforma,
acelerado con respecto a S. Para cada particula 7 se cumple, en S (segunda ley de Newton):

—
Fli\leta :miﬁ’i (2.1)

. y . ., —> . —>
El sistema S’ tiene aceleracion a con respecto a Sy, al no estar rotando, su velocidad angular w
es nula. Usamos el Teorema de Coriolis para la particula i:

T—>/

al—a +a +a

donde a . es la aceleracion relativa a S', y las aceleraciones de transporte y de Coriolis valen

al=a o0 +y/ /W =d=-al (2.2)

2a)><v =0

Por hipétesis, las fuerzas sobre las particulas del sistema son conservativas o de potencia nula
en S'; escribimos la fuerza neta como la suma de estos dos términos:

— — —
Fl=F{+F" (2.3)
Combinamos las resultados de (1), (2) y (3):
— — — —
F?+F?N=ml(5’+5’;) = Ff+Ff‘N'—mi3=mi3§

T ‘. . Prd/
Multiplicamos escalarmente la ecuacién anterior por v ;:

— —
c. .= PN. —> — - =
FS- U +F N 0Ul-md-V=m;d;- U,

=0

(obtenemos 0 para el término asociado a las fuerzas de potencia nula). Integramos la expresién
anterior en el intervalo entre los tiempos £y y :

tf tr ty
f FC.7dt- f mi@ - Tldt = f mi@ - Tdt (2.4)
to to to
Y 3 p?



El término | corresponde al trabajo de las fuerzas conservativas, que escribimos en términos de su
potencial asociado U; el término Il proviene de las fuerzas no inerciales y el término Ill representa

la variacién de la energia cinética.

tr 7’; f
I [ TFewar=- | uF)-avi=- [ dU(F) = -(U(F,) - UF)
) 0

r.

tf tf
II:—f mia’-ﬁ’;dt:—miﬁ’-[ vidt=-m;@ (7, - 7i,) =ma(x;—x))
o t

0
2 —> 2 - 2
't o 't 1d(7;) m; v;,f m; U;,O
II1:m; a;-v.dt=m; ———dt = -
to to 2 dt 2 2
Reemplazando |, Il y Il en la ecuacién (4), llegamos a
m-?’ 2 m - 2
— —> LY Lf —>/ — > 1Y00
Ui(r;,f)-l_mia'ri,f+T:Ui(ri,0)+mia°ri,0+ 9

N . : 2
que significa que para cada particula, la cantidad U; — m;ax; + %miv; es constante. Luego,
sumando en todas las particulas:

Por lo tanto, para el sistema de particulas en el referencial acelerado, se cumple

def
HE Utotal _MaxEZM + T/ total = cte.

(b) Para hallar la ecuacién de movimiento podemos emplear la ley de conservacién obtenida en
la parte anterior:

Urtota! Max'CM + Tt = const. = H

El centro de masa (CM) del objeto se halla en el centro de la placa cuadrada homogénea, ya que el
sector circular tiene masa despreciable.



o

La energia potencial total consiste en la gravitatoria en este caso. Tomando como altura de
referencia la del punto O (que es fija),

Ut = g% = Mgycm = Mgrcoso.

El término de potencial no inercial queda
—~Maxcy = —Ma(x +rsenf),

donde x marca la posicién horizontal del punto O respecto a una linea de referencia en S'.
Planteamos la energia cinética del objeto (en el sistema S’) como

1 1 .2
T = 5MU’CM2 + §I§3M9

El momento de inercia Igé',v' de la placa es dado como dato y vale

ML® 1o MQ@r)* _2,

ICM —
33 6 6 3

— . .., . y .- O . .
Para encontrar r /CM derivamos su posicién (escrita en S'). Utilizamos las bases {i, j, k}, solidaria

a la plataforma, e {1, j', '}, solidaria al cuerpo rigido (ver figura). La velocidad angular es —60&'.
Fau=xi+r] — Ty =ii+r(-0k xJ)
=xi+r01
=x(cos01' +send;') +ro1’

:(J'Ccose + ré)f+5csen9j"



Entonces, la energia cinética queda

.1 . 2 1. .2 9 1(2_ ~ ,):2
T :—M( cos0+r0) +—-Mx sen"0+—|=-Mr-|0
2 2 2\3
Hay un solo grado de libertad, ya que el cuerpo rueda sin deslizar. Obtenemos una ecuacién de
vinculo al calcular la velocidad del punto O a partir de la del punto Pde contacto con la plataforma:
Vp=Uptwx(To—T75)

ﬁkf:O—él%x(—rj):réf => k:ré it x=r0+x(0)

El potencial no inercial en funcién de 0 queda, por lo tanto,
—~Maxcy =—-Mar(6 +senf) — Max(0)

(podemos elegir la posicién de referencia inicial tal que x(0) = 0). Reescribimos la energia cinética
también en funcién de 0:

1 .2 1 .2 1 .2

T' :§Mr29 (1+cosB)® + §Mr26 sen?0 + ngze
1 .2 1 .2
:§Mr29 (1+2cos0 +cos®6 +sen®0) + §Mr29

5r2 1
=Mr-0 1+cos0+§

.2(4
= |T'=mr?0 (§+cos9)

Sustituimos en H:
.2(4
H=Mgrcosd—Mar(0+sen0)+ mr26 (§ + cos@) = cte.

Obtenemos una ecuacién de movimiento en 6 si condideramos la derivada de H con respecto a ¢:

dH . . (4 .3
ar =0 > —MgrsenHH—MarH(l+cos€)+2mr269(§+cos€)—mr29 senf =0

(4 .2
=> 2r9(§+cos9)—r9 senf — gsenf —a(l+cosf)=0

(c) La ecuacién de movimiento fue obtenida asumiendo que el rigido esta apoyado sobre la
plataforma a través de su lado curvo. Por lo tanto buscamos posiciones de equilibrio relativo en ese

caso, o sea en el rango —71/2 < O < /2. Buscamos soluciones estacionarias; imponiendo 8 =0 y

0 =0 en la ecuacién de movimiento, llegamos a
—gsenf =a(l+cosB)

Observamos que para cualquier valor de 8 se cumple 1+ cosf =0 y por eso

senf = —g(l +cosf) <0.



Por las propiedades de la funcién seno, concluimos que el angulo debe verificar — <6 < 0 para que

se cumpla la desigualdad anterior; como ademas debe pertenecer al intervalo [—7/2, /2], llegamos

a que el angulo debe satisfacer /2 < 8 < 0 y por consiguiente, se cumple cos6 = 0. Entonces,

buscamos valores de equilibrio 8., tales que senf,, <0y cos8,, > 0.

Operamos sobre la ecuacion de movimiento:
—gsenf =a(l+cosf)
—gsenf—a=acosf — gZsen’0+a’+2agsend =a’cos’0 =a’—a’send

— (a2 +g2) sen’0 +2agsenf =0
— senf[(a®+g”)senf +2ag| =0

Investigamos las soluciones matematicas de la Gltima igualdad:

= send =0

0 = 0 no satisface la ecuacion de movimiento (cos0 = +1); descartamos esta opcion.

0 = 7 queda fuera del intervalo valido para 0,,.
= (@®+g%)senf+2a =0

Consideremos la solucién

2ag
senf = -—————

a“+g

que siempre es negativa; el angulo existe si

2ag

2 2
P <1l «— 2ag<a’+g

— a’+g%2-2ag=0
— (@a—g)’°=0

que se satisface en todos los casos. Para satisfacer la ecuaciéon de movimiento se debe cumplir,
ademas,
g2 —a?

cosé)z—gsene—l: > 0.
a g?+a?

La desigualdad solo se cumple si g >a.
Para clasificar la solucién de equilibrio, estudiamos el potencial efectivo U = M grcosf —

Mar(0 +sen0).

dU

20 - —~Mgrsent — Mar — Marcost

d*U

10 =—-MgrcosO +Marsenf = Mr(asenf — gcosf)

Evaluamos la derivada segunda en la solucion hallada:
d*U 208 g2 —a? —2a%-g?+a?
e R A

Como el resultado es negativo, el punto de equilibrio relativo es inestable.




Ejercicio 3

Q)
>
=

(a) Consideremos el vector unitario £ en la direccion vertical y la base {ég,€,,€é,} solidaria a

. . —> 7 A
la placa (ver figura). La velocidad angular del cuerpo es w = @k —0é,,.
El tensor de inercia de la placa con respecto a su centro C, en la base solidaria elegida, es

2(1 0 0
uC=m“(01o)
12 10 0 2

Para hallar el tensor respecto al punto O usamos el teorema de Steiner:
— — \2 — — — — ]

Jaﬁ—m[(rc— 7'0) 5aﬁ—(rc— ro)a(rc— ro)ﬁ‘.
Usando las posiciones de O y C:

0 271 0 0
ér=9(1) - g=¢ (0 00
0 00 1

>
—r

_) —
rc o=

Entonces, el tensor de inercia con respecto a O, usando la misma base, es

2(4 0 0
lo =g+ J = 2 (0 1 o)
12 10 0 5




Observamos que k = —cosB0é, +senfé,. El momento angular respecto a O se calcula como

IR o4 0 0\[ psend : : :
LO:ﬂoz)’zma 0 1 0|l —¢cosf|=|ma?® (psen9é9_(pcos9ér_@é(p
12 {g 0 5 ; 3 12 12

(b) Primera alternativa: La energia mecanica E de la placa se conserva porque la articulacién
lisa no realiza trabajo y el peso es una fuerza conservativa. Ademas, los momentos externos con
respecto a O verifican

—>
(ext) 7 _
My k=0
y por lo tanto se conserva la componente vertical del momento angular:
—> A
Lo-k=cte(=L),)

Calculamos la energia cinética del cuerpo considerando la rotacién con respecto al punto O (fijo),
de manera que

.2 .2 . .2 .

1, o, 1 20 20 50| 1 1+3sen’0) 560
T=-0 I]Ow:—moﬂ(pSen +(pcos +—|= m2(p( )+_

2 2 3 12 12 2 12 12

y afiadimos la energia potencial gravitatoria U, = —%mga cos 0 para obtener la energia mecanica:
.2 .
. lmaz ¢ (1+3sen?0) .\ 50| mgacosd
2 12 12 2

Proyectamos el momento angular en la direccién vertical para determinar L ,. Tomando en cuenta

éog-k =send, é,-k=—cos0, é, k=0,

se obtiene
o[ psen®’0 @cos’0| ma’p 5
L,=ma + = (1+3sen”6)
3 12 12
La daltima ecuacién permite escribir
- 12L,
v= ma2(1+ 3sen?0)

Sustituyendo lo anterior en E:

1, (12Lz)2 1 (1+3sen?0) 50| mgacosf
E=—ma — + o=
2 ma? ) 12(1+3sen26)® 12 2
_ 6 L.? N imazé __mgacosb

ma?(1+3sen20) 24 2

11



(c) Primera alternativa: Consideramos (,b(t) = (,bo, 0(t)=n/3=0,y é(t) =0 (recordemos

que sen(11/3) = v/3/2 y cos(1/3) = 1/2). Usando los resultados de la parte anterior, tenemos la

expresion

(L )(m) )

1+ 3sen26 12

Consideremos ahora el potencial efectivo U, (0). Queremos que presente un minimo en 6 =

0o = /3. El potencial es

6 L>? mgacost
U, (0)= _
A ma?(1+3sen20) 2
y su derivada
oU. 6 L, sen®
= 2 5(— 1)68en60059+mga— ~0
00  ma?(1+3sen2)’ 2 "
Dividimos por sen@ y usamos la relacion (1):
.2 L
6 (ma2)2(90 mga 62}750,2(,00
- 0o+ —0) > PO
ma? 122 " 2 122 ga
Por lo tanto,
2 4_g .y g
Po = o Py = »
* % %

(b) Segunda alternativa: Se pueden hallar las ecuaciones de movimiento a partir de la segunda
cardinal en O. Las derivadas temporales de los vectores de la base solidaria al rigido son

~ — A PN ~ . A DA
Cp=Ww X€ép= ((pk—He(p) x €y =@cosbé,—0é,

I
)
CB)

é, x ((pl% 0é )xe,—¢sen0é¢+éé3
é p=WxE,= ((pk 06 )xé¢:¢f'=(bcos9ég+ésen0é,

La derivada del momento angular es

dL o o | [ @send pOcosO). [pHsend —¢cosd 5 -
=ma + €ép+ r__ge
dt 3 3 12 12
(psenQ( cosfé, —0é ) (pcose( sen®é, +0é ) 0 2 9g ( cos0é, +Osendé )
é,—06 é,+08 é é,
g W) T ¢ TR )
ég ér ép

12




A continuacién planteamos la segunda cardinal con respecto a O, proyectada en diferentes
direcciones. La proyeccién sobre €, del momento de fuerza externo es

%(ext) . _ mgasent

(momento debido al peso)

0 (7 92 ’
por lo tanto
dLo ma?[_ .2 - mgasend
e, = 3¢ senfcosf—-50| = —— 3.2
dt 7|12 ( 14 ) 9 (3.2)
La proyeccién sobre E del momento externo es nula
(ext) 7
My k=0
y asi, de forma anéloga, llegamos (usando é4- % = sen®, é, -k = —cosH,é(p-l% =0)a
¢(1+3sen’0) = —6¢0 cosOsenb (3.3)

Observacion: La ecuacién (3) es equivalente a plantear L, = cte. (L, =0).
Para ver esto, en la ecuacion (3) separamos las variables angulares e integramos
en I:

do1 dO cosOsend

- | =T
dt(b dt 1+ 3sen20

Para integrar el lado derecho usamos el cambio de variable © = 1+3sen?0. El
diferencial es du = 6senf cos0d0, y, sustituyendo, conseguimos la ecuacién

da d / . .
fi:— au = ln,£=1n@ = QU =@yl
@ u Po u
Por lo tanto:
12

— L. |= @o(1+3sen®0y)

Entonces tenemos dos ecuaciones (ecuacién (2) y la preintegral de la ecuacién (3) ), que reescritas
quedan

(,b(l +3sen” 9) = cte. =

senflcosf .2 5- g
—— ¢ ——-0=—=senf
6 6 a

@(1+3sen?0) = ¢,(1+3sen?0y)

siendo ¢, y Oy condiciones iniciales (no especificadas). Podemos cancelar ¢ entre estas ecua-
ciones, obteniendo asi la ecuacién de movimiento:

2
senf cos0 _ §9= gsen@
2 6 a

(1+3sen?6,) .
1+ 3sen26 Po

13



(c) Segunda alternativa: Usando la ecuacién de movimiento, imponemos 0 = 6y = 7/3;

0 = 0. Entonces,

sentlyjcosly .2 g .2 2 g g .
#(poz—sgﬁﬁa — @ = Z=4= - (/)0:2 =
2 a cosOya a a

14



