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Comunidades en redes

» Rol importante de las redes: relacionar lo local con lo global

= explicar como procesos a nivel de nodo se extienden a la poblacién

» Usualmente se piensan las redes (sociales) con la siguiente estructura
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Contexto y motivacion

» En los 60s., M. Granovetter entrevisté a gente que habia cambiado de trabajo
» Consultd sobre cémo habian encontrado sus nuevos trabajos

= muchos se habian enterado a través de contactos personales

» Sorprendente: los contactos eran a menudo conocidos mas que amigos
» Silos amigos cercanos tienen la mayor motivacion para ayudar

= ¢porqué los conocidos mas distantes aportan informacién crucial?

» M. Granovetter, Getting a job: A study of contacts and careers. University of
Chicago Press, 1974
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Respuesta de Granovetter

» Relaciona dos perpectivas diferentes acerca de los conocidos lejanos
® Estructural: énfasis en cémo las amistades se extienden a través de la red
@ Interpersonal: consecuencias locales de que la amistad sea fuerte o débil

» Entrecruce entre rol estructural e informacional de una arista
Long-range, weak ties

Y7 N
KA 58

N\

» Respuesta trascendid la pregunta
concreta sobre la busqueda de
trabajo

» Manera general de pensar la
arquitectura de redes sociales

Y4

s EMbedded, strong ties
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Respuesta de Granovetter

» Relaciona dos perpectivas diferentes acerca de los conocidos lejanos

@ Estructural: énfasis en como las amistades se extienden a través de la red
® Interpersonal: consecuencias locales de que la amistad sea fuerte o débil

» Entrecruce entre rol estructural e infomracional de una arista

1) Aristas estructuralmente incluidas en una comunidad:
= tienden a ser socialmente fuertes; y

= son altamente redundantes en términos de acceso a la informacion

2) Aristas largo alcance que abarcan distintas partes de la red
= tienden a ser socialmente débiles; y

= permiten acceso a informacién util/novedosa (e.g., trabajo nuevo)

‘ FACULTAD DE
INGENIERIA

UDELAR " .
‘ ‘ Paola Bermolen < Deteccion de comunidades

6/78



Cierre de triangulos

» Un principio bastico de la formacion de redes es el cierre de triangulos
“Si dos personas tienen un amigo en comun, hay mayores chances de
que se hagan amigos en el futuro”

» Aristas que aparecen (dinamica) en redes sociales tienden a cerrar triangulos

1
v
\

= Mas probable que aparezca la arista roja que la azul

» Prevalencia de cierre de triangulos se mide con el clustering coefficient

< P

cl(v)=0 cl(v)=1/3 cl(v)=1
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Cierre de triangulos

» ;Porqué es natural que aparezcan cierres de triangulos?

B
N
A

1) Aumento de oportunidades para que B y C se conozcan

= ambos pasan tiempo con A

2) Hay una base preexistente de confianza mutua entre By C

= ambos tienen a A como amigo comun

3) Atiene incentivos para juntaraBy C
= falta de amistad entre B y C puede ser fuente de estrés para A

» esta premisa se basa en teorias anteriores de psicologia social (Heider 1958)
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Puentes

» Ejemplo de red social simple:

» Atiene aristas con C,D, y E formando un grupo bien tejido
= A,C,D, y E probablemente expuestos a opiniones similares

» Arista entre A 'y B permite alcanzar a una parte diferente de la red
= B ofrece a A opciones que en otro caso no hubiera conocido

» Arista A-B se llama puente, si se saca la red se desconecta

= Componentes gigantes sugieren que los puentes son bastante raros

‘ Q FACULTAD DE
INGENIERIA

‘ ‘ v Paola Bermolen < Deteccion de comunidades 9/78



Puentes locales

» En realidad, la red social es mucho mas grande y podria ser asi

= sin saberlo A y B, pueden existir caminos mas largos entre ellos
» Def. Alcance de la arista (u, v):distancia entre u 'y v si la arista se elimina
» Def. Un puente local es una arista con alcance > 2

= extremos de la arista sin amigos en comun

= Ejemplo: la arista A-B es un puente local con alcance 3

» Los puentes locales no son parte de triangulos
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Propiedad fuerte de cierre de triangulos
» Categorizar todas las aristas de la red de acuerdo a su fuerza
= Aristas fuertes corresponden a amistades

= Aristas débiles corresponden a conocidos

» Oportunidad, confianza e incentivos promueven aristas fuertes
= sugiere hipétesis cualitativa llamada strong triadic closure
“Dos aristas fuertes implica una tercer arista que cierra el triangulo”

- » Abstraccion para analizar las consecuencias de lazos débiles y fuertes
FACULTAD DE
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Puentes locales y lazos débiles

a) Distincién local interpersonal entre aristas =- lazos fuertes/débiles (estatica)

b) Nocion global estructural = existencia/ausencia de puentes locales

Teorema
Si un nodo verifica la propiedad fuerte de cierre de triangulos y forma parte de al
menos dos aristas fuertes, entonces todo puente local incidente a él es débil

» Relaciona las perspectivas estructurales e interpersonales en amistades

» Vuelta a la busqueda de trabajo: los puentes locales conectan con nueva
informacion

= Conceptualmente el alcance refiere a su debilidad como lazo social

= Un poco paraddjico, el doble rol habla de “fortaleza de los lazos débiles”
Easley & Kleinberg’10
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Prueba por absurdo

» Supongo que el nodo A tiene dos aristas fuertes
» Supongo ademas que A cumple la propiedad fuerte de cierre de triangulos

S ; S
A
» Sea A-B un puente local y un lazo fuerte

= Arista B-C tiene que existir

— AA

=4

» Contradice que A-B es un puente local (C es un amigo en comun)
‘Q FACULTAD DE
INGENIERIA

‘ ‘ UDELAR Paola Bermolen + Deteccion de comunidades 13/78



Estructura y fuerza de los lazos en redes grandes

» ;Se puede testear la teoria de Granovetter’s con datos en redes reales?

= Imposible por décadas: falta de datos en redes sociales de gran escala

» Ejemplo mas actual: redes “who-calls-whom” con ambos ingredientes clave
= estructura de la red de comunicacion entre pares de personas
= tiempo total de habla como medida de fortaleza del lazo

» J. P. Onella et al., “Structure and tie strengths in mobile communication
networks,” PNAS, vol. 104, pp. 7332-7336, 2007

@ red celular que incluye ~ 20 % de la poblacién del pais
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Generalizando lazos débiles y puentes locales

» Hasta ahora hablamos de nociones dicotdémicas

= las aristas son fuertes o débiles, son puentes locales o no

» Es conveniente tener medidas que tengan una graduacién mas regular

» Valores numericos de fortaleza para los lazos =- duracion de las llamadas

= Ordenar las aristas por su fortaleza y registrar su percentil

» Generalizar puentes locales = superposicion de vecindario de la arista (/, j)

i = Tayon() n(iy:={jeV:(ije€E}
0j=0 0i=1/3 0j=2/3 0j=1

i
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Resultados empiricos

» Comportamiento esperado: Oj creciente con la fuerza de los lazos
= Confirmado muy claramente por los datos (puntos o)[final?]

Neighborhood overlap

0
0 02 04 06 08 1
Strength percentile

» Permutacion aleatoria de fortaleza de los datos (puntos [)
= rompe el acoplamiento de O; y la fortaleza de los lazos
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Red celular y fortaleza de los lazos

» Red celular con rango de colores para la foraleza de los lazos

|1oo-: - B
10 ﬁ &

L

1) Lazos mas fuertes mas estructuralmente arraigados (intra comunidades)

2) Lazos mas debiles acordes con aristas de largo alcance (inter comunidades)
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Permutacion aleatoria de la fortaleza de los lazos

» Misma red celular con permutacion aleatoria de los valores de fortaleza

» No hay relacion aparente entre las funciones estructurales e interpersonales

e las aristas
RN Fﬁéﬁhﬁ’éﬁ,?g
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Lazos débiles uniendo comunidades

» Hipotesis: lazos débiles-> largo alcance unen comunidades de lazos fuertes

- Edge removal by strength Edge removal by overlap

< 1 1

© . N

2 075 Pt s 0.75 %’*m

g 009 %, high
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& 08 09 1 I %,

2025 low 0.25 low

o

g 0 0 Q,

2 0 02 04 06 08 1.0 0 02 04 06 08 1.0
Fraction of removed edges Fraction of removed edges

1) Eliminar aristas una a la vez empezando con la mas fuerte

= la componente gigante se achica sostenidamente

2) Idem empezando con la mas débil

- Lwme = 12 componente gigante se achica mas rapidamente y punto de quiebre
INGENIERIA
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¢Y la vaca?

» Incio: usualmente se piensan las redes (sociales) con la siguiente estructura

Long-range, weak ties

IR, \‘ N>
¥ o
N\ 2

Embedded, strong ties

» Vimos que la imagen conceptual tiene soporte en la teoria de Granovetter’s
sobre la fortaleza de los lazos débiles
= aunque no es el Unico intento de formalizacion...
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Ejemplos de comunidades en redes

0 Estructura en comunidades
9 Ejemplos de comunidades en redes

Q Algoritmos de deteccion de comunidades
@ Método de Girvan-Newman
@ Maxima Modularidad
@ Particién espectral de grafos

© Medidas de desempeiio
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Zachary’s karate club

» Interacciones sociales en un club de karate en los 70s

» Zachary fue testigo de la particién en dos grupos durante su estudio
= ejemplo de juguete, clasico algoritmo de deteccién de comunidades
= “ground truth” de pertenencia a las comuniddes

‘ Q FACULTAD DE
INGENIERIA

UDELAR i .
‘ ‘ Paola Bermolen < Deteccion de comunidades

22/78



Blogs politicos

» Blogs politicos para las elecciones presidenciales de 2004 en USA

» Estructura de blogs liberales y conservadores es aparente
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Red eléctrica

» Dividir la red eléctrica en areas con interaccién inter-areas minimas

» Aplicaciones:
@ Definir areas de control para la estimacién del estado del sistema eléctrico
@ Calculo paralelo del flujo de potencia
@ Control de las islas para evitar la propagacion de los apagones
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Estudiantes de liceo

» Red de interaccién social entre liceales

© White
@ Other

» Assortative mixing fuerte con raza como caracteristica
AN et
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Fisicos trabajando en Network Science
» Red de coautoria de fisicos con publicaciones en analisis de redes

» Comunidades bien tejidas (temas) son evidentes a partir de la estructura de
‘Q FACULTAD l:la red
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Futbol unviersitario

» Vértices son equipos de futbol y aristas son partidos en Otofio’00

@ MidAmerican
@ BigEast

@ Atlantic Coast
@ SEC

O Conference USA
@ B8ig12

@ Western Athletic
© Pacific 10

© Mountain West
@ Big10

@ SunBelt

O Independents

» Comunidades son las confederaciones y los equipos
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Amistades en Facebook

» Facebook (subgrado inducido) con 744 vértices v 30K aristas

» |dentificar circulos sociales a los cudles pertenece los amigos
= empresa, liceo, basketball club, squash club (?), familia
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Algortimos de deteccién de comunidades

0 Estructura en comunidades
9 Ejemplos de comunidades en redes

Q Algoritmos de deteccion de comunidades
@ Método de Girvan-Newman
@ Maxima Modularidad
@ Particién espectral de grafos

© Medidas de desempeiio
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‘ Q FACULTAD DE
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Deteccion de comunidades y particion de grafos

¢, Cémo podemos identificar automaticamente comunidades?

Deteccién de comunidades es un problema dificil de clustering:

C1) No hay consenso en la definicion de comunidad

C2) Seleccién de subconjuntos de nodos generalmente intratable

C3) Falta de ground-truth para validacién

Particion de grafos: Separar V en un nimero dado de grupos disjuntos de
tamano dado

Deteccion de comunidades: Numero y tamano de los grupos es desconocido
en deteccion de comunidades

= Identificar las fallas naturales por las que se separa una red

Paola Bermolen -« Deteccion de comunidades
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Deteccion de comunidades

» Dado un grafo G(V, E) con matriz de adyacencia A

» Encontrar permutacién de filas/columnas que revelen una estructura diagonal de
bloques

~a ncuksemplo: ejemplo de fatbol universitario que vimos antes [Mateos-Giannakis’'12]
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Particiones de grafos

» Biseccibén de grafos: partir V en dos grupos tal que,

® grupos V4 and V, son disjuntos
® grupos tienen igual tamano , i.e., |Vi| = |Vo| = N, /2
@ la cantidad de aristas entre vértices en grupos diferentes es minima

» F&cil de describir pero dificil de resolver

, . . N, > 2Ny
NuUumero de particiones posibles V : R
P P <NV/2 VN,

= Usando la férmula de Stirling’s N,! ~ /27N, (N, /e)M
= busqueda exhaustiva solo posible para redes pequenas
» No se conoce un algoritmo eficiente (i.e., tiempo polinomial de resolucién)

= Excelentes heuristicas, relajando criterios de particién
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Fuerza de los lazos débiles
» Puentes locales conectan partes con poca interaccion entre si

» Buena idea: elliminar los puentes locales y que aparezcan las comunidades
» Malaidea

® ;qué hacer si hay varios puentes locales? cual elegir...

® ; Yy si no hay ningun puente local? igual puede haber divisiones naturales
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Centralidad betweenness de aristas

» Buena idea: identificar lazos débiles/puentes locales a través de aristas con
centralidad betweenness alta

Definicion (Centralidad betweenness de aristas)
Se define de manera analoga contando la fraccion de caminos mas cortos entre
pares de vértices a los cuales pertenece la arista

Cge(7—8)=7x7=49
Cge(3—7)=3x11=33idem6—-7,8—-9,8—12
Cge(1 —3) =12idem 3,6,9, 12 en sus tridngulos
el resto tiene centralidad 1

‘ MRy FACULTAD DE
INGENIERIA

UDELAR 2 .
‘ ‘ Paola Bermolen < Deteccion de comunidades

34/78



Algoritmo en accion para el ejemplo

Original graph Step 1
(1

s
D)
—e)
©)
Step 2 ) Step 3
@
O O O) o © ® ®
¥ T © ®

Nested graph decomposition

2
= MYy FAcULTAD DE l
INGENIERIA
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‘ ‘ Paola Bermole— Deteccion de comunidades

35/78



Centralidad betweenness de aristas

» Red celular de antes coloreada con fortaleza de los lazos y con centralidad
betweenness

I1oo‘-‘% e
P

Edge strength Edge betweenness
m w foits gestens N
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Método de Girvan-Newman

» Método de Girvan-Newman es conceptualmente muy simple
= encontrar y eliminar aristas entre subgrupos cohesivos
» Algoritmo: Repetir hasta que no queden aristas
= Calcular la centralidad betweenness cge(€) para todas las aristas
= Eliminar arista(s) con cge(e) mas alta
= |dentificar como comunidades a las componentes conectadas
» Método divisivo: comienza con la red completa y se va partiendo a medida
que el algoritmo avanza
» Particion anidada: comunidades mas grandes potencialmente incluyen
grupos mas densos

» M. Girvan and M. Newman, “Community structure in social and biological networks,”
PNAS, vol. 99, pp. 7821-7826, 2002
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Red de colaboracion cientifica

» Red de coautorias de los cientificos del Santa Fe Institute
o« P
A *
*® % | g
ARy

*
@
o Yoo

Mathematical
Ecology

Structure of RNA

» Las comunidades detectadas se identifican con diferentes disciplinas
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Clustering Jerarquico

» Modificacion iterativa de sucesivas particiones candidatas

@ Divisivas: refinamiento sucesivo de las particiones mediante la separacion
® Aglomerativas: aumento sucesivo de las particiones mediante la unién

» En cada paso, se modifican las particiones de forma de minimizar un costo
> Medidas de (dis)similaridad x; entre pares de vértices v; y v;:

® distancia Euclidea (dis-similaridad) x; = \/Zk#/.(A,-k — Ai)?

@ equivalencia regular o estructural

@ muchas mas...

» Se obtiene una jerarquia completa de particiones anidadas del grafo
= desde {{wvq},...,{wn,}} hasta V
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Clustering aglomerativo

» Los algoritmos de clustering jerarquico aglomerativo funcionan asi

Elegir una métrica de (dis)similaridad y calcularla para todos los pares de vértices
Asignar cada vértice a un grupo propio
Unir el par de grupos con la menor (dis)similaridad

Calcular la (dis)similaridad entre el nuevo grupo y todos los otros

Pl B

Repetir desde el paso 3 hasta que todos los vértices pertenezcan al mismo grupo

» Se necesita:

® medida de (dis)similaridad de vértices (costo)
@ ordenar para elegir la menor (dis)similaridad
@ medida de (dis)similaridad entre conjuntos de vértices
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Clustering aglomerativo

» Medidas de (dis)similaridad de grupos a partir de las medidas entre vértices
@ Single linkage: (dis)similaridad de grupo xgiij alta si un par de vértices tiene
(dis)similaridad alta
= 3 X
XG,',G]' Ueg,aVXEGj uv
@ Complete linkage: para tener (dis)similaridad xg,ij alta, todos los pares de vérticies
tienen que tener (dis)similaridad alta

CcL

XG,‘,G]' = |In Xuv

m
ueGj,veG;

@ Otras medidas: ponderar por tamano de los grupos, (dis)similaridad entre centroides,
etc.
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Dendrograma
» Particiones jerarquicas usualmente se representan con dendrogramas

» Muestra grupos encontrados en la red a cada paso del algortimo

= Divisién de la red con diferentes resoluciones

» Ejemplo: Algoritmo de Girvan-Newman para el Zachary’s karate club

» Otro problema: ¢ Cudl es la division 6ptima (mas util) en algun sentido?

= es necesario definir métricas de la calidad del clustering

‘ FACULTAD DE
INGENIERIA

‘ ‘ opEAR Paola Bermolen -« Deteccion de comunidades 42/78



=5
Y

Modularidad

» Modularidad medida de assortative mixing - cohesividad de grupos

= Intuicién: densidad de aristas en las comunidades mayor que la esperada

» Sea G un grafo y una particién s € S. Modularidad:

1 did
BN, 2 2 [A’/ - ZNJ €l=1.1]

seSijes

Q(G, S) =

= dg,g, = 1si/,j estan en la misma particion (/,j € S)
» Podemos evaluar la modularidad de cada particion en un dendrograma

» Maximo valor indica la “mejor” estructura de comunidades

FACULTAD DE
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Calidad del clustering

» Ejemplo: algoritmo de Girvan-Newman'’s para el Zachary’s karate club

e p e P
QO = W e

_____________ .I___________________________________ -—-ceme- —_'_'E'_?:':E:I‘_

oo

SURERZCBESFRRENSREY FPERN-ORBEEOTE IS0 WD

» Buena idea ¢ Porqué no directamente optimizar Q(G, S) sobre todas las
posibles particiones S?
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Maxima Modularidad

» Sea g; el grupo al que pertenece el vértice i:

_ _ g
QG.S) = 5~ /ZV [Au - 2,\,] o=}

o , did;
> Definir por comodidad los sumandos Bj := Aj — 5.

= observar que las sumas marginales de B se anulan,

> Bi=> Aj- 2Nezd di — d’ 2Ne_0
j j
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Particion del grafo
» Consideremos (por simplicidad) dividir la red en dos grupos
» Se definen variables binarias de pertenencia a las comunidades por vértice

-} +1, vertice i pertenece al grupo 1
: —1, vértice i pertenece al grupo 2

» Usando la igualdad %(SiSj +1)= 1{g,.:gj}, la modularidad es

1 did
Q(Gv S) 2Ne I%:V |:A’/ 2N :| 1{91 9}

1
= o > Bj(sisi+1)
€jjev
» Usando que Z; Bjj = 0 se obtiene una expresic’)n mas sencilla

QG Z Bjsis;

FACULTAD DE
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Optimizacién de la modularidad

did;
» Sea B € RM>*M |a matriz de modularidad con entradas By := Aj — o3/

= Las particiones S quedan definidas por el vector s = [s1,...,sn,]"

» Modularidad es una forma cuadratica

Q(G Z Bjsis; = "Bs

IjEV
» Modularidad como criterio para la biseccion de un grafo se traduce en:

§—=arg mix s'Bs
se{£1}W

= restricciones binarias! s € {4-1}M (vértices de un hipercubo)
» Mala idea: optimizacion de la modularidad es NP-hard [Brandes et al '06]
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Just relax!

> Relajar las restricciones s € {1}V tos € RV, ||s|3 = N,
§=arg méx s'Bs, restringidoa s's=N,
» Sea \ el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion s's = N,
= Condiciones de optimalidad resultan en:
Vs [sTBs + AN, —s"s)|=0=Bs=)\s
» Conclusion: s es un vector propio de B con valor propio A

» Nuevamente ¢ qué vector propio elegir?
= en el optimo la funcién objetivo vale Bs = As entonces

s'Bs=)s's=\

» Para maximizar la modularidad, elegir el vector propio dominante de B
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Maximizacién espectral de la modularidad

» Sea uy el vector propio dominante de B, con entrada i-ésima [u4];
= No se puede elegir s = uy porque uy # {1}V
= Best effort: maximizar s "uy resulta en

+1, [u];i>0

si = sign([u];) := { 1, [w]i<0

» Maximizacién espectral de la modularidad

s1: Galcular la matriz de modularidad B con entradas Bj = Aj — 5.

s2: Hallar el vector propio dominante us de B (e.g., método de las potencias)

s3: Decidir la pertencencia al cluster del vértice i como s; = sign([u+];)
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Ejemplo: Zachary’s karate club

» Maximizacién espectral de la modularidad
o forma de los vértices indica pertenencia a la comunidad
@ linea punteada indica la particion encontrada por el algoritmo
@ colores de los vértices indican la fuerza de la pertenencia
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Resolucion limite de la modularidad maxima

» El método de modularidad maxima tiene problema de resolucion limite

» Incapaz de detectar comunidades muy chicas respecto al tamano de la red

Group 1 Group 2

e AQ=,- (1 - %) cambio al juntar
grupos

® Si AQ > 0 conviene juntarlos

@ Comunidades con kik, < 2mno se
detectan

® Ejemplo: si m= 5000y ki, k. < 100

Remainder

of network ] » Las mismas comunidades pueden no ser
detectadas si se aumenta la red
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Multiples comunidades

» Primer idea: bisecciones sucesivas (cuidado! los cambios afectan a la
modularidad de toda la red)

= arriba la mejor biseccién
= abajo la particion dptima sin imponer cantidad de comunidades
» Maximizar directamente sobre un nimero desconocido de grupos: problema
de optimizacién
» Adaptar la maximizacién espectral, Zhang & Newman '15
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Multiples comunidades

» Algoritmo de Louvain. Blondel et. al.08 (20.219 citas al 22/08/23)"
» Método aglomerativo:

Definir N, grupos individuales.

Calcular AQ al mover i al grupo de cada uno de sus vecinos

Mover i al grupo que tenga el mayor incremento la modularidad.

Los grupos resultantes se toman como nuevas unidades (self-loops y aristas
con pesos) y se repite el paso 2.

6. Terminar si ningln movimiento aumenta la modularidad

RO

» Ventaja de ser muy rapido e implementado en muchos paquetes (networkx)

» También se puede usar con otras funciones de calidad de la particién: CPM
Constant Potts Model (no tiene el problema de la resolucién limite)
e mcumsFast unfolding of communities in large networks” Vincent D Blondel et al J. Stat. Mech. (2008)

INGENIERIA

UDELAR 2 .
‘ ‘ Paola Bermolen < Deteccion de comunidades

53/78



Algoritmo de Louvain

Move nodes

Level 1
Aggregate
<) d)
Level 2
‘~ FACULTAD DE Move nodes
INGENIERIA
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De Louvain a Leiden
» From Louvain to Leiden: guaranteeing well-connected communities. V.A Traag

et al. Scientific Reports. Nature (2019)
= Louvain puede dar como resultado comunidades pobremente
conectadas e incluso desconectadas

Disconnected (Louvain) " Badly connected (Louvain)
Badly connected (Leiden)
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% communities

DBLP

Amazon

IMDB

Live Journal

Web of Science

Web UK (2005)

4 1

Iterations

Rest of network

TN
FIIENN
A IRNIN

Rest of network
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Algoritmo de Leiden

» ...that is faster, finds better partitions and provides explicit guarantees and
bounds.

» El nuevo algoritmo integra mejoras previas, combinando movimientos locales
astutos, y rapidos, mas movimientos de vecinos aleatorios
» Produce particiones donde las comunidades estan internamente conectadas
» Converge a a una particién asintéticamente estable: todo subconjunto de
todas las comunidades estan asignados localmente de forma 6ptima
= es una cota superior de la calidad de una particion 6ptima

» Considerablemente mas complejo que Louvain
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Algoritmo de Leiden

Move nodes Refine

Level 1 \ ) M
=
[ S o« 17\
Aggregate
d) e) f)
Move nodes Refine
Level 2
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Algoritmo de Leiden

1. El algoritmo de Leiden parte de una particion individual (a).
2. Mueve nodos individuales de una comunidad a otra para encontrar una
particion (b), que luego se refina (c).
= la comunidad roja en (b) se refina en dos subcomunidades en (c),

3. Se crea una red agregada (d) basada en la particién refinada, utilizando la
particion no refinada para crear una particion inicial para la red agregada:

= tras la agregacion las dos sub-comunidades refinadas se convierten en
dos nodos separados en(d), ambos pertenecientes a la misma comunidad.

4. Luego, el algoritmo mueve nodos individuales en la red agregada (e).
= en este caso, el refinamiento no cambia la particién (f).

5. Estos pasos se repiten hasta que no se pueden realizar mas mejoras.
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Diferencias entre Louvain y Leiden

» Leiden visita solo los nodos a los cuales les cambié el vecindario (astuto)

» Cola aleatoria de nodos a mover, se mueve el primero y todos los vecinos
que no pertenecen a la nueva comunidad pasan para el final (rapido)

» Durante el refinamiento los nodos se mueven se unen a cualquier comunidad
que aumente la modularidad o CPM (al azar con probabilidad proporcional al
aumento) y no a la que maximice (aleatorio)

= permite refinar después de agregar, lo que permite que se desarmeny
armen nuevas comunidades

‘ FACULTAD DE
INGENIERIA

‘ ‘ UPRAR Paola Bermolen < Detecciéon de comunidades 59/78



Algoritmo de Leiden

—e— Louvain —s— Leiden
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Biseccion de grafos

» Sea G(V, E) un grafo no dirigido

» Biseccion del grafo dividir V en dos grupos tales que:
® Grupos Vi y Vo = VE son disjuntos
® Grupos tienen tamario dado, i.e., |Vi| = Ny y|Vo| = No

S (OO,

» ¢ Cudl es un buen criterio para partir el grafo?
= Vimos la modularidad, veamos otro(s)
AN i
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Corte de grafos

» Desiderata: elementos de cada grupo cumplan con
= estar bien conectados entre ellos; y
= estar relativamente bien separados del otro grupo

Definicion
Un corte C del grafo en grupos V; y Vs es el nUmero de aristas entre los grupos

C:=cut(Vy,Vo)= Y A
ieVq jeVo
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De corte de grafos...
» Criterio natural de biseccion: minimizar corte entre Vi y V' \ V4
» Se definen variables binarias de pertenencia por vértice a los grupos
o { +1, vértice i pertenece al grupo 1
o —1, vértice i pertenece al grupo 2
» Sea g; el grupo al que pertenece el vértice i, se cumple que

1, iy jengrupos diferentes
0, iyjenelmismo grupo

I{gi#9;} = 5(1-sis)) = {

» Se puede expresar los cortes en términos de las variables s;:

c= > A,,_EZA,, — §iS})

ieVy,jeVs ijeVv
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.al Laplaciano del grafo

> Primer sumando en C = 3 >, Aj(1 — s;s)) es
S A= di=) ds?=) dssl{i=j} usamoss? =1
ijev Y iev ijev
> El corte resulta
1
ijeVv ,/eV

» Corte en términos de las entradas L; del Laplaciano del grafo L =D — A, i.e.,

C(s) = 1

ésTLs, s :=[sy,...,8n,
» Maximizar modularidad Q(s) o s'Bs vs. Minimizar cortes C(s) x s'Ls
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Minimizar cortes del grafo

» Dado que si |Vq| = Nj entonces |Vo| = N> = N — Ny, tenemos la restriccion
dosi=> FD+D (-1 =N—No = 1Ts =N; — N
icV i€V i€ Vy

» Criterio de minimizar cortes para la biseccién de grafos se traduce en

§=arg min s'Ls, sujetoal's=N;—N,
se{£1}MW

» Nuevamente, restricciones binarias s € {+1}™ hacen que la minimizacién de
cortes sea compleja
= Relajar restricciones binarias como en maximizacion de la modularidad
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Funciéon de costo equivalente

» Vimosques'Ls= 3 (sj— s;)?, de donde la formulacion resulta:
(ih))eE

§=arg min > (55—5)° suetoal’s=N, N,
sc{+1}W =
(if)eE
» ;Como se interpreta esta funcién de costo equivalente?
= Aristas que unen vértices en el mismo grupo no aportan a la suma

= Aristas que unen vértices en grupos diferentes aportan 4 a la suma

<) | - S

-1 0 +1 S
Vi V2

~a lﬁggﬁ%ﬁplmlzar cortes: asignar valores s; a vértices i tal que pocas aristas crucen el 0
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Relajar restricciones binarias

> Relajar las restricciones s € {1} as c RV, ||s|» = 1
S=arg msl’n s'Ls, sujetoal's=N;—N,ys's=1

= se resuelve directo usando multiplicadores de Lagrange
» Caracterizacion de la solucion s [Fiedler '73]:

Ny — Ny

§:V2—|—

= El segundo vector propio mas chico v, de L verifica que 1"v, =0
= Minimo corte resulta C(§) =8 "L§ = v] Lvy  \p

» Si G esté desconectado sabemos que Ao = 0 = C(S)

= Si G es susceptible de biseccidn, el corte es pequefio y también lo es A,
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Biseccion espectral de grafos
» ;Como obtener las etiquetas binarias de la particién s € {41}V a partir de
§ e RW?

= nuevamente, maximizar la medida de similitud s'§

+1, [vo]; entre las Ny coordenadas mas grandes de v,
-1, otro caso

Si = f(Vg) = {

» Algoritmo espectral de biseccion de grafos

s1: Calcular el laplaciano L con entradas L; = Djj — A;
s2: Hallar el vector propio asociado al segundo valor propio mas chico v, de L
s3: Proponer pertenencia del vértice i como s; = f(v2) (0 s; = f(—V2))

s4: Elegir entre s y s el que minimiza C(s)
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Spectral gap en las entradas del vector de Fiedler

» Sea G no conectado con dos componentes conexas
® L es diagonal con bloques, dos vectores propios mas chicos indican grupos, i.e.,

vi=[1,1,...,1,0,...,0]" and v, = [0,0,...,0,1,...,1]"

» Si G is conectado pero pasible de biseccion vi =1y A\ ~ 0
® Ademas, 1Tv, = > ilvo]i = 0 = entradas positivas y negativas en v»
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Vector de Fiedler para el Zachary Karate Club

0.2 0.3 0.4
o
o

Fiedler Vector Entry
0.1

0.0

Actor Number
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Tamano de comunidades desconocido

» Problema: biseccién del grafo con tamano de los grupos desconocidos
» Minimizar el corte del grafo puede no tener mas sentido!

Desired cut
[
Min. cut
= Costo C:= ) Ajindiferente a la estructura interna de los grupos
i€V jeVa
» Un mejor criterio es el corte ponderado R definido como
_C ¢C
L 21 7Y

N o Particiones balanceadas: comunidades pequefias son penalizadas en costo

INGENIERIA
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Minimizacion de corte ponderado
» Fijar una particion S de G en los grupos Vi y Vo
> Definirf: f(S) = [f;,...,fy,]T € RM con entradas

- \/%, si vértice i pertenece a V4
I' pr—

—M%, si vértice / pertenece a Vs
» Se pueden probar las siguientes propiedades:

1.3, £=0,ie,17f=0
2. |f|2 = N,
3. TLE=C (e + 5 +2) = NA(S)

» De 1-3 se deduce que la minimizacién de corte ponderado es equivalente a
min f'Lf, sujetoa 1f=0yff=N,

‘ Q FACULTAD DE
INGENIERIA

‘ ‘ opEAR Paola Bermolen + Deteccion de comunidades 72/78



Biseccion espectral y por corte ponderado

» Minimizacién por corte ponderado es también NP. Relajacion:

§=arg min s'Ls, sujetoa 1's=0ys's=N,
scRM

» Se obtiene la misma particién S con el algoritmo de biseccion espectral

s1: Calcular el Laplaciano L con entradas L;j = D; — A
s2: Hallar el segundo vector propio mas chico v, de L
s3: Asignar pertenencia al grupo del vértice i como s; = sign([vz];)

» Criterio alternativo es el corte normalizado NC definido como

C C
NC = A + AR vol(V;) ==Y dy, i=1,2

veV;

= corresponde a usar el Laplaciano normalizado D~ 'L
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Multiples comunidades
> Se define el corte ponderado de una particion U en K grupos {V;}X , como

i e
R(U):=>_ C(V]’)’ir' )

i=1

» Problema de la minimizacién de la relajacion del corte ponderado resulta:

A

U=arg min trace(U'LU), s.toU'U=I
UcRNv xK

» Particion U dada por el algoritmo de clustering espectral

s1: Calcular el Laplaciano L con entradfas L; = D; — A;

s2: Hallar los K vectores propios mas pequenos Vi, ...,Vk of L

s3: Definir U = [v4, ..., vk], embedding del vértice i como la fila G € R'*¥
S4: Asignar vértices a comunidades via K-means en los embeddings
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Clustering espectral
» ¢ Porqué funciona la particién espectral de grafos?
» Observar que:
traza(U = > Ajla) —af?
(i))e€

= Embeddings estan cerca en RX si i, j estan bien conectados en G

= Se conocen como Laplacian eigenmaps [Belkin-Niyogi'01]
» Para recordar: codificar al estructura del grado en embeddings de baja

dimension

A oramsen
Graph ‘

Repres: entation
Learning
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Otros algoritmos...

» Hay muchos otros algoritmos, con enfoques similares o muy distintos

® Metodo de Radicchi propone otra definicion de betweenness

® Métodos basados en teoria de la informacion: InfoMap

® Métodos basados en inferencia estadistica (necesita modelo de grafo)

® Meétodos clésicos aplicados a vectores de caracteristicas (u otros vectores
asociados)

@ Clustering jerarquico: basta variar medida de (dis)similaridad entre vértices y
entre grupo de vértices para obtener un nuevo método

» No hablamos ni de complejidad ni de garantias teoricas...

» Deteccion de otro tipo de estructruas: comunidades con solapamiento,
estructuras core-periphery

» Mark Newman: Networks (2018)
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Medidas de desempeno

» ;Cual es el mejor algoritmo de deteccion de comunidades?
= depende: buen desempeno, rigor matematico, velocidad de
procesamiento, escalabilidad...
» ¢ Como evaluar el buen desempefo?

1. testear en redes reales donde se conoce la estructura de comundidades
2. testear en redes sintéticas

» Testeo en redes reales: probar muchos métodos y si la mayoria coincide
tomarlo como ground-truth
» Ejemplos que vimos antes:
= karate club! (sociedad “Karate Club Club”)
= Blogs politicos
= Equipos deportivos

o oo = Red social de delfines (Lusseau’03): similar a ZKC
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Medidas de desempeno
» Testeo en redes sintéticas: modelos de grafos aleatorios con estructura de
comunidades predeterminada (cooming soon!)
» ¢ Como medir desemperfio cuando la deteccidén no es perfecta?
» Fraccion de vértices bien clasificados:
= maximo valor sobre las permutaciones de etiquetas (minimo por azar)
= pueden detectarse diferente cantidad de comunidades
» Rand Index: fraccion de vértices en la misma (o distinta) comunidad en la red
test que son asignados a la misma (o distinta) comunidad por el algoritmo

(s+d)
Ny(N, — 1) S= Oggouy ¥ d=> (1—0gg)(1—d4)

i<f i<j
= 0 < R <1 e independencia de las etiquetas
~a oo dnformaciéon mutua normalizada

INGENIERIA
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