Comunicaciones Digitales

Practico 10

Codificacién de canal: cédigos ciclicos

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cudl indica su dificultad de acuerdo a la siguiente

escala: 4 bésica, % media, % avanzada, y % dificil.

+ Ejercicio 1
Sea g(X) =1+ X + X3
(a) Demostrar que se trata del polinomio generador vélido de un cédigo C(7,4).

(b) Obtenga una tabla con cada una de las palabras de cédigo validas.

x Ejercicio 2

Dado un polinomio generador g(X), el algoritmo para obtener un cédigo en su
forma sistematica es el siguiente:

i. Multiplicar la palabra de cédigo a codificar u(X) por X"~*.

ii. Obtener el resto b(X) (los digitos de paridad) de dividir X" *u(X) entre
9(X).

iii. Cada una de las palabras de c6digo correspondientes serd ¢(X) = b(X) +
Xnky(X)

(a) Probar que el algoritmo anterior efectivamente logrard un cédigo C(n, k)
en su forma sistemadtica.

(b) Obtener la forma sistemética del cédigo del ejercicio anterior.

(¢) ¢{Qué capacidades de deteccién y correccién de errores tendrd este c6digo?
Obtener una tabla con los sindromes para cada patrén de error posible.

*x Ejercicio 3
Sea g(X) =1+ X2+ X"+ X6+ X7+ X0
(a) Mostrar que se trata del polinomio generador de un cédigo ciclico C(21, 11)
(b) Sean las sigueintes palabras de c6digo recibidas:
= (000111101000000001000),

= (100001000000000001000),
= (001010101100100000000),

computar su sindrome y determinar si pertenecen al c6digo o no.



* Ejercicio 4

Mostrar que el tnico cédigo C(21,11) es el generado por g(X) = 1+ X2+ X4+
X0 4 X7+ X0 pero que si existe otro cédigo C(7,4) ademds del generado por
gX)=1+X+X3.



Solucion

Ejercicio 1

(a) En el tedrico hemos visto que todo polinomio generador de un cédigo
ciclico ¢(n, k) es un factor de 1 + X™. Adem4s, todo polinomio de grado n — k,
que ademds es factor de 1+ X", genera un cédigo c(n, k).

Siendo entonces g(X) = 1+ X + X? un polinomio de grado 7 — 4 = 3, solo resta
comprobar que ademds sea un factor de 1 + X”.

1 +X7 ]1+X+X3
X4 +X° 4XT7 X4+ X2+ X +1
1 +X* +X°

X? +X3 +X°

1 +X? +X3 +Xx4
X +X? +Xx¢
1
1
0

+X +X?
+X +X?

(b)  Es posible obtener dicha tabla simplemente multiplicando cada uno de
los mensajes posibles por g(X)

Mensaje Palabra de Cédigo Polinomio

(0000) 0000000 0=0-g(X)

(1000) 1101000 1+ X+ X% =1-g(X)

(0100) 0110100 X+X2+X'=X g(X)

(1100) 1011100 1+ X2+ X3+ X = (1+X)-g(X)

(0010) 0011010 X2+ X% 4+ X5 = X2 g(X)

(1010) 1110010 1+ X+ X%+ X° = (14 X?) - g(X)

(0110) 0101110 X+ X3+ X+ X5 = (X +X?) - g(X)

(1110) 1000110 1+ X4+ X0 = (14+ X +X?) - g(X)

(0001) 0001101 X34+ X4+ X0 = X3 g(X)

(1001) 1100101 1+ X + X4+ X0 = (14 X3) - g(X)

(0101) 0111001 X4+ X2+ X34 X6 = (X + X?) - g(X)

(1101) 1010001 1+ X2+ X0 = (14X +X?) - g(X)

(0011) 0010111 X2+ X4+ X% 4+ X6 = (X2 4+ X3) . g(X)

(1011) 1111111 1+ X 4+ X%+ X%+ X*+ X5+ X6
=(1+X%+X3) g(X)

(0111) 0100011 X+ X+ X0 = (X +X2+ X% g(X)

(1111) 1001011 14+ X34+ X%+ X6

=(1+X+X*+X°% - gX)

Ejercicio 2

(a) Cada palabra de cédigo a codificar tendrd a lo sumo grado k — 1. Por lo
tanto, X" *u(X) tendréd a lo sumo grado n — 1.



La palabra X" *u4(X) puede o no pertenecer al cédigo c(n, k) generado por
g(X). En cualquier caso, su sindrome s(X) deber4 tener a lo sumo grado n—k—1.

Por construccién, X" *u(X) podra tener coeficientes positivos tinicamente en
Xn=k X"l Ademés, como s(X) es el resto de dividir X" *u(X) entre
g(X) se cumple que X" Fu(X) = g(X)g(X) + s(X), o lo que es lo mismo
Xn=ku(X) + s(X) € c(n, k).

(b)  Usando el algoritmo de la parte anterior se obtiene la siguiente tabla.
Mensaje Palabra de Cédigo Polinomio

(0000)  (0000000) 0=0-g(X)

(1000)  (1101000) 1+ X+ X? = g(X)

(0100)  (0110100) X+ X2+ X*=Xg(X)

(1100) (1011100) I+ X2+ X34+ X4 =(1+ X)g(X )

(0010)  (1110010) 1+ X+ X2+ X° = (14 X?) g(X)

(1010)  (0011010) X2+ X34+ X% = X?g(X)

(0110)  (1000110) 1+ X7+ X5 = (14X + X?) g(X)
(1110) (0101110) X+ X34+ X'+ X5 = (X + X?) g(X)
(0001)  (1010001) 1+ X2+ X0 = (1+ X+ X?%) g(X)

(1001) (0111001) X+ X2+ X3+ X0 = (X +X?) g(X)
(0101) (1100101) 14+ X+ X'+ X0 = (1+X3) g(X)
(1101)  (0001101) X3 4+ X4 4+ X6 = X3g(X)

(0011) (0100011) X+ X°4+ X0 = (X + X2+ X?) g(X)
(1011) (1001011) 1+ X34+ X5+ X0 = (14X +X + X%+ X?) g(X)
(0111)  (0010111) X2+ X1+ X% 4+ X6 = (X2 + X3) g(X)
(1111) (1111111) 1+ X+ X2+ X3+ X4+ X5 4 X6

= (1+X*+X%) g(X)

(c) Al obtener toda la tabla vemos que la distancia minima del cédigo es 3.
Por lo tanto es capaz de corregir {%J = 1 bit errado por palabra.

Como r = X + e, los patrones de error que estamos en condiciones de corregir
son:

Patrén de Error e(X) Sindrome s(X) Vector Sindrome (s, $1, S2)

es(X) = X°© s(X)=1+X? (101)
es(X) = X5 s(X) =1+ X+ X? (111)
es(X) = X* s(X) = X + X2 (011)
e3(X) = X3 s(X)=14+X (110)
ea(X) = X2 s(X) = X2 (001)
e1(X) = X! s(X) =X (010)
eo(X) = X° s(X) =1 (100)
Ejercicio 3
(a) Siendo g(X) un polinomio de grado 1 —k = 21 —11 = 10, si probamos que

ademas es factor de 1 + X?2! sabremos entonces que es generador de un cédigo
c(21,11)



1 +X21

1+X2+X4+X6+X7+X10
XM+ X84+ X"+ X241

Xll -‘erS —|—X15 —|—X17 +X18 +X21

14X X1 x5 4 xIT L x18

X8 -‘erO —|—X12 —|—X14 +X15 +X18

1 +X8 +X10 +X11 +X12 +X13 +X14 +X17
X7 +X9 +X11 +X13 +X14 +X17

I +X7T X% X7 X0 4X°2

X2 4+ Xt +X6 X8 X9 4+X12

I +X? 4+X* X0 X7 X1

I +X? 4+X* 4X0 X7 +X1

0

(b) En cada caso tenemos:

» o (X) = X3+ X4+ X5+ X0+ X84+ X7

(X)) =14 X5+ X7

rg(X) = X2+ X4+ X0+ X8+ X9 4 X2

Podemos observar que 73(X) = X2g(X), por lo tanto es directo ver que perte-

nece al codigo.

Si calculamos para 9(X) obtenemos:

1 +X5 +X17
X7 +Xx° +x1

+X13

+XH

+X17

1+ X2+ X* 4+ X0+ X7 4 X110

X11+X8+X7+X2+1

1 +X°
X' 4+X°

+X7
+X8

+X°
+X10

+ X1
+XM

+X13
+X

+Xx14

1 +x?
X* +X°

+X°
+X7

+X°©
+X°?

+X7
+Xx10

+X8
+X18

+X9 +X10 X138

1 +X3

+X1

+X6

+X8

Vemos entonces que 72(X) = g(X)q(X)+s(X) y por lo tanto r2(X)+s(X) € C

Finalmente, tenemos que 71(X) = X3+ X4+ X° + X6 + X8 + X7 = (1 + X5 +
XM+ 1+ X34+ X4+ X5+ X6+ X8) = ro(X) +5(X) y por lo tanto se cample
que r1(X) € C.

Ejercicio 4

Por ejercicio 3 parte (a) sabemos que:
I+ X =1+ X2+ X+ X0+ XT+ X)) 1+ X2+ X7+ X5+ X1)



Por lo tanto, no existe otro polinomio de grado n — k = 21 — 11 = 10 que sea
factor de 1 + X™ = 1 + X?21. Entonces no existe otro cédigo ¢(21,11) que el
generado por g(X) =1+ X% + X* + X6 + X7 4 X10,

Por otro lado, a partir de lo obtenido en el ejercicio 1 parte (a) tenemos que:
I+X"=1+X+X)1+ X+ X2+ X%
I+X"=1+X+ X1+ X2+ XH(1+ X)

Por lo tanto, existe otro polinomio de grado n — k = 7 — 4 = 3 que sea factor

de 14+ X" = 1+ X", Es decir, existe otro cédigo ciclico ¢(7,4) de polinomio
generador g(X) =1+ X + X3.



