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Introduccion

La dindmica es la rama de la fisica que se ocupa de estudiar |a evolucién en el tiempo de un
sistema fisico y las causas que provocan sus alteraciones.

Esta dreaincluye:

e Lacinemdtica: estudio de la geometria del movimiento, relacionando desplazamientos,
velocidades y aceleraciones, con las caracteristicas geométricas del sistema.

e Lacinética: estudio de la relacién que existe entre las fuerzas que actlian sobre un sistema,
sumasa (y la distribucion) y el movimiento del mismo.

No obstante, es habitual encontrar como dindmica del robot, al estudio de la relacién entre las
fuerzas que actiian sobre un sistema y el movimiento que en él se producen (i.e. cinética).
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Introduccion

La dindmica del robot quedara establecida mediante el denominado modelo dindmico, que
establece la relacion matematica entre:

1. Lalocalizacién del robot definida por:

a. Susvariables articulares y sus derivadas

b. &6 porlalocalizacién de su extremo y sus derivadas
2. Lasfuerzasy los pares:

a. Articulares

b. oensuextremo
3. Los parametros dimensionales del robot:

a. Longitudes

b. Masas

c. Inercias
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Aligual que en la cinematica, se definirdn dos tipos de problemas o
modelos:

e El modelo dindmico directo: que expresa la evolucion temporal
de las coordenadas articulares del robot en funcién de las
fuerzasy pares que intervienen: 0(t) = f(7(t))

e Elmodelo dindmico inverso: que determina las fuerzas y
pares necesarios para conseguir una evolucién de las
coordenadas articulares determinada: T(t) — g(@(t))

DINAMICA

Entrada

Salida

Salida
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Algunos comentarios:

El planteo y resolucién del modelo dinamico de mecanismos de 1 o 2 GDL es manejable,
pero al aumentar los GDL, la complejidad crece al punto de no ser posible su planteo de
forma cerrada. En estos casos, su planteo debe realizarse de manera iterativa, asi como su
resolucion, esto es, instante a instante.

Forma cerrada: como un conjunto de ecuaciones diferenciales (generalmente de 2° orden)
gue su integracion permite obtener:

o Latrayectoriadel puntero a partir del ingreso de los torques articulares

o olostorques articulares a partir del ingreso de la trayectoria del puntero.

Es importante notar que el modelo dindmico completo de un robot debe incluir no sélo la
dindmica de sus elementos (barras o eslabones) sino también la propia de sus sistemas de
transmision, actuadores, los equipos electrénicos y de mando. Estos elementos
incorporan nuevas inercias, rozamientos, saturaciones, aumentando aun mas su
complejidad.
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Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

Principalmente existen 2 procedimientos para determinar el modelo dindmico de un robot.
1. El método de Newton-Euler, que se basa en la aplicacion de la primera y la segunda ley de
Newton.
2. Laformulacién Lagrangiana, que se basa en consideraciones energéticas.

Consideremos el siguiente ejemplo:
e unrobotrigido,
articuladoen A,
peso m uniformemente distribuido,
distancia al centro de masal,
par articular t
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Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

método de Newton-Euler

d ;
Variacion de Z T = %(Iw) =Iw +w x (lw)

cantidad de

movimiento Z F— %(mv)

W: Velocidad angular
I: Tensor de inercias
T: Torques externos
F: Fuerzas externas
m: masa

v: velocidad
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método de Newton-Euler

d ;
Variacion de Z T = %(Iw) =Iw +w x (lw)

cantidad de d 4
movimiento F = —(mv
D F=2mv) Ve

W: Velocidad angular
I: Tensor de inercias
T: Torques externos
F: Fuerzas externas
m: masa

v: velocidad
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método de Newton-Euler

d ;
Variacion de Z T = E(Iw) =Iw +w x (lw)

cantidad de d 4
movimiento F = —(mv
D F=2mv) Ve

W: Velocidad angular
I: Tensor de inercias
T: Torques externos
F: Fuerzas externas
m: masa

v: velocidad

T — MgLcos(8) = Iy = 16

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular
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método de Newton-Euler

d ;
Variacion de Z T = %(Iw) =Iw +w x (lw)

cantidad de d 4
movimiento F = —(mv
D F=2mv) Ve

W: Velocidad angular
I: Tensor de inercias
T: Torques externos
F: Fuerzas externas
m: masa

v: velocidad

T — MgLcos(8) = Iy = 16

7= ML* + MgLcos(0)

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular
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formulacion Lagrangiana

L=K-U
doL oL

" %dq, B

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,
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Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

formulacion Lagrangiana

L=K-U
. _49L oL
" dtdg I

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,

PP | :
— _]6? = _ML%%?
K 2 2
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formulacion Lagrangiana

L=K-U
doL oL

" %dq, B

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,

K - %192 _ 1y U = Mgh = MgLsen(6)

1
2
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formulacion Lagrangiana

L=K-U
doL oL

" %dq, B

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,

K - %192 _ 1y U = Mgh = MgLsen(6)

1
2

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

L= %MLQOZ — MgLsen(6)
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formulacion Lagrangiana

L=K-U
doL oL

" %dq, B

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,

K = %]92 - %M[Pé? U = Mgh = MgLsen(0)
oL
h —MgLcos(0)

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

L= %MLQO'Q — MgLsen(6)
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Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

formulacion Lagrangiana

L=K-U
. _49L oL
" dtdg I

L: Funcién Lagrangiana

: K: Energia cinética

. U: Energia potencial

« g coordenadas generalizadas

«  T:fuerzao par aplicado en el grado de libertad g,

K = %]92 - %M[Pé? U = Mgh = MgLsen(0)
% — —MgLcos(6) % = ML%*

L= %MLQO'Q — MgLsen(6)
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formulacion Lagrangiana

L=K-U
. _49L oL
" dtdg I

L: Funcién Lagrangiana

K: Energia cinética

U: Energia potencial

q;: coordenadas generalizadas

1.: fuerza o par aplicado en el grado de libertad g,

PP |

= _J§? ==
K 5 5
OL AL

=5 = —MgLeos(0) - ML*0

M L*? U = Mgh = MgLsen(0)

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido monoarticular

-d-% — M2
dt 50

L= %MLQOZ — MgLsen(6)

7= ML%* + MgLcos(6)
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Comentarios

Plantear el equilibrio de fuerzas de un robot real de varios GDL no es tan
simple como el ejercicio de ejemplo. Deben considerarse ademas de las
fuerzas de inerciay de gravedad, las centripetas y las fuerzas de Coriolis.

Aunque para el ejemplo, fue mas tediosa la resolucion al plantear la
formulacién Lagrangiana que la Newtoniana, con el aumento de los GDL,
estarelacién se invierte.

La formulacién Lagrangiana conduce de manera sistematica a ecuaciones
bien estructuradas donde se pueden identificar las componentes inerciales,
las fuerzas de coriolis, las fuerzas centrifugas y las de masa.

Independientemente del procedimiento para obtener el modelo dindmico
del robot, paran GDL el modelo se presenta de la siguiente forma: Donde:
g: vector (n) de coordenadas articulares

. . T: vector (n) de cargas en cada articulacion
T = M(Q)Q + C(Q* q) + G(Q) M: Matriz (nxn) de inercias

C: Vector de fuerzas de Coriolis + centrifugas
G: Vector de fuerzas gravitatorias
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

La idea es analizar cada componente de esta teoria para determinar cudles son los parametros
necesarios a conocer de un robot rigido multiarticular.

Objetivo — Modelo Dinamico: 7 = M (q)G + C(q, ¢) + G(q)
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

La idea es analizar cada componente de esta teoria para determinar cudles son los parametros
necesarios a conocer de un robot rigido multiarticular.

Objetivo — Modelo Dinamico: 7 = M (q)G + C(q, ¢) + G(q)

d
Teoria — Lagrange (multiarticular): —

8L> oL
dt

2q) "o '

DINAMICA
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

La idea es analizar cada componente de esta teoria para determinar cudles son los parametros
necesarios a conocer de un robot rigido multiarticular.

Objetivo — Modelo Dinamico: 7 = M (q)G + C(q, ¢) + G(q)

d
Teoria — Lagrange (multiarticular): —

8L> oL
dt

2q) "o '

Definicion — Lagrangiano: [, = K — [UJ
Donde: — K es la Energia cinética

— U es la Energia Potencial

DINAMICA
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

La idea es analizar cada componente de esta teoria para determinar cudles son los parametros
necesarios a conocer de un robot rigido multiarticular.

Objetivo — Modelo Dinamico: 7 = M (q)G + C(q, ¢) + G(q)

d
Teoria — Lagrange (multiarticular): —

8L> oL
dt

2q) "o '

Definicion — Lagrangiano: [, = K — [UJ
Donde: — K es la Energia cinética i (81\') _ oK % .

— U es la Energia Potencial
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Lagrange (varios eslabones)

La idea es analizar cada componente de esta teoria para determinar cudles son los parametros
necesarios a conocer de un robot rigido multiarticular.

Objetivo — Modelo Dinamico: 7 = M (q)G + C(q, ¢) + G(q)

d
Teoria — Lagrange (multiarticular): —

8L> oL
dt

2q) "o '

Definicion — Lagrangiano: [, = K — [UJ
Donde: — K es la Energia cinética d (0K oK oU B
— =+ — =

dt \ 9dq dqg  Jq

— U es la Energia Potencial

Fuerzasinerciales G

DINAMICA

T
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\ Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

Al . d {OK\ 0K oU
nalicemos cada términode: __ — 4+ —=T
dt \ 9q dq  0q
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

Analicemos cada término de: Ll &)_K — a_K + é)_U
dq dqg  Jq

dt -7

considerando que K es la energia cinética: K = ...




FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

=T

, e d (0K oK oU
Analicemos cada términode: — | - — 4+ =
dt \ 9dq dqg  Jq

n
considerando que K es la energia cinética: K = E K;
i

1. .
= §qTM(q)q
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Lagrange (varios eslabones)

, e d (0K oK oU
Analicemos cada términode: — | - — 4+ =
dt \ 9dq dqg  Jq

=T

n
considerando que K es la energia cinética: K = E K;
i

1. .
= §qTM(q)q

oK 0 T ) .
i e Y| - M
27~ 9] (2f1 (q)q) (9)q
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

=T

, e d (0K oK oU
Analicemos cada términode: — | - — 4+ =
dt \ 9dq dqg  Jq

n
considerando que K es la energia cinética: K = E K;
i

1. .
= §qTM(q)q

oK 0 T ) .
i e Y| - M
27~ 9] (2f1 (q)q) (9)q

d [OK d -
— (=) = = (M(¢)q) = M(q)q + M(q)i
dt(é)(]) dt( (q)q) (q)g +M(q)g
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Lagrange (varios eslabones)

=T

, e d (0K oK oU
Analicemos cada términode: — | - — 4+ =
dt \ 9dq dqg  Jq

n
considerando que K es la energia cinética: K = E K;
i

1. .
= §qTM(q)q

oK 0 T ) .
i e Y| - M
27~ 9] (2f1 (q)q) (9)q

d [OK d -
— (=) = = (M(¢)q) = M(q)q + M(q)i
dt(é)(]) dt( (q)q) (q)g +M(q)g

T OM(q) -

(g —(
oK 0 (1., .\ 1|1 w1
90 0q 74 M(q)q ) =5 ;

T OM(q) -
qTC)é)q,(,”q
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Lagrange (varios eslabones)

Analicemos cada término de: Ll (()A) _ OK oU

— — 4+ — =T
dt \ 9dq dqg  Jq
considerando que K es laenergiacinética: K = Z K; = %(jTM(q)(]
0K d (1 .p
— —¢ M Mi(q)q
27~ 9] (Zq (q)q) (9)q
d (0K d .
L) — L M(g)a) = M(g)d + M(q)é .TIM(q) -
7 (3e) = 5 M@ = M@ + M) e,
M(q)q +M(q)d — 5 : to, =T
M) IT‘)M 4 !
oK 0 (1.4 . 1 ‘)‘“ I
20 = a0 \ 34 M(q)q ) = :
q q -Té)M(q) )
7 35, 4
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

Analicemos cada término de: LI (dl\') _ OK oU

— — 4+ — =T
dt \ 9dq dqg  Jq

onsiderando que K es la energia cinética: K = Z K; = %QTM((])(]

0K d (1 .p

— —¢ M Mi(q)q

27~ 9] (2(1 (q)q) (9)q

d (0K d .

L) — L M(g)a) = M(g)d + M(q)é .TIM(q) -

7 (3e) = 5 M@ = M@ + M) ey

M(q)G + M(q)q — B : T =T
T OM(g) .TIM(q) 1

P ; 9 =5, o4 q o0 4

oK 0 (1.4 _ 1 o

20 = a0 \ 34 M(q)q ) = :

q q -Té)M(q) )

T 5q, ¢

M(q)G+ C(q.q)+ G(q) =T
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Lagrange (varios eslabones)

Analicemos cada término de: LI (dl\') _ OK oU

- — + — =T
dt \ 9dq dqg  Jq
onsiderando que K es la energia cinética: K = Z K; = %QTM((])(]
0K d (1 .p
Y —¢ M Mi(q)q
27~ 9] (2(1 (q)q) (9)q
1 (OF d . A
(%) = = (M(g)d) = M(g)j + M(g)i STOM(g) {Quién es M(q)?
dt \ 0q dt _ 1 1 54 4 oU
M(q)G +M(q)q — B) 5 T =
4T M) ¢ GToMla) g 1
OK 0 (1, \ 1| % o B
- =7 |50 M(q)q ) = -
dq dg \2 -Té)M(q)-
T =5,

M(g)i + C(q, ) + Glg) = 7 f
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Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n
Laideaes calcular la energia cinéticacomo: K = E K;

1

1.7 )
Luego sabiendoque K = 5(17 M(q)q¢ inferir quién es M(q)
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n
Laideaes calcular la energia cinéticacomo: K = E K;

1

1. )
Luego sabiendoque K = 5(17 M(q)q inferir quién es M(q)

“Recordando” la definicion de Energia cinética:
Trabajo realizado por las fuerzas externas para traer el sistema desde el reposo

hasta el estado actual.
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Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n
Laideaes calcular la energia cinéticacomo: K = E K;

1

1. )
Luego sabiendoque K = 5(17 M(q)q inferir quién es M(q)

“Recordando” la definicion de Energia cinética:
Trabajo realizado por las fuerzas externas para traer el sistema desde el reposo

hasta el estado actual.

\

F 1
Masa puntual: mL, K = 2nn,.
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Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n
Laideaes calcular la energia cinéticacomo: K = E K;

1

1. )
Luego sabiendoque K = §qTM(q)q inferir quién es M(q)

“Recordando” la definicion de Energia cinética:
Trabajo realizado por las fuerzas externas para traer el sistema desde el reposo

hasta el estado actual.

\ 1
F - L2
Masa puntual: mL, K = QmL

1 1 .
K = _,—wTI(.w + _,—772:1.-‘2
F 2 2

V

Cuerporrigido:

DINAMICA
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n
Laidea es calcular la energia cinéticacomo: K = E K;

1

1. )
Luego sabiendoque K = §qTM(q)q inferir quién es M(q)

“Recordando” la definicion de Energia cinética:
Trabajo realizado por las fuerzas externas para traer el sistema desde el reposo

hasta el estado actual.

/ 1
F - L2
Masa puntual: mL, K = zmb

1 1 .
K= _WTIcw + —mv?
F 2 2

V

Cuerporigido:

DINAMICA
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Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n
Laidea es calcular la energia cinéticacomo: K = E K;

1

1. )
Luego sabiendoque K = §qTM(q)q inferir quién es M(q)

“Recordando” la definicion de Energia cinética:
Trabajo realizado por las fuerzas externas para traer el sistema desde el reposo

hasta el estado actual.

/ 1
F - L2
Masa puntual: mL, K = zmb

1 1 .
K= _WTIcw + —mv?
F 2 2

V

Cuerporigido:

K; =

1
2

( m;v

T

ci

T
Vei + w; Leiw; )



FRI - Fundamentos de Robdtica Industrial

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n 1 ' '
Entonces: K = Z K; = §qTM(q)q

n n
. . 1
K = E K; = E 5 (mivlv + w! Liw;)
i i
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Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

e L .
Entonces: K = Z K; = §qTM(q)q

Velocidades art. generalizadas

T T 1
K = E K, = E 5 (771.,-1..'3;1.!(.,- + wiTI(.,-w,-)
i i

Velocidades del CM
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Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

Entonces: K = ZI\ = —(1 ( )1

Velocidades art. generalizadas

K = Z K, = Z m,v(j;v(, + w; I(,w,)

Velocidades del CM

Relacionando las velocidades del centro de masa del eslabén i con su velocidad art.
generalizada a partir de las definiciones de los Jacobianos lineal y angular J,, y J |

respectivamente: Ve, = qu w(,l. = JW‘Iq
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

Entonces: K = ZI\ = —(1 ( )1

Velocidades art. generalizadas

K = Z K, = Z m,v(j;v(, + w; I(,w,)

Velocidades del CM

Relacionando las velocidades del centro de masa del eslabén i con su velocidad art.
generalizada a partir de las definiciones de los Jacobianos lineal y angular J,, y J |

respectivamente: Ve, = qu w(,l. = JW‘Iq

DINAMICA
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n

1 1
entonces: K= 54" M(@)q =Y _ 5(mia” I, a+a" TiL.q)

1=1
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n

1 1
entonces: 1= 54" M(@)q =Y _ 5(mia” T, a+a" TiL.q)

1=1

n

- L. . L.r T T :
K =q"M(a)q = 54 > (mid i, +JI1,) | @

1=1
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Lagrange (varios eslabones) ;Quién es M(q)?

n

1 1
entonces: K= 54" M(@)q =Y _ 5(mia” I, a+a" TiL.q)

1=1

N T . _l.r|g . JT r :
K =34 M(a)q=3q > miJlJ, + J1) |4

1=1
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Lagrange (varios eslabones)

n

1 1
entonces: K = 54" M(@)q =Y _ 5(mia” I, a+a" TiL.q)

1=1

(NP
{ — — A = —
K =39 M(g)a=3q

M(q) = !Z(mfﬂ. Jo 4 T >] -

=1

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

:Quién es M(q)?

n

> (midld, + J51)

1=1

q

DINAMICA
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

) . L.p . "1 T ~T . T ~T .
Entonces: K = 54" M(q)¢ = Z B (miq" IpIpd+q JIp Lido,q)

n

Clgao 1 .
K = 54"M(g)j = 54" [Z (mid b, p, + JS,I«-I-JO,)] d

i

M(q) = !Z(m,-J,{ gy + JE:IJW',)]

1=1

¢Quiénes son los Jacobianos J .y J ?

N

)
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones) W Ve
Ent . . l-T . . 1 T +T . T +T . . .
ntonces: [ = 5(1 M(q)g = Z 5 (mi(] Jpdpq+q JO,It'iJO,(I) Eslabén i
B B e PPl D T T :
K = X M(q)q = X 2,: (miJpdp +Jp1ado,) | g
n
M(q) = !Z(m,- JET, + I IJ%)]
i=1
¢Quiénes son los Jacobianos J .y J ? J. _ OPc, OFc, JdFc, 0 0
—_ = Ba B By
— Son un poco diferentes a las de cinematica diferencial, JM _ [61~1 S | 0]

puesto que aqui necesitamos matrices que representan
el jacobiano hasta el centro de masa i, y no el jacobiano {1 siies de revolucion

. €; =
de referente a la terminal. " 10 siies prismatica
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones)

Entonces, la resolucién del modelo dinamico a partir de la formulacion de Lagrange

es ‘SIMPLEMENTE":

Resolver -» M(q)¢+ Cl(q,q) + G(q) =T

.TIM(q) -

. T gy
Donde: M(q)§ +M(q)§ — = : — =T
.TOM(q) - 9q
4 ¢ 4

M(q) =

> (midld, + JELL, )}

i=1

OFc, OFc OPc
=== ...,—,0,...,0
dq  Oqo aq;

_ {1 si 1 es de revolucion
g —

0 siies prismatica
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Lagrange (varios eslabones) W Ve /-‘
o

°
L ]
Entonces, la resolucién del modelo dinamico a partir de la formulacion de Lagrange Eslabén i
es “SIMPLEMENTE”:
Resolver — i+ C(q,q)+Gq) =71
oy

Donde: M(q) + -

..... Por suerte hay un

algoritmo!!!

i es de revolucion
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Algoritmo de Lagrange

Utiliza la representacién de Denavit-Hartenberg basada en las matrices de transformacion
homogénea (4x4), provocando una complejidad computacional de orden 4 (n*) por la
redundancia contenida en las matrices , A,

L1. Asignar a cada eslabén un sistema de referencia de acuerdo a las normas de DH.
L2. Calcular las matrices de transformacion . ,A. para cada eslabon i.

L3. Calcular las matrices U,.j segun se definen:

d oA; _ { 0A4;1Qj j—1A;i st j <1
()qJ 0(4x-'1) S1 ] > 1

(}IY[ _] =

[0—100} [ooool
1 0 00| . .  ; {0000 ., .
Q; = 00 00 si la articulacion 1 es de rotacion Qi = 000 1! la articulacion 1 es de traslacién
[0 00 OJ 0000
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Algoritmo de Lagrange

L4. Calcular las matrices U,.jk segln se definen:

, U, 04;-1Q; j—1Ar-1Qk k-1A4i
Uik = 20 =< 041Qk k—14-1Q1 j—14;
' 0(-1><4)

0—-100
Q; = Ll) 8 8 8‘| si la articulacion i es de rotacion Qi
[0 00 oJ

LS. Calcular las matrices de pseudoinercias J..

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

[ fz.x?dm fz x;y;dm fi:z:izidm ﬁ 2;dm ]|

fi y;x;dm fl y?dm fl Yz dm fl y;dm

fi zix;dm fz z;y;dm fl zz-zdm f? z;dm

i fl r;dm fz y;dm fl z;dm fz dm |
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Algoritmo de Lagrange
Lé6. Calcular la matriz de inercia M (nxn) donde cada término m; se calcula como:
n my; Mo ... myy,
mjj = Z Tmza(UijkU,{i) may
k=max(i,j) M = ’
con'd, 1 =1,2; 10
Mmpyy My2 ... Man

L7. Calcular los términos ¢, _que ayudaran a armar el vector de coriolis C.
n
Cify = E Tra:a(UjkajU:iIi‘) coni,kkm=12 ..n

j=maz(ik,m)

L8. Calcular el vector de fuerzas de coriolis C donde cada entradai es o

C

n n CQ

G = Z Z Cikm(jk(jm C=

k=1 m=1
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Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Algoritmo de Lagrange
L9. Calcular el vector de fuerzas gravitatorias G, cuyas entradas g, son:
n ) q > gl
gi = Zl(—mngﬁ Jrj) . .glyo g2
1= g0 G = ’

0 [ g
gn
Donde g es el vector de gravedad en la base {SO} y ‘rj es el vector de coordenadas homogéneas
que apunta al centro de masa del elemento j, expresado en la base i.

L10. Conformar la ecuacién del modelo dindmico:

7=MI(q)¢+ C(q,q) + Glq)

DINAMICA
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

L,
—> ° Robot con eslabones rigidos

4 ' ° Tramo recto vertical fijo

- m, .

A
e e m, e  Primer articulacién: de rotacion
7/ '

° Segunda articulacion: de traslacion

d, : e Pesomlaunadistancial,

\ 4

° Pesom,auna distancia d2
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DINAMICA
Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

L1. Asignar a cada eslabon un sistema de referencia de acuerdo a las normas de DH.

Parametros de DH para cada articulacion

z Articulacion 0, d a @

i i i

\ 4

)

0

d,

-90
0
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Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

L2. Calcular las matrices de transformacion A, para cada eslabén i.

C-vgi —CQ,'SGI' S(\‘,-SQ; (l,‘Cg,'
. A'_ 59,' C-'O‘,‘Cg,' —SO’,‘C‘H,‘ (l,‘Sﬁ,‘
T ) Say Co; d;
0 0 0 1

co, 0 —S6, 0

4_591 0 C# 0
04417 1o -1 0 o0

0 0 0 1 [

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Parametros de DH para cada articulacion

Articulacion

0, d, a [

1
2

) 0 0 -90
0 d, 0 0

w 042 = 041142 =

C-'gl 0 —591 —(12501
St 0 C6 dCty
0 =1 0 0
0 0 0 1
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Formulacion Lagrangiana
co, 0 —56, 0 1000
A |56 0 cooof 0100
L3. Calcular las matrices U, =19 1 o o Y72 001 dy
0 0 0 1 Lo 00 1J
—S6, 0 —C#, 0 Ch 0 —SO, —dySh,
g _%A1_ | co 0 —s6; 0 Y. T sha= oy 1hp =0 0 T A
ll:¢_= T — - e s
96, 8 8 8 8 27 "5d, ) 0 0 0 1
—S6;, 0 —CO; —doCH, 000 —S8
. _o0As | o 0 —S6 —dySH, U‘).):a()/l‘z: 000 C#
27799, L 0 0 0 0 27 9d, 000 0
0 0O 0 0 000 O
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Formulacion Lagrangiana
~S6, 0 —C8; 0
a0Ar | ce, 0 —s6; 0 9o A1
L4. Calcular las matrices U % 1o 0 0 o U= =00
) ijk 0 0 0 0 :

S0 0 e A —56, 0 —C8; —dyCh, 000 —S6
—-CH, 1 o 7 _0oA2_ | CH 0 —SO; —drSH ) 99 As 000 CoO

Uy = QU1 _ | =860 0 —Cy 0 Uiy = ()’Cu — (0] Un="=10 0 0 e =222 |0 00 b

00, 0 0 0 0 ddo 0 0 0 0 000 O
0 0 0 0
0 Up Uy 2. 012 _
g 30 122 = — 0]
21= "0 0] 9ds

—CO, 0 SO, drSH 000 —C#o

e g UQ[ . —50[ 0 —C’6’1 —(1200[ B0, 0 Uy = 000 —56

M= "1 0 0 o0 0 227 "ady 000 0

0 0 0 0 000 0
000 —C8 A
_OUp (000 —S6 _0Uyn

Um="3"=1000 o Um =52 = [0]

000 0
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Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

LS. Calcular las matrices de pseudoinercias J,

00 O 0

0 0 0 0

9= 0 0 mlez mL,

00 mL m
000 O
000 O
2000 o0
0 0 0 m,

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Elemento 1

DINAMICA

Util

[ fl x?dm fl xy;dm fl x;z;dm fz 2;dm]|
yizdm [y2dm [ yizdm [ ydm
2 191 2 2
zizidm [ zydm [ 22dm [ zdm
() { 17t 1

i fl r;dm fl y;dm fl zdm fz dm |

Elemento 2
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Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

Lé6. Calcular las matrices de inercias M

my= i Tra;a(U“JkU“T)=Tr(U”J|U,,T)+T1~(U2,J2U3,T)

k=max(1,1)
G,
—Tr ClSlleml
0
0

=(C7 +87)mL? +(C2 + 87 )dy’my = myL)* +m,dy’

S,C,L°m,
S2L*my
0
0

)

0
0
0

o O

0
0

+Tr

C2dy’m,
S,C\dy’m,
0
0

S,C,dy°m,
S d,*m.
0
0

S

S O

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
n
T
mi; = Z TT(IZG,(U]{J‘J]{UA.I-)
k=max(i,j)
00 O 0 00 0 O
00 0 0 000 O
Ji= 2 J,=

00 mL mL, 00 0 O
00 mL m 00 0 m,

—-S6, 0 —C#; 0 ,

oo _A1_ | cor 0 —S8 0 U‘):aUAlz[O]
U=, 1 0 0 0 0 2754,
0 0 0 0
-56, 0 —CO, —dpC6,

7 %Ay | Co 0 —S6; —drS6,
=99, 1 0 0 0 0
0 0 0 0
000 —56
o Ay |00 0 6
27 9d, 1000 0
000 0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

Lé6. Calcular las matrices de inercias M

mi2 = i Ti'a:a(UszkU“T)=TI'(U23J3UzIT)

k=max(1,2)

S,Cdm,  S*dym, 0 0
| Crm —5iCdm 0 0| ooy m —5Cdmi=0

0 0 0 0

0 0 00

mo1 = Z Tra:a(U“JLUAZV'V)=TI'(U21J2U22T)
k=max(2,1)
S,C,dm, —Cjldym, 0
S2d,m, -S,Cdym, 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0

=Tr =S§,Cdym, —S,Cdym, =0

Util
n
T
mi; = Z TT(IZG,(U]{J‘J]{UA.I-)
k=max(i,j)
00 O 0 00 0 O
00 0 0 000 O
Ji= 2 J,=

00 mL mL, 00 0 O
00 mL m 00 0 m,

—-S6, 0 —C#; 0 ,

oo _A1_ | cor 0 —S8 0 U‘):aUAlz[O]
U=, 1 0 0 0 0 2754,
0 0 0 0
-56, 0 —CO, —dpC6,

7 %Ay | Co 0 —S6; —drS6,
=99, 1 0 0 0 0
0 0 0 0
000 —56
o Ay |00 0 6
27 9d, 1000 0
000 0
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Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

Lé6. Calcular las matrices de inercias M

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util

mi; = Z Tmza(Uijkai)

k=max(i,J)

2 00 O 0 00 0 O
Moy = Z Tra:a(UkzJkU“'")zTr(UzngUnT) , - U4 9 " 0000
k=max(2,2) < 00 m]LIZ mlLl % 0 0 0 0
00 mL m 00 0 m,
Slznzz _"S]C|”12 O 0
SC 2 0 —S56, 0 —C8, 0 A
- m m, ¢ y - 2]
0 0 0 0 %1 2
0 0 0 0
0 0 0 0
—Sgl 0 —C'Gl —(126'91
7 %Ay | Co 0 —S6; —drS6,
=99, 1 0 0 0 0
0 0 0 0
M = mip M2 _ mlL,2+m:d22 0
Sl Moy Moo - 0 m, 000 —S8
“ ., = 2042 _ 1000 C6y
27 9d, 1000 0
000 0
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Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

L7. Calcular los términos ¢, que ayudaran a armar el vector de coriolis C.

2
C111= Z Traza(Uj“ J; Ule) = T"(Um Ji U11T)+T"(U211 I U21T)

J=max(LL1)

-, SmL* -S*mL* 0 0 -8,Cid}*m, —=S2d,*m, 0 0
T c’mlL?  CSmL? 0 0 - C’dym, S,Cdym, 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

=-CSm,L>+CSm,L> - d,"S,Cym, +d,*S,Cym, =0

Cikm =

U

DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util

Z Tra:a(UjkajU}-;) coni.k,m=12,..n

j=max(ik,m)

00 0 0 000 O
. 00 0 0 B 000 O
"“lo o mlLIZ myL, 1000 o0
0 0 mL m 00 0 m,
=56, 0 —=C8; 0 -850, 0 —CH; —dyCb,
Uy=| %0 0 =560 |CoH 0 56 —dsS6;
i 0 0 0 of"7 0 0 o 0
0 0 0 0 0 0 0 0
_001 0 501 0 —091 0 591 (12561
~5610 0 —~Coy 0| ,; | =S50 0 —CO —dyC6,
o o o of M 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Formulacion Lagrangiana .
Citen = Z Tra:a(UjkajU;f) coni.k,m=12,..n
j=max(ik,m)
L7. Calcular los términos ¢, que ayudaran a armar el vector de coriolis C.
00 O 0 0 0 0
2
N 00 0 0 000 0
C ) = ¥ . . .T — > T b— —
. /=m§:”)T’a2a(U/12J,U,1 ) o (U212 il ) y 0 0 mlLIZ mL, & 000 O
‘ ”7 00 mL m 00 0 m,
Cdym, SCdym, 0 0
2
—qp| SiC1%my Sdmy O O s o sPam ddm, —56, 0 —CO; —dyCh;
0 0 00 UOIZaUAQZ Ch 0 —S8; —dySh,
- 06, 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
2
€121 = z Tmza(szl J; U‘/IT)ZT"(Uzzl I, Ule) 000 —C8
j=max(1,2,]) iy =Tl OUy 1000 —S6
HUTPAET Toi 000 0
000 O

como: U, =U, , —c, =¢ ,~dm
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Formulacion Lagrangiana .
Citem = Z Tra:a(UjkajU;f) coni,k,m=12,..,n
j=max(ik,m)
L7. Calcular los términos ¢, que ayudaran a armar el vector de coriolis C.
5 00 0 0 000 0
e = Y T"aza(UmJjU./zT)zT”(U2“J2U22T) Bl o g A
Jj=max(2,1,1) 00 mL mL, = {0 0 0 O
0 0 mL m 00 0 m,
-S,’d,m, S§,Cid,m, 0 0
S,C.d,m, —C/’dm, 0 0 00 B iy -
=Tr| 1717272 - = 8,%d,m, — C’d,m, 4 —d,m, a4 |looo cs 0 U
0 0 0 0 Uz = od, 000 0 Uz = Ads =l
0 0 0 0 000 O
, —CO, 0 SO, dSh,
55— 3 T\ _ 7. T) _ : d Uay =S50 0 —CO, —d)CH
0122—jzm%n)Tlaza(U_mJ_, U, )—Tz (U222J2U21 =0 Usyy = 5 -] 0 0 o h

0 0 0 0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Formulacion Lagrangiana .
Citem = Z Tra:a(UjkajU;f) coni,k,m=12,..,n
j=max(ik,m)
L7. Calcular los términos ¢, que ayudaran a armar el vector de coriolis C.
2 0 0 0 0 ] 00 0 O
5 T\ _ . T
€212= Z T'aza(UA,-lzJjUﬂ )—Tl(UszUzz) pof00 o ) 0 |0 00 0
Jj=max(2,1,2) oo m[; mL, = {0 0 0 O
0 0 mL my | 00 0 m,
SCm, -C’m, 0 0
2 -
=TF St SiCay 0 0 =S$,Cim, —C,Sm,)=0 000 —56
0 0 0 0 U)_):dgAz: 000 Co
° Ad: 000 O
0 0 00 8 W& n
2
Co21= Y, Traza(Up, J;U," ) =Tr(Uy, J, Uy, ) 000 —C6
j=max(2,2,1) o B AUy [0 00 —5S6
27 "4,  [000 O
000 O

como. U221 - U212 —Cn T 60T 0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Util
Ejemplo - Formulacion Lagrangiana .
Citen = Z Tra:a(UjkajU;f) coni.k,m=12,..n
j=max(ik,m)
L7. Calcular los términos ¢, que ayudaran a armar el vector de coriolis C.
00 O 0 ] 00 0 O
5 j 00 0 0 J 000 O
§ \ &1 = 2 5=
C22= Y Traza(Up, J;U},")=Tr(Up, J, Uy, ) =0 00 mL mL, 000 0
j=max(2,2,2) o 0 0 mL m | 00 0 m,
0 0 0 —S8,
- _ %Ay o0 0 C6
2 " ey 000 0
000 0
9 Uy
Uz = — 22=[ ]
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Ejemplo - Formulacion Lagrangiana
L8. Calcular el vector de fuerzas de coriolis C

2 2
g E E clkmkgm = c1116101 + cr2bids + c121d26) + c122dads
k=1 m=1
= 091“) + 2dymabydy + O(Zg = 2dymob; dy

2 2
c2 = E E CkmGrgm = ca116161 + ca126hda + ca21dably + c202dads

k=1 m=1
c- [

= —(127)129}2 + 2.0.91(?2 + 0(13 = -—(12771-_291‘2

n

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

mn

DINAMICA

G = Z Cikm(jk(]m
k=1 m=1
hi11 =0 hi12 = damy
hi21 = damy hi22 =0
hoi1 = —damy  hg12 =10
hao1 =0 hae =0
2dymofy dy

—d> 171.2912

|
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular

Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

L9. Calcular el vector de fuerzas gravitatorias G

Recordando quer, es el vector de coordenadas homogéneas de posici{on del
centro de masa de| eslabon j expresado en el sistema j, se tiene:

U, = BAi
3 by =[0,0, L1, 1] 1o
g =z“(—m,ngl-"rj)z—mlgU“lrl—ngU212r2 2ry =[0,0,0,1]
j=1
-56
-5, 0 -c, oo -5 0 <€ —-d00 . oo,
o l0 0 — ol GO S 0ff0 0 0 e ol GO S —asilo] 0
=-m| _g]ooooq_mz[ =0 6 0 o |of 0
0 0 0 ofr1 00 o0 |1
2
g2 = z“(—mng_,-2 -’r/-) =-mgU,, 'r, —m,gU,, °r,
0 00 0 -57[0
0 000 C |0
—-m[0 0 —-g o][0]| |-mf0 0 —g 0 =0
| & ][]L, ma| ¢ %o 60 oo
1 000 0|1

T
9i = Z(“mngﬁ -’r‘,-) g=
j=1

Util
« 9
0 . :
g en Sy G = .
L (] ) [ . J
In
—S6; 0 —C#; 0]
ch 0 —S6; 0 94
0 0 0 0 2=~ =[0]
0 0 0 0 i
0 —CO; —dyCh, 000 —S6
0 —S6; —d»S6, U 000 C6
0 0 0 271000 0
0 0 0 000 0
0
G =
0
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DINAMICA

Modelo dinamico - Robot rigido multiarticular
Util

A = {m,le +myd,” 0 }

0 m,

Ejemplo - Formulacion Lagrangiana

L10. Conformar la ecuacion del modelo dindmico:

7 =Milq)§ + Clq,q) + Glq) Y
i [2(12]71291 (12]

) & S —(1277129]2
|:le|_|:”111‘12+"12(12— O} 6, " 2d,m,0,d, _{0}
0
T, = (mlle +mzdzz)61 +2d,m,0,d,

F,= mzéjz _dzmzélz
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