SOLUCIONES DEL EXAMEN DE MATEMATICA DISCRETA II
21 DE JULIO DE 2005.

Ejercicio 1

(1) n=-3mod(n+3), = n®=-2Tmod(n+3), = 3n3—1ln+48= 81 +33+48 =
0 mod(n+3), de donde se deduce que 3n3 —11n+48 es miiltiplo de n+3 como se querfa demostrar.

(2) Sea h = mcd(a,b) > 1. h divide a a y divide a b, luego h divide a cualquier multiplo be de
b, y como divide a a, divide también a la diferencia bc — a. Tenemos entonces que h es un divisor
comun de b y de bc — a. Luego divide al med(bc — a,b). (i)

Sea k = mced(be — a,b) > 1. k divide a be — a y divide a b; luego k divide a cualquier multiplo
be de b, y como divide a be — a, divide también a la diferencia be — (bc — a) = a. Tenemos entonces
que k es un divisor comin de b y de a. Luego divide al mcd(a,b). (ii)

De (i) y (ii) se deduce que h y k son enteros > 1 tales que uno divide al otro y reciprocamente.
Entonces h = k como queriamos demostrar.

(3) Sea a = 3n® — 11n. Como n > 2 se tiene @ > 3-23 — 112 = 2,

Sea b =n + 3 > 5. Sea c¢ entero positivo tal que bc — a = 48. Debemos probar que existe tal c.
En efecto, queremos que (n + 3)c = a + 48 = 3n3 — 11n + 48, o lo que es equivalente

3n3 — 11n + 48
C:
n+3

El numerador es igual a a + 48 > 50 y el denominador es mayor o igual que 5. Luego ¢ es mayor
que 0. Por la parte 1) el numerador es multiplo entero del denominador, entonces ¢ es entero.
Por la parte 2) se tiene

med(a,b) = med(be — a,b) (u31)

para todos a, b y ¢ enteros no nulos, en particular para a, b y c los enteros positivos elegidos antes
en funcién de n. Sustituyendo en (iii) las expresiones a = 3n® — 11n, b=n +3 y bc —a = 48 se
deduce med(3n3 — 11n,n + 3) = med(48,n + 3) como se querfa demostrar.

(4) Descomponiendo en factores primos: 48 = 24 - 3. Luego, los divisores positivos de 48 son
1,2,4,8,16,3,6,12,24 y 48.

(3n3 — 11n)/(n + 3) es entero si y solo si 3n® — 11n es miiltiplo entero de n + 3. (iv)

Por la parte 1 se tiene que 3n® — 11n + 48 es siempre multiplo entero de n + 3. Entonces
restando esta condicién y la (iv) deducimos que

(3n3 — 11n)/(n + 3) es entero si y solo si 48 es multiplo de (n + 3), o lo que es equivalente,
n + 3 es divisor de 48 (v).

Por otro lado, sabiendo que n es natural, se tiene que (3n® — 11n)/(n + 3) es no negativo. Por
lo tanto, cuando es entero, es natural.

De (v) deducimos que los valores naturales de n buscados son aquellos que sumados a 3 dan
como resultado alguno de los divisores positivos de 48, o sea n =1,5,13,0, 3,9, 21 y 45.

Ejercicio 2.



(1) El producto de clases de congruencia modl2 se define como la clase de congruencia
[n][m] = [nm]. Esta operacién es cerrada en Ujs pues si med(n,12) = 1y med(m,12) = 1 en-
tonces med(nm, 12) = 1. Luego el resto r de dividir nm entre 12 también cumple med(r, 12) = 1,
de donde [nm] = [r] € Ua.

La propiedad asociativa se cumple porque el producto de clases de congruencia en Zio es
asociativo (enunciado en el tedrico). Luego lo es en particular restringido al subconjunto Uss.

El neutro [1] mod12 del producto en Z2 pertenece a Uy porque med(1,12) = 1.

Finalmente resta probar que todo [n] € Z;2 tiene un inverso en Zj2. Sea n tal que med(n, 12) =
1 Por la propiedad de combinacion lineal del maximo comun divisor, se tiene que existen a y b
enteros tales que na + 12b = 1. Entonces también se cumple med(a,12) =1y [a] € Uyo. Ademds
[na + 12b] = [1] modl2, luego [n]la] + [12][b] = [1] modl2. En Zio : [12][b] = [0][b] = [0] ¥
[n][a] + [0] = [n][a]. Luego obtuvimos [a] € Uy tal que [n][a] = [1], o sea existe inverso de [n] en
U192 como queriamos demostrar.

(2)

Uiz = {11, 5], 7], [11]} € Zuz

Para construir la tabla de operacién efectuamos los productos entre dos elementos cualesquiera
de Ujo. Si uno de los factores es [1], el resultado es el otro factor. Con eso completamos la primera
fila y la primera columna de la tabla (A) que estd mas abajo. Ademés el producto es conmutativo,
asi que llenando los espacios de la tabla en la diagonal principal y por encima de ella, se completa
por simetria abajo de la diagonal. Operando con el producto de las clases de congruencia modulo
12, se tiene:

[515] = [25] = [1], [5][7] = [35] = [11], [5][11] = [55] = [7],

[7107) = [49) = [1], [7[11] = [77) = [5], [11][11] = [121] = [1]

Luego la tabla es:

U2, ) [] [5] [7] [11]
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(3) Sea G = {e,a,b, c} un grupo, con cuatro elementos (o sea todos diferentes entre si), donde
e es el neutro y tal que a®> = e, b?> =e, ¢® = e. Construyamos la tabla de operacién del grupo.
Como e es el neutro ex = ze = = para todo x € G. Con ello se completa la primera fila y la
primera columna de la tabla (B) que estd més abajo. Ahora completemos la segunda fila: aa = e
por hipétesis. ab # a porque de lo contrario, por la propiedad cancelativa, tendriamos b = e lo
que es absurdo. ab # e porque de lo contrario tendriamos ab = aa y por la propiedad cancelativa,
deduciriamos b = a lo que es absurdo. Finalmente ab # b porque de lo contrario por la propiedad
cancelativa tendriamos a = e lo que es absurdo. Por lo tanto la tnica posibilidad que resta es
ab = ¢. Andlogamente obtenemos

ac=b, ba=c, bc=a, ca=b, cb=a

lo que permite completar la siguiente tabla:



(G, )‘ e a b c

e e a b c

(B) a a e ¢ b
b ¢ e a

c b a e

Sea ¢ : Uis — G la aplicacién biunivoca tal que

e([1]) = e, o([5]) = a, @([7]) =b, @([11]) =¢

Se observa, comparando las tablas (A) y (B) que al elemento de Uja que estd en la fila [i], columna
[7] de la tabla (A) (es decir al elemento [i] - [j] € Uy2) le corresponde por ¢ el elemento de G en
la tabla (B) que estd en la fila ¢([i]), columna ¢([j]), (es decir el elemento ¢([i]) - ¢([4])). Por lo
tanto

p([t] - [51) = (li]) - ([5])
concluyendo que ¢ es un homomorfismo de grupos. Como ademads ¢ es biyectivo por construccion,
se tiene que es un isomorfismo. Luego U2 y G son grupos isomorfos como queriamos demostrar.

Ejercicio 3

(1) Sea ¢ : G — G definida por p(g) = g™ para todo g € G.
Sabiendo que G es abeliando se tiene (g192)™ = ¢7"g5". Luego:

©(9192) = (9192)™ = 91"95" = ¢(91)¢(g2)

lo que prueba que ¢ es un homomorfismo del grupo G en si mismo. Ahora probemos que es
inyectivo y sobreyectivo.

Kerp ={g € G: g™ = e}. Si un elemento g € G cumple g" = e entonces m es multiplo del
orden de g. Pero por el teorema de Lagrange el orden de g divide a |G| = n. Entonces el orden
de g es un divisor comin de n y de m. Por hipétesis med(n,m) = 1, de donde se deduce que el
orden de g es 1. Entonces g = e. Hemos probado que todo elemento g del nicleo de ¢ es igual a
e. Entonces Kery = {e} y por el teorema visto en el tedrico ¢ es inyectiva.

Ahora probemos que ¢ es sobreyectiva, o sea demostremos que el grupo G’ imagen de G
por ¢ coincide con todo G. Sabemos que G’ estd contenido en G. Por el primer teorema de los
homomorfismos G/ Kery es isomorfo a G'. Entonces tienen la misma cantidad de elementos:

Gl 16l _ g

G
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Luego G’ es un subconjunto de G que tiene la misma cantidad (finita n) de elementos que G.
Entonces G’ = Gy ¢ es sobreyectivo.

Como ¢ es un homomorfismo biyectivo, es un isomorfismo como queriamos demostrar.

(2) Por la parte anterior tenemos que ¢ : G — G definida por ¢(g) = g™ es biyectiva. Entonces
es invertible, es decir, para todo a € G existe (y es unico) un g € G tal que g"* = a. Esto prueba
que para todo a € G existe (y es Unica) una solucién z = g de la ecuacién ™ = a como queriamos
probar.



Ejercicio 4.

(1) Si fy g pertenecen a Ny entonces f(1) =0, g¢(1) =0. Luego (f +¢)(1) = f(1) +¢(1) =
0+0 =0y se cumple que f+g € Ny. Ademés —f(1) = —0 = 0 y se cumple —f € Nj. Lo anterior
prueba que (N7, +) es un subgrupo de (A, +). Ahora probemos que para toda f € N; y para toda
h € A el producto hf € Ny. Como el producto es funciones es conmutativo esto implica también
fh € Ni. Si f € Ny entonces f(1) =0, luego (hf)(1) = h(1)f(1) = h(1)0 = 0, de donde hf € Ny,
terminando de probar que Ny es un ideal de A.

Si fy g pertenecen a Ny entonces f(1) = f(2) =0, ¢(1) = g(2) = 0. Luego (f + ¢g)(1) =
f1)+9(1) =04+0=0y (f+9)(2) = f(2) +9(2) =0+ 0 = 0. Por lo tanto f + g € Na.
Ademds —f(1) = =0 =0y —f(2) = —0 = 0. Entonces se cumple —f € Nj. Lo anterior prueba
que (N2,+) es un subgrupo de (A,+). Ahora probemos que para toda f € Ny y para toda
h € A el producto hf € No. Como el producto es funciones es conmutativo esto implica también
fh € Na. Si f € Ny entonces f(1) = f(2) = 0, luego (hf)(1) = h(1)f(1) = A(1)0 =0y
(hf)(2) = h(2)f(2) = h(2)0 = 0, de donde hf € Nj, terminando de probar que N» es un ideal de
A.

(2) Sea @ : A — IR definida por ®(f) = f(1). Se cumple:

O(f+9) = (f+9)(1) = f(1) +g(1) = 2(f) + D(9)
®(fg) = (fg)(1) = f(1)g(1) = @(f)®(9)

Luego @ es un homomorfismo de anillos.

Ademids ® es sobreyectiva pues dado a € IR sea la funcién f = a constante. Se cumple
®(f) = f(1) = a. Todo ntimero real a es imagen por ® de alguna funcién f € A.

Hallemos el nicleo de ®: Ker® = {f € A: f(1) = 0} = Nj. Por el primer teorema de los
homomorfismos de anillos A/Ker® = A/N; es isomorfo a IR como querfamos demostrar.

(3) N7 es un ideal maximal porque el anillo cociente A/Np es un cuerpo, ya que por la parte
anterior es isomorfo al cuerpo de los reales. Se aplica el siguiente teorema visto en el tedrico:

(*) Un ideal N de un anillo A es maximal si y solo si el anillo cociente A/N es un cuerpo.

(4) N2 es un ideal de Ny porque No C Ny C A, Ny es un ideal de A y Nj es un subanillo de
A (por ser un ideal).

Sea ¢ : N1 — IR la aplicacién ¢(f) = f(2). Anédlogamente a lo demostrado en la parte 2, ¢ es
un homomorfismo de anillos. Es sobreyectivo porque dado a € IR la funcién f(z) = a(z—1) cumple
f(1) =0, f(2) = a, entonces, para todo a € IR existe alguna funcién f € Nj tal que ¢(f) = a.
Hallemos el niicleo de ¢: Ker¢p ={f € N1: f(2)=0}={f€ A: f(1) =0, f(2) =0} = Ns. Por
el primer teorema de los homomorfismos de anillos se tiene Ny /Ker¢ = N1 /Ny es isomorfo a IR.
Como IR es un cuerpo, por el teorema (*) enunciado en la parte 3) se cumple que Ny es un ideal
maximal de N7 como queriamos demostrar.

Por otra parte Ny no es un ideal maximal de A porque existe el ideal N7 tal que Ny C N7 C A
y N1 no es ni A ni Ny. (En efecto la funcién f(x) = (x — 1) estd en N1 y no estd en N, lo que
prueba que N no es No; y la funcién g(x) = 5 constante estd en A y no estd en Ny, lo que prueba
que Nj no es A).



