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Ejercicio 1.

a. Como mcd(19,2) = 1y »(19) = 18 = (2)(3?) basta con probar que 26 # 1 (méd 19) y
29 # 1 (méd 19). Calculamos: 26 = 64 = 7 (méd 19) # 1 (méd 19) y 2° = 2623 = 7(8)
(méd 19) = 56 (méd 19) = 18 (méd 19) £ 1 (méd 19).

b. (Ejercicio 8bi del practico 9.2) Si m es el orden de g en U(p?) = g™ =1 (méd p?) =
P’ (gm—1)=p|(g"™—1)= g™ =1 (mdd p) y entonces el orden de g en U(p) divide a
m. Al ser g raiz primitiva médulo p, el orden de g en U(p) es p— 1y por lo tanto p—1 | m.

c. Por la parte anterior sabemos que si m es el orden del 2 en U(19?), 18 | m. Pero ademas m |
©(19%) = 18(19) por lo que m = 18 o m = 18(19). Calculamos 2'® (méd 361) (usaremos
que 361(3) = 1083). 210 = 1024 = —59 (mdd 361) = 22 = (-59)(4) = —236 = 125 =
21 = 1000 = (—83) = 2!7 = —332 = 29 y entonces 2'® = 58 (méd 361) # 1 (méd 361).
Por lo tanto m # 18, y entonces m = 18(19) por lo que 2 es raiz primitiva médulo 361.

d. (Ejercicio 10a del practico 9.2) Al ser p primo impar tenemos que med(2,p?) = 1y
por lo tanto, utilizando el Teo Chino del Resto tenemos que

m_ , 2 2™ =1 (méd 2)
z™ =1 (méd 2p )@{ 2™ =1 (méd p?).
Si x es impar, ™ es impar y por lo tanto ™ = 1 (méd 2) y entonces 2 = 1 (méd 2p?) <
2™ =1 (méd p?).

e. Tomando = 2 + 361 = 363 y p = 19, tenemos que 2p? = 2(361) = 722 y por la
parte anterior tenemos que (363)™ = 1 (méd 722) < (363)™ = 1 (mdd 361) & 2™ =1
(mdéd 361) < (18)(19) | m (lo dltimo por la parte c). Asi que el orden de 363 en U(722)
es (18)(19) = ¢(722) por lo que 363 es raiz primitiva médulo 722.

Ejercicio 2.

a. 22 € H=o(2?) |24 = o(2?) € {1, 2,3, 4,6, 8, 12, 24} y 20(z?) € {2, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48}

ofz)
med(o(x), 2)
med(o(z),2) # 1 = med(o(z),2) = 2 = o(z) = 20(z?). Por lo tanto 20(x?) = o(x) J 24 asf
que las tinicas posibilidades para o(z) = 20(2?) son 16 y 48.

(respectivamente). Como x ¢ H, o(x) /24 y en particular o(x) # o(z?) =

b. (Ejercicio 4 del practico 9.2) Como 241 es primo, el teorema de la raiz primitiva nos
asegura que existe g € G tal que G = (g) = {¢™: m € {1,2,---,240}}. Como

o(9) 240

olg") = mcd(o(g), m) - med(240,m)

240
tenemos que o(¢"™) | 24 < med(240,m) | 24 < 10 | mcd(240,m) < 10 | m. Entonces
H={g":me{1,2---,240} y10 | m} = {g'% : 2 € {1,2---, 24}} y por lo tanto

H4H = 24.

c. Calculamos el orden de 2 en U(241) : 28 = 256 = 15 # 1; 2° = 30, 210 = 60, 2! =
120, 2'2 =240 = -1 # 1 y 224 = 1. Por lo tanto o(2) | 24 y o(2) J 8, 12 por lo que
0(2) = 24. Ahora (por consecuencia de Lagrange) si h € (2), o(h) | [(2)] = 24 y entonces
h € H. Por lo tanto (2) C H y como ambos conjuntos tienen 24 elementos (2) = H.

Para listar los elementos de H, observamos que como 2'2 = —1, entonces 2127+ = —2F =
241 —2% (méd 241). Asf que los elementos de H son las clases de £2% con k =0, 1,--- , 11;
los listamos a continuacion:



k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
ok = 1 2 4 8 16 | 32 | 64 | 128 | 15 | 30 | 60 | 120
2124k = 1 940 | 239 | 237 | 233 | 225 | 209 | 177 | 113 | 226 | 211 | 181 | 121

d. Por la parte anterior tenemos que 11 ¢ H y 112 = 121 = 223 € H. Asf que por la parte a),
o(11) € {16, 48} y 0(112) = 20(11) € {8, 24} respectivamente.
Pero como 112 = 223 y med(23,24) = 1, 0(112) = 0(2%3) = 0(2) = 24 por lo que o(11) = 48.
24 24 0(10)
. 0(10%) = 0(2%) = ———— = =~ = 6. Ent —
e o(10%) = 0(27) = T q5120) ~ 4 HHOREES hed(0(10), 5)
0(10) # 6 por lo que 0(10) = 30.

=6y como 10 € H,

f. Por las partes anteriores tenemos que 0(10°) = 32 = 5 y o(11) = 48. Como mcd(5,48) = 1
tenemos que 0(10%(11)) = 5(48) = 240 y por lo tanto 10°(11) es rafz primitiva médulo 241.

Otra posibilidad es que 0(10?) = 15 que es coprimo con o(113) = 16, asf que o((10)?(11)3) =
15(16) = 240 por lo que (10)%(11)3 también es raiz primitiva médulo 241.

g. Tenemos que k = g% (méd 241) por lo que en U(241),

o(g) 240 240

k) = o(g?) = - g

olk) = olg™) = L d(o(g) ab) — med(240,50(36)) _ 80

Como 3 | 24 tenemos que k € H = (2). Asi que k = 2™ (mdéd 241) conm € {1, ---, 24} y
como 3 = o(k) = 0(2™) = med(24,m) concluimos que mcd(24, m) = 8 y por lo tanto por

lo que m = 8 o m = 16. Entonces k =28 = 15 0 k = 216 = 225.

Ejercicio 3. Las 3 primeras partes de este ejercicio se encuentran en las notas del curso, en

los enunciados y demostraciones de Teorema de Lagrange y del Teorema de Ordenes (Teoremas
3.8.1y 3.9.8).

a. (pag. 56) Sik € C, tenemos que g €c C & g~k o gk ' € He Ih c H: gkt =
h < 3h € H: g = hk. Entonces C = {hk : h € H}; es decir que multiplicando a k (a
la izquierda) por todos los elementos de H obtenemos todos los elementos de C'. Para ver
que #C = |H| resta ver que si h # h/, los elementos que obtenemos en C' (hk y h'k) son
distintos. Esto se debe a la propiedad cancelativa en un grupo G ya que hk = W'k < h = h’
(cancelando k).

B def. ker(F) 3

b. (pag.60) g ~ k < gk~! € H = ker(F) <—=——== F(gk~!) = ea. Al ser F homomorfismo,
tenemos que F(gk~!) = F(9)F (k™) = F(g)F(k)™'; asi que g ~ k & F(9)F(k)™! =
a = Plo) = F(b)

c. Enunciado (Teorema 3.9.8, pag.59): Si F' : G — A es un homomorfismo de grupos
finitos, entonces |G| = | ker(F)||Im(F)].

Demostracién (por ejemplo pag. 55 y pag. 60): Consideramos la relacién de equi-
valencia de la letra para H = ker(F'). El conjunto C = {C1, -+, Cp,} de clases de equiva-
lencia (distintas) es una particién de G (son disjuntas y su unién es G), asi que

Gl=Y"#C @ 3" |H| = m|H| = m|kex(F)|.
=1 =1

Resta ver que m = [Im(F)| (donde m es la cantidad de clases de equivalencia):

Fijado i, por la parte b) tenemos que Vk,g € C;, F(k) = F(g). Llamamos entonces
a; = F(g) siendo ¢ cualquier elemento de C; y como G = C; U --- U Cj tenemos que
Im(F)=F(Cy)U --- UF(Cy,) ={a1, -+, am}. Ahora, sii # j, tomando g € C; y g € C}

tenemos que g £ k (:b>) F(g) # F(k) = a; # a;. Por lo que m = #{a1, - -- , am} = [Im(F)|.

d. Por una consecuencia de Lagrange tenemos que si a € A entonces aldl = e4. Si F es so-
breyectiva A = Im(F) y entonces a/"™ )| = ¢ 4. Elevando ambos lados a | ker(F)| tenemos

[Im(F)|| ker(F)] ()]

k .
que a = e'A . = ey y por el Teorema de Homomorfismos concluimos que

alCl = e4.



