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Segundo parcial - soluciones

Ejercicio 1.

a. Si a es el orden de g en U(p?), en particular tenemos que g® = 1 (méd p?). Entonces p? divide
a g — 1 y entonces (por la transitiva de la divisibilidad) tenemos que p divide a g% — 1. Por lo
tanto tenemos que g* =1 (mdd p). Y como b es el orden de g concluimos que b | a.

b.

i)

iii )

Para probar que 10 es raiz primiitiva médulo 19, basta con probar que para cada primo ¢
divisor de 19 — 1 = 18, 10'®/9 #£ 1 (méd 19). Es decir (tomando ¢ = 2 y ¢ = 3), tenemos
que probar que 10° Z 1 (mdéd 19) y que 106 # 1 (méd 19).

Como 20 = 1 (méd 19), tenemos que 10> = 100 = 20 x 5 = 5 (méd 19); luego 10* = 52
(méd 19) = 6 (méd 19). Por lo tanto 108 = 102102 = 6(5) (méd 19) = 11 (mdd 19).

Por otro lado 108 = 36 (méd 19) = —2 (méd 19), y por lo tanto 10? = —20 (méd 19) = 18
(méd 19).

Por la parte i) el orden de 10 en U(19) es 18 y por la parte a) tenemos que si b es el orden
de 10 en U(19%), entonces 18 | b.

Por otro lado, como (19?) = 192 — 19 = 19(18) y b | ¢(19?) concluimos que b = 18
o b = 19(18). Para probar que 10 es raiz primitiva médulo 19% tenemos que probar que
b = 19(18). Por lo tanto basta con probar que b # 18. Para ésto, basta con ver que 1018 # 1
(méd 192).

Por el dato brindado en la letra tenemos que 10° = 3 (méd 19?); entonces 100 = 9
(méd 192) y 10 = 27 (méd 192). Utilizando el dato que y 3(19)2 = 1083, tenemos que
10% = 1000 = (—83) (mdd 19?).

Por lo tanto, 10*® = 10'10% = 27(—83) (méd 19?) = —2241 (mdéd 19?) = 2(—1083) — 75
(méd 19%) = —75 (méd 192). Como 192 = 361, concluimos que 1018 = —75 (méd 361) # 1
(méd 192).

Ya vimos que 10 es rafz primitiva médulo 192. Por lo visto en tedrico tenemos que 10 es
raiz primitiva médulo 19* para todo k. Como 10 es par, por lo visto en tedrico (y practico),
para cada k tenemos que 10 + 19 es rafz primitiva médulo 2(19)%.

Ejercicio 2.

a. Ver tedrico.

b. Por el Teorema de 6rdenes para homomorfismos, tenemos que si f : Sy — Zss es un homomor-
fismo, entonces 4! = |S4| = |Ker(f)||[Im(f)|. Por lo tanto, |Im(f)| divide a 4!. Por otro lado, por
el Teorema de Lagrange, como Im(f) < Zss tenemos que también |Im(f)| divide a 35. Como
med(4!,35) = 1 concluimos que [Im(f)| = 1 y por lo tanto Im(f) = {0} y entonces el tinico
homomorfismo es el trivial.

. En este caso, si f : Zi5 — Zg es un homorfismo, como Z15 = (1) veamos las posibilidades

para f(1) (ya que sabiendo el valor de f(1), si f es homomorfismo tendremos que para todo

m € {0,---,14}, f(m) = f(ml) = fA+---+1) = f(1)+---+ f(1) = mf(1). Como o(f(1))

m veces m veces

divide a o(1) = 15, tenemos que las posibilidades para o(f(1)) son 1,3,5 y 15. Pero ademads,
como f(1) € K, tenemos que o(f(1)) también divide a |K| = 6. Por lo tanto, o(f(1)) es 1 o 3.



» Sio(f(1)) =1, entonces f(1) es el neutro de K, es decir f(1) = 0, y entonces f(m) =m0 =0
para todo m € {0,--- ,14}.
= Sio(f(1)) = 3 entonces f(1) es 2 o 4. Entonces tenemos dos posibilidades para f: f(m) =

m2 = 2m para todo m € {0,--- ,14} y f(m) = m4 = 4m para todo m € {0,--- ,14}.
Ejercicio 3. Ver tedrico.
Ejercicio 4.

a. Laclave es ¢ = 1005 (méd 1009) = (—4)% (méd 1009) = 26 (méd 1009) = 21026 (méd 1009) =
1024(64) (mo6d 1009) = 15(64) (méd 1009) = 960 (méd 1009). Por lo tanto ¢ = 960.

b. Tenemos que 960 = (28)34 + 8 y 34 = (28) + 6, tenemos que 960 = 282 + 6(28) + 8, y por lo
tanto la clave es k = (1,6, 8) o pasado a letras es k = BGI.

c. Para desencriptar el mensaje, primero lo convertimos a una sucesién de niimeros segun la tabla:

WUFAGHFCWNKZBXHEN__DXMUG correponde a la sucesién

(23,21,5,0,6,7,5,2,23,14,10,26, 1, 24,7, 4, 14, 27, 3, 24, 12, 21, 6).
Restando (médulo 28) la sucesién
(1,6,8,1,6,8,1,6,8,1,6,8,1,6,8,1,6,8,1,6,8,1,6)
obtenemos
(22,15,25,27,0,27,4,24,15,13,4,18,0, 18,27, 3,8,19, 2, 18, 4, 20,0),

que corresponde al texto: VOY__A_ _EXONERAR. DISCRETA.

Ejercicio 5. Ver tedrico.



