Jueves 24 de Junio de 2010.

Solucién del SEGUNDO PARCIAL DE MATEMATICA DISCRETA II

Ejercicio 1.
A. = Si A B e G, claramente las entradas de AB también son enteras. Ademas det(AB) =
det(A)det(B) =1= AB € G.
= La multiplicacién de matrices es asociativa.

1

0 1) tiene entradas enteras y

= Kl neutro de la multiplicacién de matrices, I = (

det(I) =1 =1 € G. Entonces I es el neutro en G.

1 _ _
= Si A= (Z 2) € G, entonces Al = det(A) <_dc ab> - <_dc ab>- Tenemos

que las entradas de A~! son enteras y det(A~!) = det(A) =1 y por lo tanto A tiene
Por todo lo anterior, G es un grupo.
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b

¢ d €G:a=d=1(médn)yb=c=0 (méd n) ;.
c

C. Primer Teorema de Isomorfismo: Si ¢ : G — K es un homomorfismo de grupos; entonces

G /ker(p) ~ Im(yp).

inverso en G.
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Ejercicio 2. Sea GG un grupo finito y H un subgrupo de G.

A. s SeazcG,z~zexr~! € He ec Hlocual es cierto ya que H es subgrupo.
» Siz~y= 2y '€ H; como H es subgrupo tenemos que (zy~!)™' € H = ya~! €
H=y~zx.

1

= Siz~yey~ z entonces xy ', yz~! € H y como H es cerrado con la multiplicacién,

tenemos que xy lyz ' € H = w2 '€ H =2 ~ 2.

B. Teorema de Lagrange: Si G es un grupo finito y H un subgrupo de G, entonces |H|||G].
Demostraciéon: Si C1, - -+, C son las distintas clases de equivalencia dadas por la relacion
de equivalencia de la parte A, tenemos que G = C1 U - -- U Cg, la unién disjunta. Entonces
|G| = #C1+- - -+#CY. Si probamos que #C; = |H| tendremos que |G| = |[H|+--- + |H| =

k veces
Ahora la clase de equivalencia de y es Hyyaquex ~y < a2y ' €¢ H< 3he H : oyt =
h<dheH :x=hy<xe Hy.

Tenemos que si hy, he € H y hiy = hay < hy = hoyy~! = ho y por lo tanto #(Hy) = |H|.
C. Sea g € G es tal que med(o(g), |K|) = 1. Entonces ex = p(eq) = ©(g°9) = (o(g))°9.

Entonces o(¢(g))lo(g) vy ademds o(¢(g))[|K]|, por lo tanto o(¢(g))| med(o(g), |K]) = 1
entonces o(¢(g)) = 1= ¢(g9) = ex = g € ker p.

)



Ejercicio 3.

n

A. Sea x =0(g) e y = o(h). Como gh = hg tenemos que para todo n € Z, (gh)" = g"h".
Tenemos (gh)™ = g"Vh™ = (¢*)Y(hY)* = ee = e. Falta ver que si (gh)" = e = zy|n.
Sie= (gh)" = g"h"™ = e = (¢"h")" = A" = ylna y como mcd(z,y) = 1 tenemos que
y|n. Andlogamente e = (¢"h")Y = ¢"¥ = z|ny = z|n. Tenemos y|n, z|n y med(z,y) = 1,
entonces zy|n.

Otra forma:

Como med(z,y) = 1 tenemos que (g)N(h) = {e} (Lagrange). Si e = (gh)" = g"h" = ¢" =
h=™ € (g) N (h) = {e}. Por lo tanto ¢" = e = z|n y h" = e = y|n; como mcd(z,y) = 1
resulta que xy|n.

B. Tenemos que 52 =25y 53 = 125 =1 méd 31, entonces o(5) = 3. Como 29 = —2 mdéd 31
y22=423=82 =16y 2° =32 =1 mdd 31, tenemos que 0(29) = 10
Ahora, 21 = —10 méd 31 = (—2)(5) méd 31. Por la parte anterior, como med(3,10) = 1,
tenemos que 0(21) = o((—2)(5)) = (3)(10) = 30.
Como ¢(31) = 30 y 0(21) = 30 tenemos que 21 es raiz primitiva médulo 31

C. La clave comin es k = z'* méd 31 = 7 méd 31.

Ahora, 212 = (—10)?2 mdéd 31 = 7 méd 31, entonces k = 74 = 2128 mdd 31 y como
2130 =1 mdéd 31, k es el inverso de 212 = 7 en U(31). Entonces k = 9.

Ejercicio 4.

A. (i) o1 = (abx) y 0o = (day). Ademds a = 0901(b) = o2(x) entonces x = d. También

y = o3(a) = o901(x) = 0901(d) = c.
(ii) Como todos los elementos de A,, son producto de una cantidad par de transposiciones,

basta probar que cualquier producto de 2 transposiciones estd en N:
Por la parte (i), el producto de 2 transposiciones disjuntas es el producto de dos 3-
ciclos o1, 09. Como 01,09 € N y N es subgrupo, tenemos que o201 € N. El producto
de 2 transposiciones distintas no disjuntas es de la forma (ab)(bc) = (abc) € N. Y
si las transposiciones son iguales entonces (ab)(ab) =e € N.

B. Sea a = (zyz) un 3 ciclo; tomando v € S5 tal que y(a) = z, v(b) = y, v(¢) = z tenemos

yoy !
por la parte anterior tenemos N = As.

= «; como N <S5 tenemos que a € N. Entonces N contiene a todos los 3-ciclos y

C. (i) (abcde)T = (adb) < 7= (abcde) Y adb) = (acbed).
(ii) (ab)(cd)y = (abe) = v = ((ab)(cd)) t(abe) = (ab)(cd)(abe) = (be)(cd).

D. Por las partes anteriores, basta ver que N contiene un 3-ciclo. Como N # e, existe o €
N, 0 # e. Si descomponemos ¢ en producto de ciclos disjuntos tenemos 3 posibilidades
(pues o estd en As): o es un 3-ciclo, un producto de dos transposiciones disjuntas o un
5-ciclo. Si o es un 3-ciclo, ya esté.

Si o = (ab)(cd) entonces por la parte C(ii) tenemos que (abe) = (ab)(cd)(be)(cd) =
o(be)(cd). Basta probar que a = (be)(cd) € N (y entonces (abe) = 0 a € N. Si tomamos
v = (abe), tenemos que a = (be)(cd) = y(ab)(ed)y™' € N pues N < Ss.



Si o es un 5-ciclo, entonces por la parte C.(i) tenemos que si ¢ = (abcde) entonces
(abcde)T = (adb) con T = (acbed). Bastaver que 7 € N. Ahora 7 = (be)(de)o((be)(de)) ™! €
N ya que (be)(de) € S



