Jueves 26 de julio de 2001.

Soluciones al Segundo parcial de Matematica Discreta 2

1. Sean € IN, n > 1. Se considera el conjunto

G, ={P: R — IR/ P polinomio con coeficientes en IR de grado < n}

con la suma usual de polinomios.

(a)

Probar que (G,,,+) es un grupo abeliano.

Un polinomio genérico en G, se escribe como
P(z) = apa" + ap_12" '+ Fayx +ag = E apa"

La suma de P,Q € G,, es

Z apx + Z bra” Z ap + bh)mh
h=0

Esto muestra que el grado de P 4+ @) es menor o igual que n. Muestra también que
tomando el polinomio idénticamente nulo (de grado —oo) éste es el neutro de la suma
y que el opuesto (inverso respecto a la operacién suma) de P(z) = Y, _ anz" es
—P(z) = 35 _o(—anz™). La asociatividad resulta de la asociatividad de (IR,+). En

efecto:
(P+Q)+R= Zahx —I—thx Zc zh =
h=0

n

= (an +bn)a" + Z cn” =) "((an +by) + cn)a" =
h=0

h=0 h=0
(Por la asociatividad de la suma en IR, (ap + bp) + cn = ap + (br, +cp))

_Zah+ bh+ch Zahx +th+6h :P+(Q+R)

h=0

Del mismo modo la abelianidad de G,, resulta de la conmutatividad en la suma de
reales: ap, + by, = by, + ap,.
Se considera H = {P(z) € G,/ P(0) = P'(0) = 0} (P'(z) es la derivada de P(z)).

Probar que H es subgrupo normal de G,,.

Dado que G, es abeliano, todos sus subgrupos son normales. Queda entonces ver que

H es efectivamente un subgrupo. Es claro que P = 0 (el polinomio nulo) estd en H.



Si P € H entonces P(0) = P’(0) = 0, entonces el polinomio opuesto, —P cumple
también que —P(0) = 0. Como la derivada de —P es —P’ también se cumple que
(=P)'(0) = —P’'(0) =0. Luego —P € H.

Si P,Q € H entonces P(0) = Q(0) = 0. Luego (P +Q)(0) = P(0)+Q(0) =0+0=0.
También se cumple que (P + Q) = P' + Q' y de aqui resulta que (P + Q)'(0) =
P'(0)+ Q' (0) =0. Luego P+ Q € H.

Se prob6 que H es subgrupo (normal) de G,,.

Sea ¢ : G,, — G,, dado por (P(x)) = P"(z) (P"(z) es la derivada segunda de P(x)).
Probar que ¢ es un homomorfismo de grupos. Hallar Im(p) y Ker(p).

Como ¢(P(z)) = P"(z) y (P+ Q)" = P" + Q" resulta que p(P +Q) = P"+ Q" =
»(P) + ¢(Q) probando que es un homomorfismo. Se cumple que P € ker(yp) si y solo
si p(P) = 0 (el polinomio nulo), o sea, P”(z) = 0Va. Como si P(z) = > ,;_,apz"
entonces P"(x) = >)_, h(h — 1)apz"~2 para que se anule para todo x debe ocurrir
que ag = az = ... = a, = 0. Por lo tanto el grado de P debe ser menor o igual que 1y
P(z) = ajx+ag. Por otro lado, si grado de P es menor o igual que 1 derivdndolo 2 veces
da el polinomio nulo y entonces P € ker(y) probando que ker(¢) = G; =polinomios

de grado menor o igual que 1.

La misma férmula para la derivada segunda da

n n—2
P'(z) = h(h—1)apz"? = (h+2)h + 1)an 22"
h=0 h=0

Luego I'm(yp) C G,,—2 =polinomios de grado menor o igual que n — 2.
Pero dado un polinomio de grado menor o igual que n — 2 es facil encontrar uno en

G, que lo tenga por imdgen mediante . Si Q(z) = ZZ;(Z) bpz" tomamos

n—2

bn,
PO =2 GrnGre”

(primitivamos dos veces a @) y entonces se tiene que ¢(P) = Q. Por lo tanto I'm(p) =
Gr—so.

Probar que G,,/Ker(y) es isomorfo a H. [Sugerencia: Im(yp) es isomorfo a H defi-
niendo una funcién ¥(Q(r)) = 22Q(x), Q(z) € Im(p), que hay que ver que es isomor-

fismo...]

Y(Q+R) = 22(Q+R) = 2°Q+2*P = (Q)+v(R) probando que v es un homomorfis-
mo. Esté bien definida, pues multiplicando por 22 a @, queda un polinomio que cumple
que z2Q(x) evaluado en 0 da 02Q(0) = 0. Derivando una vez queda 22Q(x) + 22Q’(z)
que al evaluarlo en 0 da 0. Luego la imagen esta en H.



Por la parte anterior, un elemento Q(z) de Im(p) es cualquier polinomio en G, _s,
luego sus coeficientes b;, son cualesquiera. Al multiplicar Q(x) por 2% obtengo cual-
quier elemento de H (sus coeficientes pueden elegirse arbitrariamente). Luego 9 es
sobreyectiva.

Finalmente, si ¥(Q) = 0, el polinomio nulo, quiere decir que todos los coeficientes de @
van a ser nulos. Luego ker(1) = {0} y ¢ es inyectiva. Entonces 9 es un isomorfismo de
grupos. Luego H es isomorfo a G,,_o = Im(p). (Notacién para decir que dos grupos
son isomorfos: G,,_o = H.)

Por otra parte por el primer teorema de homomorfismos de grupos tenemos que
Gn/ker(p) = Im(p) = Gp—2 = H. Por transitividad de la relacién de ser isomor-
fos tenemos que G,,/ker(p) = H. Esto es lo que se pedfa.

2. Recordar que dados my,ms € IN tales que MCD(my,ma) =1y a1 € Zm,, 62 € Zm,
el Teorema Chino del Resto (TChR) dice que existe y es unica mddulo mimsy la solucién

x=a; mod (my)

b de y estd dada por b = (a3mae Ny + agmi Na) mod (myms) donde

x=as mod (ms2)
maN1 = 1mod (my) y mi Ny = 1mod (mg).
(a) Consideramos en Z,, X Zm, la suma + dada por:
(a1,az2) + (b1,b2) = ((a1 + b1) modmy, (ag + by) mod ms)
Probar que (Zpm, X Zm,,+) es un grupo abeliano.
Usamos que Z,, es grupo abeliano con la suma mdédulo n.
(a1,a2) + (b1,b2) = ((a1 4+ b)) modmy, (ag + ba) modms) =

((by + a1) modmy, (ba + az) modms) = (b1,b2) + (a1, az)

Esto prueba la abelianidad. El neutro es (0,0) y el opuesto de (a1, as) = —(ay,a2) =
(—a1,—az) = (m1—a1, M2 —az) como se verifica de inmediato. Por ejemplo: (a1, a2)+
(my — a1, mg — az) = (my modmy, mymodms) = (0,0) La asociatividad, como en el
ejercicio anterior en que se deriva de la asociatividad en IR, se deriva ahora de la
asociatividad en Z,,.

(b) Consideramos el grupo (Zm, xm,, +) con la suma + médulo my x mg (aceptamos que
es un grupo) y
O Ly X iy — Zimy xmo / (p(a’ha’Q) =0

donde b es la solucién dada por el TChR. Probar que ¢ es un homomorfismo de grupos.

=a;+b mod (m)

as +bs  mod (ms)

Si tenemos que ¢((a1,az)+(b1,b2)) = d, la inica solucién de (X X) { *
x



) . » =a; mod (my)
Y si b es la unica solucién de
=ay mod (ms)

y ¢ es latnica solucién de
x=by mod (Mo

(
(
x=b; mod (m)
)’
entonces (b+ ¢) mod myms es solucién de (X X) y por unicidad tiene que ser d. Luego

o((a1,a2) + (b1,b2)) =d = b+ cmodmims = p(ai,az) + (b1, bs)

probando que es un homomorfismo.

Probar que ¢ es inyectiva y sobreyectiva.

Sobreyectividad: Dado b € Zum,xm, tomemos a; = bmodm; y tomemos ay =

x=a; mod (m)

bmodms. Al resolver { tenemos, teniendo en cuenta que b =

T =ay mod (ms2)

) x=b mod (m 1)
a1 modmy y que b = as modms, que es lo mismo que resolver
x=b mod (mgy
Es obvio que una solucién es x = b. De aqui resulta por unicidad que es la solucién.
Luego ¢ es sobreyectiva.

Para ver la inyectividad consideramos que p(ai,a2) = 0. Entonces 0 = (aymoNy +
azmy N2) mod (myms). La inyectividad es equivalente a que ker(y) = (0,0), o sea, que
a1 = 0modmy y que ao = 0modmsy. Tomando moédulo respecto a my y teniendo en
cuenta que mso N1 = 1 modm, queda 0 modmy = a1 + 0modmy. El ”0”de la igualdad
corresponde a que m1 N> al ser multiplo de m es 0, médulo my. Luego a; = 0modm;.

Del mismo modo, tomando moédulos respecto a my queda que ay = 0mod ms.
Deducir que Z,,, X Zp,, es un grupo ciclico.
El grupo Z,,,, X Z ,, resulta, via ¢, isomorfo a Z,, xm,. Este grupo, como todos los

Z ., es ciclico. Por ejemplo, el 1 es generador de Z,,. De aqui, tomando la preimagen

de 1 por ¢ resulta un generador de Z,,, X Zn,. Luego este grupo es ciclico.



1. Se considera la permutaciéon p € Si5 producto de

(1234567 8 9 10 11 12
PP=l o 5 41378 11 12 6 9 10

y del ciclo p2 = (1a87574712)7 P = p1p2-
Descomponer p en ciclos ajenos, hallar la paridad de p y calcular p34.

Solucién: p = (1,11,9,12,2,5)(3,4,10,6,7,8). p es par pues el producto de dos 6-ciclos,
cada ciclo es par o impar segin el nimero de elementos, si interviene un ntmero par de
elementos es impar, y si interviene un nimero impar de elementos entonces es par, luego
en este caso cada ciclo es impar. Pero como p es el producto de dos ciclos impares ambos,
resulta que p es par. p tiene orden 6 porque el orden de p es el minimo comin multiplo
del orden de sus ciclos (una vez descompuesta p en ciclos ajenos). Por esto resulta que
P = (pOITH2 = (pO)5TpR = p? = (1,9,2)(3,10,7)(4,6,8)(5, 11, 12)

2. Se considera la permutacién p € S5 producto de

(1 23 45 6 7 8 9 10 11 12
p1_365248912171011

y del ciclo po = (12,7,4,3,11); p = p1pa.
Descomponer p en ciclos ajenos, hallar la paridad de p y calcular p344.

p=(1,3,10,7,2,6,8,12,9)(4,5), el 11 queda fijo. p impar, orden de p es mem{9,2} = 18.
Luego p?** = p'¥1912 = (p'%)19p? = p? = (1,10,2,8,9,3,7,6,12).

3. Se considera la permutacién p € S5 producto de

(1 23 4 5678 9 1011 12
Pr=l 193 2111560910 4 7 8

y del ciclo po = (3,10,7,6,2); p= pip2.
Descomponer p en ciclos ajenos, hallar la paridad de p y calcular p344.

p=(1,12,8,9,10,6,3,4,11,7,5), p es par. Como el orden de p es 11 y el resto de dividir
344 por 11 es 3 queda que p*** = p3 = (1,9,3,7,12,10,4,5,8,6,11)
4. Se considera la permutacién p € S5 producto de

(12345 6 78 9 10 11 12
PP=l3 4 512118712 6 9 10



y del ciclo b2 = (6a87573711)7 P = p1p2.
Descomponer p en ciclos ajenos, hallar la paridad de p y calcular p343.

p=1(1,3,9,12,10,6,7,8,2,4), p es impar. El orden de p es 10. El resto de dividir 343 por
10 es 3 por lo que p**3 = p® = (1,12,7,4,9,6,2,3,10,8).
. Se considera la permutacién p € S12 producto de

(1 234567 8 9 10 11 12
P2V 10096 1378 11 12 4 5 2

y del ciclo po = (12,6,9,4,10); p = p1pa.
Descomponer p en ciclos ajenos, hallar la paridad de p y calcular p338.

p = (1,10,2,9)(3,6,12,7,8,11,5). p es impar. El orden de p es mem{4,7} = 28. El resto
de dividir 338 por 28 es 2 por lo que p33® = p? = (1,2)(3,12,8,5,6,7,11)(9, 10).



