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Definir nimero primo.

Probar que si p > 2 es primo, entonces es de la forma 4k +1 o 4k — 1,
para algin k € Z.

Probar que existen infinitos primos de la forma 4k — 1.

Enunciar la Igualdad de Bezout.
Sean a,b y c enteros con (a,b) # (0,0). Probar que la ecuacién
diofantica
ax+by=c
tiene solucién si y solo si med(a,d) | c.

Una mujer tiene una caja con manzanas. Haciendo grupos de 3
sobran 2 y haciendo grupos de 4 sobran 3. Hallar el ntimero de
manzanas que contiene la caja sabiendo que estan entre 100 y 110.

i. Definir la funcién ¢ de Euler.
ii. Enunciar el Teorema de Euler.
iii. Enunciar el Teorema chino del resto.
Probar que para todo par de naturales m,n coprimos, se cumple
p(mn) = o(m)e(n)
Calcular 70! médulo 252.

Solucion

1. (a)
(b)

Ver notas (Definicién 1.2.2).

Si p es primo mayor que 2, p es impar. Todo numero entero puede
escribirse de manera unica de alguna de las siguientes formas: 4k,
4k + 1, 4k + 2, 4k + 3. Como todo ntimero de la forma 4k o 4k + 2
es par, entonces p debe escribirse como 4k 4+ 1 o 4k — 1(= 4k + 3)

Primero hay que notar que si dos enteros son de la forma 4k 4 1 su
producto también lo es. Supongamos que hay una cantidad finita
de primos de la forma 4k — 1, sea {p1,...,pn} €l conjunto de dichos
primos. Si consideramos el entero 4(p;...p,) — 1, es claro que es



un elemento de la forma 4k — 1. Si hacemos la descomposiciéon en
factores primos, por lo primero que observamos, es claro que en su
descomposicion tiene que aparecer algin primo de la forma 4k —
1. Dicho primo no puede ser ninguno de los primos del conjunto
{p1,.-.,Pn}, lo que es absurdo.

Ver notas (Teorema 1.2.8).
Ver notas (Teorema 1.5.3).

Sea = el nimero de manzanas. La primer condicién nos dice que
x = 3a + 2 y la segunda condicién que x = 4b + 3, por lo tanto
debemos resolver la ecuacion diofantica:

3a—4b=1

Es fécil ver que (—1, —1) es una solucién particular de dicha ecuacidn,
de lo que se deduce que la ecuacién tiene como solucién general al
conjunto {(—1—4k,—1—3k) : k € Z}. Usando lo anterior la solucién
del problema tiene que verificar 100 < 4(—1 — 3k) +3 < 110 con
k € Z. Por lo tanto la solucién es x = 107.

i. Ver notas (Definicién 2.6.1).
ii. Ver notas (Teorema 2.6.5).
ili. Ver notas (Teorema 2.5.1).

Ver notas (Teorema 2.6.3).

Para calcular 70'°!(mod 252) debemos calcular la solucién del sis-
tema

r =70 (mod 28)
r =70 (mod 9)

Como 70? = 0(mod 28), claramente la primer ecuacién es equivalente
a z = 0(mod 28). Como med(70,9) =1y ¢(9) = 6, para la segunda
ecuacion podemos aplicar el Teorema de Euler a la segunda ecuaciéon
de la siguiente forma x = 701°! = 706%25+! = 70! = 7(mod 9). Por
lo tanto el problema queda reducido a resolver el siguiente sistema
x (mod 28)
1

0
7(mod 9)

Utilizando el Teorema chino del resto llegamos a que 7015 = 196(mod 252).



