Solucién del Primer parcial. Matematica Discreta 2, semipresencial
25 de setiembre de 2017.

Ejercicio 1.

a.

{

8 (méd1l)<& IneZ :x=8+11n (*)
11 (méd 16) < Im e Z :x =11+ 16m

{

Por lo tanto deben existir m,n € Z tales que 8 4+ 11n = 11 + 16m; es decir, tales que
11n—16m = 3 (**). Por el algoritmo de Euclides extendido tenemos que 1 = med(16,11) =
11(3) — 16(2); asi que (multiplicando por 3) tenemos que 3 = 11(9) — 16(6). Por lo tanto
todas las soluciones de la diofantica (**) son n = 9+ 16k, m = 6 + 11k con k € Z.
Sustituyendo n en (*) obtenemos que todas las soluciones del sistema son z = 8 + 11(9 +

16k) = 107 + 176k, con k € Z; es decir ’:17 = 107 (mod 176) ‘

. a es invertible médulo n si y sélo si existe © € Z tal que ax = 1 (mdd n); siy sélo si, existen

x,y € 7 tales que ax = 1 + ny; es decir, tales que ax —ny = 1 (*). Al ser med(a,n) =1
la ecuacién dioféntica (*) tiene solucién (por el teo. de ecs. diofanticas), y por lo tanto a
es invertible moédulo n.

. Por lo hecho en la parte anterior, un entero = es el inverso de 7 médulo 11, si y sdlo

si, Jy € Z tal que Tx — 11y = 1. Con el Algoritmo de Euclides extendido tenemos que
7(—3)+11(2) = 1y por lo tanto ’ x=-3 (méd 11) = 8 (mdd 11) ‘es el inverso de 7 médulo
11.

. Como 11 es primo y no divide a 7, por el Teorema de Fermat tenemos que 7'° = 1 (méd 11)

y por lo tanto (elevando ambos lados a la 14) 740 =1 (méd 11). Entonces tenemos que =
cumple que 7z = (7)7'9 (méd 11) = 740 =1 (mdéd 11); es decir que 2 cumple que 7z = 1
(méd 11), y por la parte anterior tenemos que z = 8 (mdéd 11), por lo tanto .

. Observamos que 3* = 81 = 1+ 16(5) = 1 (mdd 16). Por lo tanto 339 = 34BH+3 —

(34)%43% = (1)343% (méd 16) = 27 (méd 16) = 11 (méd 16). Por lo tanto [z = 11,
Como 176 = 11(16) y med(11,16) = 1, tenemos que = = 5139 (mdd 176) si y sélo si

{

Como 51 =7 (méd 11) y 51 = 3 (mdéd 16), el sistema nos queda

51139 (mod 11) y
51139 (mdd 16).

3139 (méd 16) y por las partes ¢) y d) nos queda v = 11 (mod 16)  9ue e el

sistema de la parte a). Por lo tanto ’x = 107 (mdd 176) ‘

Ejercicio 2.

a. Esto es el Teorema de Bezout; la demostraciéon se encuentra en los apuntes de tedrico

b.

(Teorema 1.2.8, pagina 10).

i) Sip es un primo divisor comun de (a+2b) y ab, en particular p | ab y por la propiedad
de los primos (Corolario 1.2.11 de los apuntes de tedrico) tenemos que p | a o p | b.
» Sip|a,como p|a-+2btenemos que p | a+ 2b —a = 2b y nuevamente utilizando
la propiedad de los primos, como p { b (pues b es coprimo con a), concluimos que
p| 2y por lo tanto p = 2.

» Sip|b, entonces p|2by como p | a+ 2b tenemos que p | a + 2b — 2b = a lo cual
es absurdo pues mcd(a,b) = 1.

Por lo tanto .

ii) De la parte anterior tenemos que med(a + 2b, ab) = 2¥ con k € N.

» Si a es impar, entonces a + 2b es impar y por lo tanto 2 1 a + 2b y entonces
mcd(a + 2b, ab) = 20 = 1.



= Siaes par, a = 2a’ con @’ € Z y entonces 2 = mcd(a + 2b,ab) = med(2a’ +
2b,2a’b) = med(2(a’ 4 b),2a’b) = 2med(a’ + b,a’d). Por lo tanto k > 1. Veamos
que k = 1. Para ésto basta con probar que 2 t med(a’ + b, a’b); es decir, que @’ +b
o a’'b es impar. Como a es par y b es coprimo con a, tenemos que b es impar. Y
entonces, si a’ es par, a’ + b es impar y si @’ es impar, tenemos que a’b es impar.

Ejercicio 3.

a. Escribimos las descomposiciones factoriales de a y b como

a = H paP y b= H pbP

p primo p primo
con ap, b, € Ny sélo una cantidad finita de ellos no nulos. Entonces
22 x3=12=med(a,b) = [ pmmirts),
p primo
y por la unicidad de la descomposicién factorial, tenemos que

» min(ag,be) = 2; por lo tanto ag =2+ xybs=2+yconz,y «e Nyx =00y =0.
» min(ag,b3) = 1; por lotantoag =14+wybs=1+zconw,z€ Nyw=00z=0.
= Vp > 3, min(ayp, by,) =0y por lo tanto a, =0 o b, = 0.

Por otro lado,
15=#Divy(a) = [] (@+1)=QC+z+)0+w+1) [] (g+1).

p primo p primo
p>3

Y andlogamente para b tenemos que
12=02+y+1)A+z+1) [[ G+1)
p primo

p>3

Por la unicidad de la descomposicion factorial, como 15 = 3 x 5 tenemos tnicamente las
siguientes posibilidades:

1) 242+1=3,1+w+1=5ya,=0Vp>30
2) 242+1=514w+1=3ya,=0Vp>3.

1) Si24z2z+1=3,14w+1=5ya,=0¥%W>3=>2=0,w=3(=2=0)ya,=
0Vp > 3. Entonces‘a:2234:324‘ycomo z = 0, tenemos que

12=02+y+1)(1+1) J] bp+1) = 6=02+y+1) [[ Gp+1).

p primo p primo
p>3 p>3

Entonces hay dos posibilidades: y =3y b, =0Vp >3 0y =0y b, =1 para algin
primo p > 3 y cero para el resto. Entonces |b= 23 =960 |b= 223p = 12p| con
p > 3 primo.

2) Si24z+1=514+w+1=3ya,=0¥>3=20=2(y=0,w=1(=z2=
O)yap:OVp>3.Enestecaso’a:2432:144‘y

12=2+1)01+1) [ Gp+1)

p primo
p>3

por lo que b, = 1 para algun primo p > 3 y cero para el resto, por lo tanto

b=223p =12p| con p > 3 primo.




Resumiendo, todos los pares (a,b) posibles son

(324,96) (324,12p) (144,12p) con p > 3 primo.

. Llamamos a = p1p2 -+ pk, b = pr1Pk+2°**Pn Yy ¢ =P1D2 Pk + Pk+1Pk+2 " Pn = a +b.
Como ¢ € Z™, por el Teorema Fundamental de la Aritmética, ¢ es producto de primos y
por lo tanto, existe un primo p = p; tal que p | ¢. Veamos que i > n + 1:

Si 1l <i<kentonces p; | pip2---pr = a y por lo tanto p; | (¢ — a) = b lo cual es absurdo
por la unicidad de la descomposicién factorial de b. De forma similar, si k+1 < i < n
entonces p; | Pg+1Pk+2 - Pn = by por lo tanto p; | (¢ —b) = a lo cual es absurdo por la
unicidad de la descomposicién factorial de a.

Entonces ¢ > n + 1, por lo tanto p = p; > pp+1. Ahora, como p | ¢, ¢ > p y por lo tanto
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